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ОСНОВНI ТЕОРЕМИ ТЕОРIЇ 𝐹 -ПЛАНАРНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ

КВАЗI-КЕЛЕРОВИХ ПРОСТОРIВ

В роботi вирiшуються основнi питання теорiї 𝐹 -планарних вiдображень квазi-келерових

просторiв: 1) для будь-якого квазi-келерового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) з’ясувати, допускає

вiн 𝐹 -планарнi вiдображення зi збереженням майже комплексної структури в принципi

чи нi; 2) якщо допускає, то знайти тi квазi-келеровi простори (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ), на якi це

вiдображення вiдбувається.

За допомогою методiв, розроблених М. С. Синюковим в теорiї геодезичних рiв-

нянь рiманових просторiв ми звели основнi рiвняння 𝐹 -планарних вiдображень квазi-

келерових просторiв до нової форми, яка допускає ефективне дослiдження i дозволяє

отримати вiдповiдь на питання 1) i 2) в результатi розв’язування системи лiнiйних одно-

рiдних алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих функцiй з коефiцiєнтами iз 𝑉𝑛 .

Зауважимо, що за рахунок великого 𝑛 навiть розв’язати лiнiйну однорiдну алге-

браїчну систему може бути технiчно дуже складно. Тому велике значення мають iншi

пiдходи до вирiшення питань iснування (або неiснування) 𝐹 -планарних вiдображень

для певних класiв просторiв. Як приклад ми видiлили широкий клас квазi-келерових

просторiв, що мiстить симетричнi i рекурентнi простори i не допускає нетривiальних

𝐹 -планарних вiдображень зi збереженням майже комплексної структури.
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1. Вступ

Ми продовжуємо дослiдження 𝐹 -планарних вiдображень многовидiв,

що надiленi квазi-келеровою структурою ([2; 5; 6]) i є узагальненням гео-

дезичних вiдображень рiманових просторiв та голоморфно-проективних

вiдображень келерових просторiв([3; 6]).

Нехай (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) - рiмановий простiр з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗 i афi-

норною структурою 𝐹 ℎ𝑖 .

За умов

𝐹 ℎ𝛼𝐹
𝛼
𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 , (1)

𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
𝑗 = −𝑔𝑗𝛼𝐹𝛼𝑖 , (2)

𝐹 ℎ𝑖,𝑗 = −𝐹 ℎ𝛼,𝛽𝐹𝛼𝑖 𝐹
𝛽
𝑗 (3)

структура 𝐹 ℎ𝑖 називається квазi-келеровою, а рiмановий простiр 𝑉𝑛 з такою

структурою - квазi-келеровим.

Розглянемо квазi-келеровi простори (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) i (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ). Основнi

рiвняння 𝐹 -планарного вiдображення ([3])

(𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 )−→(𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ),

при 𝑛 > 3 в загальнiй за вiдображенням системi координат (𝑥𝑖) мають

вигляд

Γ
ℎ
𝑖𝑗(𝑥) = Γℎ𝑖𝑗(𝑥) + 𝜓(𝑖𝛿

ℎ
𝑗) + 𝜑(𝑖𝐹

ℎ
𝑗), (4)

𝐹 ℎ𝑖 (𝑥) = 𝐹
ℎ
𝑖 (𝑥), (5)

𝐹 ℎ𝛼𝐹
𝛼
𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 ,

𝐹𝑖𝑗 = −𝐹𝑗𝑖, 𝐹 𝑖𝑗 = −𝐹 𝑗𝑖, (6)

𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
𝑗 = 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹 𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹

𝛼
𝑗 = 𝑔𝑖𝑗 ,

𝐹 ℎ𝑖,𝑗 = −𝐹 ℎ𝛼,𝛽𝐹𝛼𝑖 𝐹
𝛽
𝑗 , 𝐹 ℎ𝑖|𝑗 = −𝐹 ℎ𝛼|𝛽𝐹

𝛼
𝑖 𝐹

𝛽
𝑗 , (7)

де Γℎ𝑖𝑗 ,Γ
ℎ
𝑖𝑗 символи Кристофеля 𝑉𝑛, 𝑉 𝑛, вiдповiдно; 𝜓𝑖(𝑥), 𝜑𝑖(𝑥) - деякi ко-

вектори; дужками (𝑖, 𝑗) позначено операцiю симетрування ; кома «,» i вер-

тикальна риска «|» - знаки коварiантної похiдної вiдносно зв’язностi 𝑉𝑛 i

𝑉 𝑛, вiдповiдно.
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Нагадаємо, що 𝐹 -планарне вiдображення вважається тривiальним, якщо

𝜓𝑖 = 𝜑𝑖 = 0. Тому нетривiальнi 𝐹 -планарнi вiдображення (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) на

(𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) з основними рiвняннями (4) можуть бути такими:

𝐼 𝜓𝑖 = 0, 𝜑𝑖 ̸= 0;

𝐼𝐼 𝜓𝑖 ̸= 0, 𝜑𝑖 = 0;

𝐼𝐼𝐼 𝜓𝑖 ̸= 0, 𝜑𝑖 ̸= 0.

У випадку 𝐼 𝐹 -планарне вiдображення називають канонiчним; у ви-

падку 𝐼𝐼 воно є геодезичним вiдображенням ([1; 6]); вiдображення 𝐼𝐼𝐼

називають 𝐹 -планарними основного типу.

Ранiше ми довели, що квазi-келеровi простори не допускають нетривi-

альних геодезичних i канонiчних 𝐹 -планарних вiдображень, а в рiвняннях

(4)

𝜓𝛼𝐹
𝛼
𝑖 = −𝜑𝑖, 𝜑𝛼𝐹

𝛼
𝑖 = 𝜓𝑖 (8)

i що вектор 𝜓𝑖 є градiєнтним, тобто iснує iнварiант 𝜓(𝑥) такий, що

𝜓𝑖 =
𝜕𝜓(𝑥)

𝜕𝑥𝑖.
(9)

Далi ми розглядаємо 𝐹 -планарнi вiдображення квазi-келерових про-

сторiв основного типу.

Дослiдження проводяться в тензорнiй формi, локально, в класi доста-

тньо гладких функцiй.

Основнi результати

2. Лiнiйна форма основних рiвнянь 𝐹 -планарних вiдобра-

жень квазi-келерових просторiв

1∘. Будемо далi операцiю згортання з афiнором позначати таким чи-

ном:

𝐴...
𝑖...

= 𝐴...𝛼...𝐹
𝛼
𝑖 , 𝐴𝑖...... = 𝐴𝛼...... 𝐹

𝑖
𝛼

i називати сполученням по вiдповiдному iндексу. Очевидно, що з огляду

на (1)

𝐴...
𝑖
... = −𝐴...𝑖..., 𝐴𝑖...... = −𝐴𝑖......
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При цьому вважаємо, що сполучення проводиться пiсля коварiантного ди-

ференцiювання, тобто

𝐴ℎ
𝑖,𝑗

= 𝐴ℎ𝛼,𝑗𝐹
𝛼
𝑖 .

2∘. Розглянемо квазi-келеровi простори (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) i (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ), якi

знаходяться в 𝐹 -планарному вiдображеннi

(𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 )−→(𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹

ℎ
𝑖 ).

Як вiдомо, 𝑔𝑖𝑗|𝑘 = 0, тому рiвняння (4) може бути записане в iншiй

формi:

𝑔𝑖𝑗,𝑘 = 2𝜓𝑘𝑔𝑖𝑗 + 𝜓𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜓𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜓𝑖𝐹 𝑗𝑘 − 𝜓𝑗𝐹 𝑖𝑘 (10)

Легко бачити, що (4) i (10) - еквiвалентнi форми основних рiвнянь 𝐹 -

планарних вiдображень. Вони є системами нелiнiйних диференцiальних

рiвнянь в частинних похiдних вiдносно 𝑔𝑖𝑗 i 𝜓𝑖. Сучасна теорiя диферен-

цiальних рiвнянь не дає регулярних методiв розв’язування таких систем.

Тому ми скористаємось методами, розробленими М. С. Синюковим в те-

орiї геодезичних рiвнянь рiманових просторiв ([1]) i зведемо (10) до нової

форми, яка допускає ефективне дослiдження.

3∘. Введемо в 𝑉𝑛 двiчi коварiантний симетричний i невироджений

тензор

𝑎𝑖𝑗 = 𝑒2𝜓𝑔𝛼𝛽𝑔𝛼𝑖𝑔𝛽𝑗 , (11)

де 𝜓(𝑥) - iнварiант такий, що

𝜓𝑖 =
𝜕𝜓(𝑥)

𝜕𝑥𝑖.

З огляду на те, що 𝑔ℎ𝛼𝑔𝛼𝑖 = 𝛿ℎ𝑖 , маємо

𝑔ℎ𝛼,𝑗𝑔𝛼𝑖 + 𝑔ℎ𝛼𝑔𝛼𝑖,𝑗 = 0.

Тому з урахуванням (10) коварiантна похiдна 𝑎𝑖𝑗 в 𝑉𝑛 приймає вигляд:

𝑎𝑖𝑗,𝑘 = 𝜆𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜆𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜆𝑖𝐹𝑗𝑘 − 𝜆𝑗𝐹𝑖𝑘. (12)

Тут

𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 (13)

i

𝜆𝑖 = −𝑒2𝜓𝜓𝛼𝑔𝛼𝛽𝑔𝛽𝑖. (14)
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Легко довести, що вектор 𝜆𝑖 градiєнтний. Дiйсно, з (12) витiкає

𝑎𝛼𝛽,𝑘𝑔
𝛼𝛽 = (𝑎𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽),𝑘 = 4𝜆𝑘,

до того ж 𝜆𝑖 ̸= 0 при 𝜓𝑖 ̸= 0 i навпаки.

Має мiсце

Теорема 1. Для того, щоб квазi-келеровий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) допускав

нетривiальне 𝐹 -планарне вiдображення зi збереженням майже компле-

ксної структури, необхiдно i достатньо, щоб в ньому iснував двiчi коварi-

антний симетричний невироджений тензор 𝑎𝑖𝑗, що задовольняє умовам

(12, 13) при деякому векторi 𝜆𝑖 ̸= 0.

Доведення не наводиться через його повну аналогiю з ([1]).

Диференцiальнi рiвняння в коварiантних похiдних (12) є новою бiльш

ефективною для дослiджень формою основних рiвнянь 𝐹 -планарних вiд-

ображень квазi-келерових просторiв тому, що мають лiнiйний характер

вiдносно невiдомих функцiй 𝑎𝑖𝑗 , 𝜆𝑖. Ми переходимо до вивчення питань

iснування (або не iснування) таких дифеоморфiзмiв.

3. Основнi теореми теорiї 𝐹 -планарних вiдображень квазi-

келерових просторiв

1∘. Будемо вивчати основнi рiвняння 𝐹 -планарних вiдображень квазi-

келерових просторiв в новiй формi (12). Їх умови iнтегрованостi вигляд:

𝑎𝛼𝑖𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝑙 + 𝑎𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑖𝑘𝑙 = 𝜆𝑖,𝑙𝑔𝑘𝑗 + 𝜆𝑗,𝑙𝑔𝑘𝑖 − 𝜆𝑖,𝑘𝑔𝑙𝑗 − 𝜆𝑗,𝑘𝑔𝑙𝑖+

+𝜆𝑖,𝑙𝐹𝑘𝑗 + 𝜆𝑗,𝑙𝐹𝑘𝑖 − 𝜆𝑖,𝑘𝐹𝑙𝑗 − 𝜆𝑗,𝑘𝐹𝑙𝑖+

+𝜆𝛼𝐹
𝛼
𝑖,𝑙𝐹𝑘𝑗 + 𝜆𝛼𝐹

𝛼
𝑗,𝑙𝐹𝑘𝑖 − 𝜆𝛼𝐹

𝛼
𝑖,𝑘𝐹𝑙𝑗 − 𝜆𝛼𝐹

𝛼
𝑗,𝑘𝐹𝑙𝑖−

−𝜆𝑖𝐹𝑗𝑘,𝑙 − 𝜆𝑗𝐹𝑖𝑘,𝑙 + 𝜆𝑖𝐹𝑗𝑙,𝑘 + 𝜆𝑗𝐹𝑖𝑙,𝑘

(15)

Розв’язуючи це рiвняння вiдносно 𝜆𝑖,𝑙, отримуємо:

2𝑛(𝑛− 2)𝜆𝑖,𝑙 = 2(𝑛− 2)𝜈𝑔𝑖𝑙 + 𝑛

(︂
𝑎𝛼𝑖𝑅

𝛼̄𝛽

.𝛽.𝑙
+ 𝑎𝛼𝑙𝑅

𝛼𝛽

.𝛽.̄𝑖

)︂
+ (𝑛− 1)

(︂
2𝑎𝛼𝛽𝑅

𝛼𝛽
.𝑖.𝑙 + 𝑎𝛼𝑖𝑅

𝛼
𝑙 + 𝑎𝛼𝑙𝑅

𝛼
𝑖

)︂
+ 2𝑎𝛼𝛽𝑅

𝛼𝛽

.̄𝑖.𝑙̄
+ 𝑎𝛼𝑖̄𝑅

𝛼
𝑙̄ + 𝑎𝛼𝑙̄𝑅

𝛼
𝑖̄ .

(16)
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де

𝜈 = 𝜆𝛼𝛽𝑔
𝛼𝛽, 𝑅𝛼. 𝑖

𝛽
. 𝑙

= 𝑔𝛿𝛽𝑅𝛼. 𝑖𝛿𝑙,

𝑅𝛼𝑙 - змiшанi компоненти тензора Рiччi.

З умов iнтегрованостi спiввiдношень (16), якi ми не наводимо через їх

громiздкiсть, знаходимо:

2𝑛(𝑛− 2)𝜈,𝑘 = 𝜆𝛼

(︂
2𝑛(𝑛− 2)𝑅𝛼𝑘 + 𝑛(𝑛− 4)𝑅𝛼. 𝛽

𝛽

. 𝑘
− 3𝑛2𝑅𝛼. 𝛽

𝛽

. 𝑘
− 2𝑛𝛿𝛼𝑘 𝑅̃

)︂
+

+𝑎𝛼𝛽

(︂(︀
𝐵𝛼𝛽
𝛾𝑘,𝛿 +𝐵𝛼𝛽

𝛾𝛿,𝑘

)︀
𝑔𝛾𝛿 −

(︀
𝐵𝛼𝛽

𝛾𝑘,𝛿
+𝐵𝛼𝛽

𝛾𝛿,𝑘

)︀
𝐹 𝛾𝛿

)︂
,

(17)

де

𝐵𝛼𝛽
𝑖𝑙 = (𝑛− 1)

(︂
2𝑅𝛼𝛽.𝑖.𝑙 + 𝛿𝛽𝑖 𝑅

𝛼
𝑙 + 𝛿𝛽𝑙 𝑅

𝛼
𝑖

)︂
+ 2𝑅𝛼𝛽

.̄𝑖.𝑙̄
+ 𝐹 𝛽𝑖 𝑅

𝛼
𝑙̄ + 𝐹 𝛽𝑙 𝑅

𝛼
𝑖̄

+ 𝑛

(︂
𝛿𝛽𝑖 𝑅

𝛼̄𝛾
.𝛾.𝑙 + 𝛿𝛽𝑙 𝑅

𝛼𝛾
.𝛾.̄𝑖

)︂
.

(18)

𝑅̃ = 𝑅𝛼𝛽
𝛼𝛽

..
.

Спiввiдношення (12), (16) i (17) утворюють замкнену систему диферен-

цiальних рiвнянь першого порядку типу Кошi вiдносно шуканих функцiй

𝑎𝑖𝑗 , 𝜆𝑘 та 𝜈. Отже справедлива

Теорема 2. Для того, щоб квазi-келеровий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) допускав

нетривiальне 𝐹 -планарне вiдображення зi збереженням майже компле-

ксної структури, необхiдно i достатньо, щоб система диференцiальних

рiвнянь (12), (16) i (17) мала в ньому нетривiальний розв’язок

𝑎𝑖𝑗(𝑥)

(︂
= 𝑎𝑗𝑖(𝑥), det ‖𝑎𝑖𝑗(𝑥‖ ≠ 0

)︂
, 𝜆𝑖(𝑥)

(︀
̸= 0
)︀
, 𝜈(𝑥),

що задовольняє умови 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 .

Зазначена система диференцiальних рiвнянь (12), (16) та (17) є лiнiй-

ною з коефiцiєнтами внутрiшнього характеру вiдносно простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹 ℎ𝑖 )

i в цьому просторi для будь-яких початкових значень

𝑎𝑖𝑗(𝑥∘) = 𝑎𝑖𝑗
∘
, 𝜆𝑖(𝑥∘) = 𝜆𝑖

∘
, 𝜈(𝑥∘) = 𝜈

∘
,
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має не бiльш одного розв’язку i тому кiлькiсть довiльних сталих в загаль-

ному розв’язку системи рiвнянь (12), (16) та (17) (позначимо її (𝐴)) за

умови (13) не перевищує

𝑁∘ = (𝑚+ 1)2, (𝑛 = 2𝑚).

2∘. Питання про iснування нетривiальних розв’язкiв системи (𝐴) зво-

диться до дослiдження умов iнтегрованостi її рiвнянь та їх диференцiаль-

них продовжень, що являють собою алгебраїчну систему рiвнянь вiдносно

невiдомих функцiй з коефiцiєнтами з 𝑉𝑛.

Для першої групи рiвнянь (𝐴) умови iнтегрованостi виходять з (15)

замiною в них коварiантної похiдної вектора 𝜆𝑖 виразом (16) в формi:

𝑎𝛼𝛽𝑇
𝛼𝛽
𝑖𝑗𝑘𝑙 + 𝜆𝛼𝑃

𝛼
𝑖𝑗𝑘𝑙 = 0, (19)

де

𝑇𝛼𝛽𝑖𝑗𝑘𝑙 = 2𝑛(𝑛− 2)

(︂
𝛿𝛼𝑖 𝑅

𝛽
𝑗𝑙𝑘 + 𝛿𝛼𝑗 𝑅

𝛽
𝑖𝑙𝑘

)︂
−

−
(︂
𝐵𝛼𝛽
𝛾𝑘 𝑔𝑙𝛿 −𝐵𝛼𝛽

𝛾𝑙 𝑔𝑘𝛿

)︂(︂
𝑂𝛾𝛿𝑖𝑗 +𝑂𝛾𝛿𝑗𝑖

)︂
,

(20)

𝑂𝛾𝛽𝑖𝑗 = 𝛿𝛾𝑖 𝛿
𝛽
𝑗 + 𝐹 𝛾𝑖 𝐹

𝛽
𝑗 , (21)

𝑃𝛼𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐹𝛼𝑖,𝑙𝐹𝑘𝑗 + 𝐹𝛼𝑗,𝑙𝐹𝑘𝑖 − 𝐹𝛼𝑖,𝑘𝐹𝑙𝑗 − 𝐹𝛼𝑗,𝑘𝐹𝑙𝑖−

−𝐹𝛼𝑖
(︂
𝐹𝑗𝑘,𝑙 − 𝐹𝑗𝑙,𝑘

)︂
− 𝐹𝛼𝑗

(︂
𝐹𝑖𝑘,𝑙 − 𝐹𝑖𝑙,𝑘

)︂
,

(22)

𝐵𝑖𝑗
𝑘𝑙 визначенi формулою (18).

Аналогiчно умови iнтегрованостi другої i третьої груп рiвнянь (𝐴) з

урахуванням (12), (16) та (17) можна представити у виглядi

𝑎𝛼𝛽𝐿
𝛼𝛽
𝑖𝑘𝑙 + 𝜆𝛼𝑀

𝛼
𝑖𝑘𝑙 = 0, (23)

𝑎𝛼𝛽𝐿̃
𝛼𝛽
𝑘𝑙 + 𝜆𝛼𝑀̃

𝛼
𝑘𝑙 + 𝜈𝑆𝑘𝑙 = 0, (24)

вiдповiдно. Тут 𝐿𝛼𝛽𝑖𝑘𝑙 , 𝑀𝛼
𝑖𝑘𝑙, 𝐿̃𝛼𝛽𝑘𝑙 , 𝑀̃𝛼

𝑘𝑙, 𝑆𝑘𝑙 - деякi тензори з компо-

нентами внутрiшнього характеру вiдносно 𝑉𝑛, якi ми не наводимо через їх

громiздкiсть.

Таким чином, умови iнтегрованостi системи (𝐴) мають вигляд (19),

(23), (24). Позначимо їх (𝐵). Зауважимо, що (𝐵) та їх диференцiальнi
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продовження, якi будемо позначати (𝐵1), (𝐵2), ..., утворюють систему лi-

нiйних однорiдних алгебраїчних рiвнянь вiдносно 𝑎𝑖𝑗 , 𝜆𝑖, 𝜈 з коефiцiєнтами

з 𝑉𝑛. Так як кiлькiсть невiдомих функцiй дорiвнює (𝑚+1)2,що знайдеться

таке натуральне число 𝑠, (𝐵𝑠) та подальшi продовження будуть наслiдками

(𝐵), (𝐵1), (𝐵2),...,(𝐵(𝑠−1).

Має мiсце

Теорема 3. Квазi-келеровий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) допускає 𝐹 -планарне

вiдображення зi збереженням майже комплексної структури тодi i тiль-

ки тодi, коли система рiвнянь (𝐵), (𝐵1), (𝐵2),...,(𝐵(𝑠−1) має в 𝑉𝑛 розв’язок

𝑎𝑖𝑗(𝑥)

(︂
= 𝑎𝑗𝑖(𝑥)

)︂
, 𝜆𝑖(𝑥), 𝜈(𝑥),

причому det ‖𝑎𝑖𝑗(𝑥‖ ≠ 0, 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 , 𝜆𝑖 ̸= 0.

3∘. Максмальне число суттєвих параметрiв 𝑟, тобто початкових зна-

чень

𝑎𝑖𝑗(𝑥∘) = 𝑎𝑖𝑗
∘
, 𝜆𝑖(𝑥∘) = 𝜆𝑖

∘
, 𝜈(𝑥∘) = 𝜈

∘
,

вiд яких залежить в даному 𝑉𝑛 загальний розв’язок системи (𝐴), нази-

вають ступенем рухливостi простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) вiдносно 𝐹 -планарних

вiдображень. В нашому випадку

𝑟 ≤ 𝑁∘ = (𝑚+ 1)2.

Тут 𝑟 досягає максимуму 𝑁∘ тодi i тiльки тодi, коли система (𝐴) має в

просторi 𝑉𝑛 розв’язок при будь-яких початкових значеннях i отже коли

ця система цiлком iнтегровна. В такому разi умови (𝐵) виконуються то-

тожньо вiдносно 𝑎𝑖𝑗 , 𝜆𝑖 i 𝜈.

Вимагаючи, щоб перша група (19) рiвнянь (𝐵) виконувалася тотожньо

вiдносно 𝑎𝑖𝑗 , 𝜆𝑖, отримуємо:

𝑇𝛼𝛽𝑖𝑗𝑘𝑙 + 𝑇 𝛽𝛼𝑖𝑗𝑘𝑙 = 0,

𝑃𝛼𝑖𝑗𝑘𝑙 = 0.

Звiдси пiсля певних алгебраїчних перетворень витiкає, що

𝐹 ℎ𝑖,𝑗 = 0
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i

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 =
𝑅

𝑛(𝑛+ 2)

(︂
𝛿ℎ𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝛿ℎ𝑗 𝑔𝑖𝑘 + 𝐹 ℎ𝑘 𝐹𝑖𝑗 − 𝐹 ℎ𝑗 𝐹𝑖𝑘 + 2𝐹 ℎ𝑖 𝐹𝑘𝑗

)︂
.

Це свiдчить про те, що наше (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹 ℎ𝑖 ) необхiдно є келеровим простором

сталої голоморфної кривини.

I навпаки, якщо (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) -келеровий простiр сталої голоморфної

кривини, то легко перевiрити, що рiвняння (𝐵) виконуються тотожньо.

Викнується

Теорема 4. Серед квазi-келерових просторiв (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) келеровi просто-

ри сталої голоморфної кривини i тiльки вони мають максимальний сту-

пiнь рухливостi вiдносно 𝐹 -планарних вiдображень зi збереженням май-

же комплексної структури.

4. 𝐹 -планарнi вiдображення спецiальних квазi-келерових

просторiв

Розглянемо квазi-келеровий простiр (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ), в якому виконуються

деякi умови. По-перше, зауважимо, що з огляду на (41) спiввiдношення

(22) i (21) дають нам

𝑃𝛼𝛾𝛿𝜉𝜂𝑂
𝛾𝛿
𝑖𝑗 𝑂

𝜉𝜂
𝑘𝑙 = 0.

Тодi з (19) маємо:

𝑎𝛼𝛽𝑇
𝛼𝛽
𝑖𝑗𝑘𝑙 = 0, (25)

де

𝑇𝛼𝛽𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑇𝛼𝛽𝛾𝛿𝜉𝜂𝑂
𝛾𝛿
𝑖𝑗 𝑂

𝜉𝜂
𝑘𝑙 .

Якщо тензор 𝑇𝛼𝛽𝑖𝑗𝑘𝑙 в (19) задовольняє умови

𝑇𝛼𝛽𝑖𝑗𝑘𝑙,𝑚 = 𝑇𝛼𝛽𝛾𝛿𝜉𝜂𝐴
𝛾𝛿𝜉𝜂
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚, (26)

де 𝐴𝛾𝛿𝜉𝜂𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚 - довiльний тензор типу (4.5), то з (25) витiкає:

𝑎𝛼𝛽,𝑚𝑇
𝛼𝛽
𝑖𝑗𝑘𝑙 + 𝑎𝛼𝛽𝑇

𝛼𝛽
𝑖𝑗𝑘𝑙,𝑚 = 0,

i отже

𝑎𝛼𝛽,𝑚𝑇
𝛼𝛽
𝑖𝑗𝑘𝑙 = 0. (27)
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З огляду на (12) i (20) останнi спiввiдношення можна представити в такому

виглядi:

𝑛

(︂
𝜆𝑖𝑄𝑗𝑚𝑘𝑙 + 𝜆𝑗𝑄𝑖𝑚𝑘𝑙 − 𝜆𝑖𝑄𝑗𝑚𝑘𝑙 − 𝜆𝑗𝑄𝑖𝑚𝑘𝑙−

−𝑔𝑚𝑖𝜆𝛾𝑄𝛾𝑗𝑘𝑙 − 𝑔𝑚𝑗𝜆𝛾𝑄
𝛾
𝑖𝑘𝑙 − 𝐹𝑚𝑖𝜆𝛾𝑄

𝛾

𝑗𝑘𝑙
− 𝐹𝑚𝑗𝜆𝛾𝑄

𝛾

𝑖𝑘𝑙

)︂
+

+𝑔𝑘𝑖𝐴𝑗𝑚𝑙 + 𝑔𝑘𝑗𝐴𝑖𝑚𝑙 − 𝑔𝑙𝑖𝐴𝑗𝑚𝑘 − 𝑔𝑙𝑗𝐴𝑖𝑚𝑘+

+𝐹𝑘𝑖𝐴𝑗𝑚𝑙 + 𝐹𝑘𝑗𝐴𝑖𝑚𝑙 − 𝐹𝑙𝑖𝐴𝑗𝑚𝑘 − 𝐹𝑙𝑗𝐴𝑖𝑚𝑘 = 0,

(28)

де

𝑄𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿𝑂
𝛼𝛽
𝑖𝑗 𝑂

𝛾𝛿
𝑘𝑙 ,

𝐴𝑖𝑚𝑙 = 𝐶𝛼𝑚𝛽𝑂
𝛼𝛽
𝑖𝑙 ,

𝐶𝑖𝑚𝑙 = −𝜆𝛼𝑄𝛼.𝑖𝑙𝑚 − 𝜆𝛼𝑄
𝛼
.𝑙𝑖𝑚 + 𝑔𝑖𝑚𝜆𝛼𝑄

𝛼𝛽
..𝛽𝑙 + 𝜆𝑖𝑄

𝛽
.𝑙𝑚𝛽,

𝑄ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑔ℎ𝛼𝑄𝛼𝑖𝑗𝑘, 𝑄ℎ𝑖.. 𝑗𝑘 = 𝑔ℎ𝛼𝑔𝑖𝛽𝑄𝛼𝛽𝑗𝑘.

Враховуючи те, що

𝑄𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝛼𝛽𝛾𝛿𝑂
𝛼𝛽
𝑖𝑗 𝑂

𝛾𝛿
𝑘𝑙 = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 +𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 +𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 +𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙,

за допомогою певних алгебраїчних перетворень з рiвняння (8) при 𝜆𝑖 ̸= 0

знаходимо

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙+𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙+𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙+𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 =
4𝑅

𝑛(𝑛+ 2)

(︂
𝑔𝑙𝑖𝑔𝑗𝑘−𝑔𝑘𝑖𝑔𝑗𝑙+𝐹𝑙𝑖𝐹𝑗𝑘−𝐹𝑘𝑖𝐹𝑗𝑙+2𝐹𝑖𝑗𝐹𝑙𝑘

)︂
.

Таким чином, квазi-келеровий простiр, в якому виконуються умови

(26), виявився узагальнено 𝐹 -плоским.

Справедлива

Теорема 5. Квазi-келеровi простори (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ), що задовольняють умо-

вам (26) i вiдмiннi вiд узагальнено 𝐹 -плоских, не допускають нетривiаль-

них 𝐹 -планарних вiдображень зi збереженням майже комплексної стру-

ктури.

Зауважимо, що симетричнi i рекурентнi рiмановi простори задоволь-

няють умовам (26), тому має мiсце

Теорема 6. Симетричнi i рекурентнi квазi-келерови простори (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 )

не допускають нетривiальних 𝐹 -планарних вiдображень зi збереженням

майже комплексної структури.
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Висновки

Ми розглядали ключовi питання теорiї 𝐹 -планарних вiдображень квазi-

келерових просторiв:

1) як для будь-якого квазi-келерового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) з’ясувати,

допускає вiн 𝐹 -планарнi вiдображення зi збереженням майже комплексної

структури в принципi чи нi;

2) якщо допускає, то як знайти тi квазi-келеровi простори (𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ),

на якi це вiдображення вiдбувається.

Для вiдповiдi на перше з цих питань треба з’ясувати, чи має система

нелiнiйних диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних

𝑔𝑖𝑗,𝑘 = 2𝜓𝑘𝑔𝑖𝑗 + 𝜓𝑖𝑔𝑗𝑘 + 𝜓𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜓𝑖𝐹 𝑗𝑘 − 𝜓𝑗𝐹 𝑖𝑘

розв’язки

𝑔𝑖𝑗(𝑥)

(︂
= 𝑔𝑗𝑖(𝑥), det ‖𝑔𝑖𝑗(𝑥‖ ≠ 0

)︂
, 𝜓𝑖(𝑥)

(︀
̸= 0
)︀

за умови

𝐹 𝑖𝑗 = −𝐹 𝑗𝑖.

Сучасна теорiя диференцiальних рiвнянь не дає регулярних методiв розв’язування

таких систем. Тому ми скористалися методами, розробленими М. С. Си-

нюковим в теорiї геодезичних рiвнянь рiманових просторiв ([1]) i звели

основнi рiвняння 𝐹 -планарних вiдображень квазi-келерових просторiв до

нової форми, яка допускає ефективне дослiдження ( про це йдеться в Тео-

ремi 1). За допомогою цiєї нової форми вiдповiдь на питання 1) i 2) можна

отримати в результатi розв’язування системи лiнiйних однорiдних алгебра-

їчних рiвнянь вiдносно невiдомих функцiй з коефiцiєнтами iз 𝑉𝑛(Теореми

2,3).

Отже ми отримали ефективний i простий спосiб для будь-якого квазi-

келерового простору (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ) з’ясувати, допускає вiн 𝐹 -планарнi вiд-

ображення зi збереженням майже комплексної структури в принципi чи

нi, i в разi позитивної вiдповiдi знайти всi тi квазi-келеровi простори

(𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ), на якi це вiдображення вiдбувається.

Зауважимо, що теоретично питання остаточно вирiшено, але практи-

чно за рахунок великого 𝑛 навiть розв’язати лiнiйну однорiдну алгебра-

їчну систему може бути технiчно дуже складно. Тому велике значення
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мають iншi пiдходи до вирiшення питань як iснування, так i неiснування

𝐹 -планарних вiдображень для певних класiв просторiв. Ми видiлили ши-

рокий клас квазi-келерових просторiв, серед яких мiстяться симетричнi i

рекурентнi, який не допускає нетривiальних 𝐹 -планарних вiдображень зi

збереженням майже комплексної структури (Теореми 5,6).
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FUNDAMENTAL THEOREMS OF THE THEORY OF 𝐹 -PLANAR

MAPPINGS OF QUASI-KAHLERIAN SPACES

Summary

The paper addresses the main issues of the theory of 𝐹 -planar mappings

of quasi-Kahler spaces: 1) for any quasi-Kahler space (𝑉𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ), find out

whether it admits 𝐹 -planar mappings with preservation of an almost complex

structure in principle or not; 2) if it admits, then find those quasi-Kahler spaces

(𝑉 𝑛, 𝑔𝑖𝑗 , 𝐹
ℎ
𝑖 ), onto which this mapping occurs.

Using the methods developed by M. S. Synyukov in the theory of geodesic

equations of Riemannian spaces, we reduced the basic equations of 𝐹 -planar

mappings of quasi-Kahler spaces to a new form that allows for effective research

and allows us to obtain an answer to questions 1) and 2) as a result of solving

a system of linear homogeneous algebraic equations with unknown functions

with coefficients from 𝑉𝑛 .

Note that due to the large 𝑛, even solving a linear homogeneous algebraic

system can be technically very difficult. Therefore, other approaches to solving

the questions of existence (or non-existence) of 𝐹 -planar mappings for certain

classes of spaces are of great importance. As an example, we have singled out a

wide class of quasi-Kahler spaces that contains symmetric and recurrent spaces

and does not admit non-trivial 𝐹 -planar mappings while preserving an almost

complex structure.

Keywords: Riemannian space, Riemannian tensor, Ricci tensor, almost com-

plex structure, Kahlerian space, quasi-Kahlerian space, 𝐹 -planar mapping.
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