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СВОЙСТВО ВЗАИМНОСТИ ПОВОРОТНЫХ ДИФФЕОМОРФИЗМОВ  
ДВУМЕРНЫХ РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВ

Повністю вивчено питання взаємності поворотних дифеоморфнмів двовимірних ріманових про­
сторів. Доведено, шо. якшо нетривіальний поворотний дифеоморфізм маг властивість взасмносп, 
то він с конформним і прн ньому ріманові простори с просторами постійної гауссової кривини.

Полностью исследован вопрос о взаимноегн поворотных диффеоморфизмов двумерных римано- 
вых пространств Доказано, что, если нетривиальный поворотный диффеоморфизм обладает свой­
ством взаимности, то он является конформным и при этом римановы пространства являются про­
странствами постоянной гауссовой кривизны.

The quesiion aboul reciprocity of rotary dift'eomorphisms of two-dimensional Riemannian spaces has 
been completely investigated. It has been proved that if non-trivial rotary diffeomorphism has a property of 
reciprocity than it is conformai difïeomorphism and in this case Riemannian spaces are spaces with constant.

Введение. В работах С.Г. Л ейко был введен новый тип диффеоморфизмов римановых 
пространств -  поворотные диффеоморфизмы. Возникает вопрос о групповых свойствах 
этих диффеоморфизмов и в, частности, является ли обратный диффеоморфизм к поворот­
ному также поворотным. В настоящей работе этот вопрос полностью  решен для двумер­
ных римановых пространств.

1. Рассм отрим  двумерны е римановы  пространства V2 , V i  с метрическими тен зо ­

рами g a g  соответственно. Пусть ^ ( j c ' . x 2) ( i , j  = 1.2) -  компоненты g в некоторой 

л о к а л ь н о й  к а р т е . Д л я  к р и в о й  у : ) —■► V2 с п а р а м е т р и ч е с к и м и  у р ав н ен и я м и

x h = Xh (t)  построим  векторы  %н =  — = V , £ \  = V ,Î ;* .  З д е с ь У , -  оп ератор
d t

ковари ан тн ого  диф ференцирования вдоль у относительно рим ановой  связности. 

О бозначим  через

•*М = o[y ]=

функционалы  длины  и поворота кривой. Если с  £ 3 , то к -  геодезическая кривизна 

кривой. i?t к, .«-* j k  *
Определение 1. Кривые, кот оры е являю т ся реш ениям и вариационной изоперим ет - 

рической  задачи  ex trem  в[у ], s[y] = const с закрепленны м и концами, будем  назы ват ь  

изоперимет рическими экст ремалями поворот а (ИЭГ1).
В работе [2J показано, что кривая рим анова пространства является нетривиальной 

И ЭП  с постоянной с только тогда, когда вдоль нее гауссова кривизна пространства не 
равна нулю  и пропорциональна с этой постоянной кривизне кривой:

ü f( jr ( s ) )= c * ( .ï)  0 )

К  -  гауссова кривизна, к  -  кривизна у .  s  -  длина дуги.
Геодезические кривые условимся н азы вать  тривиальны м и экстрем алями поворота

(вдоль них 0  = 0 , ( / ) =  0  ).

О п р ед ел ен и е  2. Д иф ф еом орф изм  р : ^ —»V,  назы ваем  поворот ны м , если  вслед ­

ст вие его каж дая геодезическая кривая  у из рим анова прост ранст ва V  2 ст ановит ­

ся изоперим ет рической экст ремалью  поворот а рим анова прост ранст ва V2 .

С А. В. Винник. 1999
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Если р  -  геодезический, то  его называем тривиальным поворотным диффеоморфиз­

мом.

О пределение 3. П оворотный диф ф еом орф иш  р : У2 —> У2 обладает свойством вза­

имности, если обрат ны й диф феоморф изм  р " 1 : V-, —> являет ся поворот ным.

2. Установим диф феоморфизм р : У2 -> У 2 и потребуем, чтобы он являлся поворот­

ным. Выясним, обладает ли р  свойством взаимности. Пусть V, V -  римановы связно­

сти на У з , У2 и Г у, Г)* -  соответствую щ ие кристоффели, построенные из метричес­

ких тензоров g . . ,  к  у в данной локальной карте. О бозначим через

^ у = ^ - Г о -  (2 )

тензор афинной деф орм ации, порож дённой р . \  / ,  „  \

Рассм отрим  систему уравнении:
pH _  р А  • . Л ! 0 3 >  ;  <;?» ;!  « { Д О С -  / 1 4

ц и ' —

Р!) =  Х ,5; + + V 8 о > . О \  е ш э т о  ^

к і
1 к

( \  ог . л  - ,А к  .V - \¥  -ЗЛ

♦ « И * * » * , .

_ . О * и ,<л »  =•
Л А =  Х1б* + Х Д /, + у % .  £ 1  '  (6 )1 1 1 1 т  . - у  ~ ч  .о н и г л ь а о н '^

_  К  • - -  Ч
=ФДФ) + ^ )  + К (А е^+Щ0,~. | а ( 1Чг + ,у)т» . 1 ® ^  (7)

К

гае у А =  -<рА -2А.Л , величины Л, представляю т компоненты  ковектора. 1

Т ензоры  Рим ана пространств  Уг и V , (я,,* ./? „ * )  вследствие р  связан ы  меж ду 

собой  соотнош ением : .(.нлиитьвокэг '

<  =  "  / £ ,  + Ъ Р * Я  - 3 / 5 * * » • ' ' «  "  (8 )

Вследствие уравнений (4), (5) и того , что в двумерных римановы х пространствах 
тензор кривизны  имеет специальны й вид:

р><  ̂ н л н - О - Ч »

ШМЭгО
■осле свертки (8 ) по Л, к  получаем: ,

ЛГ#, = (к(Ае* + 2 ) - 2 Д . ^ - З Л ^  -  V /,. -ЗХ,ЛУ +2ч/,уу “(9)

Из (3), учиты вая (4) и (6), следует: г . .
. О = ' у -  ц»

¥ Л«у =  ^  (V/ + V, )5'' + -*- ( у ,  + )б* -  Ч'Л«,У ■ £|‘ Л) - : ч< 'ц« .ои .тэты »о;\з (10)

«  , . м л 1 1  Я<У

Так как у *  * 0 ,  то существуют а н такие, что: ,

**<7* =  ! ;  (я, ^  + (а2 У > 0, ймимпоф но* ■ Ч н г^З ,

1 (ш + 1Й. V, . + -1 Сш . + ш Л,. -  иЛ,. 6.. + ' к / А  ♦(••+ ^ К ! е  О**« = з  (V/ + ¥ > ,  + -  (V ; + V ; К  -  V *«*«# •

В силу симметрии g lJ отсю да вы текает, что 4/, + 4/, = р а { , где р -  некоторы й 

И Н Т .  V  Л  т  . '  " *  П *  +  ’  *  V *  *

ин-

Таким образом.
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V 2 ''П«Ч1^1 г. л « к я щ л  «му ,пи/, /- -I / I I

8,; = (11)

• V •»-> «***>* • !«•'«• >Л' г >••>»!»: Ж Ц * 0

= + - г * « “
- г  3  - у ы  ■;•<». • .»• .и У  1

У читы вая (11), получаем :
-оигкв, ‘ I ;(Г^01 и- .'••.(■

-*• ^ - ^ ^ а 1 ) = - 1 р а 1а У ^ ^ а 16 ,' + ^ а 15 1; . ^  . . ( 12)

, ’Ьь.:. л - чч:н' : 1 .л
О бозначим V - Ч / V  я* = V •

Рассм атривая (12) при Л = 1 (г.У = 1,2), получим: .
/ - \ / * \ « • . Ц |КЖ1т>кж{К')0 *'. ■•'>'1лЪ>* *'• М

; =  ..............; 0 ,  ^ , .  ..

/>(«, -  а 2 ) =  0  . I
О ткуда следует, что: ..я**;, .но и-т, • Л

1) р  = 0  и отсюда V* =  0 .  о:- ! I • ■ * > ! . • • - . * « ■ * .  ' > и'-

1 Если р -  0 ,  т.е. у ,  = - у / и X, =  - Л ; , то 2  = - \у * а * £ у и Р  -  конформный диф ­

ф еоморф изм

2 ) « | = а 2 = а , а  *  0 .

\  'С ледовательно, V  = У .  : V .  - г к . - .

\|Л/, + у 2«2 = *• «(ч,1+ Ч,2) = 1- V1+Ч/ 2 = ! ф ’ ‘ ‘ •• ■ '
а  • •''"

V1 -»(/'«(ч/1 + \у2)= V2-ч /2я(ч/' + V2). ■' ‘ ‘ ■' (13)

V- < |у | (ф , +  У 2 ) = 0 . ’■! 'У  И ’У  «ТОЧ,- ( .. н -д

С ледовательно: : п о о ы

V  = 0  или " ч / ' + ф , = 0 . " ч ’Ч ?  . -  . ’А

Аь А налогично, рассм атривая (12) при Л = 2 (/.у  =  1 .2), получаем: " “
{ -ЛЯ»«' » "Л»'

ЧГ = 0  и л и  ч/ 1 + у 2 = 0 .

Отсю да
,  •’ ' ^  * '« • '"  ■ ■ '•Ко..;--.- с.-

\|Г + \ |Г  = 0 . .. I .

У читы вая последнее равенство в (13), получим: ^
_I _ } ■  ̂ ■ ..*4.'-Л •*('■ ̂  ** * 1 гЬ . ' I,^
у '  —у  =  0 . .............  -  *« ••• • -

 ̂ С ледовательно, у 1 =  V 2 =  0. что исклю чаем как тривиальны й  случай геодезичес­

ких диффеоморфизмов. И так, в нетривиальном случае возмож но только р  = 0 .  т.е. Р 

-  конформный.

Если р -  конф ормный диф феом орфизм, то X, = - у ,  и (9) приобретает вид:

Щ  = (к (А е '¥ + 2 )+ А м \> 1}+\7 ̂ , - 4 ^ 1( 

который с учетом (5) преобразуется следующим образом: '

/  /  \  \  Ц/ К /  \  Ь
АГ.? ,у = (АГ(-4,*^ + 2 )+ Д.ц/Х',, + + + !>?,>•. '

. 1 ' • ^

V
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дг*„ = ( Ф ^ + з ) + а ^  + ^ .  , . г  ' : г  - ' • '

Т ак  как р  -  конф орм ны й, то  K j  = 0  и, следовательно, К  = c o n s t . А налогично, 

■ о к н о  показать,что  К  =  c o n s t , учиты вая взаим ность поворотно-конф орм ны х отобра- 

а г я я й  Т аким  образом , доказан а следую щ ая теорема.

Теорема. Е сли нет ривиальны й поворот ны й диф ф еоморф изм  р  : V2 —» V2 обладает  

тттством взаимности, т о он являет ся конф ормны » и при этом прост ранст ва V2 V2 

шляются прост ранст вам и пост оянной гауссовой  кривизны.
Заклю чение. Т аким  образом , доказан н ая  теорема полностью  реш ает вопрос о не- 

т р в я а л ь н ы х  поворотны х диф ф еом орф изм ах, обладаю щ их свойством взаимности.
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