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ДИНАМИЧЕСКИЙ ХАОС В ВЫСОКОВОЗБУЖДЕННЫХ СОСТОЯНИЯХ 
РИДБЕРГОВЫХ АТОМОВ ВО ВНЕШНЕМ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛЕ

Динамический хаос в атоме водорода в высоковозбужденном состоянии (ридбергов 
атом) во внешнем, низкочастотном, электромагнитном поле рассмотрен на основе после­
довательного непертурбативного квантово-механического подхода: метода квазистацио- 
нарных, квазиэнергетических состояний. Рассчитаны зависимость квазиэнергии системы 
как функция параметров внешнего электромагнитного поля (напряженности и частоты) 
и вероятности ионизации атома как функции частоты. Представлена количественная ди­
аграмма проявления эффектов квантовых флуктуаций, стабилизации, дестабилизации в 
атоме в сильном электромагнитном поле.

Динамический хаос как совокупность эффек­
тов, наблюдаемых в физических системах, отно­
сится к числу сугубо нелинейных эффектов и по­
этому его проявление в квантовых системах, 
описываемых уравнениями типа Шредингера или 
матрицы плотности, весьма специфично. Как 
правило, этот феномен проявляется в квазиклас- 
сической области, т. е. в высоковозбужденных 
состояниях. Граница между дискретным спект­
ром и континуумом соответствует сепаратрисе в 
фазовой плоскости системы. Именно с нее начи­
нается разрушение регулярного движения и пе­
реход к хаотическому режиму. Важно отметить, 
что динамический хаос имеет место в квантовых 
системах, которые не линейны в своем класси­
ческом пределе. В последние годы феномен хао­
са в квантовых системах вызвал всплеск работ 
(см. [1 — 15]). В частности, проявления динами­
ческого хаоса в квантовых системах, взаимодей­
ствующих с внешним, зависящим от времени по­
лем, обнаружены вблизи границы дискретного 
спектра и континуума. Речь идет об атоме во­
дорода, ридберговых атомах, ангармоническом 
осцилляторе, двухатомных молекулах (см. [1 — 
14]). Значительный интерес вызвал феномен ио­
низации высоковозбужденных атомных состоя­
ний сильным низкочастотным электромагнитным 
полем (см. [1—3, 4, 14, 15]), в основе которого 
лежит диффузия электрона по сильно возбуж­
денным полем состояниям атома. При этом не­
линейные колебания электрона становятся сто­
хастическими. Как машинные, так и аналитичес­
кие расчеты дали оценку поля, критичного для 
возникновения стохастической неустойчивости. 
Как и любой стохастический процесс, искомую 
ионизацию можно описать в диффузионным 
уравнением при достаточно больших временах 
действия поля или же при усреднении по боль­
шому числу исходных положений классических 
орбит атома в пространстве. При этом, для того, 
чтобы стохастическое блуждание электрона зах­
ватывало много уровней (переход к хаосу) необ­
ходимо выполнение условия для напряженности 
электрического поля Е >  пг6 (п — главное кван­
товое число) [6, 14]. Экспериментально искомый
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феномен наблюдался для атома водорода из со­
стояния с н — 60 в поле частоты w =  9,9 ГГц. 
В серии работ Кассати и др. [3, 4], посвященных 
анализу и описанию феномена хаоса методами 
нелинейной классической динамики, искомые 
эффекты нашли достаточно убедительное каче­
ственное объяснение. Однако адекватное описа­
ние тонких особенностей квантового хаоса тре­
бует применения квантово-механических мето­
дов. Данная работа посвящена описанию явле­
ния динамического хаоса в атоме водорода 
(ридбергов атом) в высоковозбужденных состо­
яниях. На основе теории квазистационарных 
квазиэнергетических состояний (ККЭС), опера­
торной теории возмущений, метода комплексно­
го вращения координат (см. [6, 7, 10, 15]) рас­
считаны зависимость квази-энергии как функции 
параметров внешнего электромагнитного поля 
(напряженности и частоты), вероятности иони­
зации атома водорода как функции частоты 
поля. Представлена количественная диаграмма 
проявления эффектов квантовых флуктуаций, 
стабилизации, дестабилизации в атоме в силь­
ном поле.

Идея метода комплексного вращения коорди­
нат, ранее с успехом примененного к различным 
задачам на квазистационарные состояния в ста­
тических полях (см. [6, 7, 10]), заключается в том, 
что преобразование координат г '=  агехр(гср) в 
гамильтониане, оставляя неизменными его собст­
венные значения, соответствующие квазистацио- 
нарным состояниям, переводит их собственные 
функции в пространство квадратично интегриру­
емых функций. В результате задача нахождения 
энергии сводится к поиску собственных значений 
неэрмитовой матрицы. Рассмотрим атом Н (рид- 
берговый атом) во внешнем электромагнитном 
поле F(t) =  F0(i)cos(o3t) (для циркулярно-поля- 
ризованной волны: F(t) — F0{cos(oit), sin(cof)}). 
В рамках метода ККЭС уравнение на ККЭС име­
ет вид (используются атомные единицы):

( -  ‘Л • V2 -  г~[ +  сoLz +  F0x)WE(r) =  EWE(r). (1)
После комплексного преобразования коорди­

нат уравнение на собственные значения и соб­
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ственные функции принимает вид:
(— ‘/ 2' xJ2e~2tv — /—Іе_іф +  coL2 +  Fgxe^W Е(геіч>) = 

= (E -E ° n)4fE(re‘«), (2)
где £° =  —'/2л2— невозмущенное значение энер­
гии. Квадратичная интегрируемость функций 
квазистационарных состояний обеспечивается 
при значениях угла комплексного вращения ко­
ординат ф, определяемых неравенствами:

arg[-(£+AM ]1/2 <  Ф <  я /2  -  arg{-[E+(N - 1 )со]} '/2,
где N — пороговое число фотонов, необходимое 
для ионизации. При выборе конечного базиса, 
на котором диагонализуется (2), комплексные 
собственные значения зависят от ф как от пара­
метра. Задавшись определенной точностью вы­
числения, размер базиса можно выбрать таким 
образом, чтобы его вариации не изменяли точно­
сти результата. Эффективным является исполь­
зование оптимального базиса операторной тео­
рии возмущений в задаче об эффекте Штарка 
для атома водорода [14, 15]. В [6, 7] в качестве 
базиса предложено использовать систему функ­
ций задачи Штурма—Лиувилля атома Н:

(п +  1 +  1)!
п\

'/2 М,/ .  +  /  +  1.1 +  I / 2 (2 ф )
rY ,J r /r ) (3)

+ А + !) е-2«р _  е—/(

{піт | ) х

+  б„,Пі(£ ° -1 /2 а 2+сот)\ +

+  F0e - “р {п іт  | х | nxl\ms), (4)

/Г - off
4R е Д £

, Р =
21шД Е- (5)

Теоретические и численные оценки [3, 4] по­
казывают, что при м0 =  ооп$ > 1  (п0 — начальное 
возбужденное состояние) и напряженности поля 
е0 =  FqhI > ес «  (50со{/3)-1 движение электрона пе­
реходит в хаотический режим, имеет место да­
лее диффузия по состояниям спектра и иониза­
ция. При со0 —► 0 критическое значение поля при­
ближается к статическому пределу е0 =  0,13.

С ростом со0 (при условии со0<  1) значения кри­
тического поля (для ионизации) растет. Если 
со0 >  1 (электрон находится достаточно далеко 
от ядра) действие внешнего поля приводит к 
осцилляциям электрона около его кеплеровской 
орбиты с частотой oi2/(F 0m). Отметим, что 
условие S =  c o / f l » l ,  выполняемое при

F 0 >  ^ s t a b  =  р м / m  ( 6 )

(Р — численный параметр), определяет границу 
стабилизации. Искомая граница располагается 
значительно выше, чем граница статической 
ионизации и хаоса. Для получения атомов в по­
ле в состояниях, принадлежащих области стаби­
лизации, процесс включения поля должен быть 
следующим: время включения поля ts должно 
быть меньше орбитального периода электрона 
2лnl и справедливо условие:

0.

где М — функция Уиттекера. Проблема далее 
сводится к стационарной задаче на собственные 
значения и собственные векторы матрицы А:

АЬ =  (Е° — Еп)Ъ,

где | щ1{гп\) — радиальная часть функций (3).
Полная диагонализация матрицы (4) представ­

ляет собой достаточно сложную задачу. Поэтому 
часто ищется лишь одно собственное значение, 
переходящее при включении поля в основное со­
стояние Е°. Решение задачи отыскания макси­
мального собственного значения и соответствую­
щего собственного вектора осуществляется стан­
дартными итерационными методами (см. [7, 15]). 
Естественно усложнение в случае наличия резо­
нанса на атомных уровнях и тогда матрица имеет 
несколько близких по модулю собственных зна­
чений (для их разделения используется q— р 
алгоритм). Сдвиг К и вероятность Р ионизации 
основного состояния атома определяются выра­
жениями:

Ионизация будет иметь место после одного ор­
битального периода. Соответственно граница де­
стабилизации дается выражением:

Fdes,~  \%La>ynm^nl (L =  Ln[(2F0/ne) '/2/o3m\.
Важно подчеркнуть, что существование области 
стабильности атома в поле получено не только в 
рамках классического («Kepler тар») динамичес­
кого моделирования (формально классика рабо­
тает при условии со <е: 1 /л |) ,  но и на основе 
квантово-динамического описания движения 
(«Kramers тар») (см. [2, 3]). Выполненный в на­
стоящей работе численный расчет динамики ато­
ма водорода в электромагнитном поле подтвер­
дил существование области стабилизации, лежа­
щей выше границы хаотической динамики. На 
рис. 1 представлены результаты численного рас­
чета зависимости вероятности Р ионизации (5) 
как функции частоты со0 (п0 =  63, е0 =  0,043).

Рис. 1. Зависимости вероятности Р  ионизации как функ­
ции частоты (о0 (пояснения см. в тексте)

Полученные на основе квантово-механическо­
го расчета данные очень хорошо коррелируют с 
данными Кассати и др. [3]. Рис. 1. демонстри-
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рует феномен квантовых флуктуаций, наблюда­
емых вплоть до значений Дсо0 ~  10-6 (при мень­
ших масштабах эффект исчезает). На рис. 2 при­
ведена диаграмма динамики атома Н в поле в 
плоскости (е0, озо/т). В нижней части диаграм­
мы расположена область стабильности системы 
в смысле теоремы Колмогорова—Арнольда— 
Мозера (КАМ). Нижняя кривая определяет гра­
ницу области хаоса є0~  (50а>{/3)-1. При малых ы0 
эта граница приближается к статическому пре­
делу ионизации є0«0 ,13 . Область стабильности 
(«magic mountain») отделена границей стаби-

л = 1  п = 2 л = 4 п —8 /1= 16  /г= 3 2  п — 64

-3----------------------- ----- ---- ---- ---- ---- ---- *-1
- 4  - 3  - 2  - 1  0 1 2 3 4 5

Рис. 2. Диаграмма динамики атома водорода в поле в плос­
кости: Со, Шо/ т  (пояснения в тексте)

лизации е0» 1 2 (ы 0/ т 0) внизу и границей де­
стабилизации Fdest 16La>l/nm2n$ (L = L n x  
х [(2F0/Vie)1/,2/&>m]) вверху. Впервые существова­
ние этой области было предсказано Кассати и 
др. [3] на основе классического рассмотрения. 
Строго говоря, этот подход справедлив до зна­
чений е0~0,2(со0/ т 0). В отличие от него, кван­
тово-механический метод, использованный в на­
стоящей работе, лишен этого ограничения. 
Единственная трудность его применения связана 
с достаточно сложным расчетом характеристик 
квазиклассических уровней. Пунктирные линии 
на рис. 2 соответствуют напряженности поля: 
/ — 0,0025, 2 — 0,05, 3 — 1,0. В отличие от оце­
нок [3], наши результаты, в частности, диаграм­
ма рис. 2, дает более точные количественные 
предсказания. Это подтверждает сравнение ре­

зультатов теории с данными эксперимента Коха 
(см. [6]) по ионизации из высоковозбужденных 1  
п — 50 состояний атома Н полем F0~  10 В/см, К 
со =  9,9 ГГц.
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