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ВСТУП

Об’єктом дослiдження роботи є спектральна задача для оператора
Штурма-Лiувiлля. Ця задача часто виникає при розв’язуваннi задач мате-
матичної фiзики[2].

Предметом дослiдження є апроксимацiя методом скiнченних елементiв
[7] спектральної задачi для оператора Штурма-Лiувiлля.

Метод скiнченних елементiв (МСЕ, англ.: FEM — finite element method)
є одним iз найпоширенiших методiв розв’язування крайових задач для
звичайних диференцiальних рiвнянь i для рiвнянь у частинних похiдних.
З метою оптимiзацiї використання наявних обчислювальних ресурсiв i
знаходження наближення до розв’язку задачi з гарантованою точнiстю, на
практицi використовують адаптивнi схеми методу скiнченних елементiв[4].
Мета адаптивного МСЕ — побудова наближеного розв’язку iз заданою
точнiстю при мiнiмальних обчислювальних затратах. Основа бiльшостi схем
адаптування — апостерiорнi (на основi вже знайденого наближення) оцiнки
похибок на скiнченних елементах[8].

Мета роботи — отримання нових знань i практичного досвiду для
розв’язання спектральних задач методом скiнченних елементiв.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Оператором Штурма-Лiувулля називається лiнiйний оператор 𝐿, що
має вигляд:

𝐿𝑢 = −(𝑝(𝑥)𝑢
′
(𝑥))

′
+ 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥),

де 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑝 ∈ 𝐶1([𝑎, 𝑏]), 𝑞 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]), 𝑝(𝑥) ≥ 0.𝑞(𝑥) ⩾ 0.
Розглянемо задачу на власнi значення для оператора Штурма-Лiувулля:

𝐿𝑢 = 𝜆𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎,𝑏]; (1.1)

𝑢(𝑎) = 0, 𝑢
′
(𝑏) = 0, (1.2)

Задача (1.1)-(1.2) є задачею Штурма-Лiувилля i, як вiдомо, має злiчену
множину дiйсних власних чисел

0 < 𝜆1 ⩽ 𝜆2 ⩽ · · · ⩽ 𝜆𝑛 ⩽ . . .

та вiдповiдну їй множину власних функцiй 𝑢𝑖(𝑥).

Треба побудувати скiнченно-елементну апроксимацiю цiєї задачi з
використанням лiнiйних безперервних сплайнiв на рiвномiрнiй сiтцi.

Розглянути апостерiорний оцiнювач помилки скiнченно-елементної
апроксимацiї власної функцiї.

Мовою пакета MATLAB написати програмний додаток, який зна-
ходить перше власне значення та вiдповiдну власну функцiю скiнченно-
елементної апроксимацiї спектральної задачi та обчислює значення апо-
стерiорного оцiнювача помилки скiнченно-елементної апроксимацiї власної
функцiї.

Провести обчислювальнi експерименти.
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РОЗДIЛ 2

МЕТОД СКIНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТIВ

2.1. Варiацiйне формулювання задачi

Слабким розв’язком задачi

𝐴𝑢 = 𝑓

називають функцiю 𝑢 ∈ 𝑉 , де 𝑉 — вибраний простiр, таку, що дiйсне
спiввiдношення

𝑎(𝑢,𝑣) = (𝑓,𝑣),∀𝑣 ∈ 𝑉,

де 𝑎(𝑢, 𝑣) = (𝐴𝑢, 𝑣) — бiлiнiйна форма, а (𝑓, 𝑣) — скалярний добуток у H.
У випадку задачi на власнi значення маємо:

𝑎(𝑢, 𝑣) = 𝜆(𝑢, 𝑣),∀𝑣 ∈ 𝑉 (2.1)

Побудуємо варiацiйне формулювання i запишемо слабкий розв’язок
крайової задачi (1.1)-(1.2). Помножимо рiвняння (1.1) на довiльну функцiю
𝑣 ∈ 𝐻1(𝑎,𝑏), а потiм проiнтегруємо вiд 𝑎 до 𝑏. До першого iнтеграла в лiвiй
частинi отриманої рiвностi,

−
∫︁ 𝑏

𝑎

(𝑝𝑢
′
)
′
𝑣𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑞𝑢𝑣𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝜆𝑢𝑣𝑑𝑥

Застосуємо формулу iнтегрування частинами, тодi

−𝑝𝑢
′
𝑣|𝑏𝑎 +

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑝𝑢
′
𝑣

′
𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑞𝑢𝑣𝑑𝑥 = 𝜆

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑢𝑣𝑑𝑥

Оскiльки 𝑣 - довiльна функцiя з 𝐻1(𝑎,𝑏), а за умовою задачi 𝑢′
(𝑏) = 0 то∫︁ 𝑏

𝑎

(︁
𝑝𝑢

′
𝑣

′
+ 𝑞𝑢𝑣

)︁
𝑑𝑥+ 𝑝(𝑎)𝑢

′
(𝑎)𝑣(𝑎) = 𝜆

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑢𝑣𝑑𝑥
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Позначимо

𝑎(𝑢,𝑣) =

∫︁ 𝑏

𝑎

(︁
𝑝𝑢

′
𝑣

′
+ 𝑞𝑢𝑣

)︁
𝑑𝑥+ 𝑝(𝑎)𝑢

′
(𝑎)𝑣(𝑎)

𝜆(𝑢, 𝑣) = 𝜆

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑢𝑣𝑑𝑥

Отримали готову варiацiйну форму

𝑎(𝑢,𝑣) = 𝜆(𝑢, 𝑣) (2.2)

Визначимо скiнченновимiрний пiдпростiр простору 𝐻1(𝑎,𝑏)

𝑉ℎ = 𝑣ℎ ∈ 𝑆
(1,0)
ℎ : 𝑣ℎ(𝑎) = 0

Варiацiйному формулюванню поставимо у вiдповiднiсть наступну скiнчен-
новимiрну задачу. Знайдемо таке 𝜆ℎ ∈ 𝑅 та 𝑢ℎ ∈ 𝑉 , що

𝑎(𝑢ℎ, 𝑣ℎ) = 𝜆(𝑢ℎ, 𝑣ℎ),∀𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ (2.3)

Зауважимо, що при 𝑣(𝑎) = 0

𝑎(𝑢,𝑣) =

∫︁ 𝑏

𝑎

(︁
𝑝𝑢

′
𝑣

′
+ 𝑞𝑢𝑣

)︁
𝑑𝑥.

Збiжнiстi власних значень та функцiй задачi (2.3) до власних значень та
функцiй задачi (1.1)-(1.2) є наслiдком загальної теорiї апроксимацiї задач
на власнi значення методом скiнченних елементiв [3]. Наведемо теорему про
обiжнiсть власних значень:

Теорема 2.1. Якщо простiр метода 𝑉ℎ складується зi сплайнiв першо-
го степеня, то iснує така додатна стала 𝐶, що для малих значень ℎ

виконується:
𝜆𝑙 ⩽ 𝜆ℎ

𝑙 ⩽ 𝜆𝑙 + 𝐶ℎ2𝜆𝑙, 𝑙 ⩽ dim𝑉ℎ,

де 𝜆𝑙 i 𝜆ℎ
𝑙 є 𝑙-ми власними значеннями задачi Штурма-Лiувiлля (1.1)-(1.2)

та її скiнченно-елементної апроксимацiї (2.3) вiдповiдно.

Доведення. Це є частковий випадок теореми 6.1 [3]
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Звернемо увагу на наступне. Згiдно з теоремою 2.1 точнiсть апро-
ксимацiї залежить вiд власного значення, яке апроксимують. Отже, чим
бiльший номер 𝑙 власного значення, тим гiрше його апроксимацiя. Але, слiд
зазначити, що у великiй кiлькостi прикладних задач необхiдно визначити
лише кiлька перших власних значень, або навiть лише одне.

2.2. Побудова скiнченно-елементної апроксимацiї

Роздiлимо промiжок [𝑎,𝑏] на 𝑛 рiвних частин. Покладемо ℎ = 1
𝑛 . Ви-

значимо простiр лiнiйних безперервних сплайнiв 𝑆1,0
ℎ (𝑎,𝑏) з базисом {𝜙𝑖}𝑛𝑖=0:

𝜙𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜙−
𝑖 = 1

ℎ(𝑥− 𝑥𝑖−1), 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖],

𝜙+
𝑖 = 1

ℎ(𝑥𝑖+1 − 𝑥), 𝑥 ∈ [𝑥𝑖,𝑥𝑖+1],

0, 𝑥 ∈ [𝑎,𝑏] ∖ [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖+1].

Варiацiйна задача (2.3) є системою однорiдних лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь. Розв’язок 𝑢ℎ задачi (2.3) будемо шукати в наступному виглядi:

𝑢ℎ =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝜙𝑖(𝑥). (2.4)

Необхiдно знайти 𝛼𝑖. Пiдставляючи систему лiнiйних рiвнянь (2.4) в варiа-
цiйну рiвнiсть (2.3), отримаємо

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑎(𝜙𝑖(𝑥), 𝜙𝑗(𝑥)) = 𝜆
𝑛∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖(𝜙𝑖(𝑥), 𝜙𝑗(𝑥)), 𝑗 = 1,𝑛

При цьому враховується, що варiацiйна рiвнiсть буде виконуватися ∀𝑣ℎ ∈
𝑉ℎ, якщо воно буде виконуватися для всiх базисних функцiй пiдпростору
𝑉ℎ.Помiтимо також, що

𝑎(𝜙𝑖(𝑥), 𝜙𝑗(𝑥)) = 𝑎(𝜙𝑗(𝑥), 𝜙𝑖(𝑥))
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Розглянемо докладнiше апроксимацiю:

𝑎(𝜙𝑖(𝑥), 𝜙𝑖(𝑥)) =

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

[︁
(𝑝(𝑥)(𝜙−

𝑖 (𝑥))
′
)2 + 𝑞(𝑥)(𝜙−

𝑖 (𝑥))
2
]︁
𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

[︁
(𝑝(𝑥)(𝜙+

𝑖 (𝑥))
′
)2 + 𝑞(𝑥)(𝜙+

𝑖 (𝑥))
2
]︁
𝑑𝑥 ≈ 1

ℎ2
·

·
[︂∫︁ 𝑥𝑖+1

𝑥𝑖−1

𝑝(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁ 𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

𝑞(𝑥)
(𝑥𝑖+1 − 𝑥)2

ℎ2
𝑑𝑥+

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑞(𝑥)
(𝑥− 𝑥𝑖−1)

2

ℎ2
𝑑𝑥

]︂
≈

≈ 𝑝(𝑥𝑖−1) + 𝑝(𝑥𝑖+1)

ℎ
+ ℎ𝑞(𝑥𝑖),

𝑖 = 1,𝑛− 1,

Зауважимо, що для апроксимацiї iнтегралiв використовувався метод трапе-
цiй: ∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
(𝑏− 𝑎).

Аналогiчно

𝑎(𝜙𝑖(𝑥), 𝜙𝑖+1(𝑥)) =

∫︁ 𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

[︁
((𝜙+

𝑖 (𝑥))
′
(𝜙−

𝑖+1(𝑥))
′
+ 𝑞(𝑥)((𝜙+

𝑖 (𝑥))(𝜙
−
𝑖+1(𝑥))

]︁
𝑑𝑥 ≈

≈ −𝑝(𝑥𝑛−1) + 𝑝(𝑥𝑛)

2ℎ
,

𝑖 = 1,𝑛− 1,

𝑎(𝜙𝑛(𝑥), 𝜙𝑛(𝑥)) =

∫︁ 𝑥𝑛

𝑥𝑛−1

[︁
((𝜙−

𝑛 (𝑥))
′
)2 + 𝑞(𝑥)(𝜙−

𝑛 (𝑥))
2
]︁
𝑑𝑥 𝑎𝑝𝑝𝑟𝑜𝑥

≈ 𝑝(𝑥𝑛−1)− 𝑝(𝑥𝑛)

2ℎ
+

ℎ

2
𝑞(𝑥𝑖).

Також розглянемо i праву частину варiацiйної задачi (2.3)

𝜆(𝜙𝑖(𝑥), 𝜙𝑖(𝑥)) = 𝜆

[︂∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

(𝜙−
𝑖 (𝑥))

2𝑑𝑥+

∫︁ 𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

(𝜙+
𝑖 (𝑥))

2𝑑𝑥

]︂
≈ 𝜆

2ℎ

3
,

𝑖 = 1,𝑛− 1,

𝜆(𝜙𝑖(𝑥), 𝜙𝑖+1(𝑥)) = 𝜆

∫︁ 𝑥𝑖+1

𝑥𝑖

𝜙+
𝑖 (𝑥)𝜙

−
𝑖+1(𝑥)𝑑𝑥 ≈ 𝜆

ℎ

6
,



9

𝑖 = 1,𝑛− 1,

𝜆(𝜙𝑛(𝑥), 𝜙𝑛(𝑥)) = 𝜆

∫︁ 𝑥𝑛

𝑥𝑛−1

(𝜙−
𝑛 (𝑥))

2𝑑𝑥 ≈ 𝜆
ℎ

3
.

Отримали вираз:
(𝐴ℎ − 𝜆ℎ𝐵ℎ)𝑦 = 0, (2.5)

де матрицi 𝐴,𝐵 розмiру 𝑛× 𝑛 такi, що:

(𝐴ℎ)𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝(𝑥𝑖−1)+𝑝(𝑥𝑖+1)
ℎ + ℎ𝑞(𝑥𝑖), 𝑖 = 𝑗, 𝑖 < 𝑛

𝑝(𝑥𝑛−1)−𝑝(𝑥𝑛)
2ℎ + ℎ

2𝑞(𝑥𝑖), 𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 𝑛,

−𝑝(𝑥𝑛−1)+𝑝(𝑥𝑛)
2ℎ , |𝑖− 𝑗| = 1,

0, |𝑖− 𝑗| > 1

(𝐵ℎ)𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2ℎ
3 , 𝑖 = 𝑗, 𝑖 < 𝑛

ℎ
3 , 𝑖 = 𝑛, 𝑗 = 𝑛,

ℎ
6 , |𝑖− 𝑗| = 1,

0, |𝑖− 𝑗| > 1

,

а 𝑦 = [𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛]
𝑇

Отримали симетричну, тридiагональну матрицю 𝐴ℎ−𝜆ℎ𝐵ℎ. Знайдемо
її власнi числа 𝜆, якi й будуть власними числами поставленої задачi. А
вiдповiднi вектори — значеннями у вузлах сiтки апроксимованих власних
функцiй.
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РОЗДIЛ 3

ПОБУДОВА АПОСТЕРIОРНОГО ОЦIНЮВАЧА

3.1. Оцiнювач похибки

Надалi у доведеннях будуть використовуватися досить вiдомi апрiорнi
оцiнки:

|𝑢𝑗 − 𝑢𝑗ℎ|1,Ω ≤ 𝐶ℎ𝑟, (3.1)

‖𝑢𝑗 − 𝑢𝑗ℎ‖0,Ω ≤ 𝐶ℎ𝑟 |𝑢𝑗 − 𝑢𝑗ℎ|1,Ω , (3.2)

|𝜆𝑗 − 𝜆𝑗ℎ| ≤ 𝐶 |𝑢𝑗 − 𝑢𝑗ℎ|21,Ω , (3.3)

Тепер задамо деякi позначення. Нехай ℱ – множина усiх внутрiшнiх
граней нашої сiтки, тобто тих, якi не лежать на 𝜕Ω, а ℱ𝑇 ⊂ ℱ – пiдмножина
граней на 𝑇 . Для кожної гранi 𝐹 ∈ ℱ ми обираємо довiльний одиничний
вектор нормалi 𝑛𝐹 та позначаємо 𝑇in i 𝑇out, де 𝑛𝐹 направлений вiд 𝑇in. Для
𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ вводимо стрибок 𝐽𝐹 нормальної похiдної 𝑣ℎ по гранi 𝐹 :

𝐽𝐹 = ∇
(︀
𝑣ℎ|𝑇out

)︀
· 𝑛𝐹 −∇

(︀
𝑣ℎ|𝑇in

)︀
· 𝑛𝐹

Зазначимо, що значення 𝐽𝐹 не залежить вiд вибору 𝑛𝐹 .

Ми розглядаємо власну пару (𝜆𝑗, 𝑢𝑗) та вiдповiдну скiнченно-елементну
апроксимацiю (𝜆𝑗ℎ, 𝑢𝑗ℎ). Надалi iндекси 𝑗 будуть опущеннi. Наша задача —
оцiнити похибку 𝑒 = 𝑢− 𝑢ℎ.

Наступнi Леми дають вирази, на основi яких ми й почнемо аналiз
похибки.

Лема 3.1. Для 𝑣 ∈ 𝐻1
0(Ω) дiйсно

∫︁
Ω

∇𝑒 · ∇𝑣 −
∫︁
Ω

(𝜆𝑢− 𝜆ℎ𝑢ℎ) 𝑣 =
∑︁
𝑇∈𝒯ℎ

(︃∫︁
𝑇

𝜆ℎ𝑢ℎ𝑣 +
1

2

∑︁
𝐹∈ℱ𝑇

∫︁
𝐹

𝐽𝐹𝑣

)︃

Доведення. Вiзьмемо 𝑣 ∈ 𝐻1
0(Ω). Iнтегруючи по частинах на кожному

елементi маємо
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∫︁
Ω

∇𝑒 · ∇𝑣 −
∫︁
Ω

(𝜆𝑢− 𝜆ℎ𝑢ℎ) 𝑣 =
∑︁
𝑇∈𝒯ℎ

(︂∫︁
𝑇

𝜆ℎ𝑢ℎ𝑣 +

∫︁
𝜕𝑇

𝜕𝑒

𝜕𝑛
𝑣

)︂

=
∑︁
𝑇∈𝒯ℎ

(︃∫︁
𝑇

𝜆ℎ𝑢ℎ𝑣 +
1

2

∑︁
𝐹∈ℱ𝑇

∫︁
𝐹

𝐽𝐹𝑣

)︃

Лема 3.2.∫︁
Ω

(𝜆𝑢− 𝜆ℎ𝑢ℎ) 𝑒 = (𝜆+ 𝜆ℎ)

(︂
1−

∫︁
Ω

𝑢𝑢ℎ

)︂
=

𝜆+ 𝜆ℎ

2

∫︁
Ω

𝑒2.

Доведення. Легко доводиться з використанням того факту, що
∫︀
Ω |𝑢|

2 =∫︀
Ω |𝑢ℎ|

2 = 1.

Задамо локальний оцiнювач похибки 𝜂𝑇 як

𝜂𝑇 =

(︃
ℎ2
𝑇𝜆

2
ℎ ‖𝑢ℎ‖

2
0,𝑇 +

1

2

∑︁
𝐹∈ℱ𝑇

ℎ𝐹 ‖𝐽𝐹‖20,𝐹

)︃ 1
2

,

де ℎ𝐹 є дiаметром гранi 𝐹 , тодi глобальний оцiнювач похибки:

𝜂 =

(︃∑︁
𝑇∈𝒯ℎ

𝜂2𝑇

)︃ 1
2

Як заведено в у залишкових оцiнювачах похибки, 𝜂𝑇 складається з двох
зважених виразiв: 𝐿2 норми об’ємного залишку, який звiвся до 𝜆ℎ ‖𝑢ℎ‖0,𝑇 ,
та 𝐿2 норми стрибка 𝐽𝐹 .

Сiтки згенерованi для адаптивного уточнення в задачах, що включать
сингулярностi, часто дуже нерiвномiрнi. Але, якщо уточнення зроблено пев-
ним чином, то сiмейство {𝒯ℎ} може бути побудовано так, що регулярнiсть
сiтки зберiгається. Тому, цiлком природно шукати оцiнювач з константа-
ми, що залежать лише вiд регулярностi сiтки та не залежать вiд розмiру
елементiв. Далi буде продемонстровано, що наш оцiнювач 𝜂 саме такий.

Наступна теорема надає верхню оцiнку похибки.

Теорема 3.1. Iснує константа 𝐶, яка залежить тiльки вiд регулярностi



12

𝒯ℎ, така, що

|𝑒|1,Ω ≤ 𝐶𝜂 +

(︂
𝜆+ 𝜆ℎ

2

)︂ 1
2

‖𝑒‖0,Ω

Доведення. Нехай 𝑒I ∈ 𝑉ℎ таке, що

⃦⃦
𝑒− 𝑒I

⃦⃦
0,𝑇

≤ 𝐶ℎ𝑇 |𝑒|1, ̃︀𝑇 (3.4)

та ⃦⃦
𝑒− 𝑒I

⃦⃦
0,𝐹

≤ 𝐶ℎ
1
2

𝐹 |𝑒|1, ̃︀𝑇 , (3.5)

де ̃︀𝑇 об’єднання усiх елементiв, що мають спiльну вершину з 𝑇 . Ми можемо
взяти, наприклад, усереднюючу iнтерполяцiю 𝑒.

Маємо ∫︁
Ω

|∇𝑒|2 =
∫︁
Ω

∇𝑒 · ∇
(︀
𝑒− 𝑒I

)︀
+

∫︁
Ω

(𝜆𝑢− 𝜆ℎ𝑢ℎ) 𝑒
I.

Отже, згiдно з Лемою 3.1 та 𝑣 = 𝑒− 𝑒I, маємо

∫︁
Ω

|∇𝑒|2 =
∑︁
𝑇∈𝒯ℎ

[︃∫︁
𝑇

𝜆ℎ𝑢ℎ
(︀
𝑒− 𝑒I

)︀
+

1

2

∑︁
𝐹∈ℱ𝑇

∫︁
𝐹

𝐽𝐹
(︀
𝑒− 𝑒I

)︀]︃
+

∫︁
Ω

(𝜆𝑢− 𝜆ℎ𝑢ℎ) 𝑒,

та використовуючи Лему 3.2, нерiвнiсть Кошi-Буняковського, (3.4) та (3.5),
отримуємо ∫︁

Ω

|∇𝑒|2 ≤ 𝐶𝜂|𝑒|1,Ω +
(𝜆+ 𝜆ℎ)

2
‖𝑒‖20,Ω

що i треба було довести.

Зауваження 3.1. Як наслiдок попередньої теореми та апрiорної оцiнки
(3.2), глобальний оцiнювач дає верхню межу похибки в енергетичнiй нормi
в точностi до мультиплiкативної константи та виразу вищого порядку.

|𝑒|1,Ω ≤ 𝐶 (𝜂 + ℎ𝑟|𝑒|1,Ω)

Нам треба показати, що нашi локальнi оцiнювачi похибки 𝜂𝑇 ефективнi
у сенсi визначення елементiв, з великою локальною похибкою.

Для 𝑇 ∈ 𝒯ℎ, нехай 𝑏𝑇 ∈ 𝐻1
0(𝑇 ) є стандартною бульбашковою функцiєю.
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Використовуючи масштабуючи аргументи такi, якi використовуються при
доведеннi стандартних локальних зворотних нерiвностей, можна побачити,
що iснує константа 𝐶, що залежить лише вiд регулярностi елементу 𝑇 , така,
що

‖𝑢ℎ𝑏𝑇‖0,𝑇 ≤ ‖𝑢ℎ‖0,𝑇 ≤ 𝐶

(︂∫︁
𝑇

|𝑢ℎ|2 𝑏𝑇
)︂ 1

2

та
|𝑢ℎ𝑏𝑇 |1,𝑇 ≤ 𝐶

ℎ𝑇
‖𝑢ℎ‖0,𝑇 .

Наступна Лема дає верхню оцiнку об’ємного залишку.

Лема 3.3. Iснує константа 𝐶, що залежить лише вiд регулярностi
елементу 𝑇 , така, що

ℎ𝑇𝜆ℎ ‖𝑢ℎ‖0,𝑇 ≤ 𝐶
(︁
|𝑒|1,𝑇 + ℎ𝑇 ‖𝜆𝑢− 𝜆ℎ𝑢ℎ‖0,𝑇

)︁
Доведення. Вiзьмемо 𝑣 = 𝑢ℎ𝑏𝑇 . Використовуючи

∫︀
𝑇 ∇𝑢ℎ·∇𝑣 = 0, отримуємо

𝜆ℎ

∫︁
𝑇

𝑢ℎ𝑣 =

∫︁
𝑇

∇𝑒 · ∇𝑣 −
∫︁
𝑇

(𝜆𝑢− 𝜆ℎ𝑢ℎ) 𝑣

звiдки легко доводимо використовуючи (3.4) та (3.5).

Тепер нехай для 𝐹 ∈ ℱ , 𝑇 1
𝐹 та 𝑇 2

𝐹 – це елементи з 𝒯ℎ, що мають спiльну
𝐹 , i нехай 𝑏𝐹 ∈ 𝐻1

0

(︀
𝑇 1
𝐹 ∪ 𝑇 2

𝐹

)︀
– поелементна функцiя. Далi знову викори-

стовуючи масштабуючи аргументи, легко побачити, що iснує константа 𝐶

така, що

‖𝑏𝐹‖0,𝑇 𝑖
𝐹
≤ 𝐶ℎ

𝑑/2
𝐹 та |𝑏𝐹 |1,𝑇 𝑖

𝐹
≤ 𝐶

ℎ𝑇 𝑖
𝐹

‖𝑏𝐹‖0,𝑇 𝑖
𝐹
, 𝑖 = 1,2.

Наступна Лема визначає верхню межу значення стрибка для локаль-
ного оцiнювача похибки.

Лема 3.4. Iснує константа 𝐶, що залежить лише вiд регулярностi 𝑇 1
𝐹

та 𝑇 2
𝐹 , така, що

ℎ
1
2

𝐹 ‖𝐽𝐹‖0,𝐹 ≤ 𝐶
(︁
|𝑒|1,𝑇 1

𝐹∪𝑇 2
𝐹
+ ℎ𝐹 ‖𝜆𝑢− 𝜆ℎ𝑢ℎ‖0,𝑇 1

𝐹∪𝑇 2
𝐹

)︁
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Доведення. Для усiх 𝑣 ∈ 𝐻1
0

(︀
𝑇 1
𝐹 ∪ 𝑇 2

𝐹

)︀
згiдно з Лемою 3.1∫︁

𝐹

𝐽𝐹𝑣 =

∫︁
𝑇 1
𝐹∪𝑇 2

𝐹

∇𝑒 · ∇𝑣 −
∫︁
𝑇 1
𝐹∪𝑇 2

𝐹

(𝜆𝑢− 𝜆ℎ𝑢ℎ) 𝑣 − 𝜆ℎ

∫︁
𝑇 1
𝑇∪𝑇 2

𝐹

𝑢ℎ𝑣

Взявши 𝑣 = 𝑏𝐹 в цьому рiвняннi та використавши факт, що 𝐽𝐹 постiйний,
та Лему 3.3, доводимо теорему.

Отже, можемо довести верхню оцiнку локального оцiнювача похибки.

Теорема 3.2. Нехай 𝑇 * це об’єднання 𝑇 та сусiднiх елементiв 𝑇 ′, що
мають спiльну з 𝑇 грань. Iснує така додатна константа 𝐶, що залежить
лише вiд регулярностi елементiв 𝑇 *, така, що

𝜂𝑇 ≤ 𝐶
(︁
|𝑒|1,𝑇 * + ℎ𝑇 ‖𝜆𝑢− 𝜆ℎ𝑢ℎ‖0,𝑇 *

)︁
Доведення. Виводиться напряму з Лем 3.3 та 3.4.

Зауваження 3.2. Вираз ℎ𝑇 ‖𝜆𝑢− 𝜆ℎ𝑢ℎ‖0,𝑇 * у попереднiй теоремi є виразом
вищого порядку. Взагалi кажучи, для кожного 𝑇 ′ ∈ 𝒯ℎ,

ℎ𝑇 ′ ‖𝜆𝑢− 𝜆ℎ𝑢ℎ‖0,𝑇 ′ ≤
|𝜆− 𝜆ℎ|
|𝜆ℎ|

𝜆ℎℎ𝑇 ′ ‖𝑢ℎ‖0,𝑇 ′ + 𝜆ℎ𝑇 ′ ‖𝑢− 𝑢ℎ‖0,𝑇 ′

≤ 𝐶ℎ2𝑟𝜂𝑇 ′ + 𝜆ℎ𝑇 ′‖𝑒‖0,𝑇 ′

остання нерiвнiсть виникає в наслiдок (3.3) та визначення 𝜂𝑇 ′. Вiдзначимо,
що перший вираз у правiй частинi є асимптотично незначним вiдносно
локального оцiнювача 𝜂𝑇 ′, а другий вираз — вiдносно локальної похибки
‖𝑒‖1,𝑇 ′

Отже, теорема, наведена вище, показує, що оцiнювач похибки еле-
мента 𝑇 обмежений зверху енергетичною похибкою на 𝑇 *, з точнiстю до
мультиплiкативної константи та членами вищого порядку, а саме,

𝜂𝑇 ≤ 𝐶|𝑒|1,𝑇 * +𝒪
(︀
ℎ2𝑟
)︀
𝜂𝑇 * +𝒪 (ℎ𝑇 ) ‖𝑒‖0,𝑇 *.

де, 𝜂2𝑇 * =
∑︀

𝑇∈𝑇 * 𝜂2𝑇 .

Отже, 𝜂𝑇 є ефективним оцiнювачом похибки в тому сенсi, що коли 𝜂𝑇

великий, похибка в околi елемента 𝑇 також повинна бути великою. Таким
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чином, 𝜂𝑇 правильно вказує на елементи, на яких потрiбно уточнення,
принаймнi тодi, коли глобальний член |𝜆−𝜆ℎ|

|𝜆ℎ| достатньо малий.

3.2. Оцiнювач iз залишковою помилкою

Метою цього роздiлу є визначення нового оцiнювача похибки, який
не включає об’ємну частину 𝜂𝑇 . Для досягнення цього ми доведемо, що
граничнi залишки переважають над об’ємними залишками в точностi до
членiв вищого порядку.

Нехай 𝒩 — множина внутрiшнiх вершин 𝒯 ℎ (тобто вершини 𝑃 /∈ 𝜕Ω).
Для 𝑃 ∈ 𝒩 , нехай Ω𝑃 =

⋃︀
{𝑇 ∈ 𝒯ℎ : 𝑃 ∈ 𝑇}. Нехай 𝜙𝑃 ∈ 𝑉ℎ — базисна

функцiя з sup𝜙𝑃 = Ω𝑃 i ℎ𝑃 – дiаметр Ω𝑃 . Нарештi, нехай ℱ𝑃 ⊂ ℱ —
пiдмножина граней, що мiстять вершину 𝑃 , i 𝒯𝑃 = {𝑇 ∈ 𝒯ℎ : 𝑇 ∋ 𝑃}.

Надалi використовується таке спiввiдношення мiж базисними функцi-
ями i розривами.

Лема 3.5. Для всiх 𝑃 ∈ 𝒩 маємо

𝜆ℎ

∫︁
Ω𝑃

𝑢ℎ𝜙𝑃 =
∑︁
𝐹∈ℱ𝑃

meas(𝐹 )

𝑑
𝐽𝐹 .

Доведення. Iнтегруючи по частинах маємо

𝜆ℎ

∫︁
Ω𝑃

𝑢ℎ𝜙𝑃 =

∫︁
Ω

∇𝑢ℎ · ∇𝜙𝑃 =
∑︁
𝐹∈ℱ𝑃

meas(𝐹 )

𝑑
𝐽𝐹 .

Наступним кроком є доведення локальної оцiнки для об’ємної частини
залишку.

Лема 3.6. Для всiх 𝑃 ∈ 𝒩 маємо

∑︁
𝑇∈𝒯𝑃

ℎ2
𝑇𝜆

2
ℎ ‖𝑢ℎ‖

2
0,𝑇 ≤ 𝐶

(︃∑︁
𝐹∈ℱ𝑃

ℎ𝐹 ‖𝐽𝐹‖20,𝐹 + ℎ4
𝑃𝜆

2
ℎ ‖∇𝑢ℎ‖20,Ω𝑃

)︃
,

де 𝐶 - константа, що залежить лише вiд регулярностi сiтки.
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Доведення. Позначимо через 𝑢𝑃ℎ проєкцiю 𝑢ℎ на константи в просторi
𝐿2 (Ω𝑃 ). Тодi маємо∑︁

𝑇∈𝒯𝑃

ℎ2
𝑇𝜆

2
ℎ ‖𝑢ℎ‖

2
0,𝑇 ≤ ℎ2

𝑃𝜆
2
ℎ ‖𝑢ℎ‖

2
0,Ω𝑃

= ℎ2
𝑃𝜆

2
ℎ

(︁⃦⃦
𝑢ℎ − 𝑢𝑃ℎ

⃦⃦2
0,Ω𝑃

+
⃦⃦
𝑢𝑃ℎ
⃦⃦2
0,Ω𝑃

)︁
.

(3.6)
Тепер,

⃦⃦
𝑢𝑃ℎ
⃦⃦2
0,Ω𝑃

=
(𝑑+ 1)2

meas (Ω𝑃 )

(︂∫︁
Ω𝑃

𝑢𝑃ℎ𝜙𝑃

)︂2

≤ 2(𝑑+ 1)2

meas (Ω𝑃 )

{︃[︂∫︁
Ω𝑃

(︀
𝑢𝑃ℎ − 𝑢ℎ

)︀
𝜙𝑃

]︂2
+

(︂∫︁
Ω𝑃

𝑢ℎ𝜙𝑃

)︂2
}︃
.

Використовуючи Лему 3.5 i нерiвнiсть Кошi-Буняковського в попере-
днiй оцiнцi, маємо

⃦⃦
𝑢𝑃ℎ
⃦⃦2
0,Ω𝑃

≤ 𝐶

(︃⃦⃦
𝑢ℎ − 𝑢𝑃ℎ

⃦⃦2
0,Ω𝑃

+
1

𝜆2
ℎmeas (Ω𝑃 )

∑︁
𝐹∈ℱ𝑃

ℎ𝑑−1
𝐹 ‖𝐽𝐹‖20,𝐹

)︃
.

Таким чином, пiдставляючи вирази вище в (3.2), використовуючи стан-
дартну оцiнку для 𝐿2 (Ω𝑃 ) проєкцiї та факт, що ℎ𝐹 , ℎ𝑃 i meas (Ω𝑃 )

1/𝑑

еквiвалентнi, ми завершуємо доведення.

Тепер ми готовi визначити простiший оцiнювач.

𝜂𝑇 =

(︃
1

2

∑︁
𝐹∈ℱ𝑇

ℎ𝐹 ‖𝐽𝐹‖20,𝐹

)︃ 1
2

,

i вiдповiдний глобальний оцiнювач похибки.

𝜂 =

(︃∑︁
𝑇∈𝒯ℎ

𝜂2𝑇

)︃ 1
2

.

Наступна теорема показує, що цей оцiнювач є глобально надiйним i
локально ефективним з точнiстю до членiв вищого порядку.

Теорема 3.3. Iснує константа 𝐶, що залежить лише вiд регулярностi
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𝒯ℎ, така що

|𝑒|1,Ω ≤ 𝐶

[︃
𝜂 +

(︂
𝜆+ 𝜆ℎ

2

)︂ 1
2

‖𝑒‖0,Ω + 𝜆
3
2

ℎℎ
2

]︃

та
𝜂𝑇 ≤ 𝐶

(︁
|𝑒|1,𝑇 * + ℎ𝑇 ‖𝜆𝑢− 𝜆ℎ𝑢ℎ‖0,𝑇 *

)︁
.

Доведення. Теорема 3.2 дає другу оцiнку, наведену вище, тодi як Теорема
3.1 приводить до

|𝑒|21,Ω ≤ 𝐶

(︃
𝜂2 +

∑︁
𝑇∈𝒯ℎ

ℎ2
𝑇𝜆

2
ℎ ‖𝑢ℎ‖

2
0,𝑇 +

𝜆+ 𝜆ℎ

2
‖𝑒‖20,Ω

)︃

З Леми 3.6 випливає∑︁
𝑇∈𝒯ℎ

ℎ2
𝑇𝜆

2
ℎ ‖𝑢ℎ‖

2
0,𝑇 ≤ 𝐶

(︁
𝜂2 + ℎ4𝜆2

ℎ ‖∇𝑢ℎ‖20,Ω
)︁

З цих двох оцiнок i отримуємо нашу теорему.

Зауваження 3.3. Перша оцiнка в теоремi вище включає додатковий член
𝜆

3
2

ℎℎ
2, який, за дуже слабкими умовами, також є вищого порядку. Насправдi

оскiльки власнi функцiї оператора Лапласа є аналiтичними в Ω i −∆𝑢 = 𝜆𝑢

не може тотожно дорiвнювати нулю в будь-якiй вiдкритiй пiдмножинi. Тому,
згiдно з Лемою 1.5.4 [9], якщо iснує диск 𝐷 ⊂ Ω i константа 𝜅 > 0 такi, що

min
𝑇∈𝒯ℎ
𝑇⊂𝐷

ℎ𝑇 ≥ 𝜅ℎ ∀𝒯ℎ (3.7)

тодi iснує константа 𝑐 > 0, така що |𝑒|1,Ω ≥ 𝑐ℎ. Тому, у цьому випадку,
член 𝜆ℎ

3
2ℎ2 є асимптотично незначним порiвняно з |𝑒|1,Ω. Зауважимо, що

локальна квазiрiвномiрнiсть (3.7) виконується у всiх практичних випадках.

Результат попередньої теореми можна полiпшити для найменшого
власного значення. Насправдi вiдповiдна власна функцiя задовольняє 𝑢 > 0,
тому розумно вважати, що 𝑢ℎ > 0 також. (Це, як правило, вiдбувається на
практицi; наприклад, це завжди вiрно у двовимiрному випадку, коли кути
всiх трикутникiв не перевищують 𝜋

2 ). У цьому випадку член 𝜆
3
2

ℎℎ
2 можна
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виключити з надiйної оцiнки. Це безпосередньо випливає з наступної леми,
яка показує, що об’ємнi залишки пригнiченнi стрибками, коли 𝑢ℎ > 0.

Лема 3.7. Якщо 𝑢ℎ > 0, то iснує константа 𝐶 > 0, залежна лише вiд
регулярностi 𝒯ℎ, така що∑︁

𝑇∈𝒯ℎ

𝜆2
ℎℎ

2
𝑇 ‖𝑢ℎ‖

2
0,𝑇 ≤ 𝐶

∑︁
𝐹∈ℱ

ℎ𝐹 ‖𝐽𝐹‖20,𝐹 .

Доведення. Маємо

∑︁
𝑇∈𝒯ℎ

𝜆2
ℎℎ

2
𝑇 ‖𝑢ℎ‖

2
0,𝑇 =

∑︁
𝑇∈𝒯ℎ

∫︁
𝑇

𝜆2
ℎℎ

2
𝑇𝑢ℎ

[︃∑︁
𝑃∈𝒩

𝑢ℎ(𝑃 )𝜙𝑃

]︃

=
∑︁
𝑃∈𝒩

𝑢ℎ(𝑃 )

(︃∑︁
𝑇∈𝒯ℎ

𝜆2
ℎℎ

2
𝑇

∫︁
𝑇

𝑢ℎ𝜙𝑃

)︃

≤
∑︁
𝑃∈𝒩

𝜆ℎℎ
2
𝑃𝑢ℎ(𝑃 )

(︂
𝜆ℎ

∫︁
Ω

𝑢ℎ𝜙𝑃

)︂

≤
∑︁
𝑃∈𝒩

𝜆ℎℎ
1+𝑑

2

𝑃 𝑢ℎ(𝑃 )

[︃
ℎ
1−𝑑

2

𝑃

∑︁
𝐹∈ℱ𝑃

meas(𝐹 )

𝑑
|𝐽𝐹 |

]︃

≤ 𝐶

[︃∑︁
𝑃∈𝒩

𝜆2
ℎℎ

2+𝑑
𝑃 |𝑢ℎ(𝑃 )|2

]︃ 1
2
(︃∑︁

𝐹∈ℱ

ℎ𝐹 ‖𝐽𝐹‖20,𝐹

)︃ 1
2

,

де ми використали те, що 𝑢ℎ > 0 для першої нерiвностi та Лему 3.5 для
другої нерiвностi. Для останньої нерiвностi ми використали нерiвнiсть Кошi-
Буняковського двiчi та регулярнiсть сiтки.

З iншого боку, за стандартними масштабувальними аргументами отри-
муємо наступну нерiвнiсть

ℎ𝑑
𝑇

∑︁
𝑃∈𝒩𝑇

|𝑢ℎ(𝑃 )|2 ≤ 𝐶 ‖𝑢ℎ‖20,𝑇

Тодi, ∑︁
𝑃∈𝒩

ℎ2+𝑑
𝑃 |𝑢ℎ(𝑃 )|2 ≤ 𝐶

∑︁
𝑇∈𝒯ℎ

ℎ2+𝑑
𝑇

∑︁
𝑃∈𝒩𝑇

|𝑢ℎ(𝑃 )|2 ≤ 𝐶
∑︁
𝑇∈𝒯ℎ

ℎ2
𝑇 ‖𝑢ℎ‖

2
0,𝑇 ,
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що i завершує доведення.
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РОЗДIЛ 4

ОБЧИСЛЮВАЛЬНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ

4.1. Обчислення власних значень та функцiй

Розглянемо задачу:

−𝑢
′′
= 𝜆𝑢, 𝑥 ∈ [0,1]; (4.1)

𝑢(0) = 0, 𝑢
′
(1) = 0, (4.2)

Загальний розв’язок диференцiального рiвняння (4.1) має вигляд:

𝑢(𝑥,𝑦) = 𝐶1 sin(
√
𝜆𝑥) + 𝐶2 cos(

√
𝜆𝑥).

Згiдно з граничними умовами (4.2) 𝐶2 = 0, тодi

𝑢𝑖(𝑥,𝑦) = 𝐶1 sin(
√︀

𝜆𝑖𝑥); 𝑖 = 1,2, . . .

𝜆𝑖 = 𝜋2

(︂
𝑖− 1

2

)︂2

; 𝑖 = 1,2, . . .

Мовою пакета MATLAB написано програмний додаток, який знаходить
перше власне значення та вiдповiдну власну функцiю скiнченно-елементної
апроксимацiї крайової задачi (4.1)-(4.2). Текст програмного додатка наведе-
но у Додатку А.

Скiнченноелементна апроксимацiя побудована з використанням лiнiй-
них неперервних сплайнiв.

У Таблицi 4.1 приведенi похибки першого власного значення скiнченно-
елементної апроксимацiї крайової задачi для рiзних рiвномiрних сiток з
кроком ℎ = 1

𝑛 .
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Табл. 4.1. Похибки власного значення скiнченно-елементної апроксимацiї

𝑛 𝜆1 𝜆ℎ
1

⃒⃒
𝜆1 − 𝜆ℎ

1

⃒⃒
10 2.4674 2.47248 5.0776e-03

20 2.4674 2.46867 1.2686e-03

40 2.4674 2.46772 3.1710e-04

80 2.4674 2.46748 7.9273e-05

160 2.4674 2.46742 1.9818e-05

Оскiльки власна функцiя визначається с точнiстю до константи, то
для порiвняння 𝑢 та 𝑢ℎ спочатку знайдемо:

𝐶 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑢(𝑥𝑖) · 𝑢ℎ𝑖

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑢2ℎ𝑖

.

Покладемо
𝑢ℎ = 𝐶𝑢ℎ.

На Рис. 4.1 приведено графiки власної функцiї 𝑢 та її апроксимацiї
𝑢ℎ.
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Рисунок 4.1. Функцiя 𝑢 та її апроксимацiя 𝑢ℎ

4.2. Обчислення апостерiорних оцiнок

У нашому випадку 𝑇𝑖 – вiдрiзок, а локальний оцiнювач набуває ви-
гляду:

𝜂𝑇𝑖
=

1

2

(︂(︁
𝑢′ℎ
⃒⃒
𝑇𝑖−1

− 𝑢′ℎ
⃒⃒
𝑇𝑖

)︁2
+
(︁
𝑢′ℎ
⃒⃒
𝑇𝑖
− 𝑢′ℎ

⃒⃒
𝑇𝑖+1

)︁2)︂ 1
2

Глобальний оцiнювач

𝜂2 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜂2𝑇𝑖
.

Щоб перевiрити оцiнку iз зауваження 3.1, треба обчислити iнтеграл

|𝑒|1,Ω =

∫︁ 1

0

(𝑢′ − 𝑢′ℎ)
2𝑑𝑥 =

=
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

(𝑢′ − 𝑢′ℎ)
2𝑑𝑥.

Для обчислення iнтегралiв скористаємося квадратурною формулою Гауса:∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏− 𝑎

2

(︂
𝑓

(︂
𝑎+ 𝑏

2
− 𝑏− 𝑎

2
√
3

)︂
+ 𝑓

(︂
𝑎+ 𝑏

2
+

𝑏− 𝑎

2
√
3

)︂)︂
+𝑂 (𝑏− 𝑎)5 .
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На Рис. 4.2 приведенi значення локальних оцiнювачiв для ℎ = 1
8 .

Рисунок 4.2. Значення локальних оцiнювачiв 𝜂𝑇𝑖
для ℎ = 1

8

У Таблицi 4.2 приведенi значення глобального оцiнювача з помилкою
|𝑢′ − 𝑢′ℎ|1,Ω для рiзних сiток з кроком ℎ = 1

𝑛 .

Табл. 4.2. Реальна похибка та апостерiорний оцiнювач

𝑛 |𝑢′ − 𝑢′ℎ|1,Ω 𝜂

4 0.1256 0.7458

8 0.062923 0.4861

16 0.031474 0.3269

32 0.015739 0.2248

З результатiв обчислювального експерименту можна зробити висновок,
що у цьому випадку запропонований апостерiорний оцiнювач дає значно
завищену верхню оцiнку похибки скiнченно-елементної апроксимацiї власної
функцiї.
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ВИСНОВКИ

У роботi була розглянута спектральна задача для оператора Штурма-
Лiувилля.

Побудована скiнченно-елементна апроксимацiя спектральної задачi з
використанням лiнiйних неперервних сплайнiв.

Розглянуто апостерiорний оцiнювач помилки скiнченно-елементної
апроксимацiї власної функцiї.

Мовою пакета MATLAB написано програмний додаток, який зна-
ходить перше власне значення та вiдповiдну власну функцiю скiнченно-
елементної апроксимацiї спектральної задачi та обчислює значення апо-
стерiорного оцiнювача помилки скiнченно-елементної апроксимацiї власної
функцiї.

Проведено обчислювальнi експерименти.

З результатiв обчислювальних експериментiв можна зробити висновок,
що у цьому випадку запропонований апостерiорний оцiнювач дає значно
завищену верхню оцiнку похибки скiнченно-елементної апроксимацiї власної
функцiї.
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ДОДАТОК А

Текст програмного додатка

function dip(n = 4)
n
a = 0;
b = 1;
x1 = linspace(a, b, 1000);
lambda = pi^2/4
u = sin(sqrt(lambda)*x1);
[y, lambda_h] = find_lambda_h(a, b, n);
lambda_h
dlambda = abs(lambda-lambda_h)

x = linspace(a, b, n + 1);
u_h = [0; y];
c = sin(sqrt(lambda) * x) * u_h / (transpose(u_h) * u_h);
u_h = transpose(u_h * c);

figure(1);
plot(x1, u, x, u_h,"o--");
grid on;
legend("u", "u_h");
title(sprintf("n = %d", n))

for i=1:n
du_h(i) = (u_h(i+1) - u_h(i)) / (x(i+1) - x(i));

end

for i=2:n-1
s = (du_h(i) - du_h(i-1))^2;
s = s+(du_h(i+1) - du_h(i))^2;
eta(i) = sqrt(s)/2;
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end

eta(1)=abs(du_h(2) - du_h(1));
eta(n)=abs(du_h(n) - du_h(n-1));

figure(2);
xc_h=(x(2:n+1)+x(1:n))./2;
plot(xc_h, eta,"o");
grid on;
title('\eta_{T_i}');

eta_g=sqrt(eta*eta')

s=0;
for i=1:n

x1=(x(i)+x(i+1))/2-(x(i+1)-x(i))/2/sqrt(3);
x2=(x(i)+x(i+1))/2+(x(i+1)-x(i))/2/sqrt(3);
s1=pi/2*cos(x1*pi/2)-du_h(i);
s1=s1*s1;
s2=pi/2*cos(x2*pi/2)-du_h(i);
s2=s2*s2;
s=s+(x(i+1)-x(i))/2*(s1+s2);

end

pn_e=sqrt(s)
endfunction

function [y, lambda_h] = find_lambda_h(a, b, n)
h = (b-a)/n;
x = linspace(a, b, n+1);
p = ones(length(x), 1);
q = zeros(length(x) - 1, 1);
a_ii = ((p(1:n)+p(2:n+1))/h+h*q);
a_ii1 = -(p(1:n-1)+p(2:n))/2/h;



28

A = diag(a_ii)+diag(a_ii1, 1)+diag(a_ii1, -1);
A(n, n) = A(n, n)/2;
b_ii = 2*h/3*ones(n, 1);
b_ii1 = h/6*ones(n-1, 1);
B = diag(b_ii)+diag(b_ii1, 1)+diag(b_ii1, -1);
B(n, n) = B(n, n)/2;
[y, lambda_h] = eigs(A, B, 1, "SM");

endfunction
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