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ВСТУП

Багато часу тому було вiдзначено необхiднiсть використання методiв
для ефективного контролю похибки наближених розв’язкiв крайових задач
елiптичного типу. Ця необхiднiсть стала очевидною, коли стало зрозумi-
ло, що якiсть наближеного розв’язку великою мiрою залежить вiд вибору
дискретизацiї, i отримання "добрих"аппроксимацiй вимагає адаптацiї сiтки
до точної структури розв’язку. Таким чином, в сучаснiй обчислювальнiй
практицi широко використовуються адаптивнi алгоритми для розв’язання
крайових задач. Цi алгоритми вдосконалюють сiтку на основi iнформацiї,
отриманої пiсля розв’язання задачi на попереднiй, зазвичай бiльш грубiй,
сiтцi. Це викликало iнтерес до побудови апостерiорних оцiнювачiв похибки,
якi вiдрiзняються вiд вже вiдомих апрiорних оцiнок збiжностi, що зазвичай
вказують тiльки на асимптотичний порядок збiжностi. Потреба в таких
оцiнках виникла також при проведеннi "доказових обчислень". Один з таких
пiдходiв полягає в порiвняннi градiєнта наближеного розв’язку i його сере-
днього значення, яке може бути обчислене рiзними способами. Якщо точний
розв’язок має пiдвищену гладкiсть, ця рiзниця може служити iндикатором
похибки. Спочатку цей метод був виявлений експериментальним шляхом,
а пiзнiше були розробленi формальнi обґрунтування методу усереднення
градiєнта, заснованi на ефектi суперсходженостi. Головною перевагою цього
методу є його простота. Проте вiн обмежений застосуванням до досить
регулярних точних розв’язкiв i зазвичай надає лише оцiнку похибки, не
гарантуючи її абсолютної величини.

Докладну iнформацiю про метод скiнченних елементiв та сучасний
стан дослiджень з побудови адаптивних схем можна знайти в роботах
[4, 5, 10, 11, 15, 17, 18].

Об’єктом дослiдження дипломної роботи є крайовi задачi для звичай-
них диференцiальних рiвнянь.

Предметом дослiдження є метод скiнченних елементiв розв’язання
крайових задач.

Мета написання роботи — побудова ефективного апостерiорного оцi-
нювача похибки скiнченно-елементного розв’язку одновимiрної крайової
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задачi.

Для досягнення цiєї мети потрiбно буде побудувати скiнченно-елементну
апроксимацiю для конкретної задачi з використанням лiнiйних безперервних
сплайнiв на нерiвномiрнiй сiтцi, розробити апостерiорний оцiнювач похибки
скiнченно-елементного розв’язку крайової задачi та написати програмний
додаток на мовi пакету MATLAB, який знаходитиме наближений розв’язок
задачi, адаптуючи сiтку до структури точного розв’язку.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Для одновимiрної крайової задачi,

−𝑢′′ + 𝑏(𝑥)𝑢′ + 𝑐(𝑥)𝑢 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑎,𝑏)

𝑢(𝑎) = 0, 𝑢(𝑏) = 0

де 𝑏(𝑥),𝑐(𝑥) ∈ 𝐿∞(𝑎,𝑏), 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑎,𝑏), 𝑞(𝑥) ≥ 0. треба побудувати скiнченно-
елементну апроксимацiю з використанням лiнiйних безперервних сплайнiв
на нерiвномiрнiй сiтцi.

Для практичної реалiзацiї методу скiнчених елементiв нам необхiдно
мати точний рецепт для оцiнки похибки скiнченно-елементного розв’язку.
Така задача розв’язується з використанням апостерiорного оцiнювача по-
хибки (АОП) скiнченно - елементного розв’язку.

Треба побудувати простий в обчисленнi неявний апостерiорний оцiню-
вач:

1) АОП має бути локальним, тобто вiн повинен обчислюватись на окре-
мому скiнченному елементi.

2) Якщо ми шукаємо похибку у виглядi функцiї в певному просторi
кусково-полiномiальних функцiй, то цей простiр для пошуку похибки
повинен мiстити в собi простiр апроксимацiй основної задачi.

3) Зазвичай також вимагають, щоб обчислювальна складнiсть знахо-
дження всiх локальних оцiнок похибки не перевищувала складнiсть
побудови глобальної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР)
для вихiдної задачi методом середньоквадратичних помилок (МСЕ)

Зазначенi вимоги є загальними i стосуються всiх типiв оцiнювачiв. Особливу
увагу треба звернути на побудову апостерiорного оцiнювача з використанням
локальної задачi Дiрiхле.
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РОЗДIЛ 2

МЕТОД СКIНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТIВ ДЛЯ

ОДНОВИМIРНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ

На iнтервал [𝑎, 𝑏] ми встановлюємо сiтку наступним чином:

𝜔ℎ = {𝑎 = 𝑥0,𝑥1, . . . 𝑥𝑛 = 𝑏},

зазвичай ця сiтка є нерiвномiрною. Далi, визначимо

ℎ = max
1≤𝑖≤𝑛

ℎ𝑖.

де ℎ𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1. Для створення лiнiйного сплайна, який визначається
сiткою 𝜔ℎ, необхiдно 2𝑛 параметрiв. Позначимо 𝑆1,0

𝜔ℎ
[𝑎,𝑏] простiр лiнiйних

сплайнiв, що є неперервними на iнтервалi [𝑎, 𝑏] та визначаються сiткою
𝜔ℎ.Оскiльки лiнiйний безперервний сплайн 𝑠(𝑥) ∈ 𝑆1,0

𝜔ℎ
[𝑎,𝑏] повинен бути

неперервним у всiх промiжних точкахх 𝑥𝑖 (𝑖 = 1,𝑛− 1) сiтки 𝜔ℎ, тобто
повинен виконувати 𝑛− 1 умову, то для його визначення необхiдно 𝑛+ 1

параметр. Отже, розмiрнiсть простору лiнiйних сплайнiв 𝑆1,0
𝜔ℎ

[𝑎,𝑏] становить
𝑛+ 1. Очевидно, що функцiї

𝜙𝑖(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑥− 𝑥𝑖−1)/ℎ𝑖, 𝑥 ∈ [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖],

−(𝑥− 𝑥𝑖+1)/ℎ𝑖+1, 𝑥 ∈ [𝑥𝑖,𝑥𝑖+1],

0, 𝑥 ∈ [𝑎,𝑏]∖[𝑥𝑖−1,𝑥𝑖+1],

𝑖 = 1,𝑛− 1

(2.1)

𝜙0(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩ −(𝑥− 𝑥1)/ℎ1, 𝑥 ∈ [𝑥0,𝑥1],

0, 𝑥 ∈ [𝑥1,𝑏],

(2.2)
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𝜙𝑛(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩ (𝑥− 𝑥𝑛−1)ℎ𝑛, 𝑥 ∈ [𝑥𝑛−1,𝑥𝑛],

0, 𝑥 ∈ [𝑎,𝑥𝑛−1],

(2.3)

лiнiйно незалежнi i є лiнiйними безперервними сплайнами.
Значить {𝜙𝑖(𝑥)}𝑛𝑖=0 — базис простору 𝑆1,0

𝜔ℎ
[𝑎,𝑏]. Очевидно, що

𝜙𝑖(𝑥𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖,𝑗 = 0,𝑛.

Тому, якщо ми маємо вiдомi значення функцiї в вузлах сiтки 𝑓(𝑥𝑖) (𝑖 = 0,𝑛.),
То лiнiйний безперервний сплайн

𝑠(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑓(𝑥𝑖)𝜙𝑖(𝑥)

буде iнтерполяцiйним сплайном, оскiльки

𝑠(𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖), 𝑖 = 0,𝑛,

i цей сплайн називається лiнiйним сплайном Лагранжа.

Вiдомо, що в гiльбертовому просторi 𝑉 виконується наступна нерiв-
нiсть Кошi-Буняковського:

(𝑢,𝑣)𝑉 ≤ ||𝑢||𝑉 ||𝑣||𝑉 ∀𝑢,𝑣 ∈ 𝑉, (2.4)

де (𝑢,𝑣)𝑉 — скалярний добуток, ||𝑢||𝑉 =
√︀

(𝑢,𝑢)𝑉 — норма гiльбертовому
просторi 𝑉 .
Розглянемо деякi приклади.
Якщо 𝑉 це скiнченновимiрний простiр з 𝑛 векторами в 𝑅𝑛, то

(𝑢,𝑣)𝑉 = 𝑢𝑇𝑣

i нерiвнiсть Кошi-Буняковського набуває вигляду

𝑢𝑇𝑣 ≤ ||𝑢||2||𝑣||2 ∀𝑢,𝑣 ∈ 𝑅𝑛, (2.5)

де ||𝑢||2 — Евклiдова норма вектора. Простiр Лебега 𝐿2(𝑎,𝑏), що складається
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з функцiй суммовних з квадратом, тобто

𝐿2(𝑎,𝑏) = {𝑢(𝑥) :

𝑏∫︁
𝑎

𝑢2(𝑥)𝑑𝑥 <∞},

є Гiльбертовим простором зi скалярним добутком

(𝑢(𝑥),𝑣(𝑥))𝐿2(𝑎,𝑏) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥.

Для цього простору нерiвнiсть Кошi-Буняковського приймає наступний
вигляд:

𝑏∫︁
𝑎

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥 ≤

⎧⎨⎩
𝑏∫︁

𝑎

𝑢2(𝑥)𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
2
⎧⎨⎩

𝑏∫︁
𝑎

𝑣2(𝑥)𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
2

∀𝑢(𝑥),𝑣(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑎,𝑏).

(2.6)

Простори Соболєва 𝐻𝑘(𝑎,𝑏), (𝑘 = 1,2, . . . ) складаються з функцiй
сумуємих з квадратом разом з похiдними до 𝑘-го порядку включно, тобто

𝐻𝑘(𝑎,𝑏) = {𝑢(𝑥) :

𝑏∫︁
𝑎

𝑘∑︁
𝑖=0

(𝑢(𝑖)(𝑥))2𝑑𝑥 <∞},

цi простори є гiльбертовими просторами зi скалярним добутком, визначеним
так:

(𝑢(𝑥),𝑣(𝑥))𝐻𝑘(𝑎,𝑏) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑢(𝑖)(𝑥)𝑣(𝑖)(𝑥)𝑑𝑥.

Для цих просторiв нерiвнiсть Кошi-Буняковського має наступний вигляд:

𝑏∫︁
𝑎

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑢(𝑖)(𝑥)𝑣(𝑖)(𝑥)𝑑𝑥 ≤

⎧⎨⎩
𝑏∫︁

𝑎

𝑘∑︁
𝑖=0

(𝑢(𝑖)(𝑥))2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
2

×

×

⎧⎨⎩
𝑏∫︁

𝑎

𝑘∑︁
𝑖=0

(𝑣(𝑖)(𝑥))2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
2

∀𝑢(𝑥),𝑣(𝑥) ∈ 𝐻𝑘(𝑎,𝑏). (2.7)
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Доведемо тепер теорему про апроксимацiю функцiї лiнiйними безпе-
рервними сплайнами.

Теорема 2.1. Якщо 𝑢(𝑥) ∈ 𝐻2(𝑎,𝑏), то iснує такий сплайн𝑢ℎ(𝑥) ∈ 𝑆1,0
𝜔ℎ

[𝑎,𝑏],
що

||𝑢(𝑥)− 𝑢ℎ(𝑥)||𝐿2(𝑎,𝑏) ≤ 𝐶ℎ2|𝑢(𝑥)|𝐻2(𝑎,𝑏), (2.8)

||𝑢(𝑥)− 𝑢ℎ(𝑥)||𝐻1(𝑎,𝑏) ≤ 𝐶ℎ|𝑢(𝑥)|𝐻2(𝑎,𝑏), (2.9)

де

|𝑢(𝑥)|𝐻2(𝑎,𝑏) =

⎧⎨⎩
𝑏∫︁

𝑎

(𝑢′′(𝑥))2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1
2

— напiвнорма простору 𝐻2(𝑎,𝑏), 𝐶 > 0 — константа не залежна вiд ℎ.

Доведення. З теореми вкладення Соболєва можна зробити висновок, що
функцiя 𝑢(𝑥) ∈ 𝐻1(𝑎,𝑏) є неперервною. Отже, функцiя 𝑢(𝑥) ∈ 𝐻2(𝑎,𝑏) та-
кож належить до простору 𝐻2(𝑎, 𝑏) i, отже, є двiчi неперервною. З цього
випливає, що для функцiї 𝑢(𝑥) з класу 𝐻2(𝑎, 𝑏) можна побудувати iнтерпо-
ляцiйний сплайн Лагранжа.

𝑢ℎ(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=0

𝑢(𝑥𝑖)𝜙𝑖(𝑥).

Оцiнимо рiзницю 𝑢(𝑥)− 𝑢ℎ(𝑥) в довiльнiй точцi 𝑥 ∈ (𝑥𝑖−1,𝑥𝑖). Зауважимо,
що

𝑑𝑢ℎ(𝑥)

𝑑𝑥
=
𝑢(𝑥𝑖)− 𝑢(𝑥𝑖−1)

ℎ𝑖
.

Тому

𝑢(𝑥)− 𝑢ℎ(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑥𝑖−1

𝑑

𝑑𝑡
(𝑢(𝑡)− 𝑢ℎ(𝑡))𝑑𝑡 =

=

𝑥∫︁
𝑥𝑖−1

(︂
𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝑢(𝑥𝑖)− 𝑢(𝑥𝑖−1)

ℎ𝑖

)︂
𝑑𝑡 =

𝑥∫︁
𝑥𝑖−1

⎛⎝𝑑𝑢(𝑡)
𝑑𝑡

− 1

ℎ𝑖

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

𝑑𝑢(𝑠)

𝑑𝑠
𝑑𝑠

⎞⎠ 𝑑𝑡 =

=
1

ℎ𝑖

𝑥∫︁
𝑥𝑖−1

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

(︂
𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝑑𝑢(𝑠)

𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑠𝑑𝑡 =

1

ℎ𝑖

𝑥∫︁
𝑥𝑖−1

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

𝑡∫︁
𝑠

𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2
𝑑𝜉𝑑𝑠𝑑𝑡,
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Тобто

𝑢(𝑥)− 𝑢ℎ(𝑥) =
1

ℎ𝑖

𝑥∫︁
𝑥𝑖−1

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

𝑡∫︁
𝑠

𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2
𝑑𝜉𝑑𝑠𝑑𝑡. (2.10)

При розширеннi меж iнтегрування та використаннi нерiвностi Кошi-Буняковського
(2.6), ми отримуємо наступний результат:

|𝑢(𝑥)− 𝑢ℎ(𝑥)| ≤
1

ℎ𝑖

𝑥∫︁
𝑥𝑖−1

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

𝑡∫︁
𝑠

⃒⃒⃒⃒
𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜉𝑑𝑠𝑑𝑡 ≤

=
1

ℎ𝑖

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜉𝑑𝑠𝑑𝑡 = ℎ𝑖

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜉 ≤

≤ ℎ𝑖

⎧⎨⎩
𝑥𝑖∫︁

𝑥𝑖−1

12𝑑𝜉

⎫⎬⎭
1
2
⎧⎨⎩

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜉

⎫⎬⎭
1
2

= ℎ
3
2

𝑖

⎧⎨⎩
𝑥𝑖∫︁

𝑥𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜉

⎫⎬⎭
1
2

.

отже,

|𝑢(𝑥)− 𝑢ℎ(𝑥)|2 ≤ ℎ3𝑖

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜉

i
𝑥𝑖∫︁

𝑥𝑖−1

|𝑢(𝑥)− 𝑢ℎ(𝑥)|2𝑑𝑥 ≤ ℎ4𝑖

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜉. (2.11)

Пiдсумовуючи по 𝑖 = 1,𝑛 нерiвнiсть (2.11) i застосовуючи нерiвнiсть Кошi-
Буняковського (2.5), отримуємо (2.8).

Продифференцював рiвнiсть (2.10), знаходимо, що

𝑢′(𝑥)− 𝑢′ℎ(𝑥) =
1

ℎ𝑖

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

𝑡∫︁
𝑠

𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2
𝑑𝜉𝑑𝑠 =

𝑡∫︁
𝑠

𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2
𝑑𝜉.

Тодi

|𝑢′(𝑥)− 𝑢′ℎ(𝑥)| ≤
𝑡∫︁

𝑠

⃒⃒⃒⃒
𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜉 ≤

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜉 ≤
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≤

⎧⎨⎩
𝑥𝑖∫︁

𝑥𝑖−1

12𝑑𝜉

⎫⎬⎭
1
2
⎧⎨⎩

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜉

⎫⎬⎭
1
2

= ℎ
1
2

𝑖

⎧⎨⎩
𝑥𝑖∫︁

𝑥𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜉

⎫⎬⎭
1
2

.

отже,

|𝑢′(𝑥)− 𝑢′ℎ(𝑥)|2 ≤ ℎ𝑖

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜉

i
𝑥𝑖∫︁

𝑥𝑖−1

|𝑢′(𝑥)− 𝑢′ℎ(𝑥)|2𝑑𝑥 ≤ ℎ2𝑖

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝑑2𝑢(𝜉)

𝑑𝜉2

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜉. (2.12)

Пiдсумовуючи по 𝑖 = 1,𝑛 нерiвностi (2.11), (2.12) i застосовуючи нерiвнiсть
Кошi-Буняковського (2.5), отримуємо (2.9).
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РОЗДIЛ 3

СУПЕРЗБIЖНIСТЬ МЕТОДУ СКIНЧЕННИХ

ЕЛЕМЕНТIВ

Протягом останнiх 3-4 десятилiть метод скiнченних елементiв (МСЕ)
широко використовується для чисельного розв’язання диференцiальних
рiвнянь. Для наближених розв’язкiв, отриманих за допомогою МСЕ, вiдомi
апрiорнi та апостерiорнi оцiнки. Зокрема, iснують оцiнки iнтегрального
характеру, якi представляють собою деяку iнтегральну норму вiдхилення
наближеного розв’язку 𝑣 вiд точного 𝑢. У випадку, коли бiлiнiйна форма
задачi є коерцитивною, а точний розв’язок належить класу 𝑊 2

2 , апрiорнi
оцiнки можуть бути вираженi у виглядi

‖𝑢− 𝑣‖𝐿2 ≤ 𝐶ℎ2‖𝑓‖𝐿2,

‖𝑢− 𝑣‖𝑊 2
1
≤ 𝐶ℎ‖𝑓‖𝐿2,

ℎ — максимальний крок сiтки, 𝑓 -права частина рiвняння, де константа 𝐶 не
залежить вiд 𝑢, 𝑣, 𝑓 i ℎ. Апостерiорнi оцiнки використовують наближений
розв’язок, крiм даних задачi. Дослiдники також цiкавляться явищем супер-
збiжностi, коли iснують точки 𝑥𝑖, для яких рiзниця 𝑥𝑖, для яких рiзниця
𝑢(𝑥𝑖)− 𝑣(𝑥𝑖) (або ∆𝑢(𝑥𝑖)−∆𝑣(𝑥𝑖) ) швидше прямує до нуля, нiж вiдповiдна
iнтегральна норма вiдхилення. Як зауважується в [6].

Тим часом, виникає значний iнтерес до випадкiв, коли в окремих
точках спостерiгається спiвпадiння мiж наближеним та точними рiшеннями.
Простий приклад такої ситуацiї - це одновимiрна крайова задача Дiрiхле
для рiвняння 𝑢′′ = −𝑓 . Якщо наближене рiшення шукається у просторi
кусково-афiнних функцiй, то значення вузлiв сiтки збiгаються з значеннями
точного рiшення. Однак, якщо розглядати, скажiмо, кусково-кубiчнi функцiї
i вимагати безперервностi першої похiдної, то вказане явище вже не спосте-
рiгається. Замiсть того, щоб змiнювати простiр кiнцевих елементiв, можна,
навпаки, варiювати саме рiвняння. Наприклад, для одновимiрного рiвняння
Гельмгольца зазначенi значення можуть вiдрiзнятися значно, що пов’язано
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з характерним для цього рiвняння, коли вирiшується звичайним методом
скiнченних елементiв, явищем так званим "eфектом забруднення"(див. [7]).
Суть цього ефекту полягає в розходженнi наближеного рiшення, отримано-
го методом Гальоркiна для кiнцевих елементiв, при iнтерполяцiї точного
рiшення в тому ж скiнченновимiрному просторi (див. [4]).

У дослiдженнi, представленому у роботi [8], було висунуто концепцiю,
яку потiм удосконалено в роботi [9], вiдому як узагальнений метод скiнчен-
них елементiв (Generalized FEM або GFEM). Основна iдея цього методу
полягає в урахуваннi структури конкретного рiвняння при побудовi скiн-
ченновимiрного простору. Функцiї форми (також вiдомi як iнтерполяцiйнi
функцiї) цього простору можуть вiдрiзнятися вiд звичайних многочленiв.
Важливо вiдзначити, що цей пiдхiд в певному вiдношеннi представляє собою
"повернення"до методiв Гальоркiна з неполiномiальними базисними фун-
кцiями. Щодо суперзбiжностi цього методу, в роботi [6] отриманi загальнi
результати, де проведено теоретичне дослiдження неоднорiдної задачi Не-
ймана для рiвняння Пуассона в двовимiрнiй областi, а числовi експерименти
на одновимiрнiй задачi iлюструють отриманi результати. У цьому контекстi
ми розглянемо iнший аспект.

Розглянемо першу крайову задачу для звичайного диференцiального
рiвняння

𝐿𝑢 ≡ −𝑢′′ + 𝑏(𝑥)𝑢′ + 𝑐(𝑥)𝑢 = 𝑓, 𝑥 ∈ (0; 1),

𝑢(0) = 𝑢(1) = 0.

(3.1)

Припустимо, що функцiя 𝑓 ∈ 𝐿2(0; 1), 𝑐 ∈ 𝐿∞(0; 1), a 𝑏(𝑥) ”кусочно-𝑊 1
∞ ”,

що означає, що вiдрiзок (0; 1) можна розбити на кiнцеве число вiдрiзкiв
(𝑥𝑘;𝑥𝑘+1), на кожному з яких 𝑏(𝑥) належить 𝑊 1

∞(𝑥𝑘;𝑥𝑘+1). (Безперервно-
стi 𝑏 на всьому (0; 1) не потрiбно.) Немає обмежень щодо знакiв 𝑏 i 𝑐,
тобто вiдповiдна бiлiнiйна форма може бути не коерцитивною. В такому
випадку задача (1) може бути або нерозв’язною, або мати безлiч рiшень.
Проте в багатьох практично важливих випадках можливо експериментально
дослiджувати оборотнiсть оператора 𝐿 в процесi числового знаходження
розв’язку (див. [11], [12]). Таким чином, у цьому випадку це питання не є
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вирiшально важливим.

Узагальнена постановка задачi виражається наступним чином:

𝑎(𝑢,𝑤) ≡
1∫︁

0

[𝑢′𝑤′ + 𝑏(𝑥)𝑢′𝑤 + 𝑐(𝑥)𝑢𝑤] 𝑑𝑥 =

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑤 𝑑𝑥. (3.2)

Будемо наближено вирiшувати задачу (1) методом Гальоркiна. Саме, ви-
беремо 𝑀 пробних функцiй {𝜙𝑚(𝑥)}𝑀𝑚=1 i стiльки ж провiрочних функцiй
{𝜓𝑚(𝑥)}𝑀𝑚=1 , зажадавши при цьому, щоб кожна функцiя з обох серiй нале-

жала простору
∘
𝑊

1

2 (0; 1). (В цьому випадку, як вiдомо, 𝑀 функцiї будуть
безперервними.) Наближене рiшення будемо шукати у виглядi

𝑣(𝑥) =
∑︁𝑀

𝑚=1
𝑣𝑚𝜙𝑚(𝑥).

У цьому дослiдженнi ми не будемо розглядати питання про збiжнiсть методу
Гальоркiна для розглянутого класу несамоспряжених та некоерцитивних
бiлiнiйних форм 𝑎(𝑢,𝑤). Наш iнтерес буде зосереджений на тому, як можна
досягти того, щоб отримане наближене рiшення збiгалося з точним у заданих
наперед визначених точках. Зокрема, нехай задано безлiч точок

0 = 𝑥0 < . . . < 𝑥𝑁−1 < 𝑥𝑁 = 1.

Тут i далi будемо вважати, що серед них є всi точки розриву функцiї 𝑏(𝑥).
Зажадаємо ще, щоб серед пробних функцiй знайшлася система {𝜙𝑚}𝑁−1

𝑚=1

(для зручностi можна їх перенумерувати, щоб вони були першими), для
якої iснують лiнiйнi комбiнацiї, що задовольняють умовам

𝑁−1∑︁
𝑚=1

𝛼(𝑖)
𝑚 𝜙𝑚(𝑥𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖,𝑗 = 1,2, . . . ,𝑁 − 1,

що, очевидно, рiвносильно оборотностi квадратної матрицi{𝜙𝑚(𝑥𝑛)}𝑁−1
𝑚,𝑛=1.

Таким чином, за умови можливостi розв’язання системи лiнiйних алгебра-
їчних рiвнянь методом Гальоркiна, конкретний вибiр iспитних функцiй
дозволить знаходження значень точного рiшення в вказаних точках.
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Доведемо спочатку наступну лему.

Лемма. Замiна обраної лiнiйно незалежної системи пробних фун-
кцiй {𝜙𝑚} на iнший базис породжуємого нею пiдпростору не впливає
нi на можливiсть розв’язання СЛАР методу Гальоркiна, нi на вигляд
одержуваного наближеного рiшення.

Доведення. Нехай 𝑉 ≡ {𝑣1, . . . , 𝑣𝑀}𝑇 - координати функцiї 𝑣 в
вихiдному базисi{𝜙𝑚} . Тодi СЛАР методу Гальоркiна виглядає так:

𝑎(
∑︀𝑀

𝑚=1𝑣𝑚𝜙𝑚, 𝜓𝑙) = 𝑓𝑙, де 𝑎 - це бiлiнiйна форма розглянутої задачi
(див. (2)), 𝑓𝑙 =

∫︀ 1

0 𝑓(𝑥)𝜓𝑙(𝑥) 𝑑𝑥. Введемо в розгляд матрицю 𝐴 = {𝐴𝑙𝑚} =

{𝑎(𝜙𝑚,𝜓𝑙)} i вектор 𝐹 = {𝑓𝑙}𝑇 . Тодi СЛАР набуде вигляду 𝐴𝑉 = 𝐹 . Пе-

рейдемо вiд базису {𝜙𝑚} до базису
∼

{𝜙𝑚}. Позначимо також вектор-рядок

старого базису {𝜙𝑚(𝑥)} через 𝜙, вектор-рядок нового базису
∼

{𝜙𝑚(𝑥)} - через
∼
𝜙, а вiдповiдну матрицю переходу - через Φ, так що

∼
𝜙= 𝜙Φ−1. Тодi матриця

бiлiнiйної форми в новому базисi буде мати вигляд
∼
𝐴=

∼
(𝐴𝑙𝑚) = 𝑎(

∼
𝜙𝑚 ,𝜓𝑙) = 𝐴Φ−1 а новий вектор координат

∼
𝑉= Φ𝑉. Як

видно, в силу оборотностi матриць переходу СЛАР вiдносно коефiцiєнтiв
розкладу наближеного рiшення по старому базису залишається колишньою:
𝐴Φ−1Φ𝑉 ≡ 𝐴𝑉 = 𝐹 . Лема доведена.

Для побудови повiрочних функцiй введемо в розгляд оператор 𝐿*,
пов’язаний з 𝐿 в сенсi Лагранжа (див., Наприклад, [13, с. 64]): 𝐿*𝑤 ≡
−𝑤′′ − (𝑏(𝑥)𝑤)′ + 𝑐(𝑥)𝑤.

Припустимо, що на кожному iнтервалi (𝑥𝑛−1;𝑥𝑛), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑁 , одно-
рiдна крайова задача Дирихле для оператора 𝐿*

𝐿*𝜓(𝑥) = , 𝜓(𝑥𝑛−1) = 𝜓(𝑥𝑛) = 0. (3.3)

має тiльки тривiальне рiшення, тобто число 0 не є власним значенням цих
операторiв на жодному з цих вiдрiзкiв. (Втiм, як вiдомо, це рiвносильно
однозначнiй розв’язностi задачi для оператора 𝐿.) Тодi однозначно розв’язнi
i крайовi задачi

𝐿*𝜓(1)
𝑛 (𝑥) = 0, 𝜓(1)

𝑛 (𝑥𝑛−1) = 1, 𝜓(1)
𝑛 (𝑥𝑛) = 0 (3.4)
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i
𝐿*𝜓(2)

𝑛 (𝑥) = 0, 𝜓(2)
𝑛 (𝑥𝑛−1) = 0, 𝜓(2)

𝑛 (𝑥𝑛) = 1 (3.5)

Виберемо тепер перевiрочнi функцiї наступним чином, узагальнюючи зви-
чайнi для традицiйного методу скiнченних елементiв кусочно-аффiннi фун-
кцiї. Нехай для 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1

𝜓𝑛(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝜓
(2)
𝑛 (𝑥), якщо 𝑥 ∈ [𝑥𝑛−1;𝑥𝑛];

𝜓
(1)
𝑛+1(𝑥), якщо 𝑥 ∈ [𝑥𝑛;𝑥𝑛+1];

0, при iнших 𝑥.

(3.6)

Легко бачити, що, в силу умов (4), (5), функцiї {𝜓𝑚(𝑥)}𝑁−1
𝑚=1 неперервнi

на вiдрiзку [0; 1]i є базисом Лагранжа в утвореному ними пiдпросторi

простору
∘
𝑊

1

2 (0; 1), тобто 𝜓𝑚(𝑥𝑛) = 𝛿𝑚𝑛, 𝑚,𝑛 = 1,2, . . . , 𝑁 − 1.

Розглянемо спочатку випадок 𝑀 = 𝑁 − 1, тобто припустимо, що
вся система перевiрочних функцiй задається формулами (6) i що пробних
функцiй 𝜙𝑚(𝑥) рiвно стiльки ж.

Теорема. Нехай вiрно наступне:

1) диференцiйна задача в узагальненiй постановцi (2) однозначно

розв’язна;

2) задачi (3) для всiх вiдрiзкiв (𝑥𝑛−1;𝑥𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁 , мають
тiльки тривiальне рiшення;

3) пробнi функцiї належать
∘
𝑊

1

2 (0; 1)(вiдзначимо, що перевiрочнi
належать цьому простору з побудови);

4) iснують лiнiйнi комбiнацiї
∼
𝜙𝑚 (𝑥) =

∑︀𝑁−1
𝑛=1 𝛼

(𝑚)
𝑛 𝜙𝑛(𝑥) пробних

функцiй, що задовольняють умовам
∼
𝜓𝑚 (𝑥𝑛) = 𝛿𝑚𝑛, 𝑚,𝑛 = 1,2, . . . , 𝑁 − 1

(звiдси, зокрема , випливає лiнiйна незалежнiсть як системи зазначених
лiнiйних комбiнацiй, так i вихiдної системи функцiй {𝜙𝑚(𝑥)});

5) СЛАР методу Гальоркiна з вибраними функцiями {𝜙𝑚(𝑥)}𝑁−1
𝑚=1, i

{𝜓𝑚(𝑥)}𝑁−1
𝑚=1, побудованими за формулою (6),однозначно розв’язна.

Тодi вiрнi рiвностi
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𝑣(𝑥𝑛) = 𝑢(𝑥𝑛), 𝑛 = 0, 1, . . . , 𝑁.

Доведення. Насамперед зазначимо, що граничнi умови виконанi в
силу п. 3 умови теореми. Тепер будемо вважати, що в якостi пробних функцiй
обранi

∼
𝜙𝑚 (𝑥). В силу доведеною вище леми (до речi, матриця Φ, що фiгурує

в лемi, буде дорiвнювати {Φ𝑚𝑛} = {𝜙𝑛(𝑥𝑚)}), це не вплине на можливiсть
розв’язання кiнцевовимiрної задачi i на значення наближеного рiшення 𝑣(𝑥).
Збережемо за цими функцiями старе позначення 𝜙𝑚(𝑥). У цьому випадку
коефiцiєнт 𝑣𝑚 в розкладаннi наближеного рiшення 𝑣(𝑥) =

∑︀𝑁−1
𝑚=1 𝑣𝑚𝜙𝑚(𝑥)

буде дорiвнювати 𝑣(𝑥𝑚). Запишемо тепер СЛАР методу Гальоркiна:

𝑎(𝑣, 𝜓𝑙) =

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝜓𝑙(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑙 = 1,2, . . . , 𝑁 − 1. (3.7)

Так як точне рiшення 𝑢 теж задовольняє узагальненiй постановцi задачi,
маємо

𝑎(𝑢, 𝜓𝑙) =

1∫︁
0

𝑓(𝑥)𝜓𝑙(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑙 = 1,2, . . . , 𝑁 − 1,

та можемо переписати (7) у виглядi

𝑎(𝑣, 𝜓𝑙) = 𝑎(𝑢, 𝜓𝑙), 𝑙 = 1,2, . . . , 𝑁 − 1.

У розгорнутому виглядi ця система виглядає так:

1∫︁
0

[𝑣′𝜓′
𝑙 + 𝑏(𝑥)𝑣′𝜓𝑙 + 𝑐𝑣𝜓𝑙] 𝑑𝑥 =

1∫︁
0

[𝑢′𝜓′
𝑙 + 𝑏(𝑥)𝑢′𝜓𝑙 + 𝑐𝑢𝜓𝑙] 𝑑𝑥

Згадаймо, що на кожному вiдрiзку 𝑏(𝑥) ∈ 𝑊 1
∞(𝑥𝑛−1;𝑥𝑛). Тому 𝜓𝑙 як

рiшення пов’язаних задач типу (4) належать 𝑊 2
2 в кожному з вiдрiзкiв

(𝑥𝑛−1;𝑥𝑛)(див. [14]; хоча на всiх [0; 1] лише
∘
𝑊

1

2), отже, можна провести
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iнтегрування по частинах, що призводить до рiвнянь

∑︀𝑁
𝑛=1

𝑥𝑛∫︀
𝑥𝑛−1

[−𝑣𝜓𝑙
′′ − 𝑣(𝑏(𝑥)𝜓𝑙)

′ + 𝑐𝑣𝜓𝑙] 𝑑𝑥+∑︀𝑁
𝑛=1{𝑣(𝑥𝑛)[𝜓𝑙

′(𝑥𝑛 − 0)− 𝑏(𝑥𝑛 − 0)𝜓𝑙(𝑥𝑛)]− 𝑣(𝑥𝑛−1)[𝜓𝑙
′(𝑥𝑛−1 + 0)𝜓𝑙(𝑥𝑛−1)]} =

=
∑︀𝑁

𝑛=1

𝑥𝑛∫︀
𝑥𝑛−1

[−𝑢𝜓𝑙
′′ − 𝑢(𝑏(𝑥)𝜓𝑙)

′ + 𝑐𝑢𝜓𝑙] 𝑑𝑥+∑︀𝑁
𝑛=1{𝑢(𝑥𝑛)[𝜓𝑙

′(𝑥𝑛 − 0)− 𝑏(𝑥𝑛 − 0)𝜓𝑙(𝑥𝑛)]− 𝑢(𝑥𝑛−1)[𝜓𝑙
′(𝑥𝑛−1 + 0)𝜓𝑙(𝑥𝑛−1)]}

(3.8)

Тут iнтеграли розбитi по вiдрiзках, щоб пiдкреслити, що функцiї 𝜓𝑙

мають другу похiдну лише на кожному з iнтервалiв, але не на всьому про-
мiжку цiлком, оскiльки вже першi похiднi 𝜓𝑙

′ розривнi в точках 𝑥𝑛. Функцiя
𝑏(𝑥) теж може мати там розриви. З цiєї ж причини ми використовуємо
для 𝜓𝑙

′ i 𝑏 символи граничних значень. Функцiї ж 𝑢, 𝑣 i 𝜓𝑙 безперервнi

усюди в [0; 1], оскiльки 𝑢, 𝑣 ∈
∘
𝑊

1

2 (0; 1), а 𝜓𝑙 - з побудови. З огляду на те,
що на кожному вiдрiзку (𝑥𝑛−1;𝑥𝑛) функцiї 𝜓𝑙(𝑥) з побудови задовольняють
однорiдному рiвнянню 𝐿*𝜓𝑙 = 0, переписуємо систему рiвнянь (8) у виглядi

∑︀𝑁
𝑛=1{𝑣(𝑥𝑛)[𝜓𝑙

′(𝑥𝑛 − 0)− 𝑏(𝑥𝑛 − 0)𝜓𝑙(𝑥𝑛)]− 𝑣(𝑥𝑛−1)[𝜓𝑙
′(𝑥𝑛−1 + 0)𝜓𝑙(𝑥𝑛−1)]} =∑︀𝑁

𝑛=1{𝑢(𝑥𝑛)[𝜓𝑙
′(𝑥𝑛 − 0)− 𝑏(𝑥𝑛 − 0)𝜓𝑙(𝑥𝑛)]− 𝑢(𝑥𝑛−1)[𝜓𝑙

′(𝑥𝑛−1 + 0)𝜓𝑙(𝑥𝑛−1)]}
(3.9)

Тепер врахуємо, що, з одного боку, {𝑣(𝑥𝑚)}𝑁−1
𝑚=1 представляють собою

коефiцiєнти 𝑣𝑚 в розкладаннi наближеного рiшення 𝑣(𝑥) по 𝜙𝑚(𝑥) (в силу
вибору 𝜙𝑚(𝑥), про що сказано на початку доведення), а з iншого - що до
системи (9) ми прийшли шляхом тотожних перетворень вихiдної системи
(7) методу Гальоркiна, яка, за умовою, однозначно розв’язна. Значить,
однозначно розв’язна i система (9), що розглядається як система щодо
𝑣𝑚 ≡ 𝑣(𝑥𝑚). (Зауважимо, що 𝑣(𝑥0) = 𝑣(𝑥𝑁) = 0 i невiдомими не є. Також
𝑢(𝑥0) = 𝑢(𝑥𝑁) = 0.) Очевидно, що числа 𝑣(𝑥𝑚) = 𝑢(𝑥𝑚) є рiшенням системи
. В силу єдиностi її рiшення, 𝑣𝑚 ≡ 𝑣(𝑥𝑚) необхiдно збiгаються з 𝑢(𝑥𝑚).
Теорема доведена.
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РОЗДIЛ 4

АПОСТЕРIОРНI ОЦIНЮВАЧI

4.1. Апостерiорнi оцiнювачi похибок та їхнi характеристики

Теорема 4.1 (Про апроксимативнiсть просторiв кусково- полiномiальних
функцiй високих порядкiв). Нехай простiр апроксимацiй МСЕ 𝑉ℎ𝑝 побудо-
вано на рiвномiрнiй сiтцi з кроком ℎ i однаковим степенем полiномiв 𝑝 на
кожному зi скiнченних елементiв, тодi для кожного 𝑣 ∈ 𝑉 iснує 𝑣ℎ𝑝 ∈ 𝑉ℎ𝑝

такий, що:

‖𝑣 − 𝑣ℎ𝑝‖𝐻1(Ω) ≤ 𝐶
ℎ𝑥

𝑝𝑚−1
‖𝑣‖𝐻𝑚+1(Ω), 𝑚 ≥ 1 (4.1)

де 𝐶 = 𝐶(𝑚) > 0, 𝜒 = 𝑚𝑖𝑛{𝑝,𝑚−1}. Наведена оцiнка є оптимальною.
Якщо ж сiтка вузлiв неравномiрна i степенi полiномiв на елементах
змiннi, то, при деяких додаткових припущеннях (щодо розташування
примежового шару), для кожного 𝑣 ∈ 𝑉 можна побудувати таку сiтку
i вибрати степенi полiномiв у такий спосiб, що знайдеться елемент
𝑣ℎ𝑝 ∈ 𝑉ℎ𝑝, для якого виконується оцiнка:

‖𝑣 − 𝑣ℎ𝑝‖𝐻1(Ω) ≤ 𝐶1 exp
[︁
−𝐶2

3
√︀
𝑁𝑑𝑜𝑓

]︁
(4.2)

де 𝐶1, 𝐶2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,𝑁𝑑𝑜𝑓 = 𝑑𝑖𝑚𝑣ℎ𝑝.

Одним iз важливих недолiкiв апрiорних оцiнок похибок, якi пiдтвер-
джують оцiнки (4.1) та (4.2), є те, що вони включають константи, значення
яких в бiльшостi випадкiв не вiдомi. Незважаючи на цю обставину, апрiорнi
оцiнки залишаються дуже корисними в теорiї та практицi, оскiльки дозволя-
ють провести якiсний аналiз збiжностi методу, встановити його швидкiсть
та порядок збiжностi, а також дослiдити можливостi точностi наближення
невiдомої функцiї за допомогою елементiв певного простору апроксимацiй.
Однак для практичної реалiзацiї методу скiнчених елементiв нам необхiдно
мати точний рецепт для оцiнки похибки.



20

Ключовим аспектом у пошуку такого рецепту є використання вже
знайденого наближення при оцiнцi похибки. Ця iдея видається обґрунтова-
ною, оскiльки при оцiнцi якостi апроксимацiї можна припускати, що сама
апроксимацiя мiстить у собi практично всю iнформацiю, необхiдну для
оцiнки похибки. Перше серйозне дослiдження апостерiорних оцiнювачiв
похибок (АОП) було проведено в роботах таких вчених, як [4].

Для загального порiвняння та аналiзу АОП вводяться важливi хара-
ктеристики, такi як "ефективнiсть"та "надiйнiсть". Розглянемо цi поняття
бiльш докладно.

Нехай знайдено наближення МСЕ 𝑢ℎ. Позначаючи точний розв’язок як
𝑢, похибка знайденого наближення становить 𝑒 = 𝑢−𝑢ℎ. Нехай задано деяку
норму ‖ · ‖, в якiй ми хочемо оцiнити похибку 𝑒. Розглянемо апостерiорний
оцiнювач похибки 𝜂 = 𝜂 (𝑢ℎ) ≥ 0.

Оцiнювач 𝜂 називають надiйним, якщо iснує (вiдома) константа 𝑘𝑅 > 0

така, що:

‖𝑒‖ ≤ 𝑘𝑅𝜂 (4.3)

Оцiнювач 𝜂 називають ефективним, якщо iснує константа 𝑘𝐸 > 0 така,
що:

‖𝑒‖ ≥ 𝑘𝐸𝜂 (4.4)

Змiст умови (4.3) очевидний: якщо задано допустимий рiвень похибки
𝑇𝑂𝐿, то величину 𝑘𝑅𝜂 можна використовувати для контролю точностi
апроксимацiї МСЕ, оскiльки виконання умови 𝑘𝑅𝜂 < 𝑇𝑂𝐿 гарантуватиме,
що точна похибка апроксимацiї не бiльша, нiж 𝑇𝑂𝐿: ‖𝑒‖ < 𝑇𝑂𝐿.

Бачимо, що з (4.3) та (4.4) отримуємо

𝑘𝐸 ≤ ‖𝑒‖
𝜂

≤ 𝑘𝑅. (4.5)

Важливою умовою для (4.4) є близькiсть константи 𝑘𝑒 до 𝑘𝑅, оскiльки
цей факт впливає на "оперативнiсть"зупинки алгоритму МСЕ при досягнен-
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нi вiдповiдної точностi, наприклад, при рiвномiрному згущеннi сiтки. Якщо
сталi 𝑘𝑒 та 𝑘𝑅 значно вiдрiзняються за величиною, то це може призводити
до великого значення рiзницi 𝑘𝑅𝜂 − |𝑒|. Навiть пiсля досягнення фактичної
точностi |𝑒| < 𝑇𝑂𝐿, алгоритм буде продовжувати виконувати додатковi
кроки згущення сiтки, доки не буде виконана умова 𝑘𝑅𝜂 ≤ 𝑇𝑂𝐿. Саме цю
властивiсть називають ефективнiстю оцiнювача.

Використання АОП як iндикатора повної похибки для побудови схем
МСЕ на рiвномiрних сiтках, у багатьох реальних задачах не є практично
доцiльним. Особливо це стосується ситуацiй, коли розв’язок задачi має
складну структуру, наприклад, в разi сингулярно збурених задач ДКР.
В таких випадках густина вузлiв рiвномiрної сiтки, яка б забезпечила
гарантовану точнiсть для такої складної структури, стає занадто великою.
Це призводить до великих обчислювальних витрат, оскiльки розмiрнiсть
систем лiнiйних рiвнянь, що виникають в процесi роботи алгоритму, стає
надто великою, i такi схеми стають практично не застосовними.

Для вирiшення проблеми вiдтворення складної структури розв’язку,
природнiм рiшенням є використання нерiвномiрних сiток, якi густишi в
областях задачi, де локальна похибка апроксимацiї є вищою. У такому
випадку виникає проблема побудови АОП, якi дали б оцiнку похибки не на
всiй областi Ω, а, наприклад, на окремих скiнченних елементах або навiть
на певних пiдобластях областi Ω.

Часто розглядають поелементнi оцiнювачi (iндикатори) 𝜂𝐾 та вiдпо-
вiдний глобальний оцiнювач 𝜂, якi пов’язанi спiввiдношенням:

𝜂2 =
∑︁
𝐾

𝜂2𝐾 (4.6)

Для локальних оцiнювачiв також розглядають аналогiчнi характери-
стики, такi як надiйнiсть i ефективнiсть.

У випадку одновимiрного обчислення, простий алгоритм адаптацiї
сiтки полягає в тому, щоб на кожнiй iтерацiї алгоритму роздiлити на двi
половини скiнченнi елементи 𝐾̃, i вибрати елемент, iндикатор похибки для
якого максимальний серед усiх елементiв сiтки:
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𝜂𝐾̃ = max
𝐾

𝜂𝑘 (4.7)

Для умови зупинки адаптацiї використовується глобальний iндикатор
𝜂 так, як було описано ранiше. До цього моменту були наведенi абстрактнi
характеристики та поняття, якi стосуються оцiнювачiв похибки. На завер-
шення цього роздiлу розглянемо задачу оцiнки похибки наближення до
розв’язку варiацiйної задачi:

⎧⎪⎨⎪⎩ знайти функцiю 𝑢 ∈ 𝑣 := 𝐻1 (Ω) таку, що

𝑐Ω (𝑢, 𝑣) = ⟨𝑙Ω, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝑉,

(4.8)

де

𝑐Ω (𝑢, 𝑣) :=
(︁
𝜇𝑢

′
, 𝑣

′
)︁
Ω
+ 𝑃𝑒 ·

[︁(︁
𝛽𝑢

′
, 𝑣
)︁
Ω
+ 𝑆𝑡 · (𝜎𝑢, 𝑣)Ω

]︁
+𝛼𝑢𝑣|𝑡=0 + 𝛾𝑢𝑣|𝑡=1 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉,

⟨𝑙Ω, 𝑣⟩ := (𝑓, 𝑣)Ω + 𝛼𝑔0𝑣 (0) + 𝛾𝑔1𝑣 (1) ∀𝑣 ∈ 𝑉

У рiвняннi (4.8), де (𝑢, 𝑣)Ω =
∫︀
Ω 𝑢𝑣𝑑𝑥 представляє собою скалярний

добуток в просторi𝐿2 (Ω) , ми покажемо, як ця задача про похибку може
служити основою для побудови апостерiорних оцiнювачiв похибки (АОП).

Припустимо, що маємо деяку апроксимацiю 𝑢ℎ ∈ 𝑣ℎ для розв’язку 𝑢
задачi (4.8). Розглядаючи похибку 𝑒 = 𝑢− 𝑢ℎ, i використовуючи лiнiйнiсть
форми 𝑐Ω щодо обох її аргументiв, а також рiвняння (4.8), можемо записати:

𝑐Ω (𝑒, 𝑣) = 𝑐Ω (𝑢− 𝑢ℎ, 𝑣) = 𝑐Ω (𝑢, 𝑣)− 𝑐Ω (𝑢ℎ, 𝑣) = ⟨𝑙Ω, 𝑣⟩ − 𝑐Ω (𝑢ℎ, 𝑣) (4.9)

Враховуючи останнє спiввiдношення та властивiсть ортогональностi
Гальоркiна, ми позначимо 𝑣⊥ℎ := {𝑣 ∈ 𝑣|𝑐Ω (𝑣, 𝑤) = 0 ∀𝑤 ∈ 𝑉ℎ}. Тепер
сформулюємо варiацiйну задачу про похибку:



23

⎧⎪⎨⎪⎩ знайти функцiю похибки 𝑒 ∈ 𝑉 ⊥
ℎ таку, що

𝑐Ω (𝑒, 𝑣) = ⟨𝜌Ω (𝑢ℎ) , 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝑉 ⊥
ℎ

(4.10)

де

⟨𝜌Ω (𝑢ℎ) , 𝑣⟩ := ⟨𝑙Ω, 𝑣⟩ − 𝑐Ω (𝑢ℎ, 𝑣) (4.11)

Функцiонал 𝜌Ω (𝑢ℎ) називається функцiоналом джерел похибки, i фа-
ктично вiн представляє собою репрезентацiю нев’язки вихiдного диференцi-
ального рiвняння.

Очевидно, що якщо данi задачi (4.8) задовольняють умови теореми
Лакса-Мiльграма-Вишика, то задача (4.10) також буде коректно поставле-
ною, i буде виконуватися наступна оцiнка:

‖𝑒‖𝑣 ≤
1

𝑐0
‖𝜌Ω (𝑢ℎ) ‖ (4.12)

З виразу (4.12) можна вивести, що величину ‖𝜌Ω (𝑢ℎ) ‖ можна розгля-
дати як апостерiорний оцiнювач похибки (АОП) з константою надiйностi
𝑘𝑅 = 1

𝑐0
.

Важливо вiдзначити, що для побудови локальних iндикаторiв похибки,
задачу (4.10) також розглядають на окремому скiнченному елементi, але з
урахуванням певних додаткових крайових умов.

4.2. Типи АОП

Глобальнi апостерiорнi оцiнювачi, подiбнi до виразу (4.12), називаю-
ться "явними". Це пояснюється тим, що права частина нерiвностi (4.12)
надає конкретний вираз для обчислення оцiнки похибки у певнiй нормi.
Такi оцiнювачi були систематично дослiдженi Babuska. Основною перевагою
їх є вiдносна простота програмної реалiзацiї. Недолiком може бути вiдсу-
тнiсть загального пiдходу до гнучкої настройки точностi оцiнювача. Щодо
оцiнювача (4.12), важливо вiдзначити, що обчислення норми функцiонала
зазвичай зводиться до розв’язування системи лiнiйних рiвнянь, i ця опера-
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цiя може бути досить витратною залежно вiд розмiрностi системи. З цього
приводу, можна спробувати додатково оцiнити зверху вираз (4.12) до норми
функцiонала джерела похибки ‖𝜌Ω (𝑢ℎ) ‖. Це типовий пiдхiд, i пiд час такої
оцiнки також може бути використана декомпозицiя глобального оцiнювача
на поелементнi частини.

Iдея побудови "неявних"оцiнювачiв надає можливiсть уникнути не-
долiкiв, якi були описанi ранiше. Центральним елементом цього пiдходу є
варiацiйна задача про похибку (4.10). Варто вiдзначити, що ця задача має
схожу структуру та складнiсть з вихiдною задачею, i для її наближеного
розв’язку також можна використовувати метод скiнченних елементiв (МСЕ).
Знаючи наближення до точного розв’язку похибки, можна легко обчислити
числовi значення потрiбних норм та iнших величин. Враховуючи вiдносну
обчислювальну складнiсть обчислення похибки за цим методом, слiд вра-
ховувати такi критерiї, якi допоможуть побудувати простий в обчисленнi
неявний оцiнювач:

1) АОП має бути локальним, тобто вiн повинен обчислюватись на окремо-
му скiнченному елементi. Для досягнення цього, задачу (4.10) можна
подати у виглядi схожих локальних пiдзадач. Важливо вiдзначити, що
iснують також АОП, якi спецiально розробляються для обчислення
оцiнювача на певнiй областi, що складається з декiлькох сумiжних
елементiв.

2) Якщо ми шукаємо похибку у виглядi функцiї в певному просторi
кусково-полiномiальних функцiй, то цей простiр для пошуку похибки
повинен мiстити в собi простiр апроксимацiй основної задачi.

3) Зазвичай також вимагають, щоб обчислювальна складнiсть знахо-
дження всiх локальних оцiнок похибки не перевищувала складнiсть
побудови глобальної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР)
для вихiдної задачi методом середньоквадратичних помилок (МСЕ)

Зазначенi вимоги є загальними i стосуються всiх типiв оцiнювачiв.

Iєрархiчнi оцiнювачi отримують оцiнку похибки, використовуючи
апроксимацiї, знайденi на вкладених просторах. З метою зменшення обчи-
слювальних витрат, простiр, в якому знаходять наступну апроксимацiю,
подають у виглядi суми двох пiдпросторiв: початкового, на якому була
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знайдена вихiдна апроксимацiя, та вiдповiдного ортогонального доповнення.
З урахуванням такої декомпозицiї, потрiбно знаходити лише компоненту
необхiдної покращеної апроксимацiї з цього ортогонального доповнення. Та-
кож у цьому випадку використовують декомпозицiю оцiнювача на локальнi
складовi, як i в неявних оцiнювачах, зазначених вище.

Оцiнювачi на основi усереднення градiєнту дозволяють отримати
оцiнку похибки, використовуючи градiєнт знайденої апроксимацiї. Напри-
клад, формула для обчислення глобального оцiнювача може бути подана
наступним чином:

𝜂2 =

∫︁
Ω

|𝐺 [𝑢ℎ]−∇𝑢ℎ|2𝑑𝑥 (4.13)

де 𝐺 [𝑢ℎ] - це неперервна iнтерполяцiйна функцiя, побудована на
вузлах сiтки скiнченних елементiв. Значення цiєї функцiї визначаються
як середнi значення градiєнту на сусiднiх елементах. Зауважте, що ∇𝑢ℎ є
розривною функцiєю в цьому контекстi.

На завершення цього пункту важливо зауважити, що дуже часто є
потреба знаходити не сам розв’язок задачi, а лише певнi величини, якi
обчислюються на основi цього розв’язку. Наприклад, у випадку задачi про
мiграцiю домiшок може бути важливим визначити потiк домiшок через гра-
ницю певної заданої областi. Тому не завжди потрiбно шукати похибку для
всiєї апроксимацiї методом середньоквадратичних помилок (МСЕ); часто
доцiльно будувати оцiнки лише для похибки величини, яку ми визначаємо
або обчислюємо.

4.3. Явний оцiнювач для hp-адаптивних апроксимацiй

У цьому пунктi для початку розглянуто побудову типового явного
АОП для задачi:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Задано коефiцiєнт дифузiї 𝜇̄ = 𝜇̄ (𝑥) ,

вектор конвективного перенесення 𝛽 = 𝛽 (𝑥) ,

коефiцiєнт бiохiмiчного розпаду 𝜎̄ = 𝜎̄ (𝑥) ,

iнтенсивнiсть джерел домiшки 𝑓 = 𝑓 (𝑥) та

сталi 𝛼̄, 𝛾, 𝑔0, 𝑔𝐿 ∈ R.

Знайти функцiю 𝑢 = 𝑢 (𝑥) таку що

− 𝑑
𝑑𝑥

(︀
𝜇̄𝑑𝑢
𝑑𝑥

)︀
+ 𝜎̄𝑢 = 𝑓 на 𝐺 = (0, 𝐿) ,

𝜇̄𝑑𝑢
𝑑𝑥 |𝑥=0 = 𝛼̄ [𝑢 (0)− 𝑔0] ,

−𝜇̄𝑑𝑢
𝑑𝑥 |𝑥=𝐿 = 𝛾 [𝑢 (𝐿)− 𝑔𝐿] .

(4.14)

Далi буде побудовано новий апостерiорний оцiнювач похибки, який
безпосередньо враховує iнформацiю про порядок використаного скiнчен-
ного елемента. Цей оцiнювач буде використано в наступному роздiлi для
створення адаптивної схеми методу середньоквадратичних помилок (МСЕ).

Для зручностi розглянемо задачу (4.14), проте з перепозначеними
коефiцiєнтами:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Знайти функцiю 𝑢 = 𝑢 (𝑥) таку, що

−
(︀
𝜇𝑢

′)︀′
+ 𝜎𝑢 = 𝑓 в Ω = (0, 𝐿)(︀

𝜇𝑢
′)︀ |𝑥=0 = 𝛼 [𝑢 (0)− 𝑢̄0]

−
(︀
𝜇𝑢

′)︀ |𝑥=𝐿 = 𝛾 [𝑢 (𝐿)− 𝑢̄𝐿]

(4.15)

Стандартним способом отримуємо варiацiйне формулювання задачi
(4.15):

⎧⎪⎨⎪⎩ знайти функцiю 𝑢 ∈ 𝑉 := 𝐻1 (Ω) таку, що

𝑎 (𝑢, 𝑣) = ⟨𝑙, 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝑉

(4.16)
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де

𝑎 (𝑢, 𝑣) :=

∫︁ 𝐿

0

[︁
𝜇𝑢

′
𝑣

′
+ 𝜎𝑢𝑣

]︁
𝑑𝑥

+𝛼𝑢 (0) 𝑣 (0) + 𝛾𝑢 (𝐿) 𝑣 (𝐿) 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉

(4.17)

⟨𝑙, 𝑣⟩ :=
∫︁ 𝐿

0

𝑓𝑣𝑑𝑥+ 𝛼𝑢̄0𝑣 (0) + 𝛾𝑢̄𝐿𝑣 (𝐿) ∀𝑣 ∈ 𝑉 (4.18)

Вiдповiдна дискретизована задача МСЕ має вигляд:

⎧⎪⎨⎪⎩ знайти елемент 𝑢ℎ ∈ 𝑉ℎ ⊂ 𝑉, 𝑑𝑖𝑚𝑉ℎ < +∞ такий, що

𝑎 (𝑢ℎ, 𝑣ℎ) = ⟨𝑙, 𝑣ℎ⟩ ∀𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ

(4.19)

де 𝑉ℎ є простором кусково-полiномiальних функцiй, що побудований
на сiтцi скiнченних елементiв Υℎ = {𝐾𝑖}𝑁𝑖=1, 𝐾̄𝑖 := [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] , ℎ𝑖 = ℎ𝑘 :=

𝑑𝑖𝑎𝑚𝐾𝑖, ℎ := 𝑚𝑎𝑥1≤𝑖≤𝑁ℎ𝑖, з вузлами 0 = 𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑁 = 𝐿.

При побудовi явних оцiнювачiв часто також, як i в неявних, використо-
вується задача про похибку (4.10). Нехай 𝑉 ⊥

ℎ := {𝑣 ∈ 𝑉 |𝑎 (𝑣, 𝑤) = 0 ∀𝑤 ∈
𝑉ℎ} . У термiнах задачi (4.16) ми отримуємо таку задачу про похибку:

⎧⎪⎨⎪⎩ знайти функцiю похибки 𝑒 ∈ 𝑉 ⊥
ℎ таку що

𝑎 (𝑒, 𝑣) = ⟨𝜌 (𝑢ℎ) , 𝑣⟩ ∀𝑣 ∈ 𝑉 ⊥
ℎ

(4.20)

де 𝑒 = 𝑢−𝑢ℎ, а функцiонал джерела похибки визначається наступним
чином:

⟨𝜌 (𝑢ℎ) , 𝑣⟩ := ⟨𝑙, 𝑣⟩ − 𝑎 (𝑢ℎ, 𝑣) (4.21)

Запишемо рiвняння для похибки iз (4.20) в розгорнутому виглядi:
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𝑎 (𝑒, 𝑣) = ⟨𝑙, 𝑣⟩ − 𝑎 (𝑢ℎ, 𝑣) =

∫︁ 𝐿

0

[︁
𝑓𝑣 − 𝜇𝑢

′

ℎ𝑣
′ − 𝜎𝑢ℎ𝑣

]︁
𝑑𝑥+

+𝑣 (0)𝛼 [𝑢̄0 − 𝑢ℎ (0)] + 𝑣 (𝐿) 𝛾 [𝑢̄𝐿 − 𝑢ℎ (𝐿)]

(4.22)

Виконуючи декомпозицiю iнтегралу у (4.22) на поелементнi складовi
та застосовуючи iнтегрування частинами, прийдемо до наступної рiвностi:

𝑎 (𝑒, 𝑣) =
∑︁
𝐾∈ϒ

∫︁
𝐾

[︂
𝑓 +

(︁
𝜇𝑢

′

ℎ

)︁′

− 𝜎𝑢ℎ

]︂
𝑣𝑑𝑥−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑣𝜇𝑢
′

ℎ|
𝑥=𝑥𝑘−0
𝑥=𝑥𝑘−1+0

+𝑣𝛼 [𝑢̄0 − 𝑢ℎ] |𝑥=𝑥0
+ 𝑣𝛾 [𝑢̄𝐿 − 𝑢ℎ] |𝑥=𝑥𝑁

(4.23)

Перегрупувавши доданки у другiй сумi в останнiй рiвностi, отримаємо:

𝑎 (𝑒, 𝑣) =
∑︁
𝐾∈ϒ

∫︁
𝐾

𝑅 [𝑢ℎ] 𝑣𝑑𝑥+
𝑁−1∑︁
𝑘=1

[︁
𝑢

′

ℎ (𝑥+ 0)− 𝑢
′

ℎ (𝑥− 0)
]︁
𝑣𝜇|𝑥=𝑥𝑘

+𝑣𝛼 [𝑢̄0 − 𝑢ℎ] |𝑥=𝑥0
+ 𝑣𝛾 [𝑢̄𝑙 − 𝑢ℎ] |𝑥=𝑥𝑁

(4.24)

де

𝑅 [𝑢ℎ] := 𝑓 +
(︁
𝜇𝑢

′

ℎ

)︁′

− 𝜎𝑢ℎ (4.25)

Використовуючи властивiсть ортогональностi

𝑐Ω (𝑢− 𝑢ℎ, 𝑣ℎ) = 0 ∀𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ (4.26)

маємо

𝑎 (𝑒, 𝑣ℎ) = 0 ∀𝑣ℎ ∈ 𝑉ℎ (4.27)

Нехай 𝑣ℎ := 𝐼ℎ𝑣 ∈ 𝑉ℎ є деяким iнтерполянтом для 𝑣, побудованим на
визначенiй ранiше системi вузлiв {𝑥𝑖}𝑁𝑖=0.
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Враховуючи (4.27), отримуємо таке рiвняння:

𝑎 (𝑒, 𝑣) = 𝑎 (𝑒, 𝑣 − 𝐼ℎ𝑣) ∀𝑣 ∈ 𝑉 (4.28)

Тепер, беручи до уваги, що (𝑣 − 𝐼ℎ𝑣) (𝑥𝑖) = 0, обираючи 𝑣 у рiвностi
(4.24) як 𝑣 − 𝐼ℎ𝑣, приходимо до наступного фундаментального спiввiдноше-
ння:

𝑎 (𝑒, 𝑣) =
∑︁
𝐾∈ϒ

∫︁
𝐾

𝑅 [𝑢ℎ] (𝑣 − 𝐼ℎ𝑣) 𝑑𝑥 ∀𝑣 ∈ 𝑉 (4.29)

Зокрема, у випадку 𝑣 := 𝑒 з останнього спiввiдношення отримаємо

𝑎 (𝑒, 𝑒) =

∫︁ 𝐿

0

𝑅 [𝑢ℎ] (𝑒− 𝐼ℎ𝑒) 𝑑𝑥 =
∑︁
𝐾∈ϒ

∫︁
𝐾

𝑅 [𝑢ℎ] (𝑒− 𝐼ℎ𝑒) 𝑑𝑥 (4.30)

Зараз, шляхом використання рiзноманiтних оцiнок для правого виразу
в нерiвностях (4.29) та (4.30), можемо отримувати певнi АОП. Припустимо,
що бiлiнiйна форма 𝑎 ∈ 𝑉 - елiптична з константою 𝑎 > 0 :

𝑎 (𝑣, 𝑣) ≥ 𝛼‖𝑣‖2𝑉 ∀𝑣 ∈ 𝑉 (4.31)

Вiдомо, що оператор iнтерполювання 𝐼ℎ можна налаштувати таким
чином, щоб на кожному скiнченному елементi була виконана така оцiнка:

‖𝑣 − 𝐼ℎ𝑣‖𝐿2(𝐾) ≤ 𝐶ℎ𝑘‖𝑣‖𝐻1(𝐾) ∀𝑣 ∈ 𝐻1 (𝐾) (4.32)

де 𝐶 > 0 – деяка константа, ℎ𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑚 (𝐾) .

Використовуючи нерiвнiсть (4.31) та нерiвнiсть Кошi-Буняковського-
Шварца (КБШ) для простору 𝐿2 (𝐾) до (4.30), можемо записати:
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‖𝑒‖2𝑉 ≤ 1

𝛼
𝑎 (𝑒, 𝑒)

≤ 1

𝛼

∑︁
𝐾∈ϒ

⃒⃒⃒⃒ ∫︁
𝐾

𝑅 [𝑢ℎ] (𝑒− 𝐼ℎ𝑒) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤ 1

𝛼

∑︁
𝐾∈ϒ

‖𝑅 [𝑢ℎ] ‖𝐿2(𝑘)‖𝑒− 𝐼ℎ𝑒‖𝐿2(𝐾)

≤ 𝐶

𝛼

∑︁
𝐾∈ϒ

ℎ𝐾‖𝑅 [𝑢ℎ] ‖𝐿2(𝐾)‖𝑒‖𝐻1(𝐾)

≤

⎧⎪⎨⎪⎩ нерiвнiсть КБШ

для R𝑑𝑖𝑚(𝑉ℎ)

⎫⎪⎬⎪⎭ ≤ 𝐶

𝛼

(︃∑︁
𝐾∈ϒ

ℎ2𝐾‖𝑅 [𝑢ℎ] ‖2𝐿2(𝐾)

)︃ 1
2

‖𝑒‖𝑉

(4.33)

Звiдси отримуємо остаточну нерiвнiсть

‖𝑒‖𝑉 ≤ 𝐶

𝛼

(︃∑︁
𝐾∈ϒ

ℎ2𝐾‖𝑅 [𝑢ℎ] ‖2𝐿2(𝐿)

)︃ 1
2

(4.34)

Отож, використовуючи стандартну технiку, ми отримали глобальний
явний АОП

𝜂 :=
𝐶

𝛼

(︃∑︁
𝐾∈ϒ

ℎ2𝐾‖𝑅 [𝑢ℎ] ‖2𝐿2(𝐾)

)︃ 1
2

=

(︃∑︁
𝐾∈ϒ

𝐶2

𝛼2
ℎ2𝐾‖𝑅 [𝑢ℎ] ‖2𝐿2(𝐾)

)︃ 1
2

(4.35)

У цьому останньому виразi легко видiлити локальнi компоненти 𝜂𝐾 ,
якi обчислюються тiльки на окремому скiнченному елементi (див. в 4.6):

𝜂𝐾 :=
𝐶

𝛼
ℎ𝑘‖𝑅 [𝑢ℎ] ‖𝐿2(𝐾) (4.36)

Отриману величину 𝜂𝐾 , яка визначається формулою (4.36), можна
розглядати як локальний оцiнювач апостерiорної похибки. Константу 𝛼 у
формулi (4.36) також можна оцiнити. Щодо оцiнки для константи 𝐶, то це
можливо, але в данiй роботi ми не будемо розглядати її, оскiльки для потреб
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адаптацiї ми будемо використовувати iнший метод оцiнки. Важливо вiдзна-
чити, що отриманий локальний оцiнювач може не завжди давати коректну
оцiнку локальної похибки ‖𝑒‖𝐻1(𝐾). Це особливо стосується ситуацiй, коли
задача має сингулярностi i примежевий шар недостатньо точно врахований
через локальне згущення сiтки. Незважаючи на це, типово використовувати
𝜂𝐾 в алгоритмах адаптацiї як iндикатор локальної похибки наближення.

Оцiнювач (4.36) є загальноприйнятим i широко використовується
в аналiзi чисельних методiв. Ця загальна схема, на основi якої вiн був
отриманий, також часто застосовується для рiзних типiв рiвнянь та для
задач бiльших розмiрностей. Бiльше того, ця схема буде використана пiзнiше
для побудови iншого оцiнювача апостерiорної похибки.

Слiд вiдзначити, що у формулу (4.36) дiйсно входить розмiр скiн-
ченного елемента (крок сiтки). Апрiорнi оцiнки, подiбнi до (4.1), наводять
на думку про те, що при використаннi апроксимацiй високого порядку
для отримання кращих оцiнок варто будувати апостерiорнi оцiнювачi, якi
враховують порядок апроксимацiї. Далi буде розглянуто побудову такого
оцiнювача. Позначимо 𝜔𝐾 (𝑥) := (𝑥𝑘 − 𝑥) (𝑥− 𝑥𝑘−1) .

Теорема 4.2 (про локальний iнтерполянт). Iснує оператор iнтерполювання
𝐼ℎ : 𝑉 → 𝑉ℎ (побудований на сiтцi вузлiв {𝑥𝑖}𝑁𝑖=0) такий, що на кожному
скiнченному елементi 𝐾 = [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] виконуються такi нерiвностi ∀𝑣 ∈
𝐻1 (𝐾) :

⃦⃦⃦⃦
𝑣 − 𝐼ℎ𝑣√

𝜔𝐾

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(𝐾)

≤ 1√︀
𝑝 (𝑝+ 1)

‖ (𝑣 − 𝐼ℎ𝑣)
′
‖𝐿2(𝐾) (4.37)

‖ (𝐼ℎ𝑣)
′
‖𝐿2(𝐾) ≤ ‖𝑣′‖𝐿2(𝐾) (4.38)

де 𝑝 = 𝑑𝑒𝑔 (𝐼ℎ𝑣) .

Теорема 4.3. [2] На кожному скiнченному елементi 𝐾 = [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] ∀𝑣 ∈
𝐻1 (𝐾) виконується така нерiвнiсть:
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⃒⃒⃒⃒ ∫︁
𝐾

𝑅 [𝑢ℎ] (𝑣 − 𝐼ℎ𝑣) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤ 2√︀

𝑝 (𝑝+ 1)
‖
√
𝜔𝐾𝑅 [𝑢ℎ]‖𝐿2(𝐾) ‖𝑣

′‖𝐿2(𝐾) (4.39)

де 𝐼ℎ – оператор iнтерполювання з попередньої теореми, 𝑝 = 𝑑𝑒𝑔 (𝐼ℎ𝑣)

Доведення. [2]

Варто вiдзначити, що явнi оцiнювачi надають фiксовану оцiнку по-
хибки. У наступному пунктi розглянуто iнший тип оцiнювачiв - неявнi
апостерiорнi оцiнювачi.

Цi неявнi оцiнювачi дозволяють отримувати наближення до похибки
з будь-якою заданою точнiстю шляхом збiльшення обчислювальних витрат.
Бiльше того, вони дозволяють знайти похибку у виглядi функцiї, а не лише
числової оцiнки.

4.4. Неявнi оцiнювачi типу Дiрiхле

Розглянемо задачу про похибку (4.20). Цю задачу, подiбно до основ-
ної (4.16), можна розв’язати за допомогою методу скiнченних елементiв.
Вiдповiдна дискретизована за Гальоркiним задача має такий вигляд:

⎧⎪⎨⎪⎩ знайти наближення до похибки 𝑒ℎ ∈ 𝐸ℎ ⊂ 𝑉 ⊥
ℎ , 𝑑𝑖𝑚𝐸ℎ < +∞ таке, що

𝑎 (𝑒ℎ, 𝑤ℎ) = ⟨𝜌 (𝑢ℎ) , 𝑤ℎ⟩ ∀𝑤ℎ ∈ 𝐸ℎ

(4.40)

Ми можемо використовувати величину 𝜂 = ‖𝑒ℎ‖𝑉 (або, наприклад, 𝜂 =

‖𝑒ℎ‖𝐸,Ω, де ‖𝑣‖𝐸,Ω =
√︀
𝑎 (𝑣, 𝑣) - енергетична норма задачi) як глобальний

оцiнювач похибки. Це означає, що ми оцiнюємо похибку на всiй областi.

Очевидно, що локальнi iндикатори похибки можна отримати, роз-
глядаючи поелементно визначенi норми, якi вираженi як 𝜂𝐾 = ‖𝑒ℎ‖1𝐻 (𝐾).
Це означає, що ми оцiнюємо похибку на кожному окремому скiнченному
елементi. Такий пiдхiд дозволяє отримати бiльш докладну iнформацiю про
похибку та допомагає визначити, на яких елементах похибка найбiльша.
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На практицi, розв’язування задачi (4.40) для знаходження локальних
iндикаторiв похибки може бути дуже витратним, оскiльки складнiсть цiєї
задачi не менша, нiж складнiсть розв’язання основної варiацiйної задачi.
Завданням є знайти аналог задачi про похибку, який би дозволив отримати
оцiнку похибки на окремому скiнченному елементi.

Розглянемо елемент 𝐾 = [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] та простiр 𝐻1 (𝐾) . Припустимо,
що добутки 𝜇𝑒′ та 𝜇𝑢′

ℎ є неперервними в деякому околi границi скiнченного
елемента, тобто, очевидно, що:

𝜇𝑒
′
⃒⃒⃒⃒
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘−1+𝛿]

∈ 𝐻1 ([𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘−1 + 𝛿]) , 𝜇𝑒
′
⃒⃒⃒⃒
[𝑥𝑘−𝛿,𝑥𝑘]

∈ 𝐻1 ([𝑥𝑘 − 𝛿, 𝑥𝑘]) (4.41)

та

𝜇𝑢
′

ℎ

⃒⃒⃒⃒
[𝑥𝑘−1,𝑥𝑘−1+𝛿]

∈ 𝐻1 ([𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘−1 + 𝛿]) , 𝜇𝑢
′

ℎ

⃒⃒⃒⃒
[𝑥𝑘−𝛿,𝑥𝑘]

∈ 𝐻1 ([𝑥𝑘 − 𝛿, 𝑥𝑘])

(4.42)

Для деякого 𝛿 > 0. Зафiксуємо довiльну функцiю 𝑤 ∈ 𝐻1 (Ω) (з

властивостей iнтеграла Лебега очевидно отримуємо, що 𝑤
⃒⃒⃒⃒
𝐾

∈ 𝐻1 (𝐾)) та

визначимо послiдовнiсть функцiй 𝜑𝑛 ∈ 𝐻1 (Ω) , 𝑛 ∈ N, причому 𝜑𝑛|𝐾 ∈
𝐻1

0 (𝐾) =
{︀
𝑣 ∈ 𝐻1 (𝐾) |𝑣|𝛿𝐾 = 0

}︀
, у такий спосiб:

𝜑𝑛 (𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑛𝑤
(︀
𝑥𝑘−1 +

1
𝑛

)︀
(𝑥 = 𝑥𝑘−1) , 𝑥 ∈

[︀
𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘−1 +

1
𝑛

]︀
,

𝑤 (𝑥) , 𝑥 ∈
(︀
𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘−1 +

1
𝑛

)︀
,

𝑛𝑤
(︀
𝑥𝑘 − 1

𝑛

)︀
(𝑥𝑘 − 𝑥) , 𝑥 ∈

[︀
𝑥𝑘 − 1

𝑛 , 𝑥𝑘
]︀
,

0, 𝑥 ∈ Ω ∖𝐾

(4.43)

Запишемо тепер варiацiйне рiвняння для похибки (4.20) у розгорнутiй
формi:
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∫︁ 𝐿

0

[︁
𝜇𝑒

′
𝑣

′
+ 𝜎𝑒𝑣

]︁
𝑑𝑥+ 𝛼𝑢 (0) 𝑣 (0) + 𝛾𝑢 (𝐿) 𝑣 (𝐿)

=

∫︁ 𝐿

0

[︁
𝑓𝑣 − 𝜇𝑢

′

ℎ𝑣
′ − 𝜎𝑢ℎ𝑣

]︁
𝑑𝑥

+ 𝑣 (0)𝛼 [𝑢̄0 − 𝑢ℎ (0)] + 𝑣 (𝐿) 𝛾 [𝑢̄𝐿 − 𝑢ℎ (𝐿)] , ∀𝑣 ∈ 𝑉

(4.44)

Приймемо 𝑣 = 𝜑𝑛 (4.44). Отримаемо:

∫︁
𝐾

[︁
𝜇𝑒

′
𝜑

′

𝑛 + 𝜎𝑒𝜑𝑛

]︁
𝑑𝑥 =

∫︁
𝐾

[︁
𝑓𝜑𝑛 − 𝜇𝑢

′

ℎ𝜑
′

𝑛 − 𝜎𝑢ℎ𝜑𝑛

]︁
𝑑𝑥 (4.45)

Врахувавши тепер (4.43), останнє рiвняння можна переписати так:

𝑥𝑘−1/𝑛∫︁
𝑥𝑘−1+1/𝑛

[︁
𝜇𝑒′𝑤

′
+ 𝜎𝑒𝑤

]︁
𝑑𝑥+

∫︁
[︀
𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘−1 + 1/𝑛

]︀
∪ [𝑥𝑘 − 1/𝑛, 𝑥𝑘]

[𝜎𝑒]𝜑𝑛𝑑𝑥+

+ 𝑛𝑤 (𝑥𝑘−1 + 1/𝑛)

𝑥𝑘−1+1/𝑛∫︁
𝑥𝑘−1

𝜇𝑒
′
𝑑𝑥− 𝑛2 (𝑥𝑘 − 1/𝑛)

𝑥𝑘∫︁
𝑥𝑘−1/𝑛

𝜇𝑒
′
𝑑𝑥

=

𝑥𝑘−1/𝑛∫︁
𝑥𝑘−1+1/𝑛

[︁
𝑓𝑤 − 𝜇𝑢

′

ℎ𝑤
′ − 𝜎𝑢ℎ𝑤

]︁
𝑑𝑥+

∫︁
[︀
𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘−1 + 1/𝑛

]︀
∪ [𝑥𝑘 − 1/𝑛, 𝑥𝑘]

[𝑓 − 𝜎𝑢ℎ]𝜑𝑛𝑑𝑥+

+ 𝑛𝑤 (𝑥𝑘 − 1/𝑛)

𝑥𝑘∫︁
𝑥𝑘−1/𝑛

𝜇𝑢
′

ℎ𝑑𝑥− 𝑛𝑤 (𝑥𝑘−1 + 1/𝑛)

𝑥𝑘−1+1/𝑛∫︁
𝑥𝑘−1

𝜇𝑢
′

ℎ𝑑𝑥

(4.46)

Враховуючи абсолютну неперервнiсть iнтеграла Лебега (у перших
двох iнтегралах з кожного боку рiвностi) та припущення (4.41 - 4.42), ми
можемо скористатися теоремою про середнє значення (mean value theorem)
для усiх iнших iнтегралiв.

Пiсля цього, ми можемо перейти до границi при 𝑛→ ∞ у виразi (4.46).
Ця операцiя дозволяє нам отримати асимптотичну поведiнку виразу при
𝑛→ ∞.
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Отримаємо:

∫︁
𝐾

[︁
𝜇𝑒

′
𝑤

′
+ 𝜎𝑒𝑤

]︁
𝑑𝑥− 𝜇𝑒

′
𝑤

⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑥𝑘

𝑥=𝑥𝑘−1

=

∫︁
𝐾

[︁
𝑓𝑤 − 𝜇𝑢

′

ℎ𝑤
′ − 𝜎𝑢ℎ𝑤

]︁
𝑑𝑥+ 𝜇𝑢

′

ℎ𝑤

⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑥𝑘

𝑥=𝑥𝑘−1

(4.47)

При врахуваннi того, що 𝑒 = 𝑢− 𝑢ℎ, ми можемо скоротити однаковi
доданки у виразi та пiсля перегрупування отримати остаточне локальне
рiвняння для похибки на скiнченному елементi 𝐾:

∫︁
𝐾

[︁
𝜇𝑒

′
𝑤

′
+ 𝜎𝑒𝑤

]︁
𝑑𝑥 =

∫︁
𝐾

[︁
𝑓𝑤 − 𝜇𝑢

′

ℎ𝑤
′ − 𝜎𝑢ℎ𝑤

]︁
𝑑𝑥+ 𝜇𝑢

′
𝑤

⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑥𝑘

𝑥=𝑥𝑘−1

(4.48)

Зауважимо, що в правiй частинi отриманого рiвняння фiгурує невi-
дома величина 𝑢′. Припускаючи, що функцiя 𝑢 має поточково визначену
похiдну, природно за апроксимацiю останньої величини у вузлах сiтки взя-
ти усереднене значення похiдної вiд знайденого наближення МСЕ. Таким
чином, ми приймаємо:

𝑢
′
(𝑥) ≈ ⟨𝑢′

ℎ⟩ (𝑥) :=
1

2

[︁
𝑢

′

ℎ (𝑥− 0) + 𝑢
′

ℎ (𝑥+ 0)
]︁

(4.49)

Враховуючи довiльнiсть вибору функцiї 𝑤 ∈ 𝐻1 (𝐾) , ми отримали та-
ку нескiнченновимiрну наближену локальну варiацiйну задачу про похибку
методу скiнчених елементiв на скiнченому елементi 𝐾 = [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘] :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

знайти наближення до похибки 𝑒 ∈ 𝐻1 (𝐾) таке, що∫︀
𝐾

[︀
𝜇𝑒

′
𝑤

′
+ 𝜎𝑒𝑤

]︀
𝑑𝑥

=
∫︀
𝐾

[︀
𝑓𝑤 − 𝜇𝑢

′

ℎ𝑤
′ − 𝜎𝑢ℎ𝑤

]︀
𝑑𝑥+ 𝜇⟨𝑢′

ℎ⟩𝑤
⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑥𝑘

𝑥=𝑥𝑘−1

∀𝑤 ∈ 𝐻1 (𝐾)

(4.50)

Дискретизована за Гальоркiним локальна задача про похибку має
вигляд:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

знайти наближення до похибки 𝑒ℎ ∈ 𝐸𝐾
ℎ ⊂ 𝐻1 (𝐾) , 𝑑𝑖𝑚𝐸𝐾

ℎ < +∞ таке, що∫︀
𝐾

[︀
𝜇𝑒

′

ℎ𝑤
′

ℎ + 𝜎𝑒ℎ𝑤ℎ

]︀
𝑑𝑥

=
∫︀
𝐾

[︀
𝑓𝑤ℎ − 𝜇𝑢

′

ℎ𝑤
′

ℎ − 𝜎𝑢ℎ𝑤ℎ

]︀
𝑑𝑥+ 𝜇⟨𝑢′

ℎ⟩𝑤ℎ

⃒⃒⃒⃒𝑥=𝑥𝑘

𝑥=𝑥𝑘−1

∀𝑤ℎ ∈ 𝐸𝐾
ℎ

(4.51)

Очевидно, що задача про похибку (4.50) вiдповiдає певнiй крайовiй
задачi Неймана. Узагальнено вона може не мати розв’язку. На практицi,
часто розглядають задачу (4.50) (по сутi вiдповiдно i (4.51)), у якiй, замiсть
𝐻1 (𝐾), вибирають деякий бiльш обмежений пiдпростiр.

Далi всi неявнi оцiнювачi будуть побудованi на основi локальної задачi
Дiрiхле, припускаючи, що апроксимацiя є точною у вузлах сiтки. В такому
разi, дискретизована задача про похибку на окремому скiнченному елементi
матиме вигляд:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
знайти наближення до похибки

𝑒ℎ ∈ 𝐸𝐾
ℎ ⊂ 𝐻1

0 (𝐾) , 𝑑𝑖𝑚𝐸𝐾
ℎ < +∞ таке що

𝑎𝐾 (𝑒ℎ, 𝑤ℎ) = ⟨𝑙𝑘, 𝑤ℎ⟩ − 𝑎𝐾 (𝑢ℎ, 𝑤ℎ) ∀𝑤ℎ ∈ 𝐸𝐾
ℎ

(4.52)

де використано такi позначення:

𝑎𝐾 (𝑢, 𝑣) :=

∫︁
𝐾

[︁
𝜇𝑢

′
𝑣

′
+ 𝜎𝑢𝑣

]︁
𝑑𝑥 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻1

0 (𝐾) (4.53)

⟨𝑙𝑘, 𝑣⟩ :=
∫︁
𝐾

𝑓𝑣𝑑𝑥 ∀𝑣 ∈ 𝐻1
0 (𝐾) (4.54)

Припускаючи достатню гладкiсть вiдповiдних функцiй, ми виконаємо
iнтегрування частинами в правiй частинi рiвностi 4.52 в доданку з 𝜇𝑢′

ℎ𝑤
′

ℎ.

Це дасть нам рiвняння в iншiй формi:

𝑎𝐾 (𝑒ℎ, 𝑤ℎ) =

∫︁
𝐾

𝑅 [𝑢ℎ]𝑤ℎ𝑑𝑥 ∀𝑤ℎ ∈ 𝐸𝐾
ℎ (4.55)



37

де 𝑅 [𝑢ℎ] визначено вiдповiдно до (4.25). Зауважимо, що задачу Дi-
рiхле (4.52) можна було б отримати безпосередньо з (4.40) за допомогою
специфiчного вибору скiнченновимiрного пiдпростору 𝐸ℎ :

𝐸ℎ = ⊕
𝐾∈ϒ

𝐸̃𝐾
ℎ (4.56)

де

𝐸̃𝐾
ℎ =

{︀
𝑣 ∈ 𝐻1 (Ω) |𝑣|𝐾 ∈ 𝐸𝐾

ℎ ⊂ 𝐻1
0 (𝐾) , 𝑣|Ω∖𝐾 = 0, 𝑑𝑖𝑚𝐸𝐾

ℎ < +∞
}︀

(4.57)

Бачимо, що 𝑑𝑖𝑚𝐸ℎ =
∑︀
𝐾∈ϒ

𝑑𝑖𝑚𝐸𝐾
ℎ . При такому виборi задача (4.40)

очевидно розпадається на сукупнiсть задач (4.52) для кожного скiнченного
елемента. Також важливо зазначити, що у випадку, коли 𝑑𝑖𝑚𝐸𝐾

ℎ = 1, можна
безпосередньо отримати явнi формули для обчислення АОП.
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РОЗДIЛ 5

АПОСТЕРIОРНИЙ ОЦIНЮВАЧ З УСЕРЕДНЕННЯМ

ГРАДIЄНТА НАБЛИЖЕНОГО РОЗВ’ЯЗКУ

Для вказiвки помилок часто використовується пiдхiд, заснований на
порiвняннi градiєнта наближеного рiшення ▽𝑢ℎ i його осереднення 𝐺(▽𝑢ℎ).

Основнi iдеї, що стоять за цим пiдходом, можна зручно продемонстру-
вати на прикладi класичної крайової задачi

△𝑢+ 𝑓 ∈ Ω (5.1)

𝑢 = 0 ∈ 𝜕Ω,

де Ω - обмежена з’єднана область в 𝑅𝑛 з лiпшицевою границею 𝜕Ω. Припу-
стимо, що наближене рiшення шукається в просторi 𝑉0ℎ. У цьому випадку
▽𝑢ℎ є кусково-константною векторною функцiєю i належить простору
𝑌 = 𝐿2(Ω, 𝑅

𝑛). Однак точне рiшення 𝑢 насправдi може мати пiдвищену
гладкiсть (в теорiї регулярностi елiптичних крайових задач вiдомi умо-
ви, яким повиннi вiдповiдати вихiднi данi, щоб розв’язок мав саме таку
гладкiсть). У цьому випадку вiдповiдний градiєнт також має пiдвищену
регулярнiсть i належить множинi 𝑌 ∈ 𝑌 , яка складається з функцiй, що
мають першi узагальненi похiднi. При цьому можна очiкувати, що вiдобра-
ження 𝐺, яке перетворює функцiю ▽𝑢ℎ ∈ 𝑌 в ▽̃𝑢ℎ ∈ 𝑌 ,надасть бiльш
якiсну апроксимацiю ▽𝑢. Зрозумiло, що для цього оператор осередження
𝐺 повинен вiдповiдати ряду додаткових вимог.

Графiки, представленi на рисунку 5.1

(1) Метод скiнченних елементiв наближення 𝑢

(2) Градiєнт 𝑢

(3) Новий градiєнт 𝑢, який позначається 𝐺(𝑢)

Отриманий градiєнт є кусково-лiнiйним, зi значеннями в вузлах, отри-
маних першою iнтерполяцiєю градiєнта наближення скiнченних елементiв
в центроїди елементiв, якi роздiляють вузол.
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Рис. 5.1. Побудова оператора 𝐺(𝑢)

Оцiнник визначається як

(

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

(𝐺(𝑢ℎ)− 𝑢′ℎ)
2𝑑𝑥)

1
2

Причиною спрощення градiєнта на центроїдi елементiв є те, що градi-
єнт в центроїдi збiгається.

Багато робiт присвячено вивченню властивостей осереджених рiшень.
Було встановлено, що при наявностi пiдвищеної гладкостi рiшення i ви-
конаннi ряду вимог, якi пред’являються до 𝐺, спостерiгається так званий
ефект суперзбiжностi. У цьому випадку процедура осередження пiдвищує
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асимптотичну швидкiсть збiжностi, так що

‖▽𝑢−𝐺(▽𝑢ℎ)‖ ≤ 𝐶1ℎ
1+𝛼, 𝛼 > 0 (5.2)

Замiсть класичної оцiнки

‖▽𝑢−▽𝑢ℎ‖ ≤ 𝐶2ℎ (5.3)

Виникаючi в цих оцiнках константи 𝐶1 i 𝐶2 не залежать вiд ℎ, але
залежать вiд 𝑢. Також варто вiдзначити, що часто суперзбiжнiсть спостерi-
гається не в усьому обсязi, а лише в деяких його пiдобластях.

Оскiльки

‖▽𝑢ℎ −𝐺(▽𝑢ℎ)‖ ≤ ‖▽(𝑢− 𝑢ℎ)‖+ ‖▽𝑢−𝐺(▽𝑢ℎ)‖ (5.4)

i

‖▽𝑢ℎ −𝐺(▽𝑢ℎ)‖ ≥ ‖▽(𝑢− 𝑢ℎ)‖ − ‖▽𝑢−𝐺(▽𝑢ℎ)‖ (5.5)

то в умовах суперзбiжностi при достатньо малих ℎ величина

‖▽𝑢ℎ −𝐺(▽𝑢ℎ)‖ мало вiдрiзняється вiд норми помилки. Дальшi до-
слiдження показали, що рiзниця мiж градiєнтом наближеного рiшення та
його осередженням часто служить добрим iндикатором помилки. Основною
перевагою методу осередження градiєнта є його виняткова простота та
вiдсутнiсть суттєвих додаткових витрат. Проте вiн має кiлька недолiкiв.
По-перше, явище суперзбiжностi базується на пiдвищенiй гладкостi рiшення
i не завжди спостерiгається. Навiть для простих елiптичних крайових задач
рiшення може не мати узагальнених похiдних вищого порядку (наприклад,
для областей з негладкими границями). Рiшення нелiнiйних крайових задач
(зокрема, варiацiйних нерiвностей) часто мають предельну регулярнiсть,
яка не залежить вiд гладкостi зовнiшнiх даних. Крiм того, дана технологiя
може бути застосована лише до галеркiнських наближень або апроксимацiй,
що близькi до них.
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РОЗДIЛ 6

АПОСТЕРIОРНIЙ ОЦIНЮВАЧ НА ОСНОВI

ЛОКАЛЬНОЇ ЗАДАЧI ДIРIХЛЕ

6.1. Розв’язання локальної задачi методом скiнченних елементiв

Дослiдимо процес побудови оцiнювача, використовуючи локальну
задачу Дiрiхле. Ми спробуємо знайти наближений розв’язок для модель-
ної задачi методом скiнченних елементiв. Для цього спершу розглянемо
локальну задачу Дiрiхле

−𝑢′′
(𝑥) = 𝑓(𝑥) на [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖] (6.1)

𝑢(𝑥𝑖−1) = 𝑢ℎ(𝑥𝑖−1), 𝑢(𝑥𝑖) = 𝑢ℎ(𝑥𝑖) (6.2)

У цьому контекстi 𝑢𝑖−1 та 𝑢𝑖 представляють значення скiнченно-елементного
розв’язку 𝑢ℎ(𝑥) в вузлах 𝑥𝑖−1 та 𝑥𝑖 вiдповiдно. Для наближених розв’язкiв
𝑢
(𝑖)
ℎ локальної задачi (6.1) - (-6.2) ми використовуємо метод Бубнова-Гальоркiна

зi скiнченно-вимiрним базисом (див 6.1):

Рис. 6.1. Базиснi функцiї для розв’язування локальної задачi Дiрiхле

𝜙𝑖−1(𝑥) = − 2

ℎ2
(𝑥− 𝑥𝑖− 1

2
)(𝑥− 𝑥𝑖),
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𝜙𝑖− 1
2
(𝑥) = − 4

ℎ2
(𝑥− 𝑥𝑖−1)(𝑥− 𝑥𝑖),

𝜙𝑖(𝑥) =
2

ℎ2
(𝑥− 𝑥𝑖− 1

2
)(𝑥− 𝑥𝑖−1),

тобто
𝑢
(𝑖)
ℎ = 𝑢𝑖−1𝜙𝑖−1(𝑥) + 𝑢𝑖− 1

2
𝜙𝑖− 1

2
(𝑥) + 𝑢𝑖𝜙𝑖(𝑥).

Значення 𝑢𝑖− 1
2

знайдемо з рiвняння:

𝑢𝑖− 1
2

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝜙
′

𝑖− 1
2
(𝑥)𝜙

′

𝑖− 1
2
(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑓(𝑥)𝜙𝑖− 1
2
(𝑥)𝑑𝑥−

𝑢𝑖−1

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝜙
′

𝑖− 1
2
(𝑥)𝜙

′

𝑖−1(𝑥)𝑑𝑥−

𝑢𝑖

∫︁ 𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝜙
′

𝑖(𝑥)𝜙
′

𝑖− 1
2
(𝑥)𝑑𝑥

Тепер апостерiорний оцiнювач похибки СЕ рiшення 𝑢ℎ(𝑥) на CЕ [𝑥𝑖−1,𝑥𝑖]

визначимо наступним чином

𝜂𝑖 = ||𝑢ℎ(𝑥)|[𝑥𝑖−1,𝑥𝑖] − 𝑢
(𝑖)
ℎ (𝑥)||𝐿2(𝑥𝑖−1,𝑥𝑖).

Зауважимо, що

𝑢ℎ(𝑥)|[𝑥𝑖−1,𝑥𝑖] = 𝑢𝑖−1
𝑥− 𝑥𝑖
−ℎ

+ 𝑢𝑖
𝑥− 𝑥𝑖−1

ℎ

Побудова оцiнювача для таких задач має сенс, оскiльки в випадку
скiнченно-елементних задач розв’язок в вузлах сiтки демонструє власти-
вiсть суперзбiжностi. Це означає, що наближений розв’язок, отриманий за
допомогою скiнченно-елементного методу, швидко зближається до точного
розв’язку задачi при збiльшеннi розмiрностi сiтки або ступеня складностi
елементiв.
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6.2. Розв’язання локальної задачi методом скiнченних рiзниць

Для побудови апостерiорного оцiнювача на скiнченному елементi
[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] задача Дiрiхле⎧⎪⎨⎪⎩ −𝑢′′(𝑥) = 𝑓(𝑥) на (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖),

𝑢(𝑥𝑖−1) = 𝑢ℎ(𝑖− 1), 𝑢(𝑥𝑖) = 𝑢ℎ(𝑖)

(6.3)

Розв’язується методом скiнченних рiзниць. Для знаходження шуканої
функцiї у середнiй точцi 𝑥𝑖−1 промiжку [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] маємо скiнченно рiзницеву
задачу:

⎧⎪⎨⎪⎩ −
𝑢𝑖−1−2𝑢

𝑖− 1
2
+𝑢𝑖

(ℎ2 )
2 = 𝑓(𝑥𝑖− 1

2
),

𝑢𝑖−1 = 𝑢ℎ(𝑥− 1), 𝑢𝑖 = 𝑢ℎ(𝑖)

(6.4)

де 𝑢ℎ - скiнченно елементний розв’язок крайової задачi, ℎ = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1.

Апостерiорний оцiнювач розв’язку 𝑢ℎ на скiнченному елементi [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]

визначено так:
𝜂𝑖 =

⃒⃒⃒⃒
𝑢ℎ(𝑖) + 𝑢ℎ(𝑖− 1)

2
− 𝑢𝑖− 1

2

⃒⃒⃒⃒
. (6.5)
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РОЗДIЛ 7

ОБЧИСЛЮВАЛЬНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ

Як приклад для тестування була розглянута наступна задача Дiрiхле:

−𝑢(𝑥)′′ = 𝑓(𝑥), (7.1)

𝑢(−2) = 0, 𝑢(0) = 1− 1

101
, (7.2)

де

𝑓(𝑥) = − 5000𝑥2

(1 + 25𝑥2)3
− 50

(25𝑥2 + 1)2
.

Точний розв’язок цiєї задачi

𝑢(𝑥) =
1

(1 + 25𝑥2)
− 1

101
. (7.3)

Для задачi (7.1)-(7.2) було створено скiнченно-елементну апроксимацiю
з використанням лiнiйних безперервних сплайнiв на нерiвномiрнiй сiтцi.
Знайдено скiнченно-елементний розв’язок.

Апостерiорний оцiнювач похибки скiнченно-елементного розв’язку
будувався на основi локальної задачi Дiрiхле на кожному скiнченному
елементi (вiдрiзку).

Локальну задачу Дiрiхле можна розв’язувати:

1) методом скiнченних елементiв з використанням квадратичних сплай-
нiв;

2) методом скiнченних рiзниць.

Розроблена програма мовою пакета MATLAB. Проведено обчислю-
вальний експеримент.

Локальна задача розв’язувалась методом скiнченних рiзниць.

Результати експерименту представленi на рисунках (7.1), (7.2) i (7.3).
На цих рисунках показанi графiки точного розв’язку 𝑢𝑡, скiнченно-елементного
розв’язку 𝑢ℎ та апостерiорного оцiнювача для рiзних сiток. На рис. (7.1)
наведенi результати, отриманi для рiвномiрної сiтки на промiжку [−2, 0] iз
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кроком ℎ = 0.2. рис. (7.2) представляє перше згущення сiтки, а рис. (7.3) —
друге згущення сiтки. За рис. (7.3) видно, що навiть пiсля другого згуще-
ння сiтки скiнченно-елементний розв’язок практично збiгається з точним.
Отже, апостерiорний оцiнювач, дозволяє ефективно адаптувати сiтку для
врахування поведiнки розв’язку крайової задачi.

Рис. 7.1. Рiвномiрна сiтка з кроком ℎ = 0.2.
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Рис. 7.2. Перше згущення сiтки

Рис. 7.3. Друге згущення сiтки
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Рис. 7.4. Рiвномiрна сiтка з кроком ℎ = 0.2.
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Рис. 7.5. Перше згущення сiтки
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Рис. 7.6. Друге згущення сiтки

Для порiвняння отриманих результатiв, знайдено скiнченно-елементний
розв’язок задачi (7.1)-(7.2) з використанням апостерiорного оцiнювача, що
побудований з усередненням градiєнту (див. рис. (7.4), (7.5) i (7.6)).

Згiдно з отриманими результатами можна зробити висновок що оцiню-
вачi дають порiвняно однаковi результати, але оцiнювач на основi локальної
задачi Дiрiхле будується простiше и крiм того вiн дозволяє знаходити
розв’язок шуканої задачi в середнiх точках скiнченного элементу
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ВИСНОВКИ

У роботi описано побудову скiнченно-елементної апроксимацiї для
крайової задачi з дирiхле-умовами другого порядку. Для цiєї задачi бу-
ла створена скiнченно-елементна апроксимацiя, з використанням лiнiйних
неперервних сплайнiв на нерiвномiрнiй сiтцi. Знайдено скiнченно елемен-
тний розв’язок. Розроблено апостерiорний оцiнювач похибки скiнченно-
елементного розв’язку крайової задачi на основi локальної задачi Дiрiхле.
Для порiвняння був розглянуто оцiнювач з використанням методу осере-
днення градiєнта.

Для практичної реалiзацiї цих методiв був розроблений програмний
додаток на мовi пакету MATLAB. Цей додаток дозволяє знаходити набли-
жений розв’язок задачi, адаптуючи сiтку методу скiнченних елементiв до
структури точного розв’язку. Такий пiдхiд дозволяє досягнути точностi i
ефективностi при чисельному моделюваннi крайових задач другого порядку.

Згiдно з отриманими результатами можна зробити висновок що оцiню-
вачi дають порiвняно однаковi результати, але оцiнювач на основi локальної
задачi Дiрiхле будується простiше i, крiм того, вiн дозволяє знаходити
розв’язок шуканої задачi в середнiх точках скiнченного елементу
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Winter Term — Ruhr-Universität Bochum 2007/08.



53

Додаток A. Програма мовою пакету MATLAB
з апостерiорним оцiнювачем з осередненням

градiєнта
function apostn_av
param_frag=0.5;
a=-2; b=0;
n=5;
h=(b-a)/n;
h0=h/20;
wh=a:h:b;
wh0=a:h0:b;

u_t=yy(wh0);
ifig=0;
for i=1:3

ifig=1+ifig;
[u_h]=mke(wh);

% u_t=yy(wh);

[dwh,ee]=error_estimate(wh,u_h);
figure(ifig)
plot(wh,u_h,'bo:',wh0,u_t,'r:',dwh,ee,'ko');
legend('u_h','u_t','e_h');
grid on
hold on
y(1:length(wh))=0;
plot(wh,y,'k+');
[wh]=mesh_Fragmentation(ee,wh,param_frag);

end

end

function [wh]=mesh_Fragmentation(ee, wh,param_frag)
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eemax=max(ee);
id=find(ee>eemax*param_frag);
m=length(id);
for i=m:-1:1

ii=id(i);
x=(wh(ii)+wh(ii+1))*0.5;
n=length(wh);
wh=[wh(1:ii),x,wh(ii+1:n)];

end
end

function [dwh,du_h]=Gradient_of_u_h(wh,u_h)
for i=2:length(wh)

du_h(i-1)=(u_h(i)-u_h(i-1))/(wh(i)-wh(i-1));
dwh(i-1)=(wh(i)+wh(i-1))/2;

end
end

function [adu_h]=AvGradient(wh,du_h,dwh)
adu_h(1)=0;
n=length(wh);
for i=2:n-1

x0=dwh(i-1);x1=dwh(i);
y0=du_h(i-1);y1=du_h(i);
x=wh(i);
adu_h(i)=y0+(y1-y0)/(x1-x0)*(x-x0);

end
adu_h(n)=0;
end

function [dw_h,ee]=error_estimate(wh,u_h)

[dw_h,du_h]=Gradient_of_u_h(wh,u_h);
[adu_h]=AvGradient(wh,du_h,dw_h)
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n=length(wh);
for i=2:n-2;

h=wh(i+1)-wh(i);
ee(i)=sqrt(h/6*((adu_h(i)-du_h(i))^2+(adu_h(i+1)-du_h(i))^2));

end
ee(1)=sqrt(h/6*(2*(adu_h(2)-du_h(1))^2));
ee(n-1)=sqrt(h/6*(2*(adu_h(n-1)-du_h(n-1))^2));

end

function [u_h]=mke(wh)
n=length(wh)-2;
for i=2:n-1

i0=i+1;
hi0=wh(i0)-wh(i0-1);
hi=wh(i0+1)-wh(i0);
A(i,i)=1/hi0+1/hi;
A(i,i-1)=-1/hi0;
A(i,i+1)=-1/hi;

% b(i)=(hi0+hi)/2*f(wh(i0));
b(i)=(hi0)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0-1))/2));
b(i)=b(i)+(hi)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0+1))/2));

end
i0=2;
hi0=wh(i0)-wh(i0-1);
hi=wh(i0+1)-wh(i0);
A(1,1)=1/hi0+1/hi;
A(1,2)=-1/hi;
%b(1)=(hi0+hi)/2*f(wh(i0));
b(1)=(hi0)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0-1))/2));

b(1)=b(1)+(hi)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0+1))/2));
i0=n+1;
hi0=wh(i0)-wh(i0-1);
hi=wh(i0+1)-wh(i0);
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A(n,n)=1/hi0+1/hi;
A(n,n-1)=-1/hi0;

% b(n)=(hi0+hi)/2*f(wh(i0));
b(n)=(hi0)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0-1))/2));

b(n)=b(n)+(hi)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0+1))/2));
b(n)= b(n)+yy(0)/hi0;

u_h=A\b';
u_h=[0;u_h;yy(0)];
end

function y=f(x)
y=-((5000*x^2)/(25*x^2 + 1)^3 - 50/(25*x^2 + 1)^2);
%y=2;
end

function y=yy(x)
%
%
y=1./(1+25.*x.*x)-1./101;
end
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Додаток B. Програма мовою пакету MATLAB
з апостерiорним оцiнювачем на основi

локальної задачi Дiрiхле
function dip_d1
param_frag=0.5;
a=-2; b=0;
n=5;
h=(b-a)/n;
h0=h/20;
wh=a:h:b;
wh0=a:h0:b;

u_t=yy(wh0);
ifig=0;
for i=1:3

ifig=1+ifig;
[u_h]=mke(wh);

% u_t=yy(wh);

[dwh,ee]=error_estimate1(wh,u_h)
figure(ifig)
plot(wh,u_h,'bo:',wh0,u_t,'r:',dwh,ee,'ko');
legend('u_h','u_t','e_h');
grid on
title('Точне u_t, чисельний u_h розвязок i оценшiк e_h');
hold on
y(1:length(wh))=0;
plot(wh,y,'k+');
[wh]=mesh_Fragmentation(ee,wh,param_frag);

end

end
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function [wh]=mesh_Fragmentation(ee, wh,param_frag)
eemax=max(ee);
id=find(ee>eemax*param_frag);
m=length(id);
for i=m:-1:1

ii=id(i);
x=(wh(ii)+wh(ii+1))*0.5;
n=length(wh);
wh=[wh(1:ii),x,wh(ii+1:n)];

end
end

function [dwh,du_h]=Gradient_of_u_h(wh,u_h)
for i=2:length(wh)

du_h(i-1)=(u_h(i)-u_h(i-1))/(wh(i)-wh(i-1));
dwh(i-1)=(wh(i)+wh(i-1))/2;

end
end

function [adu_h]=AvGradient(wh,du_h,dwh)
adu_h(1)=0;
n=length(wh);
for i=2:n-1

x0=dwh(i-1);x1=dwh(i);
y0=du_h(i-1);y1=du_h(i);
x=wh(i);
adu_h(i)=y0+(y1-y0)/(x1-x0)*(x-x0);

end
adu_h(n)=0;
end

function [dw_h,ee]=error_estimate(wh,u_h)
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[dw_h,du_h]=Gradient_of_u_h(wh,u_h);
[adu_h]=AvGradient(wh,du_h,dw_h)
n=length(wh);
for i=2:n-2;

h=wh(i+1)-wh(i);
ee(i)=sqrt(h/6*((adu_h(i)-du_h(i))^2+(adu_h(i+1)-du_h(i))^2));

end
ee(1)=sqrt(h/6*(2*(adu_h(2)-du_h(1))^2));
ee(n-1)=sqrt(h/6*(2*(adu_h(n-1)-du_h(n-1))^2));

end

function [dw_h,ee]=error_estimate1(wh,u_h)
% Локальна задача Дiрiхле
% розв'язується методом
% скiнченних рiзниць

n=length(wh);
for i=2:n

h=wh(i)-wh(i-1);
x_i12=wh(i-1)+h/2;
dw_h(i-1)=x_i12;
u_i=u_h(i-1);
u_i1=u_h(i);
u_i12=(h*h*f(x_i12)/4+u_i+u_i1)/2;
ee(i-1)=abs( (u_i +u_i1)/2-u_i12);

end
end

function [u_h]=mke(wh)
n=length(wh)-2;
for i=2:n-1
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i0=i+1;
hi0=wh(i0)-wh(i0-1);
hi=wh(i0+1)-wh(i0);
A(i,i)=1/hi0+1/hi;
A(i,i-1)=-1/hi0;
A(i,i+1)=-1/hi;

% b(i)=(hi0+hi)/2*f(wh(i0));
b(i)=(hi0)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0-1))/2));
b(i)=b(i)+(hi)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0+1))/2));

end
i0=2;
hi0=wh(i0)-wh(i0-1);
hi=wh(i0+1)-wh(i0);
A(1,1)=1/hi0+1/hi;
A(1,2)=-1/hi;
%b(1)=(hi0+hi)/2*f(wh(i0));
b(1)=(hi0)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0-1))/2));

b(1)=b(1)+(hi)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0+1))/2));
i0=n+1;
hi0=wh(i0)-wh(i0-1);
hi=wh(i0+1)-wh(i0);
A(n,n)=1/hi0+1/hi;
A(n,n-1)=-1/hi0;

% b(n)=(hi0+hi)/2*f(wh(i0));
b(n)=(hi0)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0-1))/2));

b(n)=b(n)+(hi)/6*(f(wh(i0))+2*f((wh(i0)+wh(i0+1))/2));
b(n)= b(n)+yy(0)/hi0;

u_h=A\b';
u_h=[0;u_h;yy(0)];
end

function y=f(x)
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y=-((5000*x^2)/(25*x^2 + 1)^3 - 50/(25*x^2 + 1)^2);
%y=2;
end

function y=yy(x)
%
%
y=1./(1+25.*x.*x)-1./101;
end
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