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Побудовано асимптотична формула для суматорної функції числа зображень натурально­
го п добутком трьох невід’ємних кубів, коли п перебігає арифметичну прогресію з зростаю­
чою різницею прогресії.

Построена асимптотическая формула для сумматорной функции для числа представле­
ний натурального п суммой трех неотрицательных кубов, когда п пробегает арифметиче­
скую прогрессию с растущей разностью прогрессии.

The asymptotic formula for smnmator function of the number of representation of positive 
number n as a sum of three cubes of non-negative integers when n belongs to arithmetic progression 
is obtained.

Введение, в  1997 г. A. И. Виноградов [1] ввел в рассмотрение дзета-функцию 
Варинга, задаваемую рядом

(R e« > i). (1)
«=1 «

где V^{n) означает количество представлений натурального п в виде и = ,
Xj -  целые неотрицательные числа. Используя оценки Q„{s),m>3 , А. И. Виноградов 
получил асимптотическую оценку сумматорной функции

^  L f  \ /  \
Z (") = + О х / 2  log^ X . (2)

А г =
т +1 ч
2

в настоящей работе найдена асимптотическая формула для сумматорной функ­
ции для Кз(и) в арифметической прогрессии.

Обозначим
V { n J M ,- q ) =  X I  • (3)

(•«l̂ +'l Я +(Х2Я+І2 f+(x^q+l3 =n
Положим

« = 1 п
Из геометрической интерпретации можно получить, что

(5)

Отсюда следует, что ряд, определяющий  ̂ сходится абсолютно в
области R e s> I .
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Ниже мы получим аналитическое продолжение функции ® полу­
плоскости Re S > -Є , где є > о , и покажем, что в этой полуплоскости расположены ее

полюса в точках s = 0;^;-^;!. А затем, используя соотношение

п=\ ^  ;[,/2,/3(modg)

ns/(mod<?) /3 + / |+ / |= / ( 9 )

(6)

МОЖНО найти асимптотическую формулу суммы ^  К3 (и).
п=Кч)
п<х

Мы будем пользоваться следующими обозначениями: s = G + i t -  комплексное 
число; Г(х) -  гамма-функция Эйлера; е(х) = е ’̂'“ ; exp(z) = e^; i (̂s) -  дзета-функция 
Римана; ~ дзета-функция Гурвица; т(и) -  число делителей п ; Res / ( 5 ) -  вы-

S=SQ

чет функции / ( s )  в точке S = Sq', символ «(( » имеет такой же смысл, что и символ 
Ландау «О ».

1. Вспомогательные результаты. В дальнейшем нам понадобятся следующие 
вспомогательные утверждения:

Лемма 1. Для Re S < О справедливо соотношение
.n s  ^  /  \  .715

С(5;а) = г(1-5Х2л)'“'у
п = 1  п = 1

(см. доказательство [2 ]).
Лемма 2. Пусть Fp -  поле из р  элементов и пусть многочлен

f{x , у, z) е Fp X, у, 2  порождает алгебраическое многообразие V . Если для задан­

ных a , ^ , y e F p  и для всех г е  Fp, за исключением 0 (1) значений из них, многочлен 

- a y “'x-PY “V ) абсолютно неприводим (mod/)), то

^  g cLx + ̂ y  + jz  (Частный случай этой теоремы был доказан С. Hooley [3]). 
(Х,>.,2 )ЄКПД Р >

Замечание. Чтобы доказать абсолютную неприводимость над Fp произвольного 

многочлена f(x ,y )e :F p \x ,y \, достаточно показать, что для однородного многочлена

п

Ґ
, п = deg f i x ,  у ) , система алгебраических уравнений —  = О,

дх
dF dF / \----= О , -----= О не имеет решений (JCq , >̂0 , Wq j с Wq О.
^  dw

Следствие 1. Пусть а , р, у є  Fp, причем (а, р, у) (0,0,0). Тогда для каждого 

a e F p  ^e(oo4-p>^ + yzX</».
x ,y ,z e F

Следствие 2. Для любого натурального q

2т
, al̂  +Ы2 +СІ2,

\{д-Н 0Д {а,1 ,с ,д)-х{д)
/|,/2,/3(mod9)

{постоянная в символе « О » зависит от Є).
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Лемма 3. В полуплоскости R e s > - ~  функция регулярна, кроме

1 2 ,  ,

точек S = U она имеет простые полюса.

Доказательство. Положим для целых l,q, 0 < l < q  

®(^; ̂  = S  ехр(- 7сс(/ + nq f ) .
т=0

Тогда из (3) имеем:
00  3 

Y / i n ' A J i A ,  ?)ехр(- пх) = Y I {®{х; /,■?)+1 )-1 .
«=1 »=1

Значит, в силу (4):

Сз(5;/,,/2,/з;д') = -— J X Y.v{n;l̂ ,l2J3,<lhwi-nx)
^ о и = 1

' * ' 1  ~  3 ,1  ( ‘^ »  А  ’  ^2 » ^ 3 ;  ? ) + С з ,  2 А  > 2̂ > ^3 > ? ) •

dx =

г(^) V0  1 У

Далее, в силу равенства ехр(- {у~ '"r{w)dw, получаем
271/ _  ̂ .

@ { x -l,q )= -^  [ {n x ) - '^ r {w )d 3 w i  
Ini

Re w=l

Rew=l 

-3w
(1)

q-^'^dw =

Г ' Ґ

q\!’nx
' o X

Ч)
0 < 5 < -

6y

(7)

(8)

(9)

1 (  l \  
где l_^{x\l,q) = —  \{nx)~'"T{wX Ъм>~ q-^'^dw, причем I_^{xJ,qY{{^q^J при

Re W=-6

^ +0 (c постоянной в символе « (( », зависящей только от 5 ). Поэтому из (7), (8 ) и

(9) находим:

Сз,і(‘̂ ’А’ 2̂’ 3̂’? ) -

-I

— S 1

п>ч
х^ ^dx = ( 10)

Щ
Ь + 5 ;-1 , (ст = Re s).

Получениве равенство показывает, что можно мероморфно

продолжить в области Re s > -5  . Далее, в силу экспоненциальной сходимости тэта- 

ряда @ [xj,q) при х >  1 , сразу получаем аналитическое продолжение 

на полуплоскость Re s > -5  . Лемма доказана.
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Лемма 4. В полуплоскости Res > -є , О < є < —, справедлива оценка

lhlU lhl{q)

1+є
- +  t

2-+єЗ +miri
f  1-+є

з q.
1+є

Доказательство. Из соотношений (7)-(9) имеем на прямой Res = - є ;

Z  f-
1=1

dx =

=—  z  ■
1 CO
J+J [ = Сз,і(‘У;/.?)+Сз.2 (‘ї;А?).

.0 1 .

Для функции Сз.гС'̂ іА?) имеем аналогично [1], формула (3.3);

«=1 п
n=l{q)

где l„{s) = —— 'е 'е 9  = arg(s + l).
Г(‘̂ ) „ r{s) ^

/  \  
пПоследний интеграл оцениваем по методу стационарной фазы /„(s)«exp

Поэтому с помопц>ю частичного суммирования и соотношения (5) получаем;

Сз.2 (‘̂ ;А?Х< Z  ^ е х р
п=1 
"=%)

Для оценки Q2 \{s;l,q) мы снова пользуемся соотношениями (7)-(9), а потому 
имеем

+ L,{xe<'^-l^,q)-]

С \  
-^<<-

1 + Є
f 3 ^̂  +min

(  1І- + Є
з q,

1+є

V -=1
о Л

 ̂ q)
dx

Наибольший вклад в оценку і^з, (s; I, q) дает слагаемое подынтегральной функ­

ции, содержащее произведение /_ 5 (хе'''’;/,, ̂ ) / _ 5  [xe''^J2 ,q)l_^ ixe'^^^h^q] Поэтому, 

применяя соотношение Гурвица (лемма 1) в выражении для мы полу­

чаем для Re S = -Є , Ims > 2 :

С з ,і  ( ‘ї ;  а  Я І  П
 ̂ 1 / = 1  4*5 у

Г>„ -7 _ * J

dz^dz^dz-^

ReZ, =—-і-є ̂ з
S+Z, +Z2 +Zj -1

где

F{z) = -
-(Zi +Z2 +Z3 )

3(r,+r2+Z3-l)
» -<(р(г,+Г2 + гз)
S  r :  7 - r r -  Z■ ‘ 3,3, ,3"1"2"3

«lA +«2^2 +« 3 /3
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Интегралы по Zj вьиисляем методом стационарной фазы, учитываем выбор ф , 

а сумму ^ ( е )  оцениваем с помощью следствия 2 леммы 2. Таким образом, мы полу­

чаем для Re s = - є , I m s > 2 :  ;

Теперь, учитывая, что ряд для Q{s;l,q) сходится на прямой Res = l + s ,  мы, в 
силу принципа Фрагмена-Линделёфа, получаем утверждение леммы.

2. Основной результат. Зная расположение полюсов и степенной порядок роста 
С з  ч) ® области Re S  >  - Є ,  є  > о  , мы можем доказать теорему.

Теорема. Пусть 0<1 <q. Тогда при и любом є > О справедлива асим­
птотическая формула

ехр
/  \ 

п

- п

Z  Лп) = С о -  + с,
пЫ[то6 q) 
п<х

X .3
+ с. + 0

где ĉ  -  вычислимые постоянные• - о 4 4 Г {постоянная в символе « О » зави­
сит от є ).

Доказательство. В силу соотношения

І'ТТІ j о, ес л и О< х < 1 .

и равномерной сходимости ряда для i^(s;/, q) в полуплоскости Re s > 1 + є , имеем для

нецелого х: — ^  У { п І і -  —
п<х
w=/(mod q)

2+100

271/
Q(s;l,q)

2-100 «(s + iXs + 2 )
ds.

Перенесем контур интегрирования на прямую Re s = - є , (о < є < і )  Тогда учи­

тывая полюса Q̂ {s-,l,q) и лемму З, мы получим:

' п<х
n^l(q)

= а ^ -  + а̂

Теперь, применяя асимптотическое дифференцирование при , мы сразу
получаем утверждение теоремы.

Заключение. В настоящее время не найдены нетривиальные оценки У(п).

Оценка V{n)({n^ является открытой проблемой. Но в доказанной теореме получено 
распределение значений V{n) в среднем на арифметических прогрессиях с растущей 
разностью прогрессии q .
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