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Доведено, що в загальному вішалку {R,ju *  О) чотирьохвимірний простір Клшгр» ше допускає

геодезичних в ідображ ень і геодезичних деф орм ацій. У 

( V  =  0. /?! =  р 2 =  0 , р } =  і )  такі відображення і деформації існують, д и  

система основних рівнянь теорії геодезичних відображень і знайдені го. 

тики відображень і деформацій.

Доказано, что в общем случае [Яиц  * 0 )  четырехмерное простра

•■■ггсс>»с«> випадку 

Гпана лінійна 

ираггерис-

ет
геодезических отображ ений и геодезических деф орм аций. В ■ c i m r r u u c m  случае 
К * /  = 0 . р ,  =  р 2 = 0 . / ? ,  =  l )  такие отображения и деформации супкт*)от.х м  я т  ревена ли

нейная система основных уравнений теории геодезических отображений и в Ь в н  гшшшыс тензор

ные характеристики отображений и деформаций.

It has been proved that in general case {R,^, *  o )  4-dimentional K a sa c r^ a e e ^ M tM la ta ilfe o d e s ic  
mappings and geodesic deformations. In exeplional case (Rl/U = 0 . /;, =  = 0 1 ^  =  i j te M a p p in g s

and deformations exist. For them the linear system of basic equations ■ g n i n c  a f f a p  theory is 
solved and main tensor charactheristics of deformations and mappings a n

Введение. Риманово многообразие V4 называется пр 

метрика имеет вид

d s2 = d r  - r n'd x 2 - t 2p- d \ 2 - r P)d z2 ,

если его

( I )

Р\ + Р2 + Ру = 1 . р! + р\ + р1 = 1 • (2)
Говоря точнее, Е.Казнер нашел более общую метрик- 'ые ре

шения уравнений поля тяготения Эйнштейна для пустоп -  — ..кмны е
решения), но именно ее частный случай (1) оказался на; * < 1 5 . стр.112).
Метрика ( I) соответствует однородном у анизотропному ... -*> особой
точкой (для / = 0), о чем подробно можно прочесть в и г . уши л. Д.
Ландау и М. Е. Лифшица “Теория поля” ЦЗ), стр. 489-502»

Много внимания уделено пространству Казнера и в м о н о гтаф и  А. 1  П а р о м  “Про
странства Эйнштейна" ([4]. стр. 106 107). А.З. Петров н а в и .  а р к  ~ ? о  Каз
нера ПО еГО Же классификации ОТНОСИТСЯ К П ервом у ТИПу. ДОЕ1* * * Г 1у : .---- !* е н и й

0 4 , имеющую абелеву подгруппу С , , группа нетранзитивная.
Как видим, пространство Казнера является пространством с лостато*™: ■>* под

вижностью, а такие пространства, по мнению А. 3. Петров*, о с о б е н »  интересны, так 
как “они отвечают наиболее простым и физически важным распределения и
движения материи“ ([4]. стр. 241). Мы рассмотрим вопрос о  гам » 1- Сражении
пространства Казнера -  задача, имеющая простую и важную --------~  в общей
теории относительности [5].

1 .Геометрические характеристики  пространства К азнера. В метрике Казнера 
компоненты метрического тензора

= - г Г:^ » = - ‘2р’8 п  = 1: « и = - ' * г".Я »
= 0 , i *  j \ i , j  =  1,2,3.4.

порождают символы Кристоффеля

(3 )
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Г2 — Еі-Г* — Р- • Г4 — Р* • Г1 — — г. Г1 — г.
М 2  ~  _ »М3 — > ' | 4 — . >*22 ~  / V  » * 3 3 — / V  ’ * «  / V

' №

(остальные Г)* =  0 ;/ ,у ,£  =  1,2,3,4 ). (4)

Указанные символы Кристоффеля дают такие отличные от нуля компоненты тен
зора Римана

^І2 і2 = Р\{Р\ ~ іУ 2/1 2>^із]з = РгІРг " і У 2̂ 2 2^ 4 і 4  = Р і ІР і 2,

К г у п = ~ Р \Р г ^  Р ' ^ 2 « 4  =  — Р \ Р ^  Рі' ^3434 =  ~ Р г Р ^  Р' • (5)

Параметры Р \,Р і.Р і>  определяющие метрику Казнера (I), входят в эту метрику 

симметрично. Если же эти параметры расположить в порядке р { < р 2 < р у , то из ус

ловий (2) видно, что - 1 / З ^ Р |  ^ 0 ;0 ^ /> 2  2 2 /3 ;  2 /3 < /> 3 < 1 ,  причем  равен ство  

Р\ = Р2 ~ Ру невозможно, а равенство двух из них достигается только для значений 

(0;0;і), (-1 /3 ;2 /3 ;2 /3 ) [3]. ' .«“ »•**« ' " 1

Если р , = р 2 = 0, />з = 1 д о ,  как видно из ($), пространство Казнера становит

ся плоским  ( Я у и = 0 ) .  а потом у это т  случай будем назы вать  исклю чительны м . 

Во всех других случаях * 0 ,  и этот случай естественно назвать общим. Т ак 

как для пространства Казнера тензор Риччи = 0 ,  то  оно является п ростран
ством Эйнш тейна. ' u , ,  ; 1ТЭН£^Т.’ог;П

В работе И. Микеша [6] доказана теорема: если пространство Эйнштейна Уп 

допускает нетривиальное геодезическое отображ ение на Уп ,п>2, то Ул является  

пространством Эйнштейна. у
Обратим внимание, что в этой теореме не утверждается существование геодезическо

го отображения.
Мы покажем, что пространство Казнера в общем случае, несмотря на его высокую 

подвижность, тем не менее не допускает никаких нетривиальных геодезических ото
бражений, а это значит, что теорему Микеша усилить нельзя.

Что же касается исключительного случая, то для него геодезическое отображение 
всегда существует, о чём будет сказано ниже.

2.Лииейиая система уравнений для геодезических отображений. Для изучения 
геодезического отображения пространства Казнера мы воспользуемся линейной фор
мой основных уравнений теории геодезических отображений, предложенной Н С. Си- 
нюковым [7]. Им доказана теорема, что м у мис^п /

риманово пространство  V,, допускает нетривиальные геодезические отображ ения 

тогда и только тогда, когда система уравнений ”  "  .....*"

Ь,юик:»'-о „ гн ,<>г' •* '<ь о т
>*Кі =Й 5,7 + а а1Я ° ~ а п̂ ° *  'МЖ’С. Д  КЯН̂ ШХ? НТУОННП£НЯ«ЧГ5И (її.г /мотСВг.

„а „а 1 *  {(Ні «ІЮИвВЧУ
(п -  = 2(п  + р(/?“ 5 -  ) (8)

имеет нетривиальное решение относительно невырожденного симметрического тензора
О у , градиентного ненулевого вектора X, и инварианта ц .

Запятая означает коварнантиое дифференцирование на базе метрического тензора 
g.| . С помощью этого же тензора осуществляется поднимание и опускание индексов.

Условия интегрируемости уравнений (6), (7], (8) соответственно имеют вид [7]

« , , и ^ = 0 , —  -  • ....... • ' .........  19)
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Где ^ '  - V*

Т ІЇ  =  5?(л/?% , -  8 , Х ,  + 8 Л  ) + + 8 « Ъ  )+

+  8 ~  * Х ь  -  « , /< * ? (Ю)
-И*г и>

"«3 С л ?  + ~  , * „ <2 Л.1.? -  * * * ) -  ^ * »  <2 * :,?  ~ Л Д  )+ 5 р Л .^ , ] и

+ (л + 3)Ха
и - 1

= 0 (П)
л  +  1 (Ра Р & * Ра Р р 1'  ̂  ̂ р°Р і р° 3 ов Р

У\*у. *\Л'. .* /  2 **-М •*••' •/- * JЛ

ь . +  ( « +  і ) ^ а ^ .[(.(] =  о .

Легко видеть, что для пространства Казнера условия интег 
нений (8) выполняются тождественно, а сами уравнения (8) имеют ] 
Условия интегрируемости (11) уравнений (7), учитывая (5). с ю х п с я

а и = ^  (л + 3) М >' = 1.2,3,4/ -

Для пространства Казнера (10) упрощается и тензор Т £  ш яов 

Т $  = + л б ^ “ / + я , , / ? “ /  + .Р -  * „ /? “ 5 -

( 12) 

(12) урав-
|1 = СОП81. 

к евотаошениям

(13)

(И)
Рассмотрим условия интегрируемости (9). Полагая ниж н ж  м п  г а э о р а

равными 111/,/ = 2,3,4, получим 2Я |(| |- ( 1 - л ) а |17 £ и = & 1  = 2 Л 4 .  Е с ш  исключить 

случай р ] = р 2 =  0 ,р 3 =  1, то из этого соотношения следует, ч »  • в * в !3 = а |4 = 0 .  
Рассматривая наборы индексов 222к ,к  = 3,4 , аналогично получп*. * ! •  —о г4 =  0 ,  

а набор индексов 3334 дает а м = 0 .  Таким образом, матрипа а ш м о р п е с х о г о  тензо
ра а (> по необходимости является диагональной. Наборы 1212.131311414 дают соот-

ношения °22 _ в ЭЗ = — , откуда заключаем, что

(15)

■ерсменных.
ости (9) 

сясаствием пре-

Я|1 К 22 #44

а О = 0«,у.«.У = 1.2,3,4 ,

где 0 -  некоторый инвариант, зависящий, вообще говор*, от 
Легко проверить, что для всех прочих наборов индексов у 
либо тождественно выполняются, либо дают соотношения, 
дыдущих. Пользуясь (15), мы (7) запишем в виде ^

пЯ., , = ц я „  . (16)

Учитывая, что а п  = а 13 = а 14 = 0 ,  из соотношений (13) следует, что 1 .  = Х3 = X.* = 0 , 

а потому для нетривиальное™ решения X, обязательно должно быть и и п ш ы  от нуля. 
Решая уравнения (16) для « =  1, получаем

а
... Л,. =  -1 + С, С =  С01Ы  .

' '  п

-  » л • . ■ " *

- V* к  •

( Щ

щ< Те же уравнения (16) для і = 2 ,3 ,4  дают, учитывая (17), - / ( р , - і ) - * - =0 . к = 1.2,3

чо Т ак как последние соотнош ения не должны зависеть от г. то  заклю чаем, что 
ц = с = 0,X, = 0 .  Таким образом, уравнения (7) имеют тривиальное решение. Следова-
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тельно, по теореме Синюкова пространство Казнера в общем случае не допускает нетри

виальных геодезических отображений.
Имеет место результат, принадлежащий М. Л, Гаврильченко [8]: Если рилшново 

пространство V„ допускает нетривиальные геодезические деформации, то оно до
пускает и нетривиальные геодезические отображения.

Учитывая предыдущее, заключаем, что пространство Казнера в общем случае не 
допускает нетривиальных геодезических деформаций.

З а к л ю ч и т е л ь н ы й  случай пространства Казнера. Перейдем к исклю чительно

му случаю пространства Казнера, то есть к случаю, когда в (1) p t = р 2 = 0, р ,  = 1. 

Легко видеть, что условия интегрируемости (9), (11), (12) выполняются тождественно, 
тогда система уравнений (6), (7), (8) вполне интегрируема, а потому имеет решение 
при любых начальных условиях [4]. Найдем решение уравнений (7). Для исключитель
ного случая с учетом (3) и (5) уравнения (7) приобретают более простой вид

п \ ,  = |ig , , , / j  =  4 , n = c o n s t .  (18)
г-- • таг? 1' 1*г(т'зммнэ ■ ■ * ь д м а  .м и о т

Решая их, получим MKKü'j *

1 X., =  - t  + c ,e z + с 1е ~г , Х2 =  - - j e  + с3, Х3 =  — ^  у  + с4 Д иУ  f  .V - -
n '  n n

X4 = /(cic" - c 2e~~ lc ,  = c o n s t ,i  = 1, 2 ,3 ,4 .  ' . (19)

Учитывая, что X, = ~ ,  легко находим v  ■
äx' <nii»or

X =  (t2 -  x~ -  у г ) + c3x  + c4y  + + c 2e~l ) + c  . " (20)
(Ж'.м (•:; o i ,(v ij j.-n- I л>:нт qo. -

Используя найденные решения X, (19), найдем общее решение системы урав

нений (6)
й н о ч .1  ••«••»«ьмня .нмкаог.ч mvh'.vck < щ п п ы .  oh.. .ломотой

0ц  =  ~ f 2 + 2 (с,« ' + с2е  ' ) /  +  с ,,е 2' + с и е 2г + с , , оэ I jwtjaiiSHaHqnM

al2 = —  x t  4- с у  - (с,^' +  с 2^ г)г  + сне г + с9е~1,
"  , /  -Л. ••• >
Ц ( . Л  . НИНКИ UM .«••* Г

y t+ c 4t - lr,<r + c2e~- )y + cn e- + C i , e -  , ,
П v q i mu. (iS) u r

(/l4 =  (c ,e : - c 2e  ) r  +  ( fu e 1“’ - c l4e _:' ) / , a , 2 = ^  X" -  2 c yx  + c 6 ,
n

a 2i  = iX x y - c 4x - c 3y  + c 7 , a 24 =  [-(c,<?: - c 2e ') x  + ct e z
• fa рэ: . • пн ,1‘мг. • iVvi’.-ir'iC!■’> ми i \:n v /n o u  >н зин/аи

« 3 3  = [Х У 2 -  2 с Ау  +  с)0 , а и  =  [ -  (с ,е; -  с 2е~: )у  +  с, ,е 1 -  с12е : } ,
п

«44 =  f 2 (c ,,e”  +  сые~2' -  сь)  c t — co n st, j  -  5 ;i4 .  /г  >нгь>1 eiTjäJKqraoq” » k w

Таким образом, приходим к теореме.
Теорема. Пространства Казнера в общем случае не допускают нетривиальных геодези

ческих отображений. В исключительном случае (р, = р2 =0./>, = 1 )пшкое отображение су
ществует и зависит от 15 существенных параметров.
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ного случая с учетом (3) и (5) уравнения (7) приобретают более простой вид

п \ ,  = |ig , , . / j  =  4 , n = c o n s t .  (18)
г-- • таг? 1' 1*г(т'зммнэ ■ ■ * ь д м а  .м и о т

Решая их, получим MKKü'j *

1 X., =  - t  + c ,e z + с 1е ~г . Х2 =  - - j e  + с3, Х3 =  — ^  у  + с4 Д к У  v%».V- -  
п '  п п
I \ - ч - '—" - Ч.. Moq

Х4 = /(cic" - с 2е~~ 1с, = c o n s t ,i  = 1, 2 ,3 ,4 .  ' . (19)
4 2 '  ' у?. «Г

Учитывая, что X, = ~ ,  легко находим v  ■
дх' <лп»ог

X =  [t2 - х~ -  у 2) + с 3х  + с4у  + + с 2е~1) + с ' . " (20)
(Ж'.м (•:; Ol ,(v ij »-л- «г.жх,ь<< л I м ш т Q«*•

Используя найденные решения X, (19), найдем общее решение системы урав

нений (6)
й н о ч .1  ••«••»«ьмня .нмкаог.ч mvh'.vck < щ п п ы .  w . .  .ломотой

0 ц =  ~ f 2 +  2 [с,е ' + с2е  ' ) /  +  с ,,е 2' + с 14е 2г + с , , оэ I jwtjaiiSHaHqnM

a l2 = —  x t  4- с у  - (c ,^ ' +  с 2̂ г)г  + сне г + с 9е~1 ,
"  , /  -Л. ••• >
Ц ( . Л . НИИ RU WW ,«•’.{ Г

«II = -  V t+ c< t- 1г.е_ + с 2е~~ )у + с , ,е ' +с,-,е
13 / Г  4 V l  12 O i  s r . : ,  ( 1 2 )  UR

(/l4 =  (c ,e : - c 2e  ) r  +  (c13e r ; - c l4e _:' ) / , a ,j =  ^  x '  -  2 c , x  +  c 6 ,
n

- 6813

a 23 =  ^  x y  -  c*x  -  с зУ  +  C 7 . a 24 =  [ - ( c'ie ‘ - C 2e ') x  + ct e z
• fa рэ: . • пн ,1‘ мг. .• iVvi’.-ir'iC!■’> ми i \:nv/nou >н зин/a'j *r>;:)

« 3 3  У ' -  2 с 4у  +  с)0 , а и  =  [ -  (с ,е; -  с 2е~: )у  +  с, ,е 1 -  с12е : } ,
п

«44 = f2(c ,,e2; +  с ые~2: -  с ь )  с ; -  co n st, j  -  5 ; i 4 . /г  eiTjäJKqraoq” ж к ч л
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Теорема. Пространства Катера в общем случае не допускают нетривиальных геодези

ческих отображений. В исключительном случае (р, = р2 =0./>, = 1 )пшкое отображение су
ществует и зависит от 15 существенных параметров.



О геодезических отображениях и деформациях пространства Казнсра 99

1. Kasner Е. Geometrikal theorems on Einstein’s cosmologikal equations //Amer. J. Math.- 1921.- T.43.
- №217 See $ 11.3.

2. Точные решения уравнений Эйнштейна //Д. Крамер,X. Штефанн, Э. Херлы, М. Мак-Каллум //Под 
ред. Э.Шмутцсра.- М.: Энерго1идат,1982.- 416с.

3. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Теория поля.- 6-е изд.- М.: Наука. 1973,- 489с.
4. Петров А.З. Пространства Эйнштейна,- М.: Физматгиз,1961.- 464с.
5. Петров А.З. О геодезическом отображении пространств Эйнштейна //Извести* вузов. Математика.

-1961- №2. - С .!30 136
6. Мнкеш Й. О геодезических отображениях пространств Эйнштейна //Математические заметки.- 1980.

- Т.28,№ 6,- С.935 939.
7. Сннюков Н.С. Геодезические отображения римановых пространств - М..Наука,1979.- 256с.
8. Gauilchenko M.L. Geodesic deformations of Riemannian spaces //Proc.International Conf.on Diff. Geom.

and its Appl.- Brno (Czech Republic).- 1989.- P.47 53. rv,,.-. .


