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ВСТУП 

Означения, визначення та допомiжнi твердження 

Означення 1.1. Будемо називати ядро l(x, t) iнтегрального рiвняння 

майже рiзницевим, якщо воно представимо у виглядi 

l(x, t) = b(x)c(t)k(x - t). (1.1) 

Означення 2.1. Якщо в рiвнiстi (1) Ь(х) = 1,c(t) = 1, то вiдповiдне 

ядро k(x - t) будемо називати рiзницевим. 

Зауваження. Надалi ми будемо припускати ядро k(x - t) 

невирожденим. Випадок, коли рiзнiцеве ядро е вирожденим - тривiальний, 

i тому його розглядати не будемо. 

Загальний вигляд 1нтегрального р1вняння з майже р1зницевими 

ядрами такий: 

п +оо 

ilqJ(x) - I bj(x) J_
00 

kj(X - t)cj(t)qJ(t)dt = f (х), х Е Iffi. (1.2) 
]= 

Для подальших викладок нам знадобляться деякi поняття, якi 

ми зараз викладемо. 

Нехай Kj: L ~ L, j = 1, п - лiнiйнi, обмеженi i оборотнi оператори; L -

прост1р локально iнтегрованих функцiй, заданих на вимiрнiй по Лебегу 

множинi Е. 

Введемо оператор 

п 

К= I MCxнj)Kj. (1.3) 
j=l 

Тут оператор МСхн.) в просторi L дiе так: М(Хн.)({J = Хв·(/), де Хв · -
] ] ] ] 

характеристичнi функцii', заданi на вимiрних по Лебегу множинах 

Е1, Е2 , "., Еп, Е = U}=i Ej, Ej n Ek = 0 (} * k), mEk > О, k = 1, п. 
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Очевидно, що К - лiнiйний i обмежений оператор, причому вiн дiе з 

простору L в простiр L. 

У цьому пiдпунктi також сформулюемо 1 доведемо допомiжнi 
' 

твердження у виглядi наступних теорем. 

Теорема 1.1. Якщо оператор К оборотний в L, то р1шення 
. 

операторного р1вняння 

К<р = ф (1.4) 

можна отримати в просторi L у виглядi 

<р = <fJп (х ), (1.5) 

де <fJп(x) будуеться за наступною рекурентною формулою 

<pj(k) = кj-1 Схuпк_ · Екф + Xuj-1 8 Kj<fJj-1,j = 1,п; <р0 = О,Е0 = 0. (1.6) 
-) k.=O k. 

Доведения. Нехай <р - рiшення операцiйного рiвняння (1.4) При 
. . 

цьому припущенн1 розглянемо ланцюжок операторних р1внянь 

Kj<p = Хuпк_ · Екф + Xuj-1 8 Kj<fJj-1,j = 1,п. (1.7) 
-) k.=O k. 

Оскiльки оператори Kj передбачаються оборотними в L, то будуть 

справедливi рiвностi (1.6). Далi, з рiвностi ( 1.6) вбачаемо, що 

U
j-1 

<fJj-l (х) = <pj(x), х Е Ek ,j = 1, п. 
k=O 

(1.8) 

· 1 -
Тепер покажемо, що (/Jj = <р при х Е U~-::o Ek ,j = 1, n. Доведемо це 

твердження методом математичноi' iндукцii'. При j = 1 це твердження 

вiрно. Припустимо, що воно вiрне приj = k: 

<fJk = <р, при х Е uk Ez (1.9) 
l=1 

Доведемо, що твердження (1.9) вiрно при j = k + 1. Дiйсно, якщо 

х Е UJ=i Ej, то згiдно (1.8) i припущенню (1.9) <fJk+1(x) = <fJk(x) = <р(х). 
Якщо ж х Е Ek+1, то з (1.3) випливае, що Kj = К, а це означае, що 

<fJk+l = Kj-lф = к-1ф = <р, ЩО Й треба було довести. 
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Зауваження. 3 властивостей операторш Kj, взагал1 кажучи, не 

випливае, що оператор К, побудований за формулою (1.6), оборотний. У 
1 

зв язку з цим пропонуеться наступна теорема. 

Теорема 1.2. Нехай К - лiнiйний оборотний оператор, де К= К1 + 

К2 , К1 : L ~ L - лiнiйний оборотний оператор; К2 : L, L - лiнiйний 

оборотний оператор, причому К2 володiе також наступною властивiстю: 

якщо ср Е Lнос{(Т, +оо)}, Т >О, то К2 ср Е Lнос{(Т + d, +оо)}, d >О. Тодi 

операторне р1вняния 

к ср = t/J (1.10) 

мае рiшения ср, що володiе властивостями: Xco,nd)cp(x) = срп(х), де 

срп(х) при х Е (О, nd) будуеться за наступною рекурентною формулою 

cpi = X(O,jd)к1-1 ( t/J - K2(/)j-1),j = 1, п, (/)о = о. (1.11) 

Доведения. Нехай ср - рiшения операторного р1вняння (1.1 О). 

Покажем о, що рiшения ср мае структуру ( 1.11 ). Виявимо цей факт за 

допомогою математичноi' iндукцii'. Безпосередньо можна показати, що при 

j = 1 це твердженнi вiрно. Припустимо, що воно вiрне при j = k. 

Покажемо тепер, що твердження (1.11) вiрно i при j = k + 1. Дiйсно, 

застосовуючи припущення iндукцii', а також умову теореми, при х Е 

(О, (k + 1)d) отримаемо 

К ср = К cpk+1 = (К1 + K2)({Jk+1 = К1 cpk+1 + K2(/Jk+1 

= К1 (/Jk+1 + Kzcpk + K2X(dk,d(k+1))(/Jk+1 = К1 CfJk+1 + Kzcpk 

= t/J (1.12) 

Нарештi, з (1.11), (1.12) випливае, що твердження вiрне. Доведения 

завершено. 
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висновки 

В тeopi'i iнтегральних р1внянь досить важливу роль в1д1грають 

iнтегральнi рiвняння з рiзницевими ядрами або iнтегральнi рiвняння типу 

згортки. Для 'ix розв'язку застосовуеться потужний апарат iнтегрального 

перетворення Фур'е. Як вiдомо, для дi'i цього апарату необхiдно, по-перше, 

щоб iнтегральне рiвняння було задано на всiй дiйснiй oci. По-друге, 

iнтегральне рiвняння повинно мiстити тiльки рiзницевi ядра. По-трете, 

межi iнтегрування беруться вiд - оо до оо. Тодi за допомогою iнтегрального 

перетворення Фур'е 
. . . 

в1дпов1дне р1вняння зводиться до простого 

алгебра'iчного рiвняння вiдносно образу Фур'е шукано'i функцi'i. Подальше 

дослiдження пов'язане з умовами розв'язностi отриманого рiвняння в рiзних 

просторах. 

Якщо ж у заданому рiвняннi не виконуеться хоча б одна з умов, 

описаних вище, то для 'ix розв 'язку виникають проблеми принцип о во го 

характеру. До таких рiвнянь, насамперед, вiдносяться наступнi 

1 со 

<р(х) + .J2n" J k(x- t)<p(t )dt = J(x ), х >О. (6.1) 
2п о 

1 со 

<р(х) + .J2n" J k, (х - t )<p(t )dt = J(x ),х >О, 
2п -со 

1 со 

<р(х) + .J2n" lk, (х - t )<p(t )dt = J(x ),х <О (6.2) 

1 со 1 о 
<р(х) + .J2n" J k, (х - t )<p(t) + = J k, (х - t)<p(t )dt = J(x) 

2п о -v 2п -со 

Однорiдне рiвняння (6.1) в окремому випадку було вивчено у 1931 

роцi Вiнером i Хопфом. Згiдно з вищеописаними вимогами, застосувати 

безпосередньо iнтегральне перетворення Фур'е до рiвняння (6.1) не можна. 

Тому при побудовi розв'язку рiвняння виду (6.1) авторами була 

запропонована принципово нова схема : введения нових нев1домих 



26 

функцiй, рiвних нулю при х < О (вони позначаються + внизу), наприклад 

<р + (х) i функцiй <р _ (х ), рiвних нулю при х > О. Оскiльки було вiдомо, що 

образи Фур'е Ф±(х) е аналiтичними функцiями у верхнiй та нижнiй 

пiвплощини вiдповiдно, то застосування iнтегрального перетворення Фур'е 

до рiвняння (6.1) ще не вирiшувало рiвняння, а лише зводило його до 

вирiшення одного рiвняння з двома невiдомими функцiями, що володiють 

чудовими властивостями аналiтичностi. Подальший розв'язок пов'язаний з 

методом факторизацii', який на раннiх етапах свого розвитку полягав у 

зображеннi довiльно1 ·аналiтично1 смуги а< IImzl < Ь функцi1 A(z) у виглядi 

A(z)= A+(z)A-(z), де функцi1 A±(z) вiдповiдно аналiтично продовжуванi в 

пiвплощини IIm zl >а i IIm zl < Ь. Необхiдна умова аналiтичностi функцi1 

A(z) у смузi а< IImzl < Ь було забезпечена розглядом ядер спецiального 

класу - спадаю чих як показникова функцiя ( таке припущення пов'язане з 

конкретною практичною задачею променево1 рiвноваги). Цi припущення 

дозволили Вiнеру и Хопфу отримати точний розв 'язок окремого випадку 

р1вняння (6.1). При цьому сл1д зазначити, що незважаючи на 

недосконалiсть цитовано1 роботи, вона зiграла велику роль у розвитку 

запропонованого дослiдниками прийому, прич ому в р1зних напрямках. 

Зазначимо основнi: 1) застосування методу для розв'язання мiшаних задач 

математичноi' фiзики шляхом зведення до iнтегральних рiвнянь типу 

згортки (6.1), (6.2); 2) дослiдження вiдповiдних iнтегральних рiвнянь в 
. . 

р1зноман1тних просторах. 
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