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ВСТУП

Вагомий спектр сучасного життя побудовано на iнформацiї та її обмiнi. Особли-
во це важливо для економiчної складової. Так, наприклад, маючи розумiння динамiки
iнформацiї про бренд чи продукт бренду, бiзнес може приймати вiдповiднi рiшення
щодо покращення стратегiї розвитку.

Для кращого розумiння динамiки брендової iнформацiї для подальшого еко-
номiчного аналiзу використовується кiлька iнструментiв, серед яких математичне
моделювання. Математичне моделювання – це iнструмент пiдтримки рiшень, що ви-
користовується в кiлькох галузях, таких як економiка, бiологiя, фiзика та медицина.

Розглядається SEILR – модель для моделювання розповсюдження iнформацiї
про бренд та аналiзу отриманих результатiв. Перевага такої моделi над класичними
𝑆𝐼𝑅 та 𝑆𝐸𝐼𝑅 моделями в тому, що розглядається бiльш детальне роздiлення на ком-
партменти. Класи зацiкавлених, лояльних та конвертованих подiляються на пiдкласи,
що дозволяє пiдвищити точнiсть та детальнiсть аналiзу.

Мета дослiдження: адаптацiя епiдемiологiчних процесiв та моделi для аналiзу
динамiки брендової iнформацiї та провести такий аналiз. Предмет дослiдження:
модель 𝑆𝐸𝐼𝐿𝑅 для аналiзу динамiки брендової iнформацiї.

Робота включає наступнi роздiли: в 1-му розглядаються базовi епiдемiологiчнi
моделi та їх рiзновид, в 2-му - побудова 𝑆𝐸𝐼𝐿𝑅 - моделi для аналiзу iнформацiї
брендової iнформацiї, пошук станiв рiвноваги та базового репродукцiйного числа. У
3-му роздiлi описується числове моделювання для iлюстрацiї теоретичних результатiв.
Завершується робота висновками та деякими дослiдницькими перспективами.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД БIЛЬШ ПОШИРЕНИХ IСНУЮЧИХ БАЗОВИХ

ЕПIДЕМIОЛОГIЧНИХ МОДЕЛЕЙ

Поширення iнформацiї про бренди у цифровому середовищi демонструє дина-
мiку, аналогiчну розповсюдженню вiрусних iнфекцiй. Це дозволяє використовувати
епiдемiологiчнi моделi для опису вiдповiдних процесiв. Розглянемо основнi види
епiдемiологiчних моделей.

1.1 𝑆𝐼𝑅-модель

𝑆𝐼𝑅-модель – найпоширинiша модель епiдемiї, в якiй популяцiя роздiлена на 3
групи (compartments), а саме:

1) Вразливих (susceptible): тих, хто ранiше не пiддавався збуднику iнфекцiї, вiдпо-
вiдно немає набутого iмунiтету, позначається 𝑆.

2) Iнфiкованих (infected): тих, хто є носiями хвороби та можуть заразити iнших,
позначається 𝐼.

3) Невразливих (recovered): тих, хто одужав та набув iмунiтет, позначається 𝑅.

Поширення iнфекцiйної хвороби вiдбуваються через контакт вразливих з iн-
фiкованими. Перехiд вiд одного класу до iншого можна представити наступною
схемою:

𝑆 → 𝐼 → 𝑅.

Успадкований iмунiтет не передбачений цiєю моделлю. Iнкубацiйний перiод
вважається досить коротким i тому не враховується. В основi цiєї моделi лежить
система диференцiйних рiвнянь, що описують динамiку трьох зазначених складових:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑆̇ = −𝛽𝑆𝐼

𝑁
,

𝐼 = 𝛽
𝑆𝐼

𝑁
− 𝛾𝐼,

𝑅̇ = 𝛾𝐼

де:

• 𝑁 — загальна чисельнiсть популяцiї (𝑁 = 𝑆 + 𝐼 +𝑅),
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• 𝛽 — швидкiсть передачi iнфекцiї при контактi,
• 𝛾 — швидкiсть одужання.

1.2 𝑆𝐸𝐼𝑅-модель

𝑆𝐸𝐼𝑅-модель уточнює 𝑆𝐼𝑅 шляхом введення промiжного стану — експоно-
ваних (exposed), якi були iнфiкованi, але ще не є заразними. Тобто враховується
iнкубацiйний перiод.

Система рiвнянь:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼

𝑁
,

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 𝛽

𝑆𝐼

𝑁
− 𝜎𝐸,

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝜎𝐸 − 𝛾𝐼,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼

де:

• 𝜎 — швидкiсть переходу з експонованого до iнфiкованого стану.

1.3 𝑆𝐼𝑆-модель

У 𝑆𝐼𝑆-моделi особи не набувають тривалого iмунiтету пiсля одужання, а
повертаються до вразливого стану. Вона пiдходить для опису хвороб, якi не дають
iмунiтету (наприклад, застуда). Модель передбачає два класи:

• 𝑆 — вразливi,
• 𝐼 — iнфiкованi.

Система диференцiйних рiвнянь має вигляд:

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑆̇ = −𝛽 𝑆𝐼

𝑁
+ 𝛾𝐼,

𝐼 = 𝛽 𝑆𝐼
𝑁

− 𝛾𝐼

Переходи: 𝑆 → 𝐼 → 𝑆. Ця модель дозволяє вивчати довготривалу циркуляцiю
iнфекцiї в популяцiї без iмунiтету.



6

РОЗДIЛ 2

ОСНОВНА ЧАСТИНА

2.1 Опис моделi

Модель SEILR (Susceptible–Exposed–Interesting–Loyal–Recovered) з такою iн-
терпретацiєю станiв:

• 𝑆(𝑡) — сприйнятливi: особи, якi ще не стикалися з брендовим повiдомленням,
але потенцiйно можуть його сприйняти;

• 𝐸(𝑡) — експонованi: особи, якi вже бачили або почули брендову iнформацiю,
але ще не почали взаємодiяти;

• 𝐼(𝑡) — зацiкавленi: особи, якi обробили повiдомлення й готовi поширювати
його (усно, онлайн, поведiнково);

• 𝐼𝛼(𝑡) — виявленi зацiкавленi: особи, якi проявляють активну поведiнку (лайки,
коментарi, покупки), iдентифiкованi аналiтикою;

• 𝐼𝑢(𝑡) — невиявленi зацiкавленi: взаємодiють iз брендом, але без публiчної або
детектованої активностi;

• 𝐿𝑅(𝑡) — лояльнi: тi, хто перейшов з групи 𝐼𝛼 i, ймовiрно, здiйснить цiльову дiю;
• 𝐿𝑑(𝑡) — втраченi: особи, що втратили зацiкавлення (iгнорування, вiдписка,

негатив, конфлiкт), але вони ще можуть здiйснити цiльову дiю, хоча навряд
залишаться клiєнтами бренду;

• 𝑅𝐼𝛼(𝑡), 𝑅𝐼𝑢(𝑡) — конвертованi: особи, якi виконали цiльову дiю (покупка, пiд-
писка, рекомендацiя).

Пiсля загального опису, наведеного вище, ми отримуємо дiаграму переходiв з
одного компартмента до iншого. Функцiя f(S, X) задається так:

𝑓(𝑆,𝑋) =
𝑆

𝑁
(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐼𝑢𝐼𝑢 + 𝛽𝐼𝛼𝐼𝛼 + 𝛽𝐿𝑑

𝐿𝑑 + 𝛽𝐿𝑅
𝐿𝑅),

𝑋 = (𝐸, 𝐼, 𝐼𝑢, 𝐼𝛼, 𝐿𝑅, 𝐿𝑑).
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S E I

𝐼𝑢

𝐼𝛼

𝑅𝐼𝑢

𝐿𝑅

𝐿𝑑

𝑅𝐼𝛼

𝑓(𝑆,𝑋) 𝛼𝐸

(1− 𝑝1)𝛽𝐼

𝑝1𝛽𝐼

𝜂𝐼𝑢

𝑘𝜃𝐼𝛼 𝜉𝜌𝐿𝑅

(1− 𝜉)𝜌𝐿𝑅(1− 𝑘)𝜃𝐼𝛼
𝜈𝐿𝑑

𝑑𝑆 𝑑𝐸 𝑑𝐼

𝑑𝐼𝑢

𝑑𝐼𝛼

𝑑𝐿𝑅

𝑑𝐿𝑑

𝑑𝑅𝐼𝛼

𝑑𝑅𝐼𝑢

Система рiвнянь

Математична динамiка описується наступною системою диференцiальних рiв-
нянь:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑆̇ = 𝐴− 𝑆

𝑁
(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐼𝑢𝐼𝑢 + 𝛽𝐼𝛼𝐼𝛼 + 𝛽𝐿𝑑

𝐿𝑑 + 𝛽𝐿𝑅
𝐿𝑅)− 𝑑𝑆,

𝐸̇ =
𝑆

𝑁
(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐼𝑢𝐼𝑢 + 𝛽𝐼𝛼𝐼𝛼 + 𝛽𝐿𝑑

𝐿𝑑 + 𝛽𝐿𝑅
𝐿𝑅)− (𝛼 + 𝑑)𝐸,

𝐼 = 𝛼𝐸 − (𝛽 + 𝑑)𝐼,

𝐼𝛼 = 𝑝1𝛽𝐼 − (𝜃 + 𝑑)𝐼𝛼,

𝐼𝑢 = (1− 𝑝1)𝛽𝐼 − (𝜂 + 𝑑)𝐼𝑢,

𝐿𝑅 = 𝑘𝜃𝐼𝛼 − (𝜌+ 𝑑)𝐿𝑅,

𝐿𝑑 = (1− 𝑘)𝜃𝐼𝛼 + (1− 𝜉)𝜌𝐿𝑅 − (𝜈 + 𝑑)𝐿𝑑,

𝑅𝐼𝛼 = 𝜉𝜌𝐿𝑅 + 𝜈𝐿𝑑 − 𝑑𝑅𝐼𝛼 ,

𝑅𝐼𝑢 = 𝜂𝐼𝑢 − 𝑑𝑅𝐼𝑢 .

(2.1)
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2.2 Опис параметрiв моделi

Назва
параметра

Опис та iнтерпретацiя

𝛽𝐸 Коефiцiєнт передачi iнформацiї вiд 𝐸.

𝛽𝐼 Коефiцiєнт передачi iнформацiї вiд 𝐼

𝛽𝐼𝑢 Коефiцiєнт передачi iнформацiї вiд 𝐼𝑢.

𝛽𝐼𝛼 Коефiцiєнт передачi iнформацiї вiд 𝐼𝛼.

𝛽𝐿𝑅

Коефiцiєнт переходу вiд лояльних користувачiв 𝐿𝑅, якi активно
просувають бренд.

𝛽𝐿𝑑
Коефiцiєнт переходу вiд класу 𝐿𝑑.

𝛼
Коефiцiєнт переходу з 𝐸 до 𝐼, тобто активна зацiкавленiсть пiсля

експозицiї.

𝛽
Коефiцiєнт переходу з 𝐼 до наступних станiв: виявленi 𝐼𝛼 та

невиявленi 𝐼𝑢.

𝑝1 Частка зацiкавлених 𝐼, якi стають виявленими 𝐼𝛼.

1− 𝑝1 Частка зацiкавлених 𝐼, якi залишаються невиявленими 𝐼𝑢.

𝜃 Коефiцiєнт переходу з 𝐼𝛼 до лояльних або втрачених.

𝑘 Частка активних виявлених 𝐼𝛼, що стають лояльними 𝐿𝑅.

1− 𝑘 Частка виявлених 𝐼𝛼, що стають втраченими 𝐿𝑑.

𝜌 Коефiцiєнт переходу з 𝐿𝑅 до конверсiї 𝑅𝐼𝛼 або втрати 𝐿𝑑.

𝜉 Частка 𝐿𝑅, якi здiйснюють цiльову дiю (покупка тощо).

1− 𝜉 Частка 𝐿𝑅, якi втрачають iнтерес без цiльової дiї.
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Назва
параметра

Опис та iнтерпретацiя

𝜈
Коефiцiєнт вiдновлення довiри. Швидкiсть, з якою частина 𝐿𝑑 все

ж виконує цiльову дiю.

𝜂 Коефiцiєнт переходу 𝐼𝑢 до конверсiї 𝑅𝐼𝑢 .

𝐴 Коефiцiєнт притоку нових споживачiв у стан 𝑆.

𝑑
Природне вибування. Втрата iнтересу через зовнiшнi чинники у всiх

станах.

2.3 Стан рiвноваги

У цьому пiдроздiлi ми визначаємо точки рiвноваги та базове репродукцiйне
число, пов’язане з системою (1).

Оскiльки iншi рiвняння системи (1) не залежать вiд значень 𝑅𝐼𝛼(𝑡) та 𝑅𝐼𝑢(𝑡),
тому система (1) еквiвалентна наступнiй системi:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑆̇ = 𝐴− 𝑆

𝑁
(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐼𝑢𝐼𝑢 + 𝛽𝐼𝛼𝐼𝛼 + 𝛽𝐿𝑑

𝐿𝑑 + 𝛽𝐿𝑅
𝐿𝑅)− 𝑑𝑆,

𝐸̇ =
𝑆

𝑁
(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐼𝑢𝐼𝑢 + 𝛽𝐼𝛼𝐼𝛼 + 𝛽𝐿𝑑

𝐿𝑑 + 𝛽𝐿𝑅
𝐿𝑅)− (𝛼 + 𝑑)𝐸,

𝐼 = 𝛼𝐸 − (𝛽 + 𝑑)𝐼,

𝐼𝛼 = 𝑝1𝛽𝐼 − (𝜃 + 𝑑)𝐼𝛼,

𝐼𝑢 = (1− 𝑝1)𝛽𝐼 − (𝜂 + 𝑑)𝐼𝑢,

𝐿𝑅 = 𝑘𝜃𝐼𝛼 − (𝜌+ 𝑑)𝐿𝑅,

𝐿𝑑 = (1− 𝑘)𝜃𝐼𝛼 + (1− 𝜉)𝜌𝐿𝑅 − (𝜈 + 𝑑)𝐿𝑑,

(2.2)

Позначимо Ψ(𝑡) = (𝑆,𝐸, 𝐼, 𝐼𝛼, 𝐼𝑢, 𝐿𝑅, 𝐿𝑑) як точку рiвноваги системи (2). Тодi
систему (2) можна переписати наступним чином:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴− 𝑆

𝑁
(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐼𝑢𝐼𝑢 + 𝛽𝐼𝛼𝐼𝛼 + 𝛽𝐿𝑑

𝐿𝑑 + 𝛽𝐿𝑅
𝐿𝑅)− 𝑑𝑆 = 0,

𝑆

𝑁
(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐼𝑢𝐼𝑢 + 𝛽𝐼𝛼𝐼𝛼 + 𝛽𝐿𝑑

𝐿𝑑 + 𝛽𝐿𝑅
𝐿𝑅)− (𝛼 + 𝑑)𝐸 = 0,

𝛼𝐸 − (𝛽 + 𝑑)𝐼 = 0,

𝑝1𝛽𝐼 − (𝜃 + 𝑑)𝐼𝛼 = 0,

(1− 𝑝1)𝛽𝐼 − (𝜂 + 𝑑)𝐼𝑢 = 0,

𝑘𝜃𝐼𝛼 − (𝜌+ 𝑑)𝐿𝑅 = 0,

(1− 𝑘)𝜃𝐼𝛼 + (1− 𝜉)𝜌𝐿𝑅 − (𝜈 + 𝑑)𝐿𝑑 = 0.

(2.3)

Третє рiвняння системи (3) можна переписати наступним чином, виразивши 𝐸
через 𝐼:

𝐸 =
(𝛽 + 𝑑)

𝛼
𝐼, 𝛼 ̸= 0

Додавши перше та друге рiвняння системи (3), отримаємо вираз для 𝑆:

𝐴− 𝑑𝑆 − (𝛼 + 𝑑)𝐸 = 0

𝑑𝑆 = 𝐴+ (𝛼 + 𝑑)𝐸,

пiдставляючи вираз для 𝐸, матимємо:

𝑑𝑆 = 𝐴+ (𝛼 + 𝑑)
(𝛽 + 𝑑)𝐼

𝛼

𝑆 =
𝐴

𝑑
+

(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)

𝛼𝑑
𝐼, 𝑑 ̸= 0

Використаємо четверте рiвняння системи (3) та виразимо 𝐼𝛼:

𝐼𝛼 =
𝑝1𝛽

𝜃 + 𝑑
𝐼, 𝜃 ̸= −𝑑

З п’ятого рiвняння системи (3):

𝐼𝑢 =
(1− 𝑝1)𝛽

𝜂 + 𝑑
𝐼, 𝜂 ̸= −𝑑,

З шостого рiвняння системи (3) отримаємо:

𝐿𝑅 =
𝑘𝜃

𝜌+ 𝑑
𝐼𝛼, 𝑝 ̸= −𝑑,
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пiдкладая вираз для 𝐼𝛼 одержимо:

𝐿𝑅 =
𝑘𝜃𝑝1𝛽

(𝜌+ 𝑑)(𝜃 + 𝑑)
𝐼

З сьомого рiвняння системи (3), враховуючи знайденi 𝐼𝛼, 𝐿𝑅, знаходимо 𝐿𝑑:

(𝜈 + 𝑑)𝐿𝑑 = (1− 𝑘)𝜃𝐼𝛼 + (1− 𝜉)𝜌𝐿𝑅

(𝜈 + 𝑑)𝐿𝑑 = (1− 𝑘)𝜃
𝑝1𝛽

𝜃 + 𝑑
𝐼 + (1− 𝜉)𝜌

𝑘𝜃𝑝1𝛽

(𝜌+ 𝑑)(𝜃 + 𝑑)
𝐼

(𝜈 + 𝑑)𝐿𝑑 =
(1− 𝑘)(𝜌+ 𝑑)𝑝1𝛽𝜃 + (1− 𝜉)𝜌𝑘𝜃𝑝1𝛽

(𝜌+ 𝑑)(𝜃 + 𝑑)
𝐼

𝐿𝑑 =
(1− 𝑘)(𝜌+ 𝑑)𝑝1𝛽𝜃 + (1− 𝜉)𝜌𝑘𝜃𝑝1𝛽

(𝜈 + 𝑑)(𝜌+ 𝑑)(𝜃 + 𝑑)
𝐼,

𝐿𝑑 =
𝑝1𝛽𝜃 [𝜌(1− 𝜉𝑘) + 𝑑(1− 𝑘)]

(𝜈 + 𝑑)(𝜌+ 𝑑)(𝜃 + 𝑑)
𝐼, 𝜃 ̸= −𝑑, 𝜈 ̸= −𝑑.

Отримали такi вирази з такими обмеженнями на параметри:

𝛼 ̸= 0, 𝑑 ̸= 0, 𝜃 ̸= −𝑑, 𝜂 ̸= −𝑑, 𝜈 ̸= −𝑑

𝑆 =
𝐴

𝑑
+

(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)

𝛼𝑑
𝐼

𝐸 =
(𝛽 + 𝑑)

𝛼
𝐼

𝐼𝛼 =
𝑝1𝛽

𝜃 + 𝑑
𝐼

𝐼𝑢 =
(1− 𝑝1)𝛽

𝜂 + 𝑑
𝐼

𝐿𝑅 =
𝑘𝜃𝑝1𝛽

(𝜌+ 𝑑)(𝜃 + 𝑑)
𝐼

𝐿𝑑 =
𝑝1𝛽𝜃 [𝜌(1− 𝜉𝑘) + 𝑑(1− 𝑘)]

(𝜈 + 𝑑)(𝜌+ 𝑑)(𝜃 + 𝑑)
𝐼.

Позначимо як Ψ1 та Ψ2 — вiдповiдно точка рiвноваги без поiнформованих
користувачiв та точка рiвноваги з усталеною присутнiстю брендового впливу в системi
(2). Стан рiвноваги без поiнформованостi вiдповiдає ситуацiї, коли жоден iндивiд
не володiє iнформацiєю про бренд, коли немає зацiкавлених особ, якi обробили
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повiдомлення й готовi поширювати його. У цьому випадку маємо 𝐼 = 0, i вiдповiдна
точка рiвноваги задається як:

Ψ1 = (𝐴
𝑑
, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

Ψ2 = (𝑆*, 𝐸*, 𝐼*, 𝐼*𝛼, 𝐼
*
𝑢, 𝐿

*
𝑅, 𝐿

*
𝑑), де

𝑆* =
𝐴

𝑑
+

(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)

𝛼𝑑
𝐼*

𝐸* =
(𝛽 + 𝑑)

𝛼
𝐼*

𝐼*𝛼 =
𝑝1𝛽

𝜃 + 𝑑
𝐼*

𝐼*𝑢 =
(1− 𝑝1)𝛽

𝜂 + 𝑑
𝐼*

𝐿*
𝑅 =

𝑘𝜃𝑝1𝛽

(𝜌+ 𝑑)(𝜃 + 𝑑)
𝐼*

𝐿*
𝑑 =

𝑝1𝛽𝜃 [𝜌(1− 𝜉𝑘) + 𝑑(1− 𝑘)]

(𝜈 + 𝑑)(𝜌+ 𝑑)(𝜃 + 𝑑)
𝐼*

Будемо вважати, що на етапi сталого поширення бренду (маркетингової рiвно-
ваги) кiлькiсть лояльних клiєнтiв (𝐿𝑅), виявлених зацiкавлених (𝐼𝛼), невиявлених
зацiкавлених (𝐼𝑢) також втрачених потенцiйних клiєнтiв (𝐿𝑑) є бiльшою або дорiвнює
тiй, що була на будь-якому iншому етапi поширення.

Для всiх 𝐼𝛼, 𝐼𝑢, 𝐿𝑅, 𝐿𝑑 ∈ R+ виконується нерiвнiсть:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐼𝛼

𝐼𝑢

𝐿𝑅

𝐿𝑑

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
≤

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐼*𝛼

𝐼*𝑢

𝐿*
𝑅

𝐿*
𝑑

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Тобто система досягає своєї максимальної «конверсiйної активностi» у точцi рiвноваги
– брендовий вплив не зникне раптово, а поступово досягне стабiльного стану з певною
кiлькiстю лояльних, втрачених, зацiкавлених i конвертованих осiб.
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2.4 Базове репродукцiйне число

Знайдемо 𝑅0 – базове репродукцiйне число - це очiкувана кiлькiсть нових
експонованих або зацiкавлених споживачiв, яких "створює"один уже зацiкавлений
споживач (у стадiї 𝐸, 𝐼, 𝐼𝑢, 𝐼𝛼, 𝐿𝑅, 𝐿𝑑) , за умови, що всi iншi — сприйнятливi.

Для розрахунку базового репродукцiйного числа 𝑅0 використаємо метод Van
den Driessche and Watmough, який описано у [1]. Згiдно з цiм методом, визначимо
iнфекцiйнi класи, що можуть прямо або опосередковано передавати iнфекцiю. У
нашiй моделi наступнi класи 𝐸, 𝐼, 𝐼𝛼, 𝐼𝑢, 𝐿𝑅 та 𝐿𝑑 володiють iнформацiєю про бренд
або продукт бренду, але ще не виконали цiльову дiю.

Випишемо матрицю ℱ– матриця швидкостей появи нових зацiкавлених у
кожному класi:

ℱ(𝜒) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑆

𝑁
(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐼𝑢𝐼𝑢 + 𝛽𝐼𝛼𝐼𝛼 + 𝛽𝐿𝑑

𝐿𝑑 + 𝛽𝐿𝑅
𝐿𝑅)

0

0

0

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

та матрицю переходiв зацiкавлених мiж станами 𝒱, включаючи входи та виходи з
класу:

𝒱(𝜒) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(𝛼 + 𝑑)𝐸

−𝛼𝐸 + (𝛽 + 𝑑)𝐼

−𝑝1𝛽𝐼 + (𝜃 + 𝑑)𝐼𝛼

−(1− 𝑝1)𝛽𝐼 + (𝜂 + 𝑑)𝐼𝑢

−𝑘𝜃𝐼𝛼 + (𝜌+ 𝑑)𝐿𝑅

−(1− 𝑘)𝜃𝐼𝛼 + (1− 𝜉)𝜌𝐿𝑅 + (𝜈 + 𝑑)𝐿𝑑

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Таким чином, систему (2) можна переписати у виглядi:

𝜒̇ = ℱ(𝜒)− 𝒱(𝜒),
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де 𝜒 = (𝐸, 𝐼, 𝐼𝛼, 𝐼𝑢, 𝐿𝑅, 𝐿𝑑).

Обчислюємо матрицi Якобi для ℱ та 𝒱 у точцi рiвноваги DFE (Disease-Free
Equilibrium).

Матриця 𝐹 має вигляд:

𝐹 =
𝜕ℱ⟩

𝜕𝑥𝑗
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑆
𝑁
𝛽𝐸

𝑆
𝑁
𝛽𝐼

𝑆
𝑁
𝛽𝐼𝛼

𝑆
𝑁
𝛽𝐼𝑢

𝑆
𝑁
𝛽𝐿𝑅

𝑆
𝑁
𝛽𝐿𝑑

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Вiдповiдно, матриця 𝑉 має вигляд:

𝑉 =
𝜕𝒱⟩

𝜕𝑥𝑗
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼 + 𝑑 0 0 0 0 0

−𝛼 𝛽 + 𝑑 0 0 0 0

0 −𝑝1𝛽 𝜃 + 𝑑 0 0 0

0 −(1− 𝑝1)𝛽 0 𝜂 + 𝑑 0 0

0 −𝑘𝜃 0 0 𝜌+ 𝑑 0

0 −(1− 𝑘)𝜃 0 0 −(1− 𝜉)𝜌 𝜈 + 𝑑

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Знайдемо значення 𝐹 та 𝑉 в точцi рiвноваги без зацiкавлених, маємо Ψ1 =(︂

𝐴

𝑑
, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)︂
, то матриця 𝐹 (Ψ1) дорiвнює:

𝐹 (Ψ1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐴
𝑑𝑁
𝛽𝐸

𝐴
𝑑𝑁
𝛽𝐼

𝐴
𝑑𝑁
𝛽𝐼𝛼

𝐴
𝑑𝑁
𝛽𝐼𝑢

𝐴
𝑑𝑁
𝛽𝐿𝑅

𝐴
𝑑𝑁
𝛽𝐿𝑑

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Порахуємо обернену матрицю до матрицi 𝑉 , за допомогою онлайн-ресурсiв:

𝑉 −1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

𝛼 + 𝑑
0 0 0 0 0

𝛼

(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)

1

𝛽 + 𝑑
0 0 0 0

𝛼𝛽𝑝1
(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)(𝜃 + 𝑑)

𝑝1𝛽

(𝛽 + 𝑑)(𝜃 + 𝑑)

1

𝜃 + 𝑑
0 0 0

(1− 𝑝1)𝛼𝛽

(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)(𝜂 + 𝑑)

𝑝1𝛽

(𝛽 + 𝑑)(𝜌+ 𝑑)
0

1

𝜂 + 𝑑
0 0

𝑘𝛼𝜃

(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)(𝜌+ 𝑑)

𝑘𝜃

(𝛽 + 𝑑)(𝜃 + 𝑑)
0 0

1

𝜌+ 𝑑
0

𝛼𝑘𝜃(1− 𝜉)𝜌+ 𝛼𝜌(1− 𝑘)(𝜌+ 𝑑)

(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)(𝜌+ 𝑑)(𝜈 + 𝑑)

𝑘𝜃(1− 𝜉)𝜌+ (1− 𝑘)(𝜌+ 𝑑)𝜃

(𝛽 + 𝑑)(𝜌+ 𝑑)(𝜈 + 𝑑)
0 0

(1− 𝜉)𝜌

(𝜌+ 𝑑)(𝜈 + 𝑑)

1

𝜈 + 𝑑

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Помножимо кожен елемент 𝑖−тої строки матрицi 𝐹 на вiдповiдний 𝑗−тий
стовпець матрицi 𝑉 −1 Тодi, матриця наступного поколiння, буде мати наступний
вигляд:

𝐹𝑉 −1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑅1 𝑅2 𝑅3 𝑅4 𝑅5 𝑅6

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
де

𝑅1 =
𝐴

𝑑𝑁
·

(︃
𝛽𝐸 · 1

𝛼 + 𝑑
+ 𝛽𝐼 ·

𝛼

(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)
+ 𝛽𝐼𝛼 · 𝛼𝛽𝑝1

(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)(𝜃 + 𝑑)
+

+ 𝛽𝐼𝑢 ·
(1− 𝑝1)𝛼𝛽

(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)(𝜂 + 𝑑)
+ 𝛽𝐿𝑅

· 𝑘𝛼𝜃

(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)(𝜌+ 𝑑)
+

+ 𝛽𝐿𝑑
· 𝛼𝜃𝑘(1− 𝜉)𝜌+ 𝛼𝜌(1− 𝑘)(𝜌+ 𝑑)

(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)(𝜌+ 𝑑)(𝜈 + 𝑑)

)︃
=

=
𝐴

𝑑𝑁(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)
·

[︃
𝛽𝐸(𝛽 + 𝑑) + 𝛽𝐼𝛼 + 𝛽𝐼𝛼 · 𝛼𝛽𝑝1

𝜃 + 𝑑
+ 𝛽𝐼𝑢 ·

(1− 𝑝1)𝛼𝛽

𝜂 + 𝑑
+

+ 𝛽𝐿𝑅
· 𝑘𝛼𝜃
𝜌+ 𝑑

+ 𝛽𝐿𝑑
· 𝛼𝜌 (𝜃𝑘(1− 𝜉) + (1− 𝑘)(𝜌+ 𝑑))

(𝜌+ 𝑑)(𝜈 + 𝑑)

]︃
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𝑅2 =
𝐴

𝑑𝑁
·

[︃
𝛽𝐼 ·

1

𝛽 + 𝑑
+ 𝛽𝐼𝛼 · 𝑝1𝛽

(𝛽 + 𝑑)(𝜃 + 𝑑)
+ 𝛽𝐼𝑢 ·

(1− 𝑝1)𝛽

(𝛽 + 𝑑)(𝜂 + 𝑑)
+

+ 𝛽𝐿𝑅
· 𝑘𝜃

(𝛽 + 𝑑)(𝜌+ 𝑑)
+ 𝛽𝐿𝑑

· 𝑘𝜃(1− 𝜉)𝜌+ (1− 𝑘)(𝜌+ 𝑑)𝜃

(𝛽 + 𝑑)(𝜌+ 𝑑)(𝜈 + 𝑑)

]︃
=

=
𝐴

𝑑𝑁(𝛽 + 𝑑)
·

[︃
𝛽𝐼 + 𝛽𝐼𝛼 · 𝑝1𝛽

𝜃 + 𝑑
+ 𝛽𝐼𝑢 ·

(1− 𝑝1)𝛽

𝜂 + 𝑑
+

+ 𝛽𝐿𝑅
· 𝑘𝜃

𝜌+ 𝑑
+ 𝛽𝐿𝑑

· 𝜃 (𝜌(1− 𝑘𝜉) + (1− 𝑘)𝑑)

(𝜌+ 𝑑)(𝜈 + 𝑑)

]︃

𝑅3 =
𝐴

𝑑𝑁
· 𝛽𝐼𝛼 · 1

𝜃 + 𝑑

𝑅4 =
𝐴

𝑑𝑁
· 𝛽𝐼𝑢 ·

1

𝜂 + 𝑑

𝑅5 =
𝐴

𝑑𝑁
·
(︂
𝛽𝐿𝑅

· 1

𝜌+ 𝑑
+ 𝛽𝐿𝑑

· (1− 𝜉)𝜌

(𝜌+ 𝑑)(𝜈 + 𝑑)

)︂

𝑅6 =
𝐴

𝑑𝑁
· 𝛽𝐿𝑑

· 1

𝜈 + 𝑑

Базове репродукцiне число знаходиться як 𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉 −1), де 𝜌 – це спектраль-
ний радiус матрицi 𝐹𝑉 −1.

Спектральний радiус квадратної матрицi — це максимум абсолютних значень
її власних значень.

Знайдемо власнi значення матрицi 𝐹𝑉 −1:
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|𝐹𝑉 −1 − 𝜆𝐸| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑅1 − 𝜆 𝑅2 𝑅3 𝑅4 𝑅5 𝑅6

0 −𝜆 0 0 0 0

0 0 −𝜆 0 0 0

0 0 0 −𝜆 0 0

0 0 0 0 −𝜆 0

0 0 0 0 0 −𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

= (𝑅1 − 𝜆)(−𝜆)5

Звiдси, власнi значення дорiвнюють:

𝜆1 = 𝑅1, 𝜆2 = 𝜆3 = 𝜆4 = 𝜆5 = 𝜆6 = 0.

Тодi 𝑅0 = 𝑅1 отримаємо базове репродукцiйне число:

𝑅0 =
𝐴

𝑑𝑁(𝛼 + 𝑑)(𝛽 + 𝑑)
·

[︃
𝛽𝐸(𝛽 + 𝑑) + 𝛽𝐼𝛼 + 𝛽𝐼𝛼 · 𝛼𝛽𝑝1

𝜃 + 𝑑
+ 𝛽𝐼𝑢 ·

(1− 𝑝1)𝛼𝛽

𝜂 + 𝑑
+

+ 𝛽𝐿𝑅
· 𝑘𝛼𝜃
𝜌+ 𝑑

+ 𝛽𝐿𝑑
· 𝛼𝜌 (𝜃𝑘(1− 𝜉) + (1− 𝑘)(𝜌+ 𝑑))

(𝜌+ 𝑑)(𝜈 + 𝑑)

]︃
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РОЗДIЛ 3

АНАЛIЗ СТIЙКОСТI МОДЕЛI

У цьому роздiлi в пiдроздiлi 3.1 доводиться додатнiсть та обмеженiсть розв’язкiв
системи (1), а в пiдроздiлi 3.2 — глобальна стiйкiсть стану рiвноваги без iнформа-
цiйного впливу Ψ1, коли 𝑅0 < 1, та глобальна стiйкiсть iнформацiйно активного
(ендемiчного) стану рiвноваги Ψ2, коли 𝑅0 > 1

Враховуючи маркетингову iнтерпретацiю змiнних моделi (1), розглядаються
лише тi розв’язки, якi описують реальнi ситуацiї, тобто починаються з початкових
значень, що вiдповiдають позитивнiй кiлькостi споживачiв у кожному з маркетингових
станiв:

𝑆(0) > 0, 𝐸(0) ≥ 0, 𝐼(0) ≥ 0, 𝐼𝛼(0) ≥ 0, 𝐼𝑢(0) ≥ 0,

𝐿𝑅(0) ≥ 0, 𝐿𝑑(0) ≥ 0, 𝑅𝐼𝛼(0) ≥ 0, 𝑅𝐼𝑢(0) ≥ 0
(3.1)

Тобто, на початковий момент часу iснує принаймнi одна особа, яка ще не стика-
лася з брендом (сприйнятлива), а також можуть бути особи, що вже ознайомленi,
взаємодiють чи пройшли iншi стадiї поведiнки щодо бренду.

3.1 Додатнiсть та обмеженiсть розв’язкiв

У цьому пiдроздiлi показано, що розв’язки системи (1), якi вiдповiдають реа-
лiстичним початковим умовам, залишаються додатними та обмеженими впродовж
усього часу моделювання. Змiннi системи описують кiлькiсть осiб у певному станi
(сприйнятливi, експонованi, зацiкавленi тощо), тобто жодна категорiя користувачiв
не може мати вiд’ємне значення та обмеженими, тобто чисельнiсть у кожному станi
не зростає безмежно для всiх 𝑡 ≥ 0. Це означає, що модель поводиться адекватно з
точки зору маркетингової логiки: кiлькiсть потенцiйних та активних користувачiв
залишається в реалiстичних межах, вiдповiдно до обсягу ринку.

Лема 1. Нехай Ω ⊂ R×C𝑛 — вiдкрита множина, 𝑓𝑖 ∈ 𝐶(Ω,R), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Якщо
для кожного 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 виконується умова

𝑓𝑖
⃒⃒
𝑥𝑖(𝑡)=0, 𝑋𝑡∈C𝑛 ≥ 0,

де 𝑋𝑡 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 , тодi множина

C𝑛
+0 =

{︀
𝜙 = (𝜙1, . . . , 𝜙𝑛)

⃒⃒
𝜙 ∈ 𝐶([−𝜏, 0],R𝑛

+0)
}︀
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є iнварiантною множиною для системи диференцiальних рiвнянь

𝑑𝑥𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑓𝑖(𝑡,𝑋𝑡), 𝑡 ≥ 𝜎, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

де
R𝑛

+0 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛},

Розглянемо систему (1), що описує динамiку змiнних. Нехай

(𝑆,𝐸, 𝐼, 𝐼𝛼, 𝐼𝑢, 𝐿𝑅, 𝐿𝑑, 𝑅𝐼𝛼 , 𝑅𝐼𝑢) ∈ R9,

– розв’язок системи (1) з початковими умовами

𝑆(0) > 0, 𝐸(0) ≥ 0, 𝐼(0) ≥ 0, 𝐼𝛼(0) ≥ 0, 𝐼𝑢(0) ≥ 0,

𝐿𝑅(0) ≥ 0, 𝐿𝑑(0) ≥ 0, 𝑅𝐼𝛼(0) ≥ 0, 𝑅𝐼𝑢(0) ≥ 0.

Тодi для всiх 𝑡 ≥ 0

𝑆(𝑡) > 0, 𝐸(𝑡) > 0, 𝐼(𝑡) > 0, 𝐼𝛼(𝑡) > 0, 𝐼𝑢(𝑡) > 0,

𝐿𝑅(𝑡) > 0, 𝐿𝑑(𝑡) > 0, 𝑅𝐼𝛼(𝑡) > 0, 𝑅𝐼𝑢(𝑡) > 0.

Перевiряючи умови леми для кожної змiнної при її нульовому значеннi, спосте-
рiгаємо, що вiдповiднi похiднi не вiд’ємнi:

𝑑𝑆

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑆=0

= 𝐴 ≥ 0,
𝑑𝐸

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝐸=0

=
𝑆

𝑁

(︀
𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐼𝑢𝐼𝑢 + 𝛽𝐼𝛼𝐼𝛼 + 𝛽𝐿𝑅

𝐿𝑅 + 𝛽𝐿𝑑
𝐿𝑑

)︀
≥ 0,

𝑑𝐼

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝐼=0

= 𝛼𝐸 ≥ 0,
𝑑𝐼𝛼
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝐼𝛼=0

= 𝑝1𝛽𝐼 ≥ 0,
𝑑𝐼𝑢
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝐼𝑢=0

= (1− 𝑝1)𝛽𝐼 ≥ 0,

𝑑𝐿𝑅

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝐿𝑅=0

= 𝑘𝜃𝐼𝛼 ≥ 0,
𝑑𝐿𝑑

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝐿𝑑=0

= (1− 𝑘)𝜃𝐼𝛼 + (1− 𝜉)𝜌𝐿𝑅 ≥ 0,

𝑑𝑅𝐼𝛼

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑅𝐼𝛼=0

= 𝜉𝜌𝐿𝑅 + 𝜈𝐿𝑑 ≥ 0,
𝑑𝑅𝐼𝑢

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑅𝐼𝑢=0

= 𝜂𝐼𝑢 ≥ 0.

Таким чином, умови леми виконуються, що забезпечує iнварiантнiсть множини
невiд’ємних векторiв R9

+.

Будемо вважати, що множина 𝐷 ⊂ R𝑛 називається iнварiантною щодо системи
диференцiальних рiвнянь

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡,𝑋),

якщо для будь-якого початкового стану 𝑋(𝑡0) ∈ 𝐷 розв’язок 𝑋(𝑡) залишається в
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множинi 𝐷 для всiх 𝑡 ≥ 𝑡0. Iншими словами,

𝑋(𝑡0) ∈ 𝐷 =⇒ 𝑋(𝑡) ∈ 𝐷, ∀𝑡 ≥ 𝑡0.

Отже, якщо початковi умови системи невiд’ємнi, то розв’язок залишатиметься
невiд’ємним для всiх 𝑡 ≥ 0.

Покажемо глобальну обмеженiсть моделi, тобто що розв’язки залишаються
обмеженими, тобто що загальна кiлькiсть людей у всiх станах моделi не буде безмежно
зростати з часом, а залишатиметься обмеженою зверху певним значенням. Загальна
кiлькiсть осiб, якi беруть участь у процесi (вiд сприйнятливих до конвертованих):

𝑁(𝑡) = 𝑆(𝑡) + 𝐸(𝑡) + 𝐼(𝑡) + 𝐼𝛼(𝑡) + 𝐼𝑢(𝑡) + 𝐿𝑅(𝑡) + 𝐿𝑑(𝑡) +𝑅𝐼𝛼(𝑡) +𝑅𝐼𝑢(𝑡),

де 𝑁(𝑡) - це загальна кiлькiсть осiб в усiх станах. Додамо всi рiвняння системи (1) та
отримаємо:

𝑆̇+𝐸̇+𝐼+𝐼𝛼+𝐼𝑢+𝐿𝑅+𝐿𝑑+𝑅̇𝐼𝛼+𝑅̇𝐼𝑢 = 𝐴−𝑑(𝑆+𝐸+𝐼+𝐼𝛼+𝐼𝑢+𝐿𝑅+𝐿𝑑+𝑅𝐼𝛼+𝑅𝐼𝑢)

або
𝑁̇ = 𝐴− 𝑑𝑁,

𝑁̇ + 𝑑𝑁 = 𝐴.

Це лiнiйне диференцiальне рiвняння першого порядку, загальний розв’язок якого

𝑁(𝑡) =
𝐴

𝑑
+ 𝐶𝑒−𝑑𝑡.

Враховуючи початковi умови

𝑁(0) = 𝑁0 = 𝑆(0) + 𝐸(0) + 𝐼(0) + 𝐼𝛼(0) + 𝐼𝑢(0) + 𝐿𝑅(0) + 𝐿𝑑(0) +𝑅𝐼𝛼(0) +𝑅𝐼𝑢(0),

знаходимо

𝑁(𝑡) =
𝐴

𝑑
+

(︂
𝑁0 −

𝐴

𝑑

)︂
𝑒−𝑑𝑡.

При 𝑡→ +∞, 𝑒−𝑑𝑡 → +0, тодi маємо:

lim
𝑡→+∞

𝑁(𝑡) =
𝐴

𝑑

тобто 𝑁(𝑡) є обмеженим при 𝑡 → +∞: 𝑁(𝑡) ≤ 𝐴
𝑑
. Тодi всi розв’язки системи (1)
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входять у множину

Γ̃ =

{︂
(𝑆,𝐸, 𝐼, 𝐼𝑑, 𝐼𝑢, 𝐻𝑅, 𝐻𝑑, 𝑅𝐼𝑑 , 𝑅𝐼𝑢) ∈ R9 : 𝑊 ≤ 𝐴

𝑑

}︂
.

3.2 Глобальна стiйкiсть станiв рiвноваги

У цьому роздiлi дослiджується довготривала поведiнка динамiчної системи
залежно вiд значення базового репродуктивного числа 𝑅0. Основна увага придiляється
встановленню умов, за яких вiдповiднi рiвноважнi стани системи є глобально стiйкими.
Зокрема, розглядаються два основнi випадки: 𝑅0 < 1, коли можлива ерадикацiя
зацiкавлених, та 𝑅0 > 1, за якого iснує ендемiчна рiвновага.

3.2.1 При 𝑅0 < 1

Дослiдимо глобальну стiйкiсть стану рiвноваги Ψ1 без зацiкавлених для си-
стеми (2), коли 𝑅0 < 1. Наявнiсть асимптотично стiйкого стану рiвноваги свiдчить
про те, що навiть за умов просування iнтерес до бренду не зростає необмежено, а з
часом повертається до початкового, стабiльного рiвня. Покажемо, що рiвновага без
зацiкавлених Ψ1 системи (2) є глобально асимптотично стiйкою за умови 𝑅0 < 1.

Розглянемо класи, пов’язанi iз зацiкавленiстю: 𝐸, 𝐼, 𝐼𝛼, 𝐼𝑢, 𝐿𝑅, 𝐿𝑑. Лiнеаризо-
вана система в околi Ψ1 має вигляд:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐸̇ =

(︂
𝛽𝐸𝐴

𝑑𝑁
− (𝛼 + 𝑑)

)︂
𝐸 +

𝛽𝐼𝐴

𝑑𝑁
𝐼 +

𝛽𝐼𝛼𝐴

𝑑𝑁
𝐼𝛼 +

𝛽𝐼𝑢𝐴

𝑑𝑁
𝐼𝑢 +

𝛽𝐿𝑅
𝐴

𝑑𝑁
𝐿𝑅 +

𝛽𝐿𝑑
𝐴

𝑑𝑁
𝐿𝑑,

𝐼 = 𝛼𝐸 − (𝛽 + 𝑑)𝐼,

𝐼𝛼 = 𝑝1𝛽𝐼 − (𝜃 + 𝑑)𝐼𝛼,

𝐼𝑢 = (1− 𝑝1)𝛽𝐼 − (𝜂 + 𝑑)𝐼𝑢,

𝐿̇𝑅 = 𝑘𝜃𝐼𝛼 − (𝜌+ 𝑑)𝐿𝑅,

𝐿̇𝑑 = (1− 𝑘)𝜃𝐼𝛼 + (1− 𝜉)𝜌𝐿𝑅 − (𝜈 + 𝑑)𝐿𝑑.

(3.2)
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Матриця 𝑀1, що вiдповiдає лiнеаризованiй системi, має вигляд:

𝑀1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛽𝐸𝐴

𝑑𝑁
− (𝛼 + 𝑑)

𝛽𝐼𝐴

𝑑𝑁

𝛽𝐼𝛼𝐴

𝑑𝑁

𝛽𝐼𝑢𝐴

𝑑𝑁

𝛽𝐿𝑅
𝐴

𝑑𝑁

𝛽𝐿𝑑
𝐴

𝑑𝑁

𝛼 −(𝛽 + 𝑑) 0 0 0 0

0 𝑝1𝛽 −(𝜃 + 𝑑) 0 0 0

0 (1− 𝑝1)𝛽 0 −(𝜂 + 𝑑) 0 0

0 0 𝑘𝜃 0 −(𝜌+ 𝑑) 0

0 0 (1− 𝑘)𝜃 0 (1− 𝜉)𝜌 −(𝜈 + 𝑑)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
а саму лiнеаризовану систему можна переписати у виглядi:

𝑌̇ ≤𝑀1𝑌,

де 𝑌 = (𝐸, 𝐼, 𝐼𝛼, 𝐼𝑢, 𝐿𝑅, 𝐿𝑑)
𝑇 , а матриця 𝑀1 має вигляд:

𝑀1 = 𝐹1 + 𝑉1,

з

𝐹1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛽𝐸𝐴
𝑑𝑁

𝛽𝐼𝐴
𝑑𝑁

𝛽𝐼𝛼𝐴

𝑑𝑁

𝛽𝐼𝑢𝐴

𝑑𝑁

𝛽𝐿𝑅
𝐴

𝑑𝑁

𝛽𝐿𝑑
𝐴

𝑑𝑁

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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𝑉1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−(𝛼 + 𝑑) 0 0 0 0 0

𝛼 −(𝛽 + 𝑑) 0 0 0 0

0 𝑝1𝛽 −(𝜃 + 𝑑) 0 0 0

0 (1− 𝑝1)𝛽 0 −(𝜂 + 𝑑) 0 0

0 0 𝑘𝜃 0 −(𝜌+ 𝑑) 0

0 0 (1− 𝑘)𝜃 0 (1− 𝜉)𝜌 −(𝜈 + 𝑑)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Матриця 𝑉1 є невиродженою, i її обернена матриця 𝑉 −1

1 iснує. Оскiльки 𝐹1 ≥ 0

та 𝑉 −1
1 ≥ 0, то спектральний радiус матрицi −𝐹1𝑉

−1
1 визначає базове число вiдтво-

рення 𝑅0, тобто 𝑅0 = 𝜌(−𝐹1𝑉
−1
1 ). Отже, 𝑅0 = 𝜌(−𝐹1𝑉

−1
1 ) < 1, i згiдно з теоремою

Варги (див. [6]), матриця 𝑀1 є асимптотично стiйкою. Оскiльки всi власнi значення
матрицi 𝑀1 мають вiд’ємну дiйсну частину, то, за стандартною теоремою порiвняння,
при 𝑡→ +∞ маємо

𝐸 → 0, 𝐼 → 0, 𝐼𝑑 → 0, 𝐼𝑢 → 0, 𝐻𝑅 → 0, 𝐻𝑑 → 0

для лiнеарiзованої системи. Пiдставляючи 𝐸 = 0, 𝐼 = 0, 𝐼𝛼 = 0, 𝐼𝑢 = 0, 𝐿𝑅 = 0, 𝐿𝑑 = 0

у систему (2), отримуємо 𝑆 → 𝐴
𝑑

при 𝑡→ +∞.

Таким чином, (𝐸, 𝐼, 𝐼𝛼, 𝐼𝑢, 𝐿𝑅, 𝐿𝑑) →
(︀
𝐴
𝑑
, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)︀
при 𝑡 → +∞ для си-

стеми (2), коли 𝑅0 < 1. Отже, рiвновага без зацiкавлених Ψ1 є глобально асимптотично
стiйкою в додатнiй областi Γ̃, коли 𝑅0 < 1.

3.2.2 При 𝑅0 > 1

У цьому пiдроздiлi розглядається глобальна стiйкiсть ендемiчної рiвноваги 𝜓2

для системи (2), коли 𝑅0 > 1.

Нехай
𝜓2 = (𝑆*, 𝐸*, 𝐼*, 𝐼*𝛼, 𝐼

*
𝑢, 𝐿

*
𝑅, 𝐿

*
𝑑)

— ендемiчна рiвновага системи (2). Iз системи (2) отримаємо:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴 =
𝑆*

𝑁
(𝛽𝐸𝐸

* + 𝛽𝐼𝐼
* + 𝛽𝐼𝑢𝐼

*
𝑢 + 𝛽𝐼𝛼𝐼

*
𝛼 + 𝛽𝐿𝑑

𝐿*
𝑑 + 𝛽𝐿𝑅

𝐿*
𝑅) + 𝑑𝑆*,

𝑆*

𝑁
(𝛽𝐸𝐸

* + 𝛽𝐼𝐼
* + 𝛽𝐼𝑢𝐼

*
𝑢 + 𝛽𝐼𝛼𝐼

*
𝛼 + 𝛽𝐿𝑑

𝐿*
𝑑 + 𝛽𝐿𝑅

𝐿*
𝑅) = (𝛼 + 𝑑)𝐸*,

𝛼𝐸* = (𝛽 + 𝑑)𝐼*,

𝑝1𝛽𝐼
* = (𝜃 + 𝑑)𝐼*𝛼,

(1− 𝑝1)𝛽𝐼
* = (𝜂 + 𝑑)𝐼*𝑢,

𝑘𝜃𝐼*𝛼 = (𝜌+ 𝑑)𝐿*
𝑅,

(1− 𝑘)𝜃𝐼*𝛼 + (1− 𝜉)𝜌𝐿*
𝑅 = (𝜈 + 𝑑)𝐿*

𝑑.

(3.3)

Визначимо допомiжну функцiю

𝜔(𝑥) = 𝑥− 1− ln𝑥, 𝑥 ∈ R*
+, (3.4)

яка є невiд’ємною на R*
+.

Запишемо функцiю Ляпунова:

𝑉 = 𝑉𝑆 + 𝑉𝐸 + 𝑉𝐼 + 𝑉𝐼𝛼 + 𝑉𝐼𝑢 + 𝑉𝐿𝑅
+ 𝑉𝐿𝑑

,

де

𝑉𝑆 = 𝑆*𝜔

(︂
𝑆

𝑆*

)︂
, 𝑉𝐸 = 𝐸*𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂
, 𝑉𝐼 = 𝐼*𝜔

(︂
𝐼

𝐼*

)︂
,

𝑉𝐼𝛼 = 𝐼*𝛼𝜔

(︂
𝐼𝛼
𝐼*𝛼

)︂
, 𝑉𝐼𝑢 = 𝐼*𝑢𝜔

(︂
𝐼𝑢
𝐼*𝑢

)︂
, 𝑉𝐿𝑅

= 𝐿*
𝑅𝜔

(︂
𝐿𝑅

𝐿*
𝑅

)︂
,

𝑉𝐿𝑑
= 𝐿*

𝑑𝜔

(︂
𝐿𝑑

𝐿*
𝑑

)︂
.

Знайдемо похiдну 𝑉𝑆 за часом:

𝑉̇𝑆 =

(︂
1− 𝑆*

𝑆

)︂
𝑆̇.

Пiдставимо з системи (2):

𝑆̇ = 𝐴− 𝑆

𝑁
(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐼𝑢𝐼𝑢 + 𝛽𝐼𝛼𝐼𝛼 + 𝛽𝐿𝑑

𝐿𝑑 + 𝛽𝐿𝑅
𝐿𝑅)− 𝑑𝑆.
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Отже,

𝑉̇𝑆 =

(︂
1− 𝑆*

𝑆

)︂(︂
𝐴− 𝑆

𝑁
(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐼𝑢𝐼𝑢 + 𝛽𝐼𝛼𝐼𝛼 + 𝛽𝐿𝑑

𝐿𝑑 + 𝛽𝐿𝑅
𝐿𝑅)− 𝑑𝑆

)︂
.

Тодi похiдну функцiї Ляпунова 𝑉𝑆 можна записати у виглядi:

𝑉̇𝑆 = − 𝑑 · (𝑆 − 𝑆*)2

𝑆
+
𝛽𝐸𝑆

*𝐸*

𝑁

[︂(︂
1− 𝑆*

𝑆

)︂(︂
1− 𝑆𝐸

𝑆*𝐸*

)︂]︂
+
𝛽𝐼𝑆

*𝐼*

𝑁

[︂(︂
1− 𝑆*

𝑆

)︂(︂
1− 𝑆𝐼

𝑆*𝐼*

)︂]︂
+
𝛽𝐼𝑢𝑆

*𝐼*𝑢
𝑁

[︂(︂
1− 𝑆*

𝑆

)︂(︂
1− 𝑆𝐼𝑢

𝑆*𝐼*𝑢

)︂]︂
+
𝛽𝐼𝛼𝑆

*𝐼*𝛼
𝑁

[︂(︂
1− 𝑆*

𝑆

)︂(︂
1− 𝑆𝐼𝛼

𝑆*𝐼*𝛼

)︂]︂
+
𝛽𝐿𝑅

𝑆*𝐿*
𝑅

𝑁

[︂(︂
1− 𝑆*

𝑆

)︂(︂
1− 𝑆𝐿𝑅

𝑆*𝐿*
𝑅

)︂]︂
+
𝛽𝐿𝑑

𝑆*𝐿*
𝑑

𝑁

[︂(︂
1− 𝑆*

𝑆

)︂(︂
1− 𝑆𝐿𝑑

𝑆*𝐿*
𝑑

)︂]︂
= − 𝑑 · (𝑆 − 𝑆*)2

𝑆
+
𝛽𝐸𝑆

*𝐸*

𝑁

(︂
1− 𝑆𝐸

𝑆*𝐸* − 𝑆*

𝑆
+

𝐸

𝐸*

)︂
+
𝛽𝐼𝑆

*𝐼*

𝑁

(︂
1− 𝑆𝐼

𝑆*𝐼*
− 𝑆*

𝑆
+

𝐼

𝐼*

)︂
+
𝛽𝐼𝑢𝑆

*𝐼*𝑢
𝑁

(︂
1− 𝑆𝐼𝑢

𝑆*𝐼*𝑢
− 𝑆*

𝑆
+
𝐼𝑢
𝐼*𝑢

)︂
+
𝛽𝐼𝛼𝑆

*𝐼*𝛼
𝑁

(︂
1− 𝑆𝐼𝛼

𝑆*𝐼*𝛼
− 𝑆*

𝑆
+
𝐼𝛼
𝐼*𝛼

)︂
+
𝛽𝐿𝑅

𝑆*𝐿*
𝑅

𝑁

(︂
1− 𝑆𝐿𝑅

𝑆*𝐿*
𝑅

− 𝑆*

𝑆
+
𝐿𝑅

𝐿*
𝑅

)︂
+
𝛽𝐿𝑑

𝑆*𝐿*
𝑑

𝑁

(︂
1− 𝑆𝐿𝑑

𝑆*𝐿*
𝑑

− 𝑆*

𝑆
+
𝐿𝑑

𝐿*
𝑑

)︂
.

(3.5)

𝑉̇𝑆 = −𝑑 · (𝑆 − 𝑆*)2

𝑆
+
𝛽𝐸𝑆

*𝐸*

𝑁

(︂
− 𝑆𝐸

𝑆*𝐸* + 1 + ln
𝑆𝐸

𝑆*𝐸* − 𝑆*

𝑆
+ 1 + ln

𝑆*

𝑆
+

𝐸

𝐸* − 1− ln
𝐸

𝐸*

)︂
+
𝛽𝐼𝑆

*𝐼*

𝑁

(︂
− 𝑆𝐼

𝑆*𝐼*
+ 1 + ln

𝑆𝐼

𝑆*𝐼*
− 𝑆*

𝑆
+ 1 + ln

𝑆*

𝑆
+

𝐼

𝐼*
− 1− ln

𝐼

𝐼*

)︂
+
𝛽𝐼𝑢𝑆

*𝐼*𝑢
𝑁

(︂
− 𝑆𝐼𝑢
𝑆*𝐼*𝑢

+ 1 + ln
𝑆𝐼𝑢
𝑆*𝐼*𝑢

− 𝑆*

𝑆
+ 1 + ln

𝑆*

𝑆
+
𝐼𝑢
𝐼*𝑢

− 1− ln
𝐼𝑢
𝐼*𝑢

)︂
+
𝛽𝐼𝛼𝑆

*𝐼*𝛼
𝑁

(︂
− 𝑆𝐼𝛼
𝑆*𝐼*𝛼

+ 1 + ln
𝑆𝐼𝛼
𝑆*𝐼*𝛼

− 𝑆*

𝑆
+ 1 + ln

𝑆*

𝑆
+
𝐼𝛼
𝐼*𝛼

− 1− ln
𝐼𝛼
𝐼*𝛼

)︂
+
𝛽𝐿𝑅

𝑆*𝐿*
𝑅

𝑁

(︂
− 𝑆𝐿𝑅

𝑆*𝐿*
𝑅

+ 1 + ln
𝑆𝐿𝑅

𝑆*𝐿*
𝑅

− 𝑆*

𝑆
+ 1 + ln

𝑆*

𝑆
+
𝐿𝑅

𝐿*
𝑅

− 1− ln
𝐿𝑅

𝐿*
𝑅

)︂
+
𝛽𝐿𝑑

𝑆*𝐿*
𝑑

𝑁

(︂
− 𝑆𝐿𝑑

𝑆*𝐿*
𝑑

+ 1 + ln
𝑆𝐿𝑑

𝑆*𝐿*
𝑑

− 𝑆*

𝑆
+ 1 + ln

𝑆*

𝑆
+
𝐿𝑑

𝐿*
𝑑

− 1− ln
𝐿𝑑

𝐿*
𝑑

)︂
(3.6)
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𝑉̇𝑆 = − 𝑑 · (𝑆 − 𝑆*)2

𝑆

+
𝛽𝐸𝑆

*𝐸*

𝑁

[︂
−𝜔

(︂
𝑆𝐸

𝑆*𝐸*

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆*

𝑆

)︂
+ 𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂]︂
+
𝛽𝐼𝑆

*𝐼*

𝑁

[︂
−𝜔

(︂
𝑆𝐼

𝑆*𝐼*

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆*

𝑆

)︂
+ 𝜔

(︂
𝐼

𝐼*

)︂]︂
+
𝛽𝐼𝑢𝑆

*𝐼*𝑢
𝑁

[︂
−𝜔

(︂
𝑆𝐼𝑢
𝑆*𝐼*𝑢

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆*

𝑆

)︂
+ 𝜔

(︂
𝐼𝑢
𝐼*𝑢

)︂]︂
+
𝛽𝐼𝛼𝑆

*𝐼*𝛼
𝑁

[︂
−𝜔

(︂
𝑆𝐼𝛼
𝑆*𝐼*𝛼

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆*

𝑆

)︂
+ 𝜔

(︂
𝐼𝛼
𝐼*𝛼

)︂]︂
+
𝛽𝐿𝑅

𝑆*𝐿*
𝑅

𝑁

[︂
−𝜔

(︂
𝑆𝐿𝑅

𝑆*𝐿*
𝑅

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆*

𝑆

)︂
+ 𝜔

(︂
𝐿𝑅

𝐿*
𝑅

)︂]︂
+
𝛽𝐿𝑑

𝑆*𝐿*
𝑑

𝑁

[︂
−𝜔

(︂
𝑆𝐿𝑑

𝑆*𝐿*
𝑑

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆*

𝑆

)︂
+ 𝜔

(︂
𝐿𝑑

𝐿*
𝑑

)︂]︂
.

(3.7)

Обчислимо 𝑉̇𝐸:

𝑉̇𝐸 =

(︂
1− 𝐸*

𝐸

)︂
𝐸̇ =

(︂
1− 𝐸*

𝐸

)︂[︂
𝑆

𝑁
(𝛽𝐸𝐸 + 𝛽𝐼𝐼 + 𝛽𝐼𝑢𝐼𝑢 + 𝛽𝐼𝛼𝐼𝛼 + 𝛽𝐿𝑑

𝐿𝑑 + 𝛽𝐿𝑅
𝐿𝑅)− (𝛼 + 𝑑)𝐸

]︂
.

𝑉̇𝐸 =
𝛽𝐸𝑆

*𝐸*

𝑁

[︂
𝜔

(︂
𝑆𝐸

𝑆*𝐸*

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆

𝑆*

)︂
− 𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂]︂
+
𝛽𝐼𝑆

*𝐼*

𝑁

[︂
𝜔

(︂
𝑆𝐼

𝑆*𝐼*

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆

𝑆*

)︂
− 𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂]︂
+
𝛽𝐼𝑢𝑆

*𝐼*𝑢
𝑁

[︂
𝜔

(︂
𝑆𝐼𝑢
𝑆*𝐼*𝑢

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆

𝑆*

)︂
− 𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂]︂
+
𝛽𝐼𝛼𝑆

*𝐼*𝛼
𝑁

[︂
𝜔

(︂
𝑆𝐼𝛼
𝑆*𝐼*𝛼

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆

𝑆*

)︂
− 𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂]︂
+
𝛽𝐿𝑅

𝑆*𝐿*
𝑅

𝑁

[︂
𝜔

(︂
𝑆𝐿𝑅

𝑆*𝐿*
𝑅

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆

𝑆*

)︂
− 𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂]︂
+
𝛽𝐿𝑑

𝑆*𝐿*
𝑑

𝑁

[︂
𝜔

(︂
𝑆𝐿𝑑

𝑆*𝐿*
𝑑

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆

𝑆*

)︂
− 𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂]︂
.

(3.8)

Обчислимо похiдну 𝑉𝑆 + 𝑉𝐸
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Додаючи рiвняння (10) та (11), отримуємо:

𝑉̇𝑆 + 𝑉̇𝐸 =− 𝑑
(𝑆 − 𝑆*)2

𝑆
+

(︂
𝛽𝐸𝑆

*𝐸*

𝑁
− 𝜔

(︂
𝑆*

𝑆

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆

𝑆*

)︂)︂
+

(︂
𝛽𝐼𝑆

*𝐼*

𝑁
− 𝜔

(︂
𝑆𝐼𝐸*

𝑆*𝐼*𝐸

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆*

𝑆

)︂
+ 𝜔

(︂
𝐼

𝐼*

)︂
− 𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂)︂
+

(︂
𝛽𝐼𝑢𝑆

*𝐼*𝑢
𝑁

− 𝜔

(︂
𝑆𝐼𝑢𝐸

*

𝑆*𝐼*𝑢𝐸

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆*

𝑆

)︂
+ 𝜔

(︂
𝐼𝑢
𝐼*𝑢

)︂
− 𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂)︂
+

(︂
𝛽𝐼𝛼𝑆

*𝐼*𝛼
𝑁

− 𝜔

(︂
𝑆𝐼𝛼𝐸

*

𝑆*𝐼*𝛼𝐸

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆*

𝑆

)︂
+ 𝜔

(︂
𝐼𝛼
𝐼*𝛼

)︂
− 𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂)︂
+

(︂
𝛽𝐿𝑅

𝑆*𝐿*
𝑅

𝑁
− 𝜔

(︂
𝑆𝐿𝑅𝐸

*

𝑆*𝐿*
𝑅𝐸

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆*

𝑆

)︂
+ 𝜔

(︂
𝐿𝑅

𝐿*
𝑅

)︂
− 𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂)︂
+

(︂
𝛽𝐿𝑑

𝑆*𝐿*
𝑑

𝑁
− 𝜔

(︂
𝑆𝐿𝑑𝐸

*

𝑆*𝐿*
𝑑𝐸

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆*

𝑆

)︂
+ 𝜔

(︂
𝐿𝑑

𝐿*
𝑑

)︂
− 𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂)︂
.

(3.9)

Обчислимо 𝑉𝐼 , ˙𝑉𝐼𝛼 , ˙𝑉𝐼𝑢 , ˙𝑉𝐿𝑅
та ˙𝑉𝐿𝑑

:

𝑉̇𝐼 =

(︂
1− 𝐼*

𝐼

)︂
𝐼 = 𝛼𝐸*

[︂
𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂
− 𝜔

(︂
𝐼

𝐼*

)︂
− 𝜔

(︂
𝐸𝐼*

𝐸*𝐼

)︂]︂
. (3.10)

𝑉̇𝐼𝛼 =

(︂
1− 𝐼*𝛼

𝐼𝛼

)︂
𝐼𝛼 = 𝑝1𝛽𝐼

*
(︂
1− 𝐼*𝛼

𝐼𝛼

)︂(︂
𝐼

𝐼*
− 𝐼𝛼
𝐼*𝛼

)︂
= 𝑝1𝛽𝐼

*
[︂
𝜔

(︂
𝐼

𝐼*

)︂
− 𝜔

(︂
𝐼𝛼
𝐼*𝛼

)︂
− 𝜔

(︂
𝐼𝐼*𝛼
𝐼*𝐼𝛼

)︂]︂
.

(3.11)

𝑉̇𝐼𝑢 =

(︂
1− 𝐼*𝑢

𝐼𝑢

)︂
𝐼𝑢 = (1− 𝑝1)𝛽𝐼

*
[︂
𝜔

(︂
𝐼

𝐼*

)︂
− 𝜔

(︂
𝐼𝑢
𝐼*𝑢

)︂
− 𝜔

(︂
𝐼𝐼*𝑢
𝐼*𝐼𝑢

)︂]︂
. (3.12)

𝑉̇𝐿𝑅
=

(︂
1− 𝐿*

𝑅

𝐿𝑅

)︂
𝐿̇𝑅 =

(︂
1− 𝐿*

𝑅

𝐿𝑅

)︂
(𝑘𝜃𝐼𝛼 − (𝜌+ 𝑑)𝐿𝑅) = 𝑘𝜃𝐼*𝛼

(︂
1− 𝐿*

𝑅

𝐿𝑅

)︂(︂
𝐼𝛼
𝐼*𝛼

− 𝐿𝑅

𝐿*
𝑅

)︂
= 𝑘𝜃𝐼*𝛼

[︂
𝜔

(︂
𝐼𝛼
𝐼*𝛼

)︂
− 𝜔

(︂
𝐿𝑅

𝐿*
𝑅

)︂
− 𝜔

(︂
𝐼𝛼𝐿

*
𝑅

𝐼*𝛼𝐿𝑅

)︂]︂
.

(3.13)

𝑉̇𝐿𝑑
= (1− 𝑘)𝜃𝐼*𝛼

(︂
1− 𝐿*

𝑑

𝐿𝑑

)︂(︂
𝐼𝛼
𝐼*𝛼

− 𝐿𝑑

𝐿*
𝑑

)︂
+ (1− 𝜉)𝜌𝐿*

𝑅

(︂
1− 𝐿*

𝑑

𝐿𝑑

)︂(︂
𝐿𝑅

𝐿*
𝑅

− 𝐿𝑑

𝐿*
𝑑

)︂
= (1− 𝑘)𝜃𝐼*𝛼

[︂
𝜔

(︂
𝐼𝛼
𝐼*𝛼

)︂
− 𝜔

(︂
𝐿𝑑

𝐿*
𝑑

)︂
− 𝜔

(︂
𝐼𝛼𝐿

*
𝑑

𝐼*𝛼𝐿𝑑

)︂]︂
+ (1− 𝜉)𝜌𝐿*

𝑅

[︂
𝜔

(︂
𝐿𝑅

𝐿*
𝑅

)︂
− 𝜔

(︂
𝐿𝑑

𝐿*
𝑑

)︂
− 𝜔

(︂
𝐿𝑅𝐿

*
𝑑

𝐿*
𝑅𝐿𝑑

)︂]︂
.

(3.14)
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Нехай

𝜅1 = max

{︂
𝛽𝐸𝑆

*𝐸*

𝑁
,
𝛽𝐸𝑆

*𝐼*

𝑁
,
𝛽𝐸𝑆

*𝐼*𝑢
𝑁

,
𝛽𝐸𝑆

*𝐼*𝛼
𝑁

,
𝛽𝐸𝑆

*𝐿*
𝑅

𝑁
,
𝛽𝐸𝑆

*𝐿*
𝑑

𝑁

}︂
, (3.15)

𝜅2 = max {𝛼𝐸*, 𝑝1𝛽𝐼
*, (1− 𝑝1)𝛽𝐼

*, 𝑘𝜃𝐼*𝛼, (1− 𝑘)𝜃𝐼*𝛼, (1− 𝜉)𝜌𝐿*
𝑅} , (3.16)

𝜅 = max{𝜅1, 𝜅2}. (3.17)

Тодi, з рiвностей (12)-(17), одержимо:

𝑉̇ ≤ −𝑑(𝑆 − 𝑆*)

𝑆
+ 𝜅

[︃
− 𝜔

(︂
𝑆

𝑆*

)︂
− 6𝜔

(︂
𝑆*

𝑆

)︂
− 4𝜔

(︂
𝐸

𝐸*

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆𝐼𝐸*

𝑆*𝐼*𝐸

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆𝐼𝑢𝐸

*

𝑆*𝐼*𝑢𝐸

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆𝐼𝛼𝐸

*

𝑆*𝐼*𝛼𝐸

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆𝐿𝑅𝐸

*

𝑆*𝐿*
𝑅𝐸

)︂
− 𝜔

(︂
𝑆𝐿𝑑𝐸

*

𝑆*𝐿*
𝑑𝐸

)︂
− 𝜔

(︂
𝐸𝐼*

𝐸*𝐼

)︂
+ 2𝜔

(︂
𝐼

𝐼*

)︂
− 𝜔

(︂
𝐼𝐼*𝛼
𝐼*𝐼𝛼

)︂
− 𝜔

(︂
𝐼𝐼*𝑢
𝐼*𝐼𝑢

)︂
+ 2𝜔

(︂
𝐼𝛼
𝐼*𝛼

)︂
− 𝜔

(︂
𝐿𝑅𝐼

*
𝛼

𝐿*
𝑅𝐼𝛼

)︂
− 𝜔

(︂
𝐿𝑑

𝐿*
𝑑

)︂
− 𝜔

(︂
𝐼𝛼𝐿

*
𝑑

𝐼*𝛼𝐿𝑑

)︂
+ 𝜔

(︂
𝐿𝑅

𝐿*
𝑅

)︂
− 𝜔

(︂
𝐿𝑅𝐿

*
𝑑

𝐿*
𝑅𝐿𝑑

)︂]︃
.

(3.18)

З припущення (H) випливає, що

𝑉̇ ≤ 0. (3.19)

Крiм того, 𝑉 > 0 для всiх 𝑆,𝐸, 𝐼, 𝐼𝛼, 𝐼𝑢, 𝐿𝑅, 𝐿𝑑 ∈ R+, а також 𝑉̇ = 0 тодi й лише
тодi, коли

𝑆 = 𝑆*, 𝐸 = 𝐸*, 𝐼 = 𝐼*, 𝐼𝛼 = 𝐼*𝛼, 𝐼𝑢 = 𝐼*𝑢, 𝐿𝑅 = 𝐿*
𝑅, 𝐿𝑑 = 𝐿*

𝑑. (3.20)

Отже, згiдно з теоремою про асимптотичну стiйкiсть, ендемiчна рiвновага 𝜓2

системи (2) є глобально асимптотично стiйкою.



29

РОЗДIЛ 4

ПРАКТИЧНА ЧАСТИНА

У цьому роздiлi наша мета — обговорити чисельно динамiку рiзних компар-
тментiв системи (1).

Також розглянемо наступнi випадки: динамiку рiзних класiв, коли базове
репродукцiйне число 𝑅0 менше 1, а також представимо динамiку рiзних класiв, коли
базове репродукцiйне число 𝑅0 бiльше 1.

4.1 Результати

Нехай є така таблиця значень параметрiв:

𝛽𝐸 𝛽𝐼 𝛽𝐼𝑢 𝛽𝐼𝛼 𝛽𝐿𝑅
𝛽𝐿𝑑

𝛼 𝛽

0.092 0.142 0.0135 0.036 0.072 0.00022 0.056 0.065

𝑝1 𝜃 𝑘 𝜌 𝜉 𝜈 𝜂 𝐴 𝑑

0.172 0.075 0.092 0.046 0.208 0.027 0.014 50000 0.035

Використаємо для чисельного розрахунку моделi метод Рунге–Кутта четверто-
го порядку (див. Додаток А).

Отримаємо такi результати:

На першому графiку представлено динамiку трьох основних класiв: сприйнятли-
вих (𝑆), експонованих (𝐸) та зацiкавлених (𝐼). Кiлькiсть сприйнятливих зменшується
до приблизно 713 000 осiб, що свiдчить про охоплення майже третини популяцiї.
Кiлькiсть експонованих (𝐸) зростає на початку i стабiлiзується на рiвнi близько
275 000. Чисельнiсть зацiкавлених (𝐼) досягає максимуму й зменшується до 154 000,
демонструючи короткотривалу активнiсть аудиторiї.

Другий графiк деталiзує структуру класу 𝐼: кiлькiсть виявлених осiб (𝐼𝑎) не
перевищує 15 000, тодi як невиявленi (𝐼𝑢) становлять понад 160 000. Це вказує на
домiнування непрямих каналiв впливу (соцiальнi мережi, рекомендацiї). Лояльна
аудиторiя (𝐿𝑅) залишається незначною — близько 1 300 осiб, що свiдчить про слабку
конверсiю зацiкавлення у стiйку прихильнiсть до бренду.

Третiй графiк вiдображає сукупнi результати. Кiлькiсть втрат (𝐿𝑑) становить
18 000, вплив через 𝐼𝑢 (𝑅𝐼𝑢) — 67 000, а через 𝐼𝑎 (𝑅𝐼𝑎) — лише 14 000. Це пiдтвер-
джує ключову роль невиявлених носiїв у поширеннi iнформацiї, що характерно для
цифрового середовища.



30

Модель демонструє ефективне охоплення аудиторiї при низькому рiвнi лояльно-
стi. Основний вплив формують непрямi контакти, тому доцiльно розвивати механiзми
повторного залучення та пiдвищення конверсiї.

Ключовим iндикатором iнтенсивностi поширення є базове репродукцiйне число
𝑅0. Його значення перевищує одиницю (𝑅0 > 1), що вiдповiдає умовам формування
масштабного iнформацiйного спалаху. Це пояснює стрiмке зростання експонованих i
тимчасово зацiкавлених осiб на раннiх етапах еволюцiї системи.

Змiнемо параметри на наступнi:

𝛽𝐸 𝛽𝐼 𝛽𝐼𝑢 𝛽𝐼𝛼 𝛽𝐿𝑅
𝛽𝐿𝑑

𝛼 𝛽

0.03 0.04 0.005 0.01 0.02 0.0001 0.03 0.04

𝑝1 𝜃 𝑘 𝜌 𝜉 𝜈 𝜂 𝐴 𝑑

0.1 0.05 0.06 0.03 0.1 0.02 0.008 50000 0.05

На цiй iлюстрацiї показано, що при 𝑅0 = 0,56 < 1 система швидко сходиться
до тривiального стацiонарного стану: всi групи, крiм сприйнятливих (𝑆), зникають.
Зацiкавлення не набуває масового характеру — навiть у пiковi моменти кiлькiсть
зацiкавлених, виявлених чи лояльних осiб не перевищує кiлькох одиниць. Вiдповiдно,
втрати, конверсiя i лояльнiсть майже не реалiзуються.

Динамiка пiдтверджує класичний результат: при 𝑅0 < 1 iнформацiйна кампанiя
згасає, не набравши критичної маси поширення. Це є iндикатором неефективностi
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впливу за таких параметрiв — необхiдно або посилити iнтенсивнiсть контактiв, або
зменшити часову затримку мiж ними.

Оберемо наступнi параметри:

𝛽𝐸 𝛽𝐼 𝛽𝐼𝑢 𝛽𝐼𝛼 𝛽𝐿𝑅
𝛽𝐿𝑑

𝛼 𝛽

0.0423 0.0625 0.03 0.018 0.032 0.0001 0.056 0.065

𝑝1 𝜃 𝑘 𝜌 𝜉 𝜈 𝜂 𝐴 𝑑

0.15 0.05 0.06 0.03 0.15 0.02 0.01 50000 0.035

На графiку основних груп видно поступове зростання кiлькостi експонованих
(𝐸) i зацiкавлених (𝐼). Найiнтенсивнiше зростає чисельнiсть невиявлених зацiкавлених
(𝐼𝑢), що свiдчить про переважання латентного поширення iнформацiї. Виявленi особи
(𝐼𝑎) зростають повiльнiше.

У результатах видно зростання конверсiй (𝑅𝐼𝑎 , 𝑅𝐼𝑢), але, як i в попередньому
випадку з меншим 𝑅0, лояльнiсть (𝐿𝑅) залишається низькою. Бiльшiсть охоплених осiб
залишаються у групi 𝐼𝑢 або втрачаються (𝐿𝑑), не переходячи до лояльної поведiнки.

Кампанiя є успiшною в сенсi охоплення, однак її довгостроковий ефект обме-
жений. Без посилення виявлення чи зростання привабливостi бренду процес майже
зупиниться.

Це приклад прикордонного поширення: не згасаючого, але й не експоненцiйного.
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ВИСНОВКИ

Базуючись на проведених аналiтичних дослiдженнях та чисельному моделю-
ваннi, можна зробити такi висновки щодо поведiнки моделi SEILR та її застосування
в аналiзi динамiки поширення брендової iнформацiї:

1) Адекватнiсть моделi. Запропонована модель є коректною з математичної
точки зору: доведено додатнiсть та обмеженiсть розв’язкiв у межах областi
допустимих значень, що гарантує реалiстичнiсть iнтерпретацiї змiнних.

2) Стацiонарнi стани. Визначено два рiвноважнi стани системи: тривiальний (без
поширення iнформацiї) та ендемiчний (за наявностi сталої частки залучених
до бренду осiб). Отриманi умови iснування кожного з них у залежностi вiд
значення базового репродуктивного числа 𝑅0.

3) Глобальна стiйкiсть. Доведено, що для 𝑅0 ≤ 1 система асимптотично сходи-
ться до нульового рiвноважного стану, тобто iнформацiя про бренд не поши-
рюється. Натомiсть при 𝑅0 > 1 система прямує до ендемiчного стану — бренд
набуває сталого iнформацiйного резонансу в аудиторiї.

4) Iнтерпретацiя параметрiв. Отримана оцiнка 𝑅0 дає змогу кiлькiсно характе-
ризувати ефективнiсть iнформацiйної кампанiї. Чим вищим є 𝑅0, тим активнiше
поширюється бренд серед потенцiйної аудиторiї.

5) Практичне значення. Модель SEILR може бути ефективно використана для
прогнозування результатiв рекламних кампанiй, оцiнки лояльностi до бренду, а
також для стратегiчного планування маркетингової активностi.

6) Перспективи дослiджень. Подальшi дослiдження можуть бути спрямованi
на:

• розширення моделi з урахуванням впливу зовнiшнiх медiа-факторiв, кон-
курентiв або соцiальних мереж;

• включення часових затримок у поширеннi iнформацiї або повторного залу-
чення;

• побудову оптимiзацiйних сценарiїв для управлiння брендовою динамiкою;
• дослiдження просторово-структурованих варiантiв моделi (наприклад, з

урахуванням регiонального впливу або кластерної взаємодiї).

Таким чином, математичне моделювання за допомогою SEILR-моделi надає
потужний iнструмент для аналiзу динамiки брендової iнформацiї, дозволяючи форма-
лiзовано оцiнити вплив окремих параметрiв кампанiї на її довгостроковий результат.
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Додаток А

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import solve_ivp

import pandas as pd

def seilr_model(t, y, params):

S, E, I, Ia, Iu, LR, Ld, RIa, RIu = y

A, d, beta_E, beta_I, beta_Ia, beta_Iu, beta_LR, beta_Ld, alpha,

beta, p1, theta, k, rho, xi, nu, eta = params

N = S + E + I + Ia + Iu + LR + Ld + RIa + RIu

f = (beta_E * E + beta_I * I + beta_Ia * Ia + beta_Iu *

Iu + beta_LR * LR + beta_Ld * Ld) * S / N

dSdt = A - f - d * S

dEdt = f - (alpha + d) * E

dIdt = alpha * E - (beta + d) * I

dIadt = p1 * beta * I - (theta + d) * Ia

dIudt = (1 - p1) * beta * I - (eta + d) * Iu

dLRdt = k * theta * Ia - (rho + d) * LR

dLddt = (1 - k) * theta * Ia + (1 - xi) * rho * LR - (nu + d) * Ld

dRIadt = xi * rho * LR + nu * Ld - d * RIa

dRIudt = eta * Iu - d * RIu

return [dSdt, dEdt, dIdt, dIadt, dIudt, dLRdt, dLddt, dRIadt, dRIudt]

def calculate_R0(params):

A, d, beta_E, beta_I, beta_Ia, beta_Iu, beta_LR, beta_Ld, alpha,

beta, p1, theta, k, rho, xi, nu, eta = params

component_E = beta_E / (alpha + d)

component_I = beta_I * alpha / ((alpha + d) * (beta + d))

component_Ia = beta_Ia * alpha * beta * p1 /

((alpha + d) * (beta + d) * (theta + d))

component_Iu = beta_Iu * alpha * beta * (1 - p1) /

((alpha + d) * (beta + d) * (eta + d))

component_LR = beta_LR * alpha * beta * p1 * k * theta /

((alpha + d) * (beta + d) * (theta + d) * (rho + d))

component_Ld_numerator = alpha * beta * p1 * theta *

(k * (1 - xi) * rho + (1 - k) * (rho + d))
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component_Ld_denominator = (alpha + d) * (beta + d) *

(theta + d) * (rho + d) * (nu + d)

component_Ld = beta_Ld * component_Ld_numerator / component_Ld_denominator

return component_E + component_I + component_Ia +

component_Iu + component_LR + component_Ld

def find_equilibrium(params): """Аналiтичний розрахунок стацiонарного стану"""

A, d = params[0], params[1]

S_eq = A / d # Стацiонар для S (iншi = 0 у випадку R 1)

return [S_eq, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]

# Параметри моделi

# A, d, beta_E, beta_Iб beta_Ia, beta_Iu,

beta_LR, beta_Ld, alpha, beta, p1, theta, k, rho, xi, nu, eta

params = [

50000,

0.035, 0.092,0.142, 0.036,0.0135,0.072,0.00022,

0.056, 0.065,0.172, 0.075,0.092,0.046,0.208, 0.027,0.014]

# Початковi умови

y0 = [100, 10, 5, 7, 3, 1, 5, 7, 0]

# Розв'язання системи

solution = solve_ivp(

lambda t, y: seilr_model(t, y, params), (0, 1000), y0,

t_eval=np.linspace(0, 1000, 1000), method='RK45', rtol=1e-6, atol=1e-8)

# Аналiз результатiв

R0 = calculate_R0(params)

equilibrium = find_equilibrium(params)

sensitivity_df = sensitivity_analysis(params)

total_population = np.sum(solution.y, axis=0)

# Вiзуалiзацiя

plt.figure(figsize=(15, 12))

# 1. Основнi групи

plt.subplot(2, 2, 1)

plt.plot(solution.t, solution.y[0], label='S - Сприйнятливi')

plt.plot(solution.t, solution.y[1], label='E - Експонованi')
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plt.plot(solution.t, solution.y[2], label='I - Зацiкавленi')

plt.title('Динамiка основних груп')

plt.xlabel('Час (днi)')

plt.ylabel('Кiлькiсть осiб')

plt.legend()

plt.grid()

# 2. Активнi групи

plt.subplot(2, 2, 2)

plt.plot(solution.t, solution.y[3], label='Ia - Виявленi')

plt.plot(solution.t, solution.y[4], label='Iu - Невиявленi')

plt.plot(solution.t, solution.y[5], label='LR - Лояльнi')

plt.title('Динамiка активних груп')

plt.xlabel('Час (днi)')

plt.ylabel('Кiлькiсть осiб')

plt.legend()

plt.grid()

# 3. Результативнi групи

plt.subplot(2, 2, 3)

plt.plot(solution.t, solution.y[6], label='Ld - Втраченi')

plt.plot(solution.t, solution.y[7], label='RIa - Конвертованi (з Ia)')

plt.plot(solution.t, solution.y[8], label='RIu - Конвертованi (з Iu)')

plt.title('Динамiка результативних груп')

plt.xlabel('Час (днi)')

plt.ylabel('Кiлькiсть осiб')

plt.legend()

plt.grid()

# 4. Загальна популяцiя

plt.subplot(2, 2, 4)

plt.plot(solution.t, total_population, label='Фактична популяцiя')

plt.axhline(y=equilibrium[0], color='r', linestyle='--',

label=f'Теоретичний стацiонар (A/d = {equilibrium[0]:.1f})')

plt.title(f'Динамiка популяцiї (R = {R0:.2f})')

plt.xlabel('Час (днi)')

plt.ylabel('Загальна кiлькiсть')

plt.legend()

plt.grid()

plt.tight_layout()

plt.show()

# Вивiд результатiв
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print(f"Базове репродуктивне число R = {R0:.4f}")

if R0 > 1:

print("Статус: система нестабiльна - iнформацiя поширюватиметься (R > 1)")

else:

print("Статус: система стабiльна - iнформацiя згасне (R 1)")

print("\nСтацiонарнi значення:")

eq_labels = ['S', 'E', 'I', 'Ia', 'Iu', 'LR', 'Ld', 'RIa', 'RIu']

for label, value in zip(eq_labels, equilibrium):

print(f"{label}: {value:.1f}")

print("\nФiнальнi значення (t=1000):")

final_values = {label: solution.y[i,-1] for i, label in enumerate(eq_labels)}

for k, v in final_values.items():

print(f"{k}: {v:.1f}")
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