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АФIНОР-НАПIВСИМЕТРИЧНI ПРОСТОРИ ПЕРШОГО КЛАСУ

В роботi дослiджено локальну геометрiю псевдорiманових просторiв першого класу, на-

дiлених елiптичною афiнорною напiвсиметричною структурою другого ступеня. Засто-

сування спецiальної операцiї спряження тензорiв з афiнором дозволило проаналiзувати

диференцiальнi та алгебраїчнi властивостi тензорiв Рiмана i Рiччi. Дослiджено алге-

браїчну структуру другої квадратичної форми простору; доведено, що умова рiвностi

нулю тензора Рiччi обмежує ранг другої квадратичної форми одиницею, що призво-

дить до того, що тензор Рiмана дорiвнює нулю. На основi цього встановлено теорему

про неiснування Рiччi-пласких просторiв першого класу. Для просторiв iз заданою афi-

норною структурою доведено комутативнiсть тензора Рiччi з другою квадратичною

формою. Головним результатом роботи є доведення того, що тензор Рiччi в афiнор-

напiвсиметричних просторах першого класу дорiвнює нулю. Як наслiдок, обґрунтовано

несумiснiсть умов гiперповерхнi плаского простору з напiвсиметричною майже компле-

ксною структурою та доведено, що афiнор-напiвсиметричних просторiв першого класу

не iснує.
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Вступ

Сучасна диференцiальна геометрiя придiляє значну увагу дослiджен-

ню псевдорiманових просторiв, надiлених додатковими алгебраїчними та

диференцiально-геометричними структурами. Однiєю з фундаментальних

проблем у цiй галузi є теорiя iзометричних занурень та занурень многови-

дiв у простори вищої розмiрностi, зокрема у пласкi евклiдовi або псевдо-

евклiдовi простори. Геометричнi та топологiчнi властивостi таких пiдмно-

говидiв безпосередньо пов’язанi з поняттям класу простору.

У широкому сенсi пiд класом псевдорiманового простору 𝑉𝑛 розумiють

мiнiмальну корозмiрнiсть 𝑝, яка необхiдна для локального iзометричного

вкладення цього простору у плаский простiр розмiрностi 𝑛+ 𝑝. Простори

довiльного класу 𝑝 характеризуються складною системою диференцiаль-

них рiвнянь Гауса, Кодаццi та Рiччi, якi пов’язують внутрiшню кривизну

многовиду з його зовнiшньою геометрiєю за допомогою 𝑝 систем симе-

тричних тензорiв другого рангу (других квадратичних форм) та тензорiв

зв’язностi нормального розшарування. Зi збiльшенням класу дослiджен-

ня таких просторiв стає надзвичайно складним через нелiнiйний характер

зазначених рiвнянь, що спонукає геометрiв шукати додатковi структурнi

обмеження або розглядати класифiкованi випадки нижчих порядкiв.

Найбiльш детально вивченим i водночас геометрично багатим є випа-

док просторiв першого класу, де корозмiрнiсть вкладення дорiвнює оди-

ницi (𝑝 = 1). За означенням, простiр першого класу є гiперповерхнею у

пласкому просторi вищої розмiрностi. Головною тензорною ознакою таких

просторiв є те, що їхнiй тензор Рiмана повнiстю детермiнується лише однi-

єю другою квадратичною формою 𝑏𝑖𝑗 вiдповiдно до класичного рiвняння

Гауса. При цьому ця квадратична форма має задовольняти спецiальнiй

диференцiльнiй тотожностi. Теорiя гiперповерхонь дозволяє застосовува-

ти iнструмент лiнiйної алгебри до аналiзу кривини, оскiльки друга квадра-

тична форма може бути iнтерпретована як лiнiйний оператор, чиї власнi

значення (головнi кривизни) визначають внутрiшню геометрiю многовиду.

Актуальним напрямком дослiджень є вивчення просторiв першого кла-

су, якi додатково надiленi афiнорними структурами. У данiй роботi роз-

глядаються афiнор-напiвсиметричнi простори, що мiстять елiптичну афi-

норну структуру другого ступеня (майже комплексну структуру 𝐹 2 =
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−𝐼), яка додатково напiвсиметрична. Для ефективного аналiзу взаємо-

дiї цих двох обмежень вводиться спецiальна операцiя спряження тензо-

рiв за допомогою структурного афiнора. Метою роботи є встановлення

диференцiально-геометричних характеристик таких просторiв, дослiдже-

ння умов iнтегрованостi афiнора та перевiрка сумiсностi умов першого

класу з напiвсиметричною майже комплексною структурою. Головнi ре-

зультати роботи присвяченi аналiзу тензора Рiччi та доведенню теорем,

якi вказують на суттєвi обмеження, якi накладенi структурним афiнором.

Основнi результати

1. Простори першого класу. Розглянемо псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛
з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥).

Означення 1. Простором 𝑉𝑛 першого класу називають гiперповерхню

плаского простору.

Тензорнi ознаки просторiв першого класу:

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑒(𝑏ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 − 𝑏ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘) (𝑒 = ±1), (1)

тут 𝑏𝑖𝑗 - друга квадратично форма простору 𝑉𝑛, для якої додатково вико-

нується

𝑏𝑖𝑗,𝑘 − 𝑏𝑖𝑘,𝑗 = 0, (2)

де «,» - знак коварiнтної похiдної [21] у просторi 𝑉𝑛. Вiдзначимо, що 𝑉𝑛
не може бути пласким простором, тобто 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 ̸= 0, що характерно для

просторiв нульового класу.

Для просторiв першого класу виконується

𝑅𝑖𝑗 = 𝑒(𝑏𝑏𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝛼𝑏
𝛼
𝑗 ), (3)

де 𝑏
𝑑𝑒𝑓
= 𝑏𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽 . Цей вираз перепишемо у виглядi

𝑏𝑖𝛼𝑏
𝛼
𝑗 = 𝑏𝑏𝑖𝑗 − 𝑒𝑅𝑖𝑗 . (4)

Далi, тотожнiсть (1) домножимо на 𝑏ℎ𝑙 , просумуємо за iндексом ℎ та зро-

бимо замiну iндексiв 𝑙 → ℎ.

𝑏ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝑘 = 𝑒(𝑏ℎ𝛼𝑏

𝛼
𝑘 𝑏𝑖𝑗 − 𝑏ℎ𝛼𝑏

𝛼
𝑗 𝑏𝑖𝑘), (5)
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Тут врахуємо (4)

𝑏ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝑘 = 𝑒𝑏𝑏ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 −𝑅ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 − 𝑒𝑏𝑏ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘 +𝑅ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘, (6)

або, пiдставляючи (1)

𝑏ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝑘 = 𝑏𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 +𝑅ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘 −𝑅ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 . (7)

Далi, згортаючи цей вираз отримаємо

𝑏ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑘 = 𝑏𝑘𝛼𝑅

𝛼
·ℎ. (8)

Про довiльнi тензори 𝜍𝑖𝑗 та 𝜄𝑖𝑗 для яких виконуються умови

𝜍𝑖𝛼𝜄
𝛼
𝑗 = 𝜍𝑗𝛼𝜄

𝛼
𝑖 (9)

кажуть, що вони комутують.

Доведена

Лема 1. У псевдорiманових просторах першого класу тензор Рiччi кому-

тує з тензором 𝑏𝑖𝑗.

Умови iнтегрування тензора 𝑏𝑖𝑗 з урахуванням тотожностi Рiччi отри-

маємо, симетруючи вираз (7) за iндексами 𝑖, ℎ

𝑏ℎ𝑖,[𝑗𝑘] = 𝑅ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘 −𝑅ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 +𝑅𝑖𝑗𝑏ℎ𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝑏ℎ𝑗 . (10)

Умови iнтегрування тензора кривини з урахуванням тотожностi Рiччi

матимуть вигляд

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,[𝑙𝑝] = 𝑅𝛼𝑖𝑗𝑘𝑅
𝛼
·ℎ𝑙𝑝 +𝑅ℎ𝛼𝑗𝑘𝑅

𝛼
·𝑖𝑙𝑝 +𝑅ℎ𝑖𝛼𝑘𝑅

𝛼
·𝑗𝑙𝑝 +𝑅ℎ𝑖𝑗𝛼𝑅

𝛼
·𝑘𝑙𝑝, (11)

або, пiдставляючи (1)

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,[𝑙𝑝] = (𝑏𝛼𝑘𝑏𝑖𝑗 − 𝑏𝛼𝑗𝑏𝑖𝑘)(𝑏
𝛼
𝑝 𝑏ℎ𝑙 − 𝑏𝛼𝑙 𝑏ℎ𝑝)+

+ (𝑏ℎ𝑘𝑏𝛼𝑗 − 𝑏ℎ𝑗𝑏𝛼𝑘)(𝑏
𝛼
𝑝 𝑏𝑖𝑙 − 𝑏𝛼𝑙 𝑏𝑖𝑝)+

+ (𝑏ℎ𝑘𝑏𝑖𝛼 − 𝑏ℎ𝛼𝑏𝑖𝑘)(𝑏
𝛼
𝑝 𝑏𝑗𝑙 − 𝑏𝛼𝑙 𝑏𝑗𝑝)+

+ (𝑏ℎ𝛼𝑏𝑖𝑗 − 𝑏ℎ𝑗𝑏𝑖𝛼)(𝑏
𝛼
𝑝 𝑏𝑘𝑙 − 𝑏𝛼𝑙 𝑏𝑘𝑝). (12)

Розкриємо дужки, врахуємо (4)
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𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,[𝑙𝑝] = 𝑒(𝑅𝑝𝑘(𝑏𝑖𝑙𝑏ℎ𝑗 − 𝑏𝑖𝑗𝑏ℎ𝑙) +𝑅𝑙𝑘(𝑏𝑖𝑗𝑏ℎ𝑝 − 𝑏𝑖𝑝𝑏ℎ𝑗)

+𝑅𝑝𝑗(𝑏𝑖𝑘𝑏ℎ𝑙 − 𝑏𝑖𝑙𝑏ℎ𝑘) +𝑅𝑙𝑗(𝑏𝑖𝑝𝑏ℎ𝑘 − 𝑏𝑖𝑘𝑏ℎ𝑝)

+𝑅𝑖𝑝(𝑏𝑘𝑙𝑏ℎ𝑗 − 𝑏𝑗𝑙𝑏ℎ𝑘) +𝑅𝑖𝑙(𝑏𝑗𝑝𝑏ℎ𝑘 − 𝑏𝑘𝑝𝑏ℎ𝑗)

+𝑅ℎ𝑝(𝑏𝑗𝑙𝑏𝑖𝑘 − 𝑏𝑘𝑙𝑏𝑖𝑗) +𝑅ℎ𝑙(𝑏𝑘𝑝𝑏𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑘𝑏𝑗𝑝)) (13)

та вiзьмемо до уваги (1)

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,[𝑙𝑝] = 𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖ℎ𝑗𝑙 +𝑅𝑙𝑘𝑅𝑖ℎ𝑝𝑗 +𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖ℎ𝑙𝑘 +𝑅𝑙𝑗𝑅𝑖ℎ𝑘𝑝

+𝑅𝑖𝑝𝑅𝑘𝑗ℎ𝑙 +𝑅𝑖𝑙𝑅𝑗𝑘ℎ𝑝 +𝑅ℎ𝑝𝑅𝑗𝑘𝑖𝑙 +𝑅ℎ𝑙𝑅𝑘𝑗𝑖𝑝. (14)

Розглянемо випадок, коли тензор Рiччi простору першого класу дорiв-

нює нулю. Тодi вираз (4) приймає вид

𝑏𝑖𝛼𝑏
𝛼
𝑗 = 𝑏𝑏𝑖𝑗 . (15)

Тут, оскiльки 𝑏𝑖𝑗 - друга квадратична форма, 𝑏 ̸= 0. Подiлимо обидвi ча-

стини рiвностi на 𝑏2 та пiднiмемо один iндекс за допомогою метричного

тензора: (︂
1

𝑏
𝑏𝛼𝑖

)︂(︂
1

𝑏
𝑏𝑗𝛼

)︂
=

1

𝑏
𝑏𝑗𝑖 . (16)

Введемо в розгляд тензор 𝑃 𝑗𝑖 = 1
𝑏 𝑏
𝑗
𝑖 . Тодi отримана тотожнiсть набуває

матричного вигляду:

𝑃𝛼𝑖 𝑃
𝑗
𝛼 = 𝑃 𝑗𝑖 або 𝑃 2 = 𝑃, (17)

тобто тензор 𝑃 - iдемпотентний. Фундаментальна теорема про iдемпотен-

тнi матрицi стверджує, що алгебраїчний ранг такої матрицi дорiвнює її

слiду.

Обчислимо слiд 𝑃 𝑗𝑖 :

𝑃𝛼𝛼 =
1

𝑏
𝑏𝛼𝛼 =

1

𝑏
𝑏 = 1. (18)

Оскiльки слiд дорiвнює одиницi, то ранг iдемпотентної матрицi 𝑃 𝑗𝑖
дорiвнює 1. Очевидно, що множення матрицi на 𝑏 не змiнює її рангу, тому

ранг вихiдного тензора 𝑏𝑖𝑗 також дорiвнює 1.

У тензорнiй алгебрi будь-який симетричний тензор другого рангу, що

має алгебраїчний ранг 1, завжди можна подати у виглядi прямого добутку

деякого ковектора 𝑣𝑖 на самого себе:

𝑏𝑖𝑗 = 𝑣𝑖𝑣𝑗 . (19)
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Пiдставимо отриманий розклад (19) в тензорну ознаку просторiв пер-

шого класу (1):

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑒 (𝑣ℎ𝑣𝑘𝑣𝑖𝑣𝑗 − 𝑣ℎ𝑣𝑗𝑣𝑖𝑣𝑘) = 0. (20)

Таким чином отримуємо, що Рiччi-пласкi простори першого класу пла-

скi. Але на початку роботи було зазначено, що 𝑉𝑛 - це не плаский простiр,

тому доведена

Теорема 1. Не iснує Рiччi-пласких просторiв першого класу.

Таким чином, дсолiджено алгебраїчнi умови другої квадратичної фор-

ми просторiв першого класу, а також доведено, що вони не можуть бути

Рiччi-пласкими.

2. Афiнор-напiвсиметричнi простори.

Розглянемо псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗(𝑥), у

якому визначено тензор 𝐹 ℎ𝑖 (𝑥) [17].

Задля зручностi введемо в 𝑉𝑛 операцiю спряження [18] :

𝐴...
𝑖...

𝑑𝑒𝑓
= 𝐴 ...

𝛼...𝐹
𝛼
·𝑖 𝐵𝑖...

...
𝑑𝑒𝑓
= 𝐵𝛼...

...𝐹
𝑖
𝛼·, (21)

де 𝐴 i 𝐵 - довiльнi тензори будь-якої валентностi [19] .

Означення 2. Довiльний тензор 𝐴𝑗1...𝑗𝑘𝑖1...𝑖𝑙
називається напiвсиметричним

[20] , якщо альтренування його першого та другого iндексiв коварiантної

похiдної дорiвнює нулю:

𝐴𝑗1...𝑗𝑘𝑖1...𝑖𝑙,[𝑖𝑙+1𝑖𝑙+2]
= 0. (22)

Означення 3. Простiр 𝑉𝑛 назвемо афiнор-напiвсиметричним [?], якщо в

ньому визначена напiвсиметрична афiнорна структура 𝐹 ℎ𝑖 (𝑥), тобто афi-

нор 𝐹 ℎ𝑖 (𝑥) (або його ще називають структурний афiнор) задовольняє умо-

вам

𝐹𝑖𝑗,[𝑘𝑙] = 0. (23)

Тут iндекс опускається за допомогою метричного тензора

𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
·𝑗 . (24)
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Розглянемо псевдорiмановий простiр 𝑉𝑛, у якому визначена елiптична

афiнорна напiвсиметрична структура другого ступеня [24], тобто

𝐹 ℎ·𝛼𝐹
𝛼
·𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 , (25)

яка додатково задовольняє

𝐹(𝑖𝑗) = 0, (26)

де круглi дужки в iндексах позначають операцiю симетрування, а 𝛿ℎ𝑖 -

символи Кронекера. [31], якi визначаються наступними умовами

𝛿ℎ𝑖 =

{︃
1, 𝑖 = ℎ

0, 𝑖 ̸= ℎ
. (27)

Афiнорнi структури, якi задовольняють (25) називають майже компле-

ксними [25] . З урахуванням (21) формула (25) в термiнах операцiї спря-

жiння приймає вид

𝐹 ℎ·𝑖 = −𝛿ℎ𝑖 . (28)

Запишемо умови iнтегрування афiнора [32] з урахуванням тотжностi

Рiччi в термiнах операцiї спряження

𝐹𝑖𝑗,𝑘𝑙 − 𝐹𝑖𝑗,𝑙𝑘 = 𝐹𝛼𝑗𝑅
𝛼
·𝑖𝑘𝑙 + 𝐹𝑖𝛼𝑅

𝛼
·𝑗𝑘𝑙. (29)

Враховуючи антисимметричнiсть афiнору, будемо мати

𝐹𝛼𝑗𝑅
𝛼
·𝑖𝑘𝑙 + 𝐹𝑖𝛼𝑅

𝛼
·𝑗𝑘𝑙 = 𝐹𝛼𝑗𝑅

𝛼
·𝑖𝑘𝑙 − 𝐹𝛼𝑖𝑅

𝛼
·𝑗𝑘𝑙, (30)

таким чином, умови iнтегрування афiнора [26] в термiнах операцiї спря-

ження записується у виглядi

𝐹𝑖𝑗,𝑘𝑙 − 𝐹𝑖𝑗,𝑙𝑘 = 𝑅𝑗𝑖𝑘𝑙 −𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙, (31)

або, з урахуванням антисимметричностi тензора кривини

𝐹𝑖𝑗,𝑘𝑙 − 𝐹𝑖𝑗,𝑙𝑘 = −(𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 +𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙). (32)

Тут врахуємо (23)

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = −𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙. (33)

З властивостi симетрiї тензора кривини випливає

𝑅𝑘𝑙𝑖𝑗 = −𝑅𝑘𝑙𝑖𝑗 . (34)



Афiнор-напiвсиметричнi простори першого класу ISSN 2519–206X 63

Згорнувши з афiнором за iндексом 𝑗, беручи до уваги майже комплекснiсть

(25) простору та зробивши замiну iндексiв у термiнах операцiї спряжiння

будемо мати

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙. (35)

Умови iнтегрування довiльного тензора 𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑞 з урахуванням тото-

жностi Рiччi матимуть вигляд

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑞 ,[𝑘𝑙] = 𝐴𝛼𝑖2...𝑖𝑞𝑅
𝛼
·𝑖1𝑘𝑙 +𝐴𝑖1𝛼...𝑖𝑞𝑅

𝛼
·𝑖2𝑘𝑙 +𝐴𝑖1𝑖2...𝛼𝑅

𝛼
·𝑖𝑞𝑘𝑙. (36)

Цей вираз спряжемо за iндексами 𝑘, 𝑙

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑞 ,[𝑘𝑙] = 𝐴𝛼𝑖2...𝑖𝑞𝑅
𝛼
·𝑖1𝑘𝑙

+𝐴𝑖1𝛼...𝑖𝑞𝑅
𝛼
·𝑖2𝑘𝑙

+𝐴𝑖1𝑖2...𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑞𝑘𝑙

(37)

та врахуємо (35)

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑞 ,[𝑘𝑙] = 𝐴𝛼𝑖2...𝑖𝑞𝑅
𝛼
·𝑖1𝑘𝑙 +𝐴𝑖1𝛼...𝑖𝑞𝑅

𝛼
·𝑖2𝑘𝑙 +𝐴𝑖1𝑖2...𝛼𝑅

𝛼
·𝑖𝑞𝑘𝑙, (38)

або, порiвнюючи з (36),

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑞 ,[𝑘𝑙] = 𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑞 ,[𝑘𝑙]. (39)

Таким чином, доведена

Лема 2. У афiнор-напiвсиметричних просторах для довiльного тензора

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑞 виконується (39).

В силу (25) мають мiсце наступнi властивостi:

𝐴...
𝑖...

= −𝐴...𝑖..., 𝐵𝑖...
... = −𝐵𝑖...

... , (40)

а в силу (26) наступне:

𝐴...𝛼...𝐵
𝛼...
... = 𝐴...𝛽...𝐹

𝛽
·𝛼𝐵

𝛼...
... = −𝐴...𝛽...𝐹 𝛽

𝛼·𝐵
𝛼...
... =

= −𝐴...𝛽...𝐵𝛽...
... = −𝐴...𝛼...𝐵𝛼...

... ,
(41)

тому, враховуючи двi останнi властивостi, маємо

𝐴...𝛼...𝐵
𝛼...
... = 𝐴...𝛼...𝐵

𝛼...
... . (42)

Метричний тензор задовольняє спiввiдношенню [27]

𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝛼𝛽𝐹
𝛼
·𝑖 𝐹

𝛽
·𝑗 = 𝐹𝛽𝑖𝐹

𝛽
·𝑗

(26)
= −𝐹𝑖𝛽𝐹 𝛽·𝑗

(25)
= 𝑔𝑖𝑗 (43)
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𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝛼𝑗𝐹
𝛼
·𝑖 = 𝐹𝑗𝑖

(26)
= −𝐹𝑖𝑗 = −𝑔𝑖𝛼𝐹𝛼·𝑗 = −𝑔𝑖𝑗 . (44)

Символи Кронекера задовольняють спiввiдношенню

𝛿ℎ
𝑖
= 𝛿ℎ𝛼𝐹

𝛼
·𝑖 = 𝐹 ℎ·𝑖 = −𝐹 ℎ

𝑖· = −𝛿𝛼𝑖 𝐹 ℎ
𝛼 = −𝛿ℎ𝑖 , (45)

тому

𝛿ℎ
𝑖
= −𝛿ℎ

𝑖

(26)
= 𝛿ℎ𝑖 . (46)

Тензор Рiмана додатково до вiдомих тотожностей [28] задавольняє нас-

тпним властивостям:

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘
(33)
= −𝑅

ℎ𝑖𝑗𝑘

(25)
= 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘, (47)

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝑘𝑙𝑖𝑗 = −𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = −𝑅𝑘𝑙𝑖𝑗 . (48)

Згорнемо (33) за iндексами 𝑖, 𝑙

𝑅𝛼𝑖𝑗𝛽𝐹
𝛼
·𝛾𝑔

𝛽𝛾 = −𝑅𝑖𝑗 (49)

𝑅𝛼𝑖𝑗𝛽𝐹
𝛽𝛼 = 𝑅𝑖𝑗 (50)

𝑅𝛽·𝑗𝑘𝛽 = −𝑅𝑗𝑘 (51)

Згорнемо рiвнiсть 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 = 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 за iндексами ℎ, 𝑘

𝑅𝑖𝑗 = 𝑅𝛼𝑖𝑗𝛽𝐹
𝛼
·𝛾𝐹

𝛽
·𝛿𝑔

𝛾𝛿 = −𝑅𝛼𝑖𝑗𝛽𝐹𝛼·𝛾𝐹 𝛾𝛽 = 𝑅𝑖𝑗 , (52)

тому

𝑅𝑖𝑗 = −𝑅𝑖𝑗 . (53)

Вираз (32) проциклюємо за iндексами 𝑗, 𝑘, 𝑙

𝑅𝑖𝑗̄𝑘𝑙 +𝑅𝑖𝑘𝑙𝑗 +𝑅𝑖𝑙̄𝑗𝑘 = 0 (54)

та згорнемо за iндексами 𝑖, 𝑗

𝑅𝛼̄·𝛼𝑘𝑙 = 𝑅𝑘𝑙 −𝑅𝑙̄𝑘. (55)

З урахуванням (53) ця тотожнiсть набуває вигляду

𝑅𝛼̄·𝛼𝑘𝑙 = 2𝑅𝑘𝑙. (56)
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Рiвнiсть (25) коварiантно продиференцiюємо [29] за напрямком 𝑥𝑘

𝐹 ℎ·𝛼,𝑘𝐹
𝛼
·𝑖 + 𝐹 ℎ·𝛼𝐹

𝛼
·𝑖,𝑘 = 0, (57)

𝐹 ℎ·𝛼,𝑘𝐹
𝛼
·𝑖 − 𝐹 ℎ

𝛼·𝐹
𝛼
·𝑖,𝑘 = 0, (58)

𝐹 ℎ·𝑖,𝑘 = 𝐹 ℎ·𝑖,𝑘. (59)

Аналогiчно,

𝐹ℎ𝑖,𝑘 = 𝐹ℎ𝑖,𝑘. (60)

Таким чином, отримано алгебраїчнi та диференцiальнi властивостi об’єктiв

внутрiшньої геометрiї просторiв, в яких визначена розглянута афiнорна

структура.

3. Приклади афiнор-напiвсиметричних просторiв.

У цьому роздiлi побудовано три нетривiальних приклади чотириви-

мiрних афiнор-напiвсиметричних просторiв, тобто таких просторiв, якi

надiлено кососиметричною майже комплексною напiвсиметричною стру-

ктурою, але при цьому не є пласкими або келеровими, тобто одночасно

виконуються

𝐹 ℎ·𝑖,𝑗 ̸= 0 (61)

та

𝑅ℎ·𝑖𝑗𝑘 ̸= 0. (62)

Приклад 1.

Розглянемо викривлений добуток двох двовимiрних евклiдових просто-

рiв

𝑀4 = E2 ×𝑥1 E2. (63)

Введемо локальну систему координат (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).

Матриця метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 цього простору подається у виглядi:

𝑔𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 (𝑥1)2 0

0 0 0 (𝑥1)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (64)
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Безпосереднiм обчисленням знаходимо символи Крiстоффеля другого

роду, якi представимо у виглядi матриць за верхнiм iндексом Γ𝑘𝑖𝑗 :

Γ1
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −𝑥1 0

0 0 0 −𝑥1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , Γ2
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (65)

Γ3
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1

𝑥1
0

0 0 0 0
1
𝑥1

0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , Γ4
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 1

𝑥1

0 0 0 0

0 0 0 0
1
𝑥1

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (66)

Використовуючи отриманi матрицi, обчислимо компоненти тензора Рi-

мана 𝑅𝑖·𝑗𝑘𝑙. Ненульовими компонентами є лише:

𝑅3
·434 = −𝑅4

·334 = −1. (67)

Оскiльки тензор Рiмана не дорiвнює тотожно нулю, простiр не є пласким.

Задамо структурний афiнор 𝐹 𝑖·𝑗 матрицею:

𝐹 𝑖·𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (68)

Безпосередньо видно, що 𝐹 2 = −𝐼, що пiдтверджує наявнiсть майже ком-
плексної структури. Опустивши верхнiй iндекс за допомогою метричного

тензора (𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
·𝑗 ), матриця двiчi коварiантного афiнора записується у

виглядi:

𝐹𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 (𝑥1)2

0 0 −(𝑥1)2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (69)

Оскiльки 𝐹𝑖𝑗 = −𝐹𝑗𝑖, структура є кососиметричною.
Для дослiдження диференцiальних властивостей обчислимо коварiан-

тну похiдну ∇𝑘𝐹
𝑖
·𝑗 . В силу сталостi матрицi (98) маємо:

∇𝑘𝐹
𝑖
·𝑗 = Γ𝑖𝛼𝑘𝐹

𝛼
·𝑗 − Γ𝛼𝑗𝑘𝐹

𝑖
·𝛼. (70)
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Зокрема, для компоненти ∇3𝐹
3
·2 отримуємо:

∇3𝐹
3
·2 = Γ3

13𝐹
1
·2 − Γ𝑚23𝐹

3
·𝑚 =

1

𝑥1
· 1− 0 =

1

𝑥1
̸= 0. (71)

Отже, структура не є келеровою.

Перевiримо, чи буде структура напiвсиметричною, тобто чи будуть ви-

конуватись такi тотожностi:

𝐹𝑖𝑗,[𝑘𝑙] = 𝐹𝛼𝑗𝑅
𝛼
·𝑖𝑘𝑙 + 𝐹𝑖𝛼𝑅

𝛼
·𝑗𝑘𝑙 = 0. (72)

Оскiльки ненульовi компоненти тензора кривини визначаються лише iн-

дексами 3 та 4 вiдповiдно до (97), рiвнiсть (102) достатньо перевiрити для

𝑘 = 3, 𝑙 = 4. Розглянемо можливi ненульовi комбiнацiї для iндексiв 𝑖 та 𝑗:

1) При 𝑖 = 3, 𝑗 = 3:

𝐹43𝑅
4
·334 + 𝐹34𝑅

4
·334 = −(𝑥1)2 · 1 + (𝑥1)2 · 1 = 0. (73)

2) При 𝑖 = 4, 𝑗 = 4:

𝐹34𝑅
3
·434 + 𝐹43𝑅

3
·434 = (𝑥1)2 · (−1) + (−(𝑥1)2) · (−1) = 0. (74)

3) При 𝑖 = 3, 𝑗 = 4:

𝐹44𝑅
4
·334 + 𝐹33𝑅

3
·434 = 0 · 1 + 0 · (−1) = 0. (75)

Для всiх iнших наборiв iндексiв компоненти тензора кривини або афi-

нора перетворюють вiдповiднi доданки на нуль. Таким чином, тотожнiсть

𝐹𝑖𝑗,[𝑘𝑙] = 0 виконується для всього простору, що доводить його напiвсиме-

тричнiсть.

Приклад 2.

Розглянемо iнший приклад чотиривимiрного псевдорiманового просто-

ру 𝑀4.

Введемо в розгляд локальну систему координат (𝑢, 𝑣, 𝜌, 𝜑). Матриця

метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 цього простору матиме вигляд

𝑔𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 0 0

1 2 0 0

0 0 𝑢2 cosh2 𝜌 𝑢2 sinh2 𝜌

0 0 𝑢2 sinh2 𝜌 𝑢2 sinh2 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (76)
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Вiдповiдно, лiнiйний елемент даного простору визначається виразом:

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑢2 + 2𝑑𝑢𝑑𝑣 + 2𝑑𝑣2 + 𝑢2
(︀
cosh2 𝜌 𝑑𝜌2 + 2 sinh2 𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜑+ sinh2 𝜌 𝑑𝜑2

)︀
.

(77)

Елiптичну афiнорну структуру (структурний афiнор) 𝐹 ℎ𝑖 задамо за до-

помогою матрицi, компоненти якої явно залежать вiд просторової коорди-

нати 𝜌:

𝐹 ℎ𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 0 0

−1 −1 0 0

0 0 sinh 𝜌 sinh 𝜌

0 0 − cosh2 𝜌
sinh 𝜌 − sinh 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (78)

Проведемо аналiз алгебраїчних та диференцiальних властивостей по-

будованої геометричної структури многовиду.

Лема 3. Тензорне поле (78) визначає майже комплексну структуру на

многовидi 𝑀4.

Доведення. Безпосереднiм обчисленням квадрата матрицi афiнора

𝐹 ℎ𝑖 одержуємо:

𝐹 ℎ𝛼𝐹
𝛼
𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1− 2 2− 2 0 0

−1 + 1 −2 + 1 0 0

0 0 sinh2 𝜌− cosh2 𝜌 sinh2 𝜌− sinh2 𝜌

0 0 − cosh2 𝜌+ cosh2 𝜌 − cosh2 𝜌+ sinh2 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

(79)

Враховуючи фундаментальну гiперболiчну тотожнiсть sinh2 𝜌 − cosh2 𝜌 =

−1, маємо:

𝐹 ℎ𝛼𝐹
𝛼
𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = −𝛿ℎ𝑖 . (80)

Отже, умова майже комплексної структури 𝐹 2 = −𝐼 виконується тотожно
у кожнiй точцi простору.

Лема 4. Майже комплексна структура (78) є кососиметричною вiдносно

метрики (76).
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Доведення. Опустимо перший iндекс афiнора за допомогою метри-

чного тензора простору 𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
𝑗 :

𝐹𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 𝑢2 sinh2 𝜌 cosh2 𝜌

0 0 −𝑢2 sinh2 𝜌 cosh2 𝜌 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (81)

З одержаної структури матрицi очевидно випливає антисиметричнiсть тен-

зора: 𝐹𝑖𝑗 = −𝐹𝑗𝑖, тобто 𝐹(𝑖𝑗) = 0.

Теорема 2. Псевдорiманiв простiр 𝑀4 iз метричним тензором (76) та

афiнором (78) є непласким афiнор-напiвсиметричним некелеровим про-

стором.

Доведення.

Безпосереднiм обчисленням знаходимо символи Крiстоффеля другого

роду:

Γ1
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −2𝑢 cosh2 𝜌 −2𝑢 sinh2 𝜌

0 0 −2𝑢 sinh2 𝜌 −2𝑢 sinh2 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (82)

Γ2
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 𝑢 cosh2 𝜌 𝑢 sinh2 𝜌

0 0 𝑢 sinh2 𝜌 𝑢 sinh2 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (83)

Γ3
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1

𝑢 0

0 0 0 0
1
𝑢 0 − sinh 𝜌 cosh 𝜌 − sinh 𝜌 cosh 𝜌

0 0 − sinh 𝜌 cosh 𝜌 − sinh 𝜌 cosh 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (84)

Γ4
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 1

𝑢

0 0 0 0

0 0 coth 𝜌(cosh2 𝜌+ 1) coth 𝜌 cosh2 𝜌
1
𝑢 0 coth 𝜌 cosh2 𝜌 sinh 𝜌 cosh 𝜌

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (85)
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Використовуючи отриманi матрицi, обчислимо компоненти тензора Рi-

мана 𝑅𝑖·𝑗𝑘𝑙. Ненульовими компонентами (з точнiстю до косої симетрiї за

двома останнiми iндексами) є:

𝑅3
·334 = 𝑅3

·434 = −𝑅4
·434 = −3 sinh2 𝜌, (86)

𝑅4
·334 = 3 cosh2 𝜌. (87)

Оскiльки тензор Рiмана не дорiвнює тотожно нулю, простiр не є пласким.

Для перевiрки напiвсиметричностi структури скористаємося тотожнi-

стю Рiччi:

𝐹𝑖𝑗,[𝑘𝑙] = 𝐹𝛼𝑗𝑅
𝛼
·𝑖𝑘𝑙 + 𝐹𝑖𝛼𝑅

𝛼
·𝑗𝑘𝑙. (88)

Оскiльки ненульовi компоненти тензора кривини визначаються лише

iндексами 3 та 4, рiвнiсть (102) достатньо перевiрити для фiксованих iнде-

ксiв 𝑘 = 3, 𝑙 = 4. Для скорочення громiздких виразiв введемо позначення

Φ = 𝑢2 sinh2 𝜌 cosh2 𝜌, тодi, вiдповiдно, 𝐹34 = −𝐹43 = Φ.

Розглянемо всi можливi комбiнацiї вiльних iндексiв 𝑖 та 𝑗, що можуть

дати ненульовi доданки:

1) При 𝑖 = 3, 𝑗 = 3:

𝐹43𝑅
4
·334 + 𝐹34𝑅

4
·334 = (−Φ) · (3 cosh2 𝜌) + Φ · (3 cosh2 𝜌) = 0. (89)

2) При 𝑖 = 4, 𝑗 = 4:

𝐹34𝑅
3
·434 + 𝐹43𝑅

3
·434 = Φ · (−3 sinh2 𝜌) + (−Φ) · (−3 sinh2 𝜌) = 0. (90)

3) При 𝑖 = 3, 𝑗 = 4:

𝐹44𝑅
4
·334 + 𝐹33𝑅

3
·434 = 0 · (3 cosh2 𝜌) + 0 · (−3 sinh2 𝜌) = 0. (91)

4) При 𝑖 = 1 або 𝑖 = 2:

𝐹𝛼𝑗𝑅
𝛼
·134 + 𝐹1𝛼𝑅

𝛼
·𝑗34 = 0. (92)

Для всiх iнших наборiв iндексiв компоненти тензора кривини або вiд-

повiднi компоненти афiнора перетворюють доданки на нуль. Таким чином,

тотожнiсть 𝐹𝑖𝑗,[𝑘𝑙] = 0 виконується для всього простору, що доводить його

напiвсиметричнiсть.
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Приклад 3.

Розглянемо псевдорiманiв простiр Уокера з нейтральною сигнатурою.

Введемо локальну систему координат (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).

Матриця метричного тензора 𝑔𝑖𝑗 цього простору подається у виглядi:

𝑔𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(𝑥3)2𝑒𝑥

1
1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (93)

Безпосереднiм обчисленням знаходимо символи Крiстоффеля другого

роду, якi представимо у виглядi матриць за верхнiм iндексом Γ𝑘𝑖𝑗 :

Γ1
𝑖𝑗 = Γ3

𝑖𝑗 = 0 (94)

Γ2
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
2(𝑥

3)2𝑒𝑥
1

0 𝑥3𝑒𝑥
1

0

0 0 0 0

𝑥3𝑒𝑥
1

0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (95)

Γ4
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−𝑥3𝑒𝑥1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (96)

Використовуючи отриманi матрицi, обчислимо компоненти тензора Рi-

мана 𝑅𝑖·𝑗𝑘𝑙. Ненульовими компонентами є лише:

𝑅4
·113 = −𝑅4

·131 = 𝑒𝑥
1
. (97)

Оскiльки тензор Рiмана не дорiвнює тотожно нулю, простiр не є пласким.

Матриця афiнора 𝐹 𝑖·𝑗 матиме вигляд:

𝐹 𝑖·𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0

0 0 −1
2(𝑥

3)2𝑒𝑥
1 −1

−1 0 0 0
1
2(𝑥

3)2𝑒𝑥
1

1 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (98)

Безпосередньо видно, що 𝐹 2 = −𝐼, що пiдтверджує наявнiсть майже ком-
плексної структури. Опустивши верхнiй iндекс за допомогою метричного
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тензора (𝐹𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝛼𝐹
𝛼
·𝑗 ), матриця двiчi коварiантного афiнора записується у

виглядi:

𝐹𝑖𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1

2(𝑥
3)2𝑒𝑥

1 −1

0 0 1 0

−1
2(𝑥

3)2𝑒𝑥
1 −1 0 0

1 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (99)

Оскiльки 𝐹𝑖𝑗 = −𝐹𝑗𝑖, структура є кососиметричною.
Для дослiдження диференцiальних властивостей обчислимо коварiан-

тну похiдну ∇𝑘𝐹
𝑖
·𝑗 :

∇𝑘𝐹
𝑖
·𝑗 = 𝜕𝑘𝐹

𝑖
·𝑗 + Γ𝑖𝛼𝑘𝐹

𝛼
·𝑗 − Γ𝛼𝑗𝑘𝐹

𝑖
·𝛼. (100)

Зокрема, для компоненти ∇1𝐹
2
·1 отримуємо (враховуючи, що 𝜕1𝐹

2
·1 = 0):

∇1𝐹
2
·1 = Γ2

31𝐹
3
·1 − Γ4

11𝐹
2
·4 =

(︁
𝑥3𝑒𝑥

1
)︁
· (−1)−

(︁
−𝑥3𝑒𝑥1

)︁
· (−1) = −2𝑥3𝑒𝑥

1 ̸= 0.

(101)

Отже, структура не є келеровою.

Перевiримо, чи буде структура напiвсиметричною, тобто чи будуть ви-

конуватись такi тотожностi:

𝐹𝑖𝑗,[𝑘𝑙] = 𝐹𝛼𝑗𝑅
𝛼
·𝑖𝑘𝑙 + 𝐹𝑖𝛼𝑅

𝛼
·𝑗𝑘𝑙 = 0. (102)

Оскiльки ненульовi компоненти тензора кривини визначаються лише iн-

дексами 1 та 3 вiдповiдно до (97), рiвнiсть (102) достатньо перевiрити для

𝑘 = 1, 𝑙 = 3. Враховуючи, що єдиною ненульовою компонентою 𝑅𝛼·𝑖13 є 𝑅
4
·113

(тобто коли 𝛼 = 4, 𝑖 = 1), сума зводиться до аналiзу доданкiв iз 𝐹4𝑗 та 𝐹𝑖4.

Розглянемо можливi комбiнацiї для iндексiв 𝑖 та 𝑗:

1) При 𝑖 = 1, 𝑗 = 1:

𝐹41𝑅
4
·113 + 𝐹14𝑅

4
·113 = 1 · 𝑒𝑥1 + (−1) · 𝑒𝑥1 = 0. (103)

2) При 𝑖 = 1, 𝑗 ̸= 1: Згiдно з матрицею коварiантного афiнора, 𝐹4𝑗 = 0

для всiх 𝑗 ∈ {2, 3, 4}. Тому:

𝐹4𝑗𝑅
4
·113 + 𝐹1𝛼𝑅

𝛼
·𝑗13 = 0 · 𝑒𝑥1 + 0 = 0. (104)

3) При 𝑖 ̸= 1, 𝑗 = 1: Аналогiчно, 𝐹𝑖4 = 0 для всiх 𝑖 ∈ {2, 3, 4}. Тодi:

𝐹𝛼1𝑅
𝛼
·𝑖13 + 𝐹𝑖4𝑅

4
·113 = 0 + 0 · 𝑒𝑥1 = 0. (105)
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Для всiх iнших наборiв iндексiв (𝑖 ̸= 1 та 𝑗 ̸= 1) тензор кривини до-

рiвнює нулю. Таким чином, тотожнiсть 𝐹𝑖𝑗,[𝑘𝑙] = 0 виконується для всього

простору, що доводить його напiвсиметричнiсть.

4. Афiнор-напiвсиметричнi простори першого класу.

Розглянемо властивостi просторiв першого класу, у якому визначена

елiптична афiнорна напiвсиметрична структура другого ступеня. Вираз

(7) спряжемо за iндексами 𝑗, 𝑘

𝑏ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑗̄𝑘 = 𝑏𝑅ℎ𝑖𝑗̄𝑘 +𝑅ℎ𝑗̄𝑏𝑖𝑘 −𝑅ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗̄ , (106)

або, з урахуванням властивостей тензора кривини у афiнор-напiвсиметричних

просторах

𝑏ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝑘 = 𝑏𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘 +𝑅ℎ𝑗̄𝑏𝑖𝑘 −𝑅ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗̄ . (107)

Отриману тотожнiсть вiднiмемо вiд (7)

𝑅ℎ𝑗𝑏𝑖𝑘 −𝑅ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗 −𝑅ℎ𝑗̄𝑏𝑖𝑘 +𝑅ℎ𝑘𝑏𝑖𝑗̄ = 0. (108)

Згортаючи за iндексами ℎ, 𝑘 з урахуванням (8)

𝑅𝑖𝛼𝑏
𝛼
𝑗 =

𝑅

2
𝑏𝑖𝑗 . (109)

Доведена

Лема 5. У афiнор-напiвсиметричних просторах першого класу тензор

𝑏𝑖𝑗 задовольняє (109).

Рiвнiсть (1) згорнемо з тензором Рiччi

𝑅ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝑘 = 𝑒(𝑅ℎ𝛼𝑏

𝛼
𝑘 𝑏𝑖𝑗 −𝑅ℎ𝛼𝑏

𝛼
𝑗 𝑏𝑖𝑘) (110)

та врахуємо (109)

𝑅ℎ𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝑘 =

𝑅

2
𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘. (111)

Означення 4. Простори, у яких визначено довiльний симетричний тензор

𝐴𝑖𝑗 такий, що задовольняє

𝐴𝛼ℎ𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝑘 = 𝛾𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘, (112)

де 𝛾 ̸= 0 - деякий iнварiант, назвемо 𝐴−сильно напiвсиметричними з iнва-
рiантом 𝛾.
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Лема 6. Афiнор-напiвсиметричнi простори першого класу є Рiччi-сильно

напiвсиметричними з iнварiантом 𝛾 = 𝑅
2 .

Вираз (112) згорнемо за iндексами 𝑖, 𝑗

𝐴𝛼ℎ𝑅
𝛼
·𝑘 = 𝛾𝑅ℎ𝑘. (113)

Тут, беручи до уваги симетричнiсть тензору Рiччi, доводимо

Лема 7. У 𝐴−сильно напiвсиметричних просторах тензор 𝐴𝑖𝑗 комутує
з тензором Рiччi.

Вираз (113) згорнемо та отримаємо

𝐴𝛼𝛽𝑅
𝛼𝛽 = 𝛾𝑅. (114)

Наслiдок 1. У афiнор-напiвсиметричних просторах першого класу ви-

конуються

𝑅ℎ𝛼𝑅
𝛼
𝑗 =

𝑅

2
𝑅ℎ𝑗 , (115)

𝑅2 = 2𝑅𝛼𝛽𝑅
𝛼𝛽. (116)

Рiвнiсть (108) згорнемо за iндексами 𝑖, 𝑘

𝑅ℎ𝑗𝑏−𝑅ℎ𝛼𝑏
𝛼
𝑗 +𝑅ℎ𝛼̄𝑏

𝛼
𝑗̄ = 0. (117)

Або, беручи до уваги (53) та (109)

𝑅ℎ𝑗𝑏−
𝑅

2
𝑏ℎ𝑗 −

𝑅

2
𝑏ℎ̄𝑗̄ = 0, (118)

тобто

𝑅ℎ𝑗 =
𝑅

2𝑏
(𝑏ℎ𝑗 + 𝑏ℎ̄𝑗̄). (119)

Вираз спряжемо (14) за iндексами 𝑙, 𝑝

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,[𝑙̄𝑝] = 𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖ℎ𝑗𝑙̄ +𝑅𝑙̄𝑘𝑅𝑖ℎ𝑝𝑗 +𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖ℎ𝑙̄𝑘 +𝑅𝑙̄𝑗𝑅𝑖ℎ𝑘𝑝

+𝑅𝑖𝑝𝑅𝑘𝑗ℎ𝑙̄ +𝑅𝑖𝑙̄𝑅𝑗𝑘ℎ𝑝 +𝑅ℎ𝑝𝑅𝑗𝑘𝑖𝑙̄ +𝑅ℎ𝑙̄𝑅𝑘𝑗𝑖𝑝. (120)

З (39) випливає

𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,[𝑙̄𝑝] = 𝑅ℎ𝑖𝑗𝑘,[𝑙𝑝], (121)
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тому, пiдставляючи сюди (14), (120) будемо мати

𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖ℎ𝑗𝑙̄ +𝑅𝑙̄𝑘𝑅𝑖ℎ𝑝𝑗 +𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖ℎ𝑙̄𝑘 +𝑅𝑙̄𝑗𝑅𝑖ℎ𝑘𝑝

+𝑅𝑖𝑝𝑅𝑘𝑗ℎ𝑙̄ +𝑅𝑖𝑙̄𝑅𝑗𝑘ℎ𝑝 +𝑅ℎ𝑝𝑅𝑗𝑘𝑖𝑙̄ +𝑅ℎ𝑙̄𝑅𝑘𝑗𝑖𝑝 =

= 𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖ℎ𝑗𝑙 +𝑅𝑙𝑘𝑅𝑖ℎ𝑝𝑗 +𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖ℎ𝑙𝑘 +𝑅𝑙𝑗𝑅𝑖ℎ𝑘𝑝

+𝑅𝑖𝑝𝑅𝑘𝑗ℎ𝑙 +𝑅𝑖𝑙𝑅𝑗𝑘ℎ𝑝 +𝑅ℎ𝑝𝑅𝑗𝑘𝑖𝑙 +𝑅ℎ𝑙𝑅𝑘𝑗𝑖𝑝. (122)

Отриманий вираз згорнемо за iндексами ℎ, 𝑙

−𝑅𝑝𝑘𝑅
𝛼
·𝑖𝑗𝛼̄ −𝑅𝑘𝛼̄𝑅

𝛼
·𝑖𝑝𝑗 +𝑅𝑝𝑗𝑅

𝛼
·𝑖𝑘𝛼̄ −𝑅𝑗𝛼̄𝑅

𝛼
·𝑖𝑘𝑝

+𝑅𝑖𝑝𝑅
· · · 𝛼̄
𝑘𝑗𝛼 +𝑅𝑖𝛼̄𝑅

𝛼
·𝑝𝑗𝑘 −𝑅𝑝𝛼𝑅

𝛼̄
·𝑖𝑗𝑘 =

= −𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖𝑗 −𝑅𝑘𝛼𝑅
𝛼
·𝑖𝑝𝑗 +𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖𝑘 −𝑅𝑗𝛼𝑅

𝛼
·𝑖𝑘𝑝

+𝑅𝑖𝛼𝑅
𝛼
·𝑝𝑗𝑘 −𝑅𝑝𝛼𝑅

𝛼
·𝑖𝑗𝑘 +𝑅𝑅𝑘𝑗𝑖𝑝 (123)

та перепишемо, враховуючи (51), (53), (56) та (111)

𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖̄𝑗 −
𝑅

2
𝑅𝑖𝑘𝑝𝑗 −𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖̄𝑘 −

𝑅

2
𝑅𝑖𝑗̄𝑘𝑝 − 2𝑅𝑖𝑝𝑅𝑘𝑗 =

= −𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖𝑗 +
𝑅

2
𝑅𝑖𝑝𝑗𝑘 +𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖𝑘. (124)

Цю тотожнiсть спряжемо за iндексами 𝑝, 𝑖 та використаємо алгебраїчну

тотожнiсть Б’янки

𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖𝑗 −𝑅𝑅𝑖𝑝𝑗𝑘 −𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖𝑘 − 2𝑅𝑖𝑝𝑅𝑘𝑗 = −𝑅𝑝𝑘𝑅𝑖̄𝑗 +𝑅𝑝𝑗𝑅𝑖̄𝑘. (125)

Отриману рiвнiсть згорнемо за iндексами 𝑝, 𝑘

𝑅𝑅𝑖𝑗 −𝑅𝑖𝛼𝑅
𝛼
𝑗 = 0 (126)

та пiдставимо (115)

𝑅𝑅𝑖𝑗 = 0. (127)

Звiдси отримуємо, що тензор Рiччi 𝑅𝑖𝑗 = 0 або скалярна кривина

𝑅 = 0, але нульова скалярна кривина є наслiдком того, що тензор Рiччi

дорiвнює нулю. Бiльш того, виконується й зворотнє. Дiйсно, якщо 𝑅 =

0, пiдставляючи це у вираз (119) отримуємо, що 𝑅𝑖𝑗 = 0. Враховуючи

Теорему 1, доведено

Наслiдок 2. Афiнор-напiвсиметричних просторiв першого класу не iснує.
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Таким чином, у роботi дослiджено псевдорiмановi простори першого

класу, надiленi елiптичною афiнорною напiвсиметричною структурою дру-

гого ступеня. Алгебраїчний аналiз другої квадратичної форми цих про-

сторiв показав, що наявнiсть такої геометричної структури неможлива у

таких просторах.
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AFFINOR-SEMI-SYMMETRIC SPACES OF CLASS ONE

Summary

The paper investigates the local geometry of pseudo-Riemannian spaces of

class one endowed with an elliptic affinor semi-symmetric structure of the sec-

ond degree. The application of the operation of conjugation with an affinor

allowed analyzing the differential and algebraic properties of the Riemann and

Ricci tensors. The algebraic structure of the second fundamental form is in-

vestigated; it is proved that the vanishing of the Ricci tensor restricts the rank

of the second fundamental form to one, which leads to the identical vanish-

ing of the Riemann tensor. Based on this, a theorem on the non-existence of

Ricci-flat spaces of class one is established. For spaces with the given affinor

structure, the commutativity of the Ricci tensor with the second fundamental

form is proved. The main result is the proof of the identical vanishing of the

Ricci tensor in affinor-semi-symmetric spaces of class one. As a consequence,

the incompatibility of the conditions of a flat space hypersurface with a semi-

symmetric almost complex structure is substantiated, and the non-existence

of affinor-semi-symmetric spaces of class one is proved.

Keywords: Riemannian space, pseudo-Riemannian space, Riemann tensor,

Ricci tensor, mapping of spaces, deformation tensor, affine connection spaces,

covariant derivative, affinor, affinor structure, semi-symmetric affinor struc-

ture, antisymmetric affinor structure, almost complex space, conjugation oper-

ation, geometric object.
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