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ВСТУП

Дана дипломна робота присвячена вивченню механiчної поведiнки
тiла, яке знаходиться в умовах антиплоскої деформацiї. Антиплоска дефор-
мацiя виникає, коли тiло зазнає деформацiї уздовж однiєї осi, при цьому
деформацiя в площинi, перпендикулярнiй до цiєї осi, вiдсутня або незначна.

Ми розглядаємо цилiндричну систему координат (𝑟, 𝜃, 𝑧), в якiй роз-
ташоване тiло обмежене областю 𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 𝛼 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛼, −∞ < 𝑧 < ∞.
Тiло складається з двох частин з рiзними матерiалами, з модулями зсуву
𝐺1 та 𝐺2 вiдповiдно.

Цiль даної роботи - знайти розв’язок рiвняння Ламе, яке описує
залежнiсть змiщення 𝑤(𝑟, 𝜃) вiд координат 𝑟 та 𝜃 в розглянутiй областi.
Крiм того, необхiдно знайти напруження 𝜏𝑟𝑧(𝑟, 𝜃) в тiлi.

Ця тема є актуальною, оскiльки розумiння механiчної поведiнки ма-
терiалiв у рiзних умовах деформацiї є важливим для багатьох галузей
iнженерiї i науки. Зокрема, антиплоска деформацiя може виникати у тон-
костiнних конструкцiях, наприклад, у трубопроводах або оболонках суден.
Розумiння поведiнки та властивостей таких матерiалiв є ключовим для
розробки безпечних i надiйних конструкцiй.

Дослiдження даної задачi може сприяти розширенню наших знань про
антиплоску деформацiю та механiчну поведiнку тонкостiнних конструкцiй.
Отриманi результати можуть мати практичне значення для розробки нових
матерiалiв та оптимiзацiї конструкцiй для рiзних застосувань.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглянемо тiло в цилiндричнiй системi координат (𝑟, 𝜃, 𝑧) область
𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 𝛼 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛼, −∞ < 𝑧 <∞. Нехай краї тiла 𝜃 = 𝛼 i 𝜃 = 𝜋 − 𝛼

нерухомо закрiпленi, край 𝑟 = 𝑎 вiльний вiд напружень, а до краю 𝑟 = 𝑏

прикладено зсувне дотичне навантаження 𝑝(𝜃), величина якого залежить
вiд z, у цьому разi тiло буде знаходитися в умовах антиплоскої деформацiї,
при якiй напружено-деформований стан тiла не залежить вiд z.

Вiдмiнними вiд нуля буде тiльки змiщення 𝑤(𝑟,𝜃) уздовж осi Oz i два
дотичнi напруження 𝜏𝑟𝑧 = 𝐺𝛿𝑤

𝛿𝑟 i 𝜏𝜃𝑧 = 𝐺1
𝑟
𝛿𝑤
𝛿𝑟𝜃 , де 𝐺 модуль зсуву матерiалу

тiла. Нехай далi розглянуте тiло складається з двох частин: 𝑎 < 𝑟 < 𝑐,
𝛼 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛼𝑛 i 𝑐 < 𝑟 < 𝑏, 𝛼 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛼𝑛.

Кожна частина складається з рiзного матерiалу: перша має модуль
зсуву 𝐺1, а друга - 𝐺2.

Мiж цими шарами виконуються умови iдеальної механiчної константа-
неперервностi зсуву 𝑤(𝑟,𝜃) i напруги 𝜏𝑟𝑧(𝑟, 𝜃) при переходi через поверхню
𝑟 = 𝑐, 𝛼 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛼.

У данiй постановцi змiщення 𝑤(𝑟,𝜃) зобов’язане задовольняти рiвнян-
ню Ламе:

𝑑
𝑑𝑟(𝑟

𝑑𝑤
𝑑𝑟 ) +

1
𝑟
𝑑2𝑤
𝑑𝜃2 = 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 𝑟 ̸= 𝑐, 𝛼 < 𝜃 < 𝜋 − 𝛼 (1)

З крайовими умовами:

𝑤|𝜃=𝑎 = 0, 𝑤|𝜃=𝜋−𝛼 = 0 (2)

𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑎 = 𝐺1
𝛿𝑤
𝛿𝑟 |𝑟=𝑎 = 0; 𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑏 = 𝐺2

𝛿𝑤
𝛿𝑟 |𝑟=𝑏 = 𝑝(𝜃) (3)

та умовами сполучення:

< 𝑤 >= 𝑤|𝑟=𝑐−0 − 𝑤|𝑟=𝑐+0 = 0

< 𝜏𝑟𝑧 >= 𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑐−0 − 𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑐+0 = 𝐺1
𝛿𝑤
𝛿𝑟 |𝑟=𝑐−0 −𝐺2

𝛿𝑤
𝛿𝑟 |𝑟=𝑐+0 (4)
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РОЗДIЛ 2

ПРИВЕДЕННЯ ЗАДАЧI ДО ОДНОВИМIРНОЇ

Для зведення задачi до одновимiрної скористаємося кiнцевим синус-
перетворенням Фур’є за змiнною 𝜃:

𝑊𝑛(𝑟) =
∫︀ 𝛼

𝜋−𝛼𝑤(𝑟,𝜃)𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼))𝑑𝜃, 𝜆𝑛 =

𝜋 − 2𝛼, 𝑛 = 1,2,3...

з формулою обертання

𝑤(𝑟,𝜃) = 2
𝜋−2𝛼

∑︀∞
𝑛=1𝑊𝑛(𝑟)𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼))

Застосовуючи його до рiвняння (1) (при цьому крайовi умови (2)
будуть задоволенi), крайовим умовам (3) та умовам сполучення (4) прийдемо
до однорiдної розривної задачi

(𝑟𝑊𝑛′(𝑟))′ − 1
𝑟𝜆

2
𝑛𝑊𝑛(𝑟) = 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 𝑟 ̸= 𝑐 (5)

𝑊 ′
𝑛(𝑎) = 0, 𝑊 ′

𝑛(𝑏) =
𝑃𝑛

𝐺2
(6)

де 𝑃𝑛 =
∫︀ 𝜋−𝛼

𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎 𝑃 (𝜃)𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑛(𝜃 − 𝜆))𝑑𝜃

з умовами спряження

< 𝑊𝑛 >= 𝑊𝑛(𝑐− 0)−𝑊𝑛(𝑐+ 0) = 0

< 𝜏𝑟𝑧, 𝑛 >= 𝐺1𝑊
′
𝑛(𝑐− 0)−𝐺2𝑊

′
𝑛(𝑐+ 0) = 0

Нам потрiбно розв’язати одномiрну розривну задачу в трансформантах
- її розв’язок складається з двох доданкiв:

1) Безперервний розв’язок
2) Розривне рiшення

Для розривного розв’язку нам потрiбна функцiя Грину.
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РОЗДIЛ 3

ПОБУДОВА НЕПЕРЕРВНОГО РОЗВ’ЯЗКУ

Маємо лiнiйне звичайне диференцiальне рiвняння другого порядку -
розв’яжемо це рiвняння методом замiни

Розв’язок має такий вигляд

[𝑟𝑤′
𝑛(𝑟)]

′ − 1
𝑟𝜆

2
𝑛𝑤𝑛(𝑟) = 0

𝑟𝑤′′
𝑛(𝑟) + 𝑤′

𝑛(𝑟)−
𝜆2
𝑛

𝑟 𝑤𝑛(𝑟) = 0| · 𝑟

𝑟2𝑤′′
𝑛(𝑟) + 𝑟𝑤′

𝑛(𝑟)− 𝜆2𝑛𝑤𝑛(𝑟) = 0

Нехай 𝑤𝑛(𝑟) = 𝑟𝜆 тодi

𝑟2(𝑟𝜆)′′ + 𝑟(𝑟𝜆)′ − 𝜆2𝑛𝑟
𝜆 = 0

(𝑟𝜆)′′ = 𝜆(𝜆− 1)𝑟𝜆−2 и (𝑟𝜆)′ = 𝜆𝑟𝜆−1:

𝜆2𝑟𝜆 − 𝜆2𝑛𝑟
𝜆 = 0

(𝜆2 − 𝜆2𝑛)𝑟
𝜆 = 0

Через те, що 𝑟 ̸= 0 маємо

𝜆2 − 𝜆2𝑛 = 0

(𝜆− 𝜆𝑛)(𝜆+ 𝜆𝑛) = 0 𝜆 = 𝜆𝑛 або 𝜆 = −𝜆𝑛

Звiдки 𝑤1(𝑟) = 𝐶1𝑟
−𝜆𝑛, 𝑤2(𝑟) = 𝐶2𝑟

𝜆𝑛

Вiдповiдь: 𝐶1𝑟
−𝜆𝑛 + 𝐶2𝑟

𝜆𝑛

(𝑤*
𝑛)

′ = 𝜆𝑛𝐶1𝑟
−𝜆𝑛−1 + 𝜆𝑛𝐶2𝑟

𝜆𝑛−1

𝑤′
𝑛(𝑎)

′ = 0 => 𝜆𝑛𝐶1𝑎
−𝜆𝑛−1 + 𝜆𝑛𝐶2𝑎

𝜆𝑛−1 = 0

𝑤′
𝑛(𝑏)

′ = 𝑃𝑛

𝐺 => 𝜆𝑛𝐶1𝑏
−𝜆𝑛−1 + 𝜆𝑛𝐶2𝑏

𝜆𝑛−1 = 𝑃𝑛

𝐺⎧⎪⎨⎪⎩𝐶2𝑎
𝜆
𝑛 − 𝐶1𝑎

−𝜆𝑛 = 0

𝐶2𝑏
𝜆
𝑛 − 𝐶1𝑏

−𝜆𝑛 = 𝑃𝑛

𝐺⎧⎪⎨⎪⎩ 𝐶2 = 𝐶1𝑎
−2𝜆𝑛

𝐶1𝑎
−2𝜆𝑛𝑏𝜆𝑛 − 𝐶1𝑏

−𝜆𝑛 = 𝑃𝑛

𝐺
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𝐶1 =
𝑏𝑃𝑛

(𝑎−2𝜆𝑛𝑏𝜆𝑛−𝑏−𝜆𝑛)𝐺𝜆𝑛

𝐶1 = − 𝑃𝑛𝑎
2𝜆𝑛𝑏𝜆𝑛+1

𝐺𝜆𝑛(𝑎2𝜆𝑛−𝑏2𝜆𝑛)

𝐶2 = − 𝑃𝑛𝑏
𝜆𝑛+1

𝐺𝜆𝑛(𝑎2𝜆𝑛−𝑏2𝜆𝑛)

𝑤*
𝑛 = − 𝑃𝑛𝑏

𝜆𝑛+1

𝐺𝜆𝑛(𝑎2𝜆𝑛−𝑏2𝜆𝑛)
(𝑎2𝜆𝑛𝑟−𝜆𝑛 + 𝑟𝜆𝑛)

Ми знайшли розв’язок безперервної, тепер знайдемо функцiю Грина.
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РОЗДIЛ 4

ФУНКЦIЯ ГРИНА

Для розв’язання крайової задачi нам крiм неперервного розв’язку по-
трiбно знайти й розривний розв’язок. Для розривного рiшення ми побудуємо
функцiю Грину.

Оскiльки далi ми будемо обертати трансформанту то побудуємо Грина
через фундаментальну функцiю

(𝑟𝑤′
𝑛)

′ − 𝜆2
𝑛

𝑟 𝑤𝑛 = 0

𝜑0(𝑟) = 𝑟−𝜆𝑛; 𝜑1(𝑟) = 𝑟𝜆𝑛

𝜓0(𝑟) = 𝐶00𝑟
−𝜆𝑛 + 𝐶01𝑟

𝜆𝑛

𝑈0[𝜓0] = 𝜓′
0(𝑎)− 1;

𝑈1[𝜓0] = 𝜓′
0(𝑏) = 0⎧⎪⎨⎪⎩−𝜆𝑛𝑎𝜆𝑛−1𝐶00 + 𝜆𝑛𝑎

𝜆𝑛−1𝐶01 = 1

−𝜆𝑛𝑏𝜆𝑛−1𝐶00 + 𝜆𝑛𝑏
𝜆𝑛−1𝐶01 = 0

𝜓1(𝑟) = 𝐶10𝑟
−𝜆𝑛 + 𝐶11𝑟

𝜆𝑛;

𝜓′
1(𝑟) = 𝐶10𝑟

−𝜆𝑛−1 + 𝐶11𝑟
𝜆𝑛−1⎧⎪⎨⎪⎩𝑈0[𝜓1] = 𝜓′

1(𝑎) = 0

𝑈1[𝜓1] = 𝜓′
1(𝑏) = 1⎧⎪⎨⎪⎩𝑎

−𝜆𝑛−1𝐶10 − 𝑎𝜆𝑛−1𝐶01 = − 1
𝜆𝑛

𝑏−𝜆𝑛−1𝐶00 − 𝑏𝜆𝑛−1𝐶01 = 0

∆𝑛 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑎−𝜆𝑛−1 −𝑎𝜆𝑛−1

𝑏−𝜆𝑛−1 −𝑏𝜆𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 1

𝑎𝑏

[︀
(𝑎𝑏 )

𝜆𝑛 − ( 𝑏𝑎)
𝜆𝑛
]︀
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𝐶00 =
1
Δ𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒− 1

𝜆 −𝑎𝜆𝑛−1

0 −𝑏𝜆𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝑏𝜆𝑛−1

𝜆𝑛Δ𝑛

𝐶01 =
1
Δ𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑎𝜆𝑛−1 − 1

𝜆

𝑏−𝜆𝑛−1 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝑏−𝜆𝑛−1

𝜆𝑛Δ𝑛

𝜓0 =
1

𝜆𝑛Δ𝑛

[︀
𝑏𝜆𝑛−1𝑟−𝜆𝑛 + 𝑏−𝜆𝑛−1𝑟𝜆𝑛

]︀⎧⎪⎨⎪⎩−𝜆𝑛𝑎−𝜆𝑛−1𝐶10 + 𝜆𝑛𝑎
𝜆𝑛−1𝐶11 = 0

−𝜆𝑛𝑏𝜆𝑛−1𝐶10 + 𝜆𝑛𝑏
𝜆𝑛−1𝐶11 = 1⎧⎪⎨⎪⎩ 𝑎−𝜆𝑛−1𝐶10 − 𝑎𝜆𝑛−1𝐶11 = 0

𝑏−𝜆𝑛−1𝐶10 − 𝑏𝜆𝑛−1𝐶11 = − 1
𝜆𝑛

𝐶10 =
1
Δ𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 0 −𝑎𝜆𝑛−1

− 1
𝜆𝑛

−𝑏𝜆𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = −𝑎𝜆𝑛−1

𝜆𝑛

𝐶11 =
1
Δ𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑎−𝜆𝑛−1 0

𝑏−𝜆𝑛−1 − 1
𝜆𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = −𝑎𝜆𝑛−1

𝜆𝑛Δ𝑛

Фундаментальна функцiя Грина:

𝑢′′ − 𝜆2𝑢 = 0

𝜑(𝑥, 𝜉) = − 1
2𝜆𝑒

−𝜆|𝑥−𝜉|

Застосовуємо вигляд:

𝜑(𝑥, 𝜌) = − 1
2𝜆𝑒

−𝜆𝑙𝑛 𝑟
𝜌

𝐺𝑛(𝑟,𝜌) = 𝜑(𝑟,𝜌)− 𝜓0(𝑟)𝑈0[𝜑0(𝑟,𝜌)]− 𝜓1(𝑟)𝑈1[𝜑𝑛(𝑟,𝜌)]

𝑈0[𝜑𝑛(𝑟, 𝜌)] =
𝛿𝜑𝑛

𝛿𝑟 |𝑟=𝑎 =
1
2𝑎𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑙𝑛

𝑎
𝜌)𝑒

−𝜆𝑛|𝑙𝑛𝑎
𝜌 |

𝑈1[𝜑𝑛(𝑟, 𝜌)] =
𝛿𝜑𝑛

𝛿𝑟 |𝑟=𝑏 =
1
2𝑏𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑙𝑛

𝑏
𝜌)𝑒

−𝜆𝑛|𝑙𝑛 𝑏
𝜌 |

𝑎 < 𝜌 < 𝑏:
𝑎
𝜌 < 1 => 𝑙𝑛𝑎

𝜌 < 0 => 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑙𝑛𝑎
𝜌) = −1
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𝑏
𝜌 > 1 => 𝑙𝑛 𝑏

𝜌 > 0 => 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑙𝑛 𝑏
𝜌) = 1

У пiдсумку фундаментальна функцiя Грiна має вигляд:

𝐺𝑛(𝑟,𝜌) =
1

−𝜆𝑛
𝑒−𝜆𝑛|𝑙𝑛 𝑟

𝜌 | + 𝜓0(𝑟)
1
2𝑎𝑒

−𝜆𝑛|𝑙𝑛𝑎
𝜌 | − 𝜓1(𝑟)

1
2𝑏𝑒

−𝜆𝑛|𝑙𝑛 𝑏
𝜌 |
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РОЗДIЛ 5

ПОБУДОВА РОЗРИВНОГО РОЗВ’ЯЗКУ

𝑊𝑛 = 𝑐
[︁
𝐴0

𝛿𝐺𝑛(𝑟,𝜌)
𝛿𝜌 |𝜌=𝑐 − 𝐴1𝐺𝑛(𝑟, 𝜌)|𝜌=𝑐

]︁
+ 𝑤*

𝑛(𝑟)

де 𝐴0 - стрибок змiщення 𝑊𝑛(𝑟) при 𝑟 = 𝑐, 𝐴1 - 𝑊 ′
𝑛 при 𝑟 = 𝑐

Звiдки 𝐴0 =< 𝑊𝑛 >= 0 i 𝐴1 =< 𝑊 ′
𝑛 >= 𝑊 ′

𝑛(𝑐− 0)−𝑊 ′
𝑛(𝑐+ 0)

Звiдси

𝑊𝑛 = 𝑐
[︀
−𝐴1𝐺𝑛(𝑟,𝜌)|𝜌=𝑐+𝑊 *

𝑛(𝑟)

]︀
- рiвняння крайової

< 𝜏𝑟𝑧,𝑢 >= 𝐺1𝑊
′
𝑛(𝑐− 0)−𝐺2𝑊

′
𝑛(𝑐+ 0) = 0

де 𝐺1, 𝐺2 - модулi зсуву

Знайдемо невiдому величину 𝐴1 i пiдставимо її в рiвняння 𝑊𝑛

Маємо:

𝜓0(𝑟) =
1

𝑏𝜆𝑛Δ𝑛

[︀
𝑏𝜆𝑛𝑟 + 𝑏𝜆𝑛𝑟

]︀
𝜓1(𝑟) = − 1

𝑎𝜆𝑛Δ𝑛

[︀
𝑎𝜆𝑛𝑟 + 𝑎𝜆𝑛𝑟

]︀
Де ∆𝑛 = 1

𝑎𝑏

[︀
(𝑎𝑏 )

𝜆𝑛 − ( 𝑏𝑠)
𝜆𝑛
]︀

𝜑𝑛(𝑟, 𝜌) = − 1
2𝜆𝑒

−𝜆𝑙𝑛 𝑟
𝜌

𝐺𝑛(𝑟,𝜌) =
1

−𝜆𝑛
𝑒−𝜆𝑛|𝑙𝑛 𝑟

𝜌 | + 𝜓0(𝑟)
1
2𝑎𝑒

−𝜆𝑛|𝑙𝑛𝑎
𝜌 | − 𝜓1(𝑟)

1
2𝑏𝑒

−𝜆𝑛|𝑙𝑛 𝑏
𝜌 |

𝐺1 < 𝑤′
𝑛(𝑐) > +(𝐺1 −𝐺2)𝑤

′
𝑛(𝑐+ 0) = 0

де < 𝑤′
𝑛(𝑐) >=

𝐺2−𝐺1

𝐺1
𝐺1𝑤

′
𝑛(𝑐+ 0)

𝐺12 =
𝐺2

𝐺1
− 1

Тодi < 𝑤′
𝑛(𝑐) >= 𝐺12𝑤

′
𝑛(𝑐+ 0)

𝐴1 = 𝐺12𝑤
′
𝑛(𝑐+ 0)

Оскiльки 𝑤𝑛(𝑟) = 𝑤*
𝑛
′ − 𝑐𝐴1

𝛿𝐺𝑛(𝑟,𝑐)
𝛿𝑟

𝛿𝐺𝑛(𝑟,𝑐)
𝛿𝑟 = 1

2𝑟𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑙𝑛
𝑟
𝑐)𝑒

−𝜆𝑛|𝑙𝑛 𝑟
𝑐 | + 1

2𝑎𝑒
𝜆𝑛|𝑙𝑛𝑎

𝑟 |𝜓′
0(𝑟)− 1

2𝑏𝑒
−𝜆𝑛|𝑙𝑛 𝑏

𝑐 |𝜓′
2(𝑟)

Рахуємо 𝑤*
𝑛(𝑟) =

𝑃𝑛𝑏
𝜆𝑛+1

𝐺2𝜆𝑛(𝑏2𝜆𝑛−𝑎2𝜆𝑛)
(𝑟𝜆𝑛 + 𝑎2𝜆𝑛 + 𝑟−𝜆𝑛)

𝑤*
𝑛
′(𝑟) = 𝑃𝑛𝑏

𝜆𝑛+1

𝐺2𝜆𝑛(𝑏2𝜆𝑛−𝑎2𝜆𝑛)
(𝑟𝜆𝑛−1 + 𝑎2𝜆𝑛 + 𝑟−𝜆𝑛−1)
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𝜓′
0(𝑟) =

1
𝑏Δ𝑛

[−𝑏𝜆𝑟−𝜆𝑛−1 + 𝑏−𝜆𝑛𝑟𝜆𝑛−1]

𝜓′
1(𝑟) =

1
𝑎Δ𝑛

[−𝑎𝜆𝑟−𝜆𝑛−1 + 𝑎−𝜆𝑛𝑟𝜆𝑛−1]

Отримуємо рiвняння вiдносно 𝐴1

𝐴1 = 𝐺12𝑤
′
𝑛(𝑐+ 0)

𝐴1 =
𝐺12𝑃𝑛𝑏

𝜆𝑛+1

𝐺2(𝑏2𝜆𝑛−𝑎2𝜆𝑛)
(𝑟𝜆𝑛 − 𝑎2𝜆𝑛𝑐−𝜆𝑛−1)

𝑤𝑛 = 𝑐[(− 𝐺12𝑃𝑛𝑏
𝜆𝑛+1

𝐺2(𝑏2𝜆𝑛−𝑎2𝜆𝑛)
(𝑟𝜆𝑛 − 𝑎2𝜆𝑛𝑐−𝜆𝑛−1))𝐺𝑛(𝑟,𝑐)]−

− 𝑃𝑛𝑏
𝜆𝑛+1

𝐺2𝜆𝑛(𝑎2𝜆𝑛−𝑏2𝜆)
(𝑎2𝜆𝑛𝑟−𝜆𝑛 + 𝑟𝜆𝑛) =

= −𝑃𝑛𝑏
𝜆𝑛+1

𝐺2
[𝑐𝐺12(𝑟

𝜆𝑛−𝑎2𝜆𝑛𝑐−𝜆𝑛−1)𝐺𝑛(𝑟,𝑐)
𝑏2𝜆−𝑎2𝜆

+ 𝑎2𝜆𝑛𝑟−𝜆𝑛+𝑟𝜆𝑛

𝜆𝑛(𝑎2𝜆𝑛−𝑏2𝜆𝑛)
]

де 𝑃𝑛 =
∫︀ 𝜋−𝛼

𝛼 𝑃 (𝜃)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼)𝑑𝜃
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РОЗДIЛ 6

РЕЗУЛЬТАТИ ОБЧИСЛЕНЬ

Знайдемо трансформанту напруження:

𝑃 (𝜃) = 𝑃𝑘 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;

𝑃𝑛 = 𝑃𝑘

∫︀ 𝜋−𝛼

𝛼 𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼)𝑑𝜃 =

⎛⎜⎝𝑢 = 𝜃 − 𝛼 𝑢1 = 0

𝑑𝑢 = 𝑑𝜃 𝑢2 = 𝜋 − 2𝛼

⎞⎟⎠ =

= 𝑃𝑘

∫︀ 𝜋−2𝛼

0 𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑛𝑢) =

⎛⎜⎝ 𝑠 = 𝜆𝑛𝑢 𝑠1 = 0

𝑑𝑠 = 𝜆𝑛𝑑𝑢 𝑠2 = 𝜆(𝜋 − 2𝛼)

⎞⎟⎠ =

= 𝑃𝑘

𝜆𝑛

∫︀ 𝜆𝑛(𝜋−2𝛼)

0 𝑠𝑖𝑛(𝑠)𝑑𝑠 = −𝑃𝑘𝑐𝑜𝑠(𝑠)
𝜆𝑛

|𝜆𝑛(𝜋−2𝛼)
0 = −𝑃𝑘

𝜆𝑛
[𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑛(𝜋 − 2𝛼))−

− 𝑐𝑜𝑠(0)] = −𝑃𝑘

𝜆𝑛
[(−1)𝑛 − 1]

𝑤(𝑟,𝜃) = 2
𝜋−2𝛼

∑︀∞
𝑛=1𝑤𝑛(𝑟)𝑠𝑖𝑛𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼) =

= 2
𝜋−2𝛼

∑︀∞
𝑛=1

𝑃𝑘𝑏
𝜆𝑛+1[(−1)𝑛−1]

𝜆𝑛𝐺2
[𝑐𝐺12(𝑟

𝜆𝑛−𝑎2𝜆𝑛𝑐−𝜆𝑛−1)𝐺𝑛(𝑟,𝑐)
𝑏2𝜆𝑛−𝑎2𝜆𝑛

+ 𝑎2𝜆𝑛𝑟−𝜆+𝑟𝜆𝑛

𝜆𝑛(𝑎2𝜆𝑛−2𝜆𝑛)
]𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑛(𝜃 −

− 𝛼)) =

= 2𝑃𝑘

𝐺2(𝜋−2𝛼)

∑︀∞
𝑛=1

𝑏𝜆𝑛+1[(−1)𝑛−1]
𝜆𝑛

[𝑐𝐺12(𝑟
𝜆𝑛−𝑎2𝜆𝑛𝑐−𝜆𝑛−1)𝐺𝑛(𝑟,𝑐)

𝑏2𝜆𝑛−𝑎2𝜆𝑛
+ 𝑎2𝜆𝑛𝑟−𝜆+𝑟𝜆𝑛

𝜆𝑛(𝑎2𝜆𝑛−2𝜆𝑛)
]𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑛(𝜃 −

− 𝛼))

Коли ми знайшли 𝑤(𝑟, 𝜃), то ми можемо знайти напруження, викори-
стовуючи формули, що були данi з умови

𝜏𝜃𝑧 = 𝐺𝑑𝑤
𝑑𝑟

𝜏𝜃𝑧 = 𝐺1
𝑟
𝑑𝑤
𝑑𝑟𝜃

𝜏𝜃𝑧 =
2𝑃𝑘𝐺

𝑟𝐺2(𝜋−2𝛼)

∑︀∞
𝑛=1 𝑏

𝜆𝑛+1[(−1)𝑛−1][𝑐𝐺12(𝑟
𝜆𝑛−𝑎2𝜆𝑛𝑐−𝜆𝑛−1)𝐺𝑛(𝑟,𝑐)

𝑏2𝜆𝑛−𝑎2𝜆𝑛
+ 𝑎2𝜆𝑛𝑟𝜆+𝑟𝜆𝑛

𝜆𝑛(𝑎2𝜆𝑛−2𝜆𝑛)
]·

· 𝑐𝑜𝑠(𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼))

𝜏𝑟𝑧 =
2𝑃𝑘𝐺

𝐺2(𝜋−2𝛼)

∑︀∞
𝑛=1

𝑏𝜆𝑛+1[(−1)𝑛−1]
𝜆𝑛

[𝑐𝐺12(𝜆𝑛𝑟
𝜆𝑛−1−𝑎2𝜆𝑛𝑐−𝜆𝑛−1)𝐺′

𝑛(𝑟,𝑐)
𝑏2𝜆𝑛−𝑎2𝜆𝑛

+𝜆𝑛𝑎
2𝜆𝑛𝑟𝜆−1+𝜆𝑛𝑟

𝜆𝑛−1

𝜆𝑛(𝑎2𝜆𝑛−2𝜆𝑛)
]·

· 𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑛(𝜃 − 𝛼))

де:

𝐺′
𝑛(𝑟,𝑐) =

1
2𝑟𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑙𝑛

𝑟
𝑐)𝑒

−𝜆𝑛|𝑙𝑛 𝑟
𝑐 | + 1

2𝑎𝑒
𝜆𝑛|𝑙𝑛𝑎

𝑟 |𝜓′
0(𝑟)− 1

2𝑏𝑒
−𝜆𝑛|𝑙𝑛 𝑏

𝑐 |𝜓′
2(𝑟)
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𝜓′
0(𝑟) =

1
𝑏Δ𝑛

[−𝑏𝜆𝑟−𝜆𝑛−1 + 𝑏−𝜆𝑛𝑟𝜆𝑛−1]

𝜓′
1(𝑟) =

1
𝑎Δ𝑛

[−𝑎𝜆𝑟−𝜆𝑛−1 + 𝑎−𝜆𝑛𝑟𝜆𝑛−1]

∆𝑛 = 1
𝑎𝑏

[︀
(𝑎𝑏 )

𝜆𝑛 − ( 𝑏𝑎)
𝜆𝑛
]︀

𝛼𝑛 = 𝜋𝑛
𝜋−2𝛼

6.1 Графiки напруження 𝜏𝑟𝑧

Побудуємо 2 графiки для 𝜏𝑟𝑧. Розглянемо 2 випадки: коли напруження
в першому матерiалi з модулем зсуву 𝐺1, на другому графiку - другий
матерiал з модулем зсуву 𝐺2

Для графiка вводимо такi значення: 𝑃 = 1 𝐺1 = 1 𝐺2 = 2 𝐺12 =
𝐺2

𝐺1
−1

𝛼 = 𝑝𝑖/3 𝑎 = 1 𝑐 = 2 𝑏 = 3

Рис. 6.1. 𝑟 = 1
2
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Рис. 6.2. 𝑟 = 5
2

6.2 Графiки напруження 𝜏𝜃𝑧

Побудуємо 4 графiки для 𝜏𝜃𝑧. Розглянемо 4 випадки: при 𝛼 = 𝜋
4 , 𝛼 = 𝜋

6 ,
𝜃 = 𝛼 i 𝜃 = 𝜋 − 𝛼

Для графiка вводимо такi значення: 𝑃 = 1, 𝐺1 = 2, 𝐺2 = 4, 𝐺12 =
𝐺2

𝐺1
− 1, 𝑎 = 1, 𝑐 = 2, 𝑏 = 3
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Рис. 6.3. 𝛼 = 𝜋
4 , 𝜃 = 𝛼

Рис. 6.4. 𝛼 = 𝜋
6 , 𝜃 = 𝛼
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Рис. 6.5. 𝛼 = 𝜋
4 , 𝜃 = 𝜋 − 𝛼

Рис. 6.6. 𝛼 = 𝜋
6 , 𝜃 = 𝜋 − 𝛼
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ВИСНОВКИ

Ми розглянули тiло в цилiндричнiй системi координат (𝑟, 𝜃, 𝑧), в якiй
розташоване тiло обмежене областю 𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 𝛼 < 𝜃 < 𝜋−𝛼, −∞ < 𝑧 <∞,
тiло знаходилось в умовах антиплоської деформацiї та складалось з двох
частин з рiзними матерiалами, з модулями зсуву 𝐺1 та 𝐺2 вiдповiдно.

Знайшли розв’язок рiвняння Ламе, що описувало залежнiсть змiще-
ння 𝑤(𝑟, 𝜃) вiд координат 𝑟 та 𝜃 в розглянутiй областi. А також знайшли
напруження 𝜏𝑟𝑧(𝑟, 𝜃) в тiлi та побудували графiки.

Для розв’яку рiвняння привели його до одновимiрної через синус
перетворення Фур’є за змiнною 𝜃 та ровз’язали одномiрну розривну задачу
в трансформантах, що складався з безперервного розв’язоку та разривного
розв’язку, для якої ми побудували функцiю Грину



19

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Методичнi вказiвки до курсу «Математичне моделювання деяких задач
механiки та технiки» для студентiв 3 курсу спецiальности 6.04030101
«Прикладна математика» (укладачi Процеров Ю.С., Мойсеенок О.П.).
Одеса, 2015, 61 с. (Розмiщена на сайтi Наукової бiблiотеки Одеського
нацiонального унiверситету iм. I.I. Мечнiкова).

2. Попов Г.Я., Реут В.В., Вайсфельд Н.Д. Навчальний посiбник з кур-
су «Рiвняння математичної фiзики. Метод iнтегральних перетворень».
Одеса: Астропринт, 2005, 184 с.

3. Божедарник В.В., Сулiм Г.Т. Елементи теорiї пружностi. Львiв: Свiт,
1994, 560 с.

4. Можаровський М.С. Теорiя пружностi, пластичностi i повзучостi. К:
Вища школа, 2002, 312 с.



20

ДОДАТКИ

1 import math
2 import matplotlib.pyplot as plt
3 from tqdm import tqdm
4
5 import numpy as np
6
7 e = 1 * 10 ** (-9)
8 pi = math.pi
9 P = 1

10 G1 = 1
11 G2 = 2
12 G_12 = G2/G1-1
13 alpha = pi/3
14 a = 1
15 c = 2
16 b = 3
17 # r = 1/2
18 r = 2
19 # r = 3
20
21 def delta_n(n):
22 return 1/(a*b) * ((a/b)**lambda_n(n) - (b/a)**lambda_n(n))
23
24 def lambda_n(n):
25 return pi*n/(pi-2*alpha)
26
27
28 def phi_0(r,n):
29 return 1/(b*delta_n(n)) * (-b**(lambda_n(n)) * r**(-lambda_n(n)-1) +

b**(-lambda_n(n))*r**(lambda_n(n)-1))
30
31
32 def phi_1(r,n):
33 return 1/(a*delta_n(n)) * (a**(lambda_n(n))*r**(-lambda_n(n)-1) -

a**(-lambda_n(n))*r**(lambda_n(n)-1))
34
35
36 def G_n(n,r):
37 part_1 = 1/(2*r) * np.sign(math.log(r/c)) *
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math.e**(-lambda_n(n)*abs(math.log(a/c)))
38 part_2 = 1/(2*a)*e**(lambda_n(n) * abs(math.log(a/c)))*phi_0(r,n)
39 part_3 = 1/(2*b) * math.e**(-lambda_n(n)*abs(math.log(b/c)))*phi_1(r,n)
40 return part_1 + part_2 - part_3
41
42
43 def fun(n, theta):
44 f_1 = (b**(lambda_n(n) + 1) * ((-1)**n-1) ) / lambda_n(n)
45 part_1 = (c * G_12 * (lambda_n(n) * r**(lambda_n(n) - 1) -

a**(2*lambda_n(n)) * c**(-lambda_n(n)-1)) * G_n(n, r)) /
(b**(2*lambda_n(n)) - a**(2*lambda_n(n)))

46 part_2 = (lambda_n(n) * r ** (lambda_n(n) - 1) * a ** (2* lambda_n(n))
+ lambda_n(n) * r ** (lambda_n(n) - 1)) / (lambda_n(n)*( a ** (2*
lambda_n(n)) - b ** (2* lambda_n(n))))

47 f_2 = part_1 + part_2
48 f_3 = math.sin(lambda_n(n)* (theta - alpha))
49 return f_1 * f_2 * f_3
50
51
52 def get_g(r):
53 if r <= c:
54 return G1
55 return G2
56
57
58 def summary(theta):
59 prev_s = 1000
60 s = 0.0
61 n = 1
62 while abs(prev_s - s) > e:
63 prev_s = s
64 res = fun(n, theta)
65 res = round(res, 6)
66 s += res
67 n += 1
68 return s
69
70
71 def tau_r_z(theta, step):
72 G = get_g(r)
73 f = (2*P*G)/(G2*(pi-2*alpha)) * summary(theta)
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74 d[r] = f
75 return f
76
77 if __name__ == '__main__':
78 step = 1 / 10000
79 x_1 = np.arange(alpha+step, pi-alpha, step)
80 y_1 = list()
81 x_1_n = list()
82 d = dict()
83 for i in tqdm(x_1):
84 i = round(i, 4)
85 x_1_n.append(i)
86 answ = tau_r_z(i, step)
87 y_1.append(answ)
88 print(d)
89 print(f"c = {(2*P*G2)/(G2*(pi-2*alpha)) * summary(c)}")
90
91 plt.plot(x_1_n, y_1)
92 plt.grid(True)
93 plt.xlabel('$\\theta$', fontsize=14)
94 plt.ylabel('$\\tau_{rz}(r, \\theta)$', fontsize=14)
95 plt.title('$\\tau_{rz}(r, \\theta)$, $\\alpha < \\theta <

\\pi-\\alpha$', fontsize=18)
96 plt.show()
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