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УСРЕДНЕНИЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ СТАНДАРТНЫХ СИСТЕМ 

С ОТКЛОНЯЮЩИМИСЯ АРГУМЕНТАМИ

Для задачі керування системи стандартного вигляду з запізненням згідно з принципом максимуму 
розглянуто граничну задачу з аргументами запізнення та випереджання. Обгрунтовано метод усеред­
нення для асимптотичного розв'язку граничної задачі.

- Для задачи управлення системами стандартного вида с запаздыванием согласно принципа макси­
мума рассмотрена краевая задача с аргументами запазды вания н опережения. О боснован метод у с - ^ , 
реднения для асимптотического решения краевой задачи.

The boundary problem  with delay and overtaking for the problem  o f the control over standard  systems 
with delay, according to m axim um  principle, is considered. The averaging m ethod for the asym ptotic 
solution o f the obtained boundary problem is substantiated.

Введение. П рименение принципа максимума в оптимальном  управлении стандарт­
ной системой с запазды ванием [1] и другие прилож ения сводятся к следующей краевой 
задаче с отклоняющ имися аргументами при заданных условиях, определяющих слева от 
интервала изменения независимой переменной t запазды вание по одним переменным и 
справа -  опережение по остальным переменным:

i ( / , e )  =  e X ( r ,j :1( f - / ? , ( 0 , e ) vr ( f ,e ) , j :2(/ + p 2 (0 .e ) ) .  ........ (1)
V » ..tU

/ЄІ-ДрО) = ®і(*)’ Х2і(£| Г,7ЧД,| = 0 2 (f). л . ; . •-

где є > 0  -  м алы й  п ар ам етр , г є [ 0 ,Г ]  = / ,  Т  = ї х ' 1 , L >  0, L ,A |,A 2 -  к о н стан ты ; 

х , Х , в , р  - 2 « -м ерны е вектор-функции, первые п компонент которых имеют индекс “ 1”, 

а остальны е п компонент имеют индекс “2": х  -  {х \,х '2 У , ш трих означает транспони­

рование, дальш е будет такое же разделение ком понент 2 п -м ерны х векторов: 

* | ( f - P l ( 0 . E ) s  {ДГ|,-(Г-/>,,.(/),e ) j  = 1..... л ) ,

•М * +  Р 2 ( , ) ' е ) =  (х 2і0 ~ Р2/(ОЛ)4 -  1 ,.. . ,л ) ,  г ШИ'иОГМ аннэш&ч М Л ’Ї. ‘J f t

т.е. каждая ком понента имеет характерное для прилож ений свое запазды вание /> t,(0  

или опереж ение />2, ( 0  , ||/>* (0 || ^  А* Л = 1,2.
О ч ев и д н о , что  си стем а (1), (2) р еал и зу ем а , т .е . м н о ж ество  им ею щ их реш ение 

таких зад ач  непусто. К числу таких  зад ач  отн осятся  зад ачи  оп ти м ал ьн ого  уп равл е­
н ия [2].

С ледую щ ие имею щ ие реш ение задачи  (1), (2), а  такж е их асим птотическое реш е­
ние решением более простых задач получим в связи с зависим остью  уравнений (1) от 
малого параметра є .

1. У среднение исходной задачи  и его обоснование. П оставим  в соответстви е ис­
ходной задаче (1), (2) усредненную  краевую  задачу: и ,t

X  =  * < * ) .  (3)dx

і , ( 0 )  =  Є ,(0 ) , дг2а )  =  Є2( Г ) ,  (4)

где і  = а ,  т е  [0 .L ], х  = ( л ^ , ^ ) ' ,  r '~ Li
VI. •:

зі

Х (д :)=  lim J x ( / , . t | , x , x 2 )(//, с > ' У Р ******  -Me V  (5)
5“*°° S м ол  iriA&fmhokbii.H . J
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предел (5) предполагается существующим.
Н аряду с задачей (1), (2) введем задачу:

г = е Х ( г , ( / , е ) , У 2(/.Е)),  (6)
1/, ' У ' ; ! '

>-,(0,6) = 8 ,(0 ) , * ( 7 \ е ) = е 2(Г ) ,  - к а л  « ' (7)

для которой  система (3). (4) такж е является усредненной.
Близость решений исходной (1), (2) и усредненной (3), (4) задач описы вается сле­

дующей теоремой. '  ......................... - .........

Т еорем а 1. П уст ь в  област и  (? ( ( / ,у )  | /  >  0 ,у  е  /}  с  * 2 * 1  где  м нож ест во  0  о т ­

крыт о и ограничено, вы полнены следую щ ие условия: ^

1) ф ункция Х ( 1 , ) \ у . у )  ограничена: |Х ( / , ) \  >>,_>•)• < М 0 .

Ь Х
диф ференцируема по у, причем  €  L ip v(D ,X ),

о у

ОЛ  ||

Э у '|

2) равномерно по  д:е D  сущ ест вует  предел  (5),

3) реш ение  дг(т,х°) ур а вн ен и я  (3) с начальны м  усло ви ем  л (0 ,х ° )  = х ° е  D ° с  D  

определено для т е  [O.Z.] и леж ит  вместе с р  -  окрест ност ью  в D;

4) задача  (3), (4) имеет  реш ение  х (т ) такое, что jc °  = . r ( 0 )e  in tD n ;

5) реш ение  х ( т ,л ° )  уравнения  (3) т аково, что

ld e t0 x 2a , i ° ) / a J 2o) * O ;  ' 't■ -ч:( (8)

6) ф ун к ц и и  0 , ( / ) ,0 2(/)  непреры вны  со о т вет ст вен н о  на о т р езк а х  (—А ,,0 ], 

[7 \Г  + Д 2] .

Тогда для лю бого г )> 0  существует такое е" = е°(тр  > 0 ,  что при ее  (0 ,е ° ]  и рав­

номерно по / е  /  имеет место неравенство

!U ( r ,e ) -x (o ) f< r i ,  •* ^

где х ( / ,е )  -  решение исходной задачи . Л * * . - ' *> • > 1 +

Д оказательство . В силу теорем ы  10.1 [3] для л ю б ого  л > ()  мож но указать  е ,>  О 

так о е , что  при е е  (О .е,] и / е /  сущ ествует ед и н ствен н ое реш ение >’(/,£ ) зад ачи  

(6),(7), для которого  r .iHi ,  . ; !

i;y(», е) -  х (е  / ) !|<  П , (10)

причем для периодических по / правы х частей исходных уравнений порядок малости 

Л и е одинаков: Г| = Се, С  > 0, С  = c o n s t . Т акое уточнение опенок имеет место и для 

н еравенств  (18), (23), (9).
П окаж ем , что отсю да следует сущ ествование единственного  реш ения задачи  (I) ,

(2) при и аси м п тоти ческая  оц енка этого  реш ения для  0 < е 2< е , ,  где е 2

будет определено при вы числении этой оценки. т а

П олагая р 2 (г )= 0 ,  получим задачу: ч (» = , , ,  (о ) ;9  = (<)>,»

z ( t ,e )  = eX (t,Z \(,t -  / ? , ( / ) ,е ) , ; ( / .е ) ,г 2( / ,е »  . f s ; j  чь <1>)

г 1|(Е[-Д|.0)= ® [(f ) • Л )  =  9  2(7") • ■ I [

Задача (6), (7) для лю бого положительного е < е , имеет решение >’( /.£ )  такое, что
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у 2( / ,е  ) |,=0= у 2(О.Е )• ’іто і  ■■ 1 (13)

В оспользуемся вектором  у 2(0 ,є )  и наряду с краевой  задачей  (11), (12) введем на­

чальную  задачу , для  которой  краевое условие по г2(Г ,є )  зам ен ен о начальны м  усло­

вием
. . . .  . і . . -тч - -------- * М <;;1ГЛ!/ <н>

г2(0 .є )  = у 2(0 ,є ) .  (14)

С равним  задачи  (6). (7), (13) и (11), (12,), (14). П ервая из них имеет единственное

реш ение, что  влечет сущ ествован и е еди н ствен ного  реш ения зад ачи  (11), (12,), (14),

которое легко получить, например, методом ш агов с ш агом Д ( .

О бозн ачи м  реш ение зад ачи  (11), (12,), (14) через г (Л £  ) К ак и в лем м е 11.і[4].

полож им . .. « „ А і- .п «  « 1«. ,1 . 4  ,і :  (ЗИ)* - Н

р  = т а х  !.'г(/ -  р , (/) ,£ )  -  у (/.е )||
.«■ л . ч  - Л . ;-

и сравним реш ения г ( / ,е  ) и у(г, е ) :  'а о /э Н
зЛь*

|г(/,Е  ) - > < / ,с { < £  А / , / { " ^ - р , ( , ) , е  ) - ) ’(■'•,£ )|! + і ! г ( і .е  )-> { * ,£  )!! }<*< 01

й 2 г  Л /, ^ ( х . е  ) - у ( л - ,е  У 'л  + е М , ) - у ( л \ £  ) | л +  Л
о о ,

і 3 . \ )  V. .! ' ! * • <  з . 1.,: X

г

I ■+ е М 11;1 г(л

Д|

- р , ( 5 ) , е  ) - г ( д , е  ) + г(.?,е ) - у ( 1-,Е ) | Л .  . = :Ч

Т ак как

&\ 1 ж * '■.
|г(д,Е  ) - г ( 5 - />,(.»•),£ ) |< е  / | |Х ( / , г а - р , ( 0 , е  ) ,г ( / ,е  ) ,г ( / ,е  ) ) ^ < е  М 0Д , , ц

0 - 

/ /

/1!г(л -  />,(л).е ) -  г(5-,Е)Ц- < | е  М 0Д|Л < Л#„£Д, ,
Д| д,

ТО : :н ( * 0 К ; д 0 | П  ЯМ,  1 . : 0  . ' • . ) » ш  У Г 'О  г- и \ * ; , .В
. £ / {

I э  Н 0700С1Г. КПЕ ОТК ,Э0И141

| г( / ,е ) - у ( г , е  >! < £  М ,Р А , + е  М „ М 11 Л 1 + 3е  М,|!г(.у,е ) - у ( л \ е  >||<Л. _ ^
о ’  ' '  ’

П рименив лемму Г ронуолла-Б еллм ана, получим из этого  неравенства для лю бого  

/ е  I : ,
« »ляд ом » ' '  • 1 ш енонцян^ф  •«Ш'ОМХ*- I

|г(/,Е ) - у ( / , Е  ),!<£ М ^ , ( Р  + М 01.)ехр(ЗМ,Ц<С*, ^   ̂  ̂ <45)

гд еС = со ги > (, С  > М ^ , ( Р  +  М 0£ )е х р (З Л / |£ ) .  ! '

Т аки м  о б разом , г 2(Г ,£ )  сколь угодн о м ало  отклоняется  от  0 2 ( Г ) . И з условия

3) т ео р ем ы  I сл ед у ет  [3], ч то  р еш ен и е  у р ав н ен и я  (6) с н а ч а л ь н ы м  усл о ви ем  

у (0 ,е  ,.х°) =  * ° е  О 0 определено для / е  1 и лежит с р  -  окрестностью  в О. а из усло­

вия 5) следует, ЧТО реш ение у ( / ,Е ,у ° )  уравнения (6). где у °  = (У |(0 ,Е ) ',У 2(0 .Е ) ') ',  в 

силу теоремы  о неявны х ф ункциях таково  [3|, что  выполняется условие
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, <1еКЭ у 2( / ,е  , у 0) 'Э  у 2(0,Е ) ) * 0 .  ( з .0 ) гу % 3 ,- ( ,6 )

Как неравенство (16) получено из неравенства (8), так же из (16) следует для решения 
уравнения (11):

с!е«(Э г : (/,£  . е , ( 0 ) , , 2« и  )) /Э  у 2(0 ,е  )) *  0 .  ^  С (17)

Из (17) и сколь угодно малого отклонения г 2(Г ,е  ) от 0 2(Г )  следует сущ ествова­

ние г 2(0 .е  ) так ого , что единственное реш ение г(г,£  ) уравнения ( I I )  с начальны м 

условием (12,) и г2 = г2(0 ,е  ) таково , что г 2(/,£  )! = 0 2( Г ) , т.е. г (/,£  ) оказы ­

вается единственны м реш ением задачи  (11),(12). У читы вая н еравенство (10), для л ю ­

бого Г] > 0 найдем £2 е ( 0 ,£ , ]  такое, что для лю бого е е ( 0 , е 2 ] существует единствен­

ное реш ение г (/,£ )  задачи  (И ) , (12), для которого  выполняется неравенство

| |г ( / ,£ ) - х ( Е О  < т ) .  л * . ' н (18)

И сходя из реш ения г(/,Е ) зад ачи  (11), (12), рассм отрим  сущ ествование реш ения 

х (/,£  ) исходной задачи (1). (2) и доказательство исходного неравенства (9). Д ля это­

го применим метод последовательны х приближ ений П икара.
За нулевое приближ ение примем реш ение системы (11), (12): '  '  ■* - О

х ° ( / ,£  ) = г ( /,£  ) .  ■■ . (19)

П остроим  последовательность приближ енных решений задачи  (1), (2) по правилу: 

х 'и , с  ) = е х а л К г - р д о . Е  ) . л 'а . е  ) . х ' { ' о + р , ( о , е  ж  (2о>

х ‘1 , , = 0 . ( 0 ,  х'7( Т ,г  ) = в 2 ( Т ) ,  - М . - М Ь - '  ,  (21)

где *вТ

х г 'і/єіг.г+Л гІ = / = 1.2.3,... , t  (22)
- і  ■'* *! -

В (20) правая часть X  зависит от функции х'2 (г + p z ( t ) .£  ) .  которая доопределена 

в (22), и это известная функция от / и £ ,  так что задача (20)—(22) есть задача типа (11). 

(12), в которой , одн ако , имеется явная зависим ость А' от е . Н о в силу условия 1) и 

свойств реш ения уравнения (11) эта зависимость не меняет асимптотических характе­

ристик решения, так что в силу неравенства (18) для лю бого t j > 0  найдется е'2 є ( 0 , £ | ]

такое, что для лю бого £ є  (0 ,e '2J и  r e  I
. . w, x - - ,ДЛ,*А„У -і* \ t ' t  .. • - ;
|дг '(/,£  ) - x ( E  /)[ < Л . (23)

где е2 есть є ,  для неравенства (18). когда г ( /.е )  =  * '( / ,£ ) .  '  ‘ і!

Рассмотрим функциональные ряды, /-тые частичные суммы которых равны  х ' ( / , е ) : 

х ° ( / ,£  ) + U ’(/.£  ) - х ° ( г , є  ) | + ... +  | ^ ( / , в  ) — х 1-1 ( / , є )] + ... (24)

Оценим каждый член ряда отдельно для .г |( /.е  ) и отдельно для х2( / , е ) .  И з (23)

получим !‘дг,+1( / , е ) -  V ( / , E ) j  < Л . однако этого недостаточно для обоснования сходимо­

сти ряда (24) и требуется усилить эти оценки. . ■>
к '  '  г  1 КГ4І он 3-і::.: >Л '  ? = ' т .  їА )К

к Имеем для х ° ( / , е ) : fPHHW aiKj/ .з  эймзшо-' о?»1 л  s . ( І  к

|х { * ( / , є  )  <  0  ] ( 0 ) j  +  M „ T ,  • > ? ( / , є  ) | < | : 0  2(r)|! +  M 0 ( L - T ) .  т л е  T 6 [0 , L 1. T  =  £ / . N>:’
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Будем считать, для определенности, что х > V 2 (для 0 < х < L 2 выкладки анало­

гичны) и что irll =  :lü2., т.к. ||jc|i3 £  ’Я лII* ||I < 2п  ||.х |, [4]. Т огда ГГ.

| |х > ,Е  )|| £  С  + М 0т  , где С  =  т а х (  1е,(О),02(Г)|). (25)

Д алее Г О  Ш  ^

t

-Ь\)

| * 1  (Л£ ) ~ х \ ) . *' ( ' , £ ),х£ (/ + />2(/) ,е  ) ) -
О

»1 **<ос Л»)

- Х ^ л Д / .Е  ),х2(/,е ))[<*<£ А/|Ддг|'(/-р1(0,е )-х\|(/,е )|!+2!|х‘(ле )-х°(/,е ))!+
О

+|х“ (г + р(0,е )- л “ (г,£ ) ] л  < е М 0(Д,+Д2) + 2)|х|(г,е )- / (/ ,£  )| ]л  .
’ ■ , о

А налогично оценим ||д:2  ( /. £ ) - х ? ( / ,Е  ) | | , г ак  что окончательно получим:
1 ’ . : - *1

|х'(г,е ) - / ( г ,е  У < С М ^ х р (2 М ^ )х , ............... (26).1

где С  -  полож ительная постоянная. ... .... ;
Д алее, -»и« <*< ■> п

/

Цх^.Е ) — ДГ| (/,Е )р 5 Е | ![х,(/,.т,2( г - р |(/),е ),х2(г,е )уХ2(/~ р2(/),е ) )-  ”
о

- Х , ( 1,х1( / - р , (0.е ),х '(г .е  ) , * ? ( / - />2(/).е )У Л <

— е м , | [ .г |2(г-/>,(г).б )- х 1 ((- р ,(0 .е  )|'|+!|х2(ле )-л '(г ,е  )| + 
о

1+|;-г2(/ - Р 2 ( 0 ,е ) - - * ? а - /? 2 ( 0 .е ) |Ь ^ е Л / ||[Е Ш |е х р ( 2 Л ^ ,^ ) /  + 2||.г2^ е>_д:1(, -е>]]л - м
о

■а-

н |г(

, г > А налогично оценим |лг|(/,е ) - х2(г,е  ),], так  что окончательно получим:
я тал л и н ец

Ьг2(г .е  ) - д 1(/,Е  ) ’5 ^ [ д / |Х  е х р (2 Л /|£ ) ] : . :и<. < г *1 (27)

П родолж ая так  далее, получим:

1х'Цл ) - х '~ 1Ц,е ),-<С  М \ х ' е х & П М , и Л  (2*)?'
■ 1 /!

Ряд (24) маж орируется числовым рядом

, х г Г  \ м М х р {х  М ,ц ]  - . .ч -г .л -
С + М 01, + С 2 а —  ■ - - - ----------- . 1 2 «

ТГ,

О б о зн ач и м  через е ° > 0  величину in f е '2, / = 1,2.... О чеви д н о , что  дл я  е є (0,е ° |  
сумма ряда есть решение задачи  (1), (2) x ( t ,e  ) .  Т ак  как x '( t ,e  ) удовлетворяет нера­

венству (23). то  и х ( / ,е  ) так ж е удовл етворяет  неравенству  (23), это  соответствует  

искомому неравенству (9). что  и требовалось. ь  : !а
Т еорема доказана.
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Теорема 2. Пусть в области Q выполнены условии  1), 2), 6) теоремы  1 и следующие 
условия:

номерно для І є  I имеет  м ест о неравенст во  (9). •

Д оказательство . Выполним замену независимой переменной = 7 - і . Т огда для 

задач  (1). (2) и (3), (4) вы полнены  все условия теорем ы  1, и н еравен ство  (9) прим ет 

вид

и будет справедливы м  в силу теорем ы  I. П ри этом для / 1 е  [О.Г] слева на интервале 

(—Д 2,0) определена функция 0 2(7 - ^ )  и справа на интервале 1 7 \Г  +  Д |]  определена 

функция 0 | ( Г - / | ) .  так что в доказательстве вместо 0, будет 0 2 и наоборот.
Т еорема доказана.
Заклю чение. Т аким  образом , асим птотическое решение задачи  (1). (2) при вы пол­

нении условий теорем ы  1 или условий теорем ы  2 есть реш ение усредненной задачи
(3), (4), у которой  прощ е ВИД И решение. ч .. 4 , .. _ 1 ) ,Х ~
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3') реш ение  дг(т ,л ') уравнения  (3) с дополнит ельны м условием :н»чп

x { L ,x  ) = .ї є  D  C D ж і .t.M  ■' У- 1
определено для т е  |0 . £ |  и леж ит  вм ест е с р  -  окрест ност ью  в £>,

4’) задача  (3),(4) имеет  реш ение  л (х )  т акое, что  л:1 = л ( L ) €  т (  В [ . 

5’) реш ение  д:(т, Зсх) уравнения  (3) таково, что

<к1(Э Х |(0 ,х ') /Э  дг/) ^ 0 .
Тогда для лю бого  Г| > 0 сущ ест вует  т акое  е 1 = е 1 (Л) >  0 • что при  е е ( 0 . е | ] рав-

■ ю гльА


