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1 Вступ

Дзета-функцiя Римана та ряди Дирихле є головною «причиною» використання
потужного апарату теорiї функцiй комплексної змiнної до розв’язання задач
теорiї чисел: асимптотичний закон розподiлу простих чисел; проблеми Варин-
га та Гольдбаха; проблеми кола та дiльникiв та iншi. Так з’явилась аналiтична
теорiя чисел — найбiльш багата iдеями та методами область сучасної теорiї
чисел. Видатнi математики ХХ столiття Г. Хардi, Дж. Литтлвуд, I.М. Вино-
градов, Г. Давенпорт, Л. Морделл присвятили свiй талант аналiтичнiй теорiї
чисел.

Труднощi для починающих працювати в областi аналiтичної теорiї чисел
з’являються через необхiднiсть одночасного та глибинного оволодiння знан-
нями по «елементарнiй» теорiї чисел, теорiї функцiй дiйсної та комплексної
змiнної, а також основами загальної алгебри.

На лабораторних роботах з аналiтичної теорiї чисел передбачається розв’я-
зок теоретичних задач, якi поглиблюють матерiал спецiальних курсiв з теорiї
чисел, а також розробка спецiальних питань мультиплiкативної теорiї чисел,
якi в доступнiй студентам лiтературi лише згадуються.

Крiм того, ряд задач, пов’язаних з пiдсумовуванням мультиплiкативних функ-
цiй в арифметичнiй прогресiї, являють науковий iнтерес, а тому iх дослiдження
має стати темой наступних наукових занять студентiв.

При виконаннi лабораторної роботи студент зобов’язаний спочатку викласти
основнi означення i твердження, котрi безпосередньо пов’язанi iз завданням
наданої лабораторної роботи. Ряд означень i тверджень наведенi в посiбнику,
бiльшiсть з котрих не доведенi, а тому їх доведення необхiдно привести при
виконаннi лабораторної роботи.
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2 Аналiтична теорiя чисел

2.1 Елементарна теорiя чисел
Завдання 1. Сформулювати принцип «ящикiв Дирихле» та розв’язати на-
ступнi завдання:

1. Диофантове рiвняння x2 − 2y2 = 1 має нескiнченну множину рiшень.

Вказiвка. Скористатися iндукцiєю та врахувати, що якщо
(xn, yn) — розв’язок, то (xn+1, yn+1) — також розв’язок, де
xn+1 = 3xn + 4yn; yn+1 = 2xn + 3yn.

2. Користуючись принципом найменшого натурального числа, довести ал-
горитм подiлення, потiм алгоритм Евклiда та алгоритм для знаходження
усiх розв’язкiв рiвняння ax+ by + c = 0, де a, b, c ∈ Z — фiксованi.

3. Використовуючи принцип «ящикiв Дирихле» показати, що для
ξ ∈ R та m ∈ Z+ однорiдна нерiвнiсть |x − ξy| < 1

m , 0 < y < m, має
розв’язок в цiлих числах x та y.

4. Показати, що e — (основа натурального логарифму) — число iррацiо-
нальне.

Вказiвка. Скористатися розкладом

1

e
=

∞∑
n=0

(−1)n

n!
.

Завдання 2. Сформулювати означення найбiльшого спiльного дiльника та
найменшого спiльного кратного скiнченного числа цiлих чисел в термiнах
теорiї iдеалiв та виконати наступнi вправи:

1. Довести:

(a, b, c) · [ab, bc, ca] = (ab, bc, ca)[a, b, c] =

= (a, b, c) · [a, b, c] · [(a, b), (b, c), (c, a)] = abc.
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2. Дана послiдовнiсть Фiбоначчi:

u1 = 1, u2 = 1, un+2 = un+1 + un, (n = 1, 2, . . .).

Довести, що (um, un) = ud, де d = (m,n).

3. Нехай ai ∈ Z, ai 6= 0, i = 1, 2, . . . , n. Довести, що для b ∈ Z рiвняння
a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b має розв’язок ⇔ d = (a1, a2, . . . , an)|b.
Причому, якщо умова розв’язуваностi виконана, то iснує таке рiшення
цього рiвняння, що

|xi| 6 |b|+ (n− 1)H, де H = max(|a1|, |a2|, . . . , |an|).

Вказiвка. Скористатися лiнiйним зображенням d = (a1, a2, . . . , an), а
потiм показати, що якщо y1, . . . , yn — який–небудь розв’язок даного рiв-
няння, тодi i x1, . . . , xn є розв’язком, де xi, i = 1, 2, . . . , n, визначаються
за допомогою спiввiдношення

yi = qian + xi, 0 6 xi < |an|, i = 1, . . . , n− 1,

xn = yn +
n−1∑
i=1

aiqi.

Завдання 3. Провести дослiдження систем лiнiйних диофантових рiвнянь,
розв’язати наведенi нижче задачi.

Твердження вправи №3 попереднього завдання не дає ефективного методу
розв’язання диофантового рiвняння

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = b.

Розглянемо алгоритм R. Weinstock. Без обмеження на загальнiсть будемо вва-
жати, що b = d = (a1, a2, . . . , an).

Вiзьмемо z1, . . . , zn ∈ Z так, щоб

a1z1 + a2z2 + . . .+ anzn = d1 > 0.

Тодi d1 > d (чому?). Якщо d1 = d, тодi задача розв’язана. Iнакше, iснувало б
ai, що не дiлиться на d1 (чому?). Нехай a1 6

... d1. Покладемо a1 = qd1 + d2, 0 <
d2 < d1. Вiзьмемо

z′i = −qzi (i = 2, . . . , n), z′1 = 1− qz1.

Тодi
0 < d2 = a1z

′
1 + . . .+ anz

′
n < d1.

Таким чином, ми отримуємо незростаючу послiдовнiсть натуральних чисел
> d. Тому через скiнченну кiлькiсть крокiв маємо dk = d, а тому вiдповiднi
z
(k−1)
1 , . . . , z

(k−1)
n є рiшенням.
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1. Розв’язати рiвняння 3x− 4y + 5z = 13.

2. Користуючись принципом «ящикiв Дирихле», довести твердження:
нехай m < n i aij (1 6 i 6 m; 1 6 j 6 n) — цiлi числа, якi не всi
дорiвнюють нулю, причому |aij| 6 H, (1 6 i 6 m; 1 6 j 6 n). Тодi
система лiнiйних диофантових рiвнянь

n∑
j=1

aijxj = 0 (1 6 i 6 m)

має ненульовий розв’язок, де |xj| 6 (nH)
m

n−m (1 6 j 6 n).

3. Знайти умову розв’язуваностi системи рiвнянь в цiлих числах
n∑
j=1

aijxj = bi, i = 1, . . . ,m.

4. Описати процедуру розв’язання системи

x− 2y + 3z = 6,

3x+ y − 2z = 9.

Завдання 4. Використовуючи основнi властивостi конгруенцiй, розв’язати
задачi:

1. Показати, що необхiдною та достатньою умовою простоти натурального
p > 2 є виконанiсть конгруенцiї

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

2. Довести, що n i n+ 2 (n > 2) є парою «близнюкiв» ⇔
4((n− 1)! + 1) ≡ −n (mod n(n+ 2)).

3. Довести, що якщо натуральне m дiлиться на два рiзних простих непар-
них числа, тодi за модулем m не має первiсних коренiв.

Вказiвка. Показати, що для будь–якого a, (a,m) = 1

a
1
2ϕ(m) ≡ 1 (mod m).

4. Нехай ρ(n) — кiлькiсть розв’язкiв конгруенцiї

ax2 + b ≡ 0 (mod m), (a, n) = 1.

Показати, що ρ(n) — мультиплiкативна функцiя та знайти ρ(nk),
p > 2 — просте, k = 1, 2, . . ..
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2.2 Арифметичнi функцiї та добуток
Дирихле

Завдання 1. Вивчити властивостi добутку Дирихле та довести наведенi
нижче теореми.

Розглянемо суму ∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
,

де f(d) та g(n) двi арифметичнi функцiї. Такi суми часто зустрiчаються в
теорiї чисел. Згадаємо, наприклад, спiввiдношення Гаусса для функцiї Ойлера
ϕ(n):

ϕ(n) =
∑
d|n

µ(d) · n
d
,

де µ(n) — функцiя Мебiуса.

Означення. Добутком (трансформацiєю) Дирихле двох арифметичних функ-
цiй f та g називається арифметична функцiя h, яка обумовлена рiвнiстю

h(n) =
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
,

Позначення: h = f ∗ g.

В подальшому через N будемо позначати функцiю N(n) = n, через u —
функцiю u(n) = 1 для усiх n ∈ N.

Крiм того, покладемо

I(n) =

{
1, якщо n = 1,

0, якщо n 6= 1.

Таким чином спiввiдношення Гаусса позначає, що ϕ = µ ∗N .

Теорема 1. Добуток Дирихле комутативний та асоцiативний, тобто

f ∗ g = g ∗ f,
(f ∗ g) ∗ k = f ∗ (g ∗ k).

Теорема 2. Для будь-якої арифметичної функцiї f маємо

I ∗ f = f ∗ I = f,

тобто I грає роль одиницi.
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Означення. Арифметична функцiя f називається оберненою по Дирихле, як-
що знайдена арифметична функцiя f−1 така, що

f ∗ f−1 = f−1 ∗ f = I.

Теорема 3. Якщо f(1) 6= 0, тодi f має єдину обернену по Дирихле функцiю
f−1, причому f−1 можна задати наступними формулами

f−1(1) =
1

f(1)
, f−1(n) = − 1

f(1)

∑
d|n
d<n

f
(n
d

)
f−1(d) для n > 1.

Теорема 4. Якщо f i g — мультиплiкативнi функцiї, тодi їх добуток Ди-
рихле також мультиплiкативна функцiя.

Вправа. Довести або привести контр–приклад, що добуток Дирихле двох
«full multiplicative» (FM) функцiй є функцiя FM.

Завдання 2. Користуючись властивостями добутку Дирихле, розв’язати
наступнi задачi:

1. Довести, що якщо f — мультиплiкативна функцiя, то f−1 iснує та муль-
типлiкативна.

Висновок. Множина усiх мультиплiкативних функцiй породжує пiд-
групу вiдносно добутку Дирихле в групi усiх арифметичних функцiй,
якi не дорiвнюють нулю при n = 1.

2. Довести твердження:
Нехай f — мультиплiкативна функцiя.
Тодi f — FM функцiя ⇔ f−1(n) = µ(n)f(n) n > 1.

Вказiвка. Скористатись спiввiдношенням∑
d|n

µ(d) = I(n).

3. Знайти µ−1 та ϕ−1.

Вказiвка. Беручи до уваги, що iз h = f ∗ g випливає h−1 = f−1 ∗ g−1,
скористатися тим, що ϕ = µ ∗N i N — FM функцiя.

4. Нехай
σα(n) =

∑
d|n

dα (α— комплексне число).

Довести, що
σ−1α (n) =

∑
d|n

dαµ(d)µ
(n
d

)
.
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Вказiвка. Врахувати, що σα = Nα ∗ u та Nα i u— FM функцiї.

5. Нехай g = U ∗ f . Показати, що наступнi ряди збiгаються до однiєї суми

∞∑
n=1

g(n)xn,
∞∑
n=1

f(n)xn

1− xn
.

Завдання 3. Вивчити загальний добуток Дирихле.

Означення. Нехай F (x) — комплексно–значна функцiя у iнтервалi (0,∞),
причому F (x) = 0 для 0 < x < 1. Узагальненим добутком Дирихле функцiї
F (x) за допомогою арифметичної функцiї f(n) називається сума∑

16n6x

f(n)F
(x
n

)
.

Позначення:
(f ◦ F ) (x) =

∑
n6x

f(n)F
(x
n

)
.

Зауваження. Якщо F (x) = 0 для усiх x, якi не є натуральними числами,
тодi

(f ◦ F ) (m) = (f ∗ F )(m)

для усiх m ∈ N.

Говорити про асоцiативнiсть та комутативнiсть узагальненого добутку Ди-
рихле не має сенсу. Однак:

Теорема 5. Для будь–яких арифметичних функцiй f i g

(f ◦ (g ◦ F ))(x) = ((f ∗ g) ◦ F )(x).

Доведення. Для x > 0 маємо

(f ◦ (g ◦ F ))(x) =
∑
n6x

f(n) · (g ◦ F )
(x
n

)
=
∑
n6x

f(n) ·
∑
m6 x

n

g(m)F
( x

mn

)
=

=
∑
m,n
mn6x

f(n)g(m)F
( x

mn

)
=
∑
k6x

(∑
mn=k

f(n)g(m)

)
· F
(x
k

)
=

=
∑
k6x

(f ∗ g)(k) · F
(x
k

)
= ((f ∗ g) ◦ F )(x).
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Виконати вправи:

1. Довести, що (I ◦ F ) (x) = F (x).

2. Довести, що якщо f обернена по Дирихле, то наступнi рiвностi еквiва-
лентнi

G(x) =
∑
n6x

f(n)F
(x
n

)
, (2.1)

F (x) =
∑
n6x

f−1(n)G
(x
n

)
, (2.2)

Вказiвка. Iз (2.1) ⇒ G = f ◦ F . Потiм розглянути f−1 ◦G i скори-
статися теоремою 5 та вправою 1.

3. Довести, що якщо f(n) — FM функцiя, тодi

G(x) =
∑
n6x

f(n)F
(x
n

)
⇔ F (x) =

∑
n6x

µ(n)f(n)G
(x
n

)
.

Завдання 4. Вивчити властивостi рядiв Белля та розв’язати задачi.

Означення. Рядом Белля для арифметичної функцiї f i простого числа p
називається формальний степеневий ряд виду

fp(x) =
∞∑
n=0

f(pn)xn.

1. Нехай f i g — мультиплiкативнi функцiї.
Тодi f = g ⇔ fp(x) = gp(x) для усiх простих p.

2. Знайти ряди Белля для функцiй µ(n), ϕ(n).

3. Довести, що рядом Белля для FM функцiї f(n) (в областi збiжностi ряду)
буде ряд

fp(x) =
1

1− f(p)x
.

Зокрема,

Ip(x) = 1, up(x) =
1

1− x
, Nα

p (x) =
1

1− pαx
.

4. Довести: якщо h = f ∗ g, то hp(x) = fp(x) · gp(x).
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5. Нехай f(n) = 2ν(n), де ν(n) — кiлькiсть рiзних простих дiльникiв n. По-
казати, що

fp(x) =
1 + x

1− x
, µ2p(x) = 1 + x, up(x) =

1

1− x
,

та опираючись на попередню теорему довести, що

2ν(n) =
∑
d|n

µ2(d).

Завдання 5. Розглянути деякi застосування добутку Дирихле.

Означення. Похiдною для арифметичної функцiї f(n) називається арифме-
тична функцiя

f ′(n) = f(n) log n, n > 1.

Приклад. I ′(n) = I(n) log n = 0 для усiх n. u ′(n) = u(n) log n = log n.
Нехай Λ(n) — функцiя Мангольдта, тодi iз вiдомого спiввiдношення∑

d|n

Λ(d) = log n

отримаємо, Λ ∗ u = u ′.

Теорема 6. Якщо f i g — арифметичнi функцiї, тодi

1. (f + g)′ = f ′ + g′;

2. (f ∗ g)′ = f ′ ∗ g + f ∗ g′;

3. (f−1)′ = −f ′ ∗ (f−1 ∗ f−1), якщо f(1) 6= 0.

Вказiвка. Твердження 1 i 2 доводяться безпосередньо, а для доведення 3
необхiдно продиференцiювати рiвнiсть I = f ∗ f−1.

Теорема 7 (Тотожнiсть Сельберга). Довести тотожнiсть

Λ(n) log n+
∑
d|n

Λ(d)Λ
(n
d

)
=
∑
d|n

µ(d) log2
(n
d

)
.

Вказiвка. Продиференцiювати рiвнiсть Λ ∗ u = u′ та в отриманому ви-
разi пiдставити замiсть u′ його значення Λ ∗u, а потiм помножити обидвi
частини отриманої рiвностi на u−1 = µ.

Вправа 1. Нехай f(n) — мультиплiкативна. Довести:
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• f−1(p2) = f 2(p)− f(p2) для кожного простого p.

• f−1(n) = µ(n)f(n) для кожного безквадратного n.
Вправа 2. Нехай f(n) — мультиплiкативна.
Довести, що f — FM ⇔ f−1(pα) = 0 для усiх p та усiх цiлих α > 2.
Вправа 3. Нехай h = f ∗ g. Тодi iз збiжностi рядiв

∞∑
n=1

|f(n)|,
∞∑
n=1

|g(n)|.

випливає збiжнiсть ряду
∑∞

n=1 |h(n)|.
Завдання 6. Розв’язати наступнi задачi:

1. Нехай f(x) визначена для усiх рацiональних x, 0 6 x 6 1 i нехай

F (n) =
n∑
k=1

f

(
k

n

)
, F1(n) =

n∑
k=1

(k,n)=1

f

(
k

n

)
.

a) Довести, що F1 = F ∗ µ.
b) Користуючись a), довести, що

µ(n) =
n∑
k=1

(k,n)=1

e2πi
k
n .

2. Нехай
h(n) =

∑
[k,l]=n

f(k)g(l)

i нехай F = u ∗ f, G = u ∗ g, H = u ∗ h.
Довести, що H(n) = F (n) ·G(n).

3. Нехай ϕk(n) означає суму k–их степенiв натуральних чисел 6 n та вза-
ємно простих iз n. Користуючись задачею 1 показати, що

1k + 2k + . . .+ nk

nk
=
∑
d|n

ϕk(d)

dk
.

Обертаючи (по Дирихле) довести, що для n > 1

ϕ1(n) =
n

2
ϕ(n), ϕ2(n) =

n2

3
ϕ(n) +

n

6

∏
d|n

(1− p).

4. Нехай λ(n) — функцiя Лиувилля, тобто λ(1) = 1,
λ(n) = (−1)α1+...+αk , якщо n = pα1

1 . . . pαkk .
Знайти λ−1(n) i λp(x).
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2.3 Середнє значення арифметичної функцiї
Нехай f(n) —арифметична функцiя. Позначимо

f̃(n) =
1

n

n∑
k=1

f(k).

Звичайно значення функцiї сильно флуктують при великих n, функцiя f̃(n)
декiлька згладжує цю флуктуацiю. Наприклад, функцiя d(n) може приймати
будь–яке значення з вiдрiзку вiд 2 до ω(n) (ω(n) → ∞ швидше будь–якого
степеня log n), а функцiя d̃(n) асимптотично поводиться як log n, тобто
d̃(n) ∼ log n (n→∞).

Якщо iснує lim f̃(n) 6=∞, то говорять, що f(n) має середнє значення.
При вивченнi f̃(n) часто використовують формули пiдсумовування ариф-

метичних функцiй. Найбiльш поширенi формула часткового пiдсумовування
Абеля та формула Ойлера–Сонина.

Завдання 1. Вивести формулу пiдсумовування Ойлера–Сонина та розв’яза-
ти задачi.

Теорема 8 (Формула пiдсумовування Ойлера–Сонина). Якщо f(t) має
безперервну похiдну на iнтервалi [a, b], 0 < a < b, тодi

∑
a<n6b

f(n) =

∫ b

a
f(t)dt+

∫ b

a
(t− [t])f ′(t)dt+

+f(b)([b]− b)− f(a)([a]− a).

Довести, що при x > 1:

1.
∑
n6x

1

n
= log x+ c+O

(
1

x

)
.

2.
∑
n6x

1

ns
=

x1−s

1− s
+ ζ(s) +O

(
x−s
)
,

де ζ(s) — дзета–функцiя Римана, s > 0, s 6= 1.

3.
∑
n>x

1

ns
= O

(
x1−s

)
, s > 1.
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4.
∑
n6x

nα =
xα+1

α + 1
+O (xα) , α > 0.

В тих випадках, коли формулу Ойлера–Сонина безпосередньо використати
неможливо (наприклад, f(n) визначена тiльки на натуральних числах), необ-
хiдно провести допомiжнi перетворення.

Наприклад, якщо врахувати, що

ϕ(n) =
∑
d|n

µ(d)
n

d
,

то∑
n6x

ϕ(n) =
∑
n6x

∑
d|n

µ(d)
n

d
=
∑
m,d
md6x

µ(d)m =
∑
d6x

µ(d)
∑
m6x

d

m =

=
∑
d6x

µ(d)

{
1

2

(x
d

)2
+O

(x
d

)}
=
x2

2

∑
d6x

µ(d)

d2
+O

(
x
∑
d6x

1

d

)
=

=
x2

2

∞∑
d=1

µ(d)

d2
+O

(
x2
∑
d>x

1

d2

)
+O (x log x) =

=
x2

2
ζ−1(2) +O (x log x) =

3

π2
x2 +O (x log x) .

5. Користуючись тим, що

1

ϕ(n)
=

1

n

∑
d|n

µ2(d)

d
,

показати, що ∑
n6x

1

ϕ(n)
= c1 log x+ c2 +O

(
x−1 log x

)
.

Завдання 2. Сформулювати формулу пiдсумовування Абеля i з її допомогою
розв’язати задачi попереднього завдання. Крiм того, довести:

1.
∑
d|n

ν(d) =
∑
p|n

d

(
n

p

)
.

2. Якщо b(n) =
n∑
r=1

(r, n), тодi (b ∗ u)(n) = nd(n).

3.
∑
n6x

(n,m)=1

1 =
ϕ(m)

m
x+O (d(m)) .
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4. Якщо σ(n) =
∑
d|n

d, тодi σ(n) = O(n log n).

5. σ(n)ϕ(n) > cn2, де c >
6

π2
.

Вказiвка. Розглянути

σ(n)ϕ(n)

n2
=
∏
pα||n

pα+1 − 1

p− 1
· pα−1(p− 1)p−2α =

∏
pα||n

(
1− 1

pα+1

)
.

Завдання 3. Користуючись властивостями узагальненого добутку Дирих-
ле, довести теореми:

Теорема 9. Якщо h = f ∗ g i

F (x) =
∑
n6x

f(n), G(x) =
∑
n6x

g(n), H(x) =
∑
n6x

h(n),

тодi
H(x) =

∑
n6x

f(n)G
(x
n

)
=
∑
n6x

g(n)F
(x
n

)
.

Вказiвка. Ввести функцiю

U(x) =

{
0, якщо 0 6 x < 1,

1, якщо x > 1,

скористатися рiвностями F = f ◦U, G = g ◦U i розглянути f ◦G i g ◦ F .

Теорема 10. Якщо
F (x) =

∑
n6x

f(n), то

∑
n6x

∑
d|n

f(d) =
∑
n6x

f(n)
[x
n

]
=
∑
n6x

F
(x
n

)
.

Розв’язати задачi:

1. Довести, що при x > 2∑
n6x

µ(n)
[x
n

]2
=

x2

ζ(2)
+O(x log x).

Вказiвка. Потрiбно скористатися теоремою 9 i взяти до уваги, що

1

2

∑
n6x

µ(n)
[x
n

]2
+

1

2
=
∑
n6x

ϕ(n).
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2. Довести, що при x > 2∑
n6x

µ(n)

n

[x
n

]
=

x

ζ(2)
+O(log x).

Вказiвка. Застосувати теорему 10 i взяти до уваги, що

1

2

∑
n6x

µ(n)
[x
n

]
=
∑
n6x

ϕ(n)

n
.

2.4 Метод гiперболи
Добре вiдомо, що суматорна функцiя дiльникiв

D(x) =
∑
n6x

τ(n)

має геометричну iнтерпрiтацию. Вона означає кiлькiсть цiлих точок
(k,m) ∈ N2 пiд гiперболою km 6 x. Отримання асимптотичної оцiнки для
D(x) при x→∞ має назву "проблема Дирихле". Це окремий випадок загаль-
ної проблеми про число цiлих точок у областi, яка обмежена кривою y = f(x),
де f(x) – безперервна, невiд’ємна на вiдрiзку [a, b] функцiя, та прямими
x = a, x = b, y = 0. Тодi кiлькiсть точок дорiвнює∑

a<n6b

[f(n)] =
∑
a<n6b

f(n)−
∑
a<n6b

{f(n)}.

Виникають наступнi два завдання:

• знаходження першої суми (наприклад, за допомогою формули пiдсумо-
вування Ойлера–Сонина);

• потрiбно отримати асимптотичну оцiнку для другої суми, а це зробити
досить складно.

Але при рiшеннi проблеми дiльникiв ми можемо зробити iнакше. Користую-
чись симетрiєю в рiвняннi km = n можна побачити, що∑

n6x

τ(n) = 2
∑
m6
√
x

[ x
m

]
− [
√
x]2.

Цей прийом отримав назву метод гiперболи.
Далi маємо

D(x) = 2x
∑
m6
√
x

1

m
− 2

∑
m6
√
x

{ x
m

}
− x+ 2

√
x{
√
x}+O(1).
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Враховуючи, що ∑
n6x

1

n
= log x+ c+O

(
1

x

)
,

де c – постiйна Ойлера, i використовуючи оцiнку∑
m6
√
x

{ x
m

}
= O(

√
x),

маємо ∑
n6x

τ(n) = x(log x+ 2c− 1) +O(
√
x).

Завдання 1. Користуючись методом гiперболи отримати асимптотичну
формулу для числа цiлих точок у колi (проблема Гаусcа)∑

n6x

r(n) = πx+O(
√
x).

Завдання 2. Метод гiперболи добре працює при розв’язаннi завдання про
кiлькiсть цiлих точок у шарi розмiру 4.

1. Вiдомо, що кожне натуральне число може бути представлено сумою
чотирьох квадратiв, тобто r4(n) > 0. Навести доведення цього твер-
дження.

2. Довести, що для будь-якого x > 1∑
n6x

r4(n) =
1

2
(πx)2 +O(x log x).

Вказiвка. Взяти до уваги, що

r4(n) = 8(2 + (−1)n)
∑

d|n, d−непарне

d,

∑
d|n, d−непарне

d =
x2

2m2
+O

( x
m

)
.

Завдання 3. Довести наступнi твердження.

1. Для будь-якого x > 1∑
n6x

σ1(n) =
1

2
ζ(2)x2 +O(x log x).
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2. Якщо x > 1 та α > 1, α 6= 1∑
n6x

σα(n) =
ζ(α + 1)

α + 1
xα+1 +O(xβ),

де β = max{1, α}.

Завдання 4. Нехай 1 6 a 6 b – фiксованi цiлi.
Розглянемо несиметричну функцiю дiльникiв

τab(n) =
∑

na1n
b
2=n

n1,n2∈N

1.

Знайти асимптотичнi формули для наступних функцiй при x > 1∑
n6x

τ12(n),
∑
n6x

τ23(n).

2.5 Ряди Дирихле
Означення. Нехай f(n) — арифметична функцiя. Рядом Дирихле з коефi-
цiєнтами f(n) називають ряд виду

∞∑
n=1

f(n)

ns
, s = σ + it ∈ C.

Ряд Дирихле характеризується полуплощиною збiжностi, абсцисою збiжно-
стi σc i абсцисою абсолютної збiжностi σa. Вiдомо, що 0 6 σa − σc 6 1. В
полуплощинi збiжностi ряд Дирихле визначає аналiтичну функцiю.

Завдання 1. Сформулювати теорему про збiжнiсть ряду Дирихле в куто-
вiй областi i вивести основнi висновки iз неї. Крiм того, вивчити наведену
нижче теорему i розв’язати запропонованi задачi.

Теорема 11. Нехай ряди Дирихле

F (s) =
∞∑
n=1

f(n)

ns
i G(s) =

∞∑
n=1

g(n)

ns

абсолютно збiгаються при σ > σa. Якщо F (s) = G(s) для кожного s iз
нескiнченної послiдовностi {sk}, такої, що σk → +∞ при k →∞,
тодi f(n) = g(n), n = 1, 2, . . .
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Доведення. Нехай h(n) = f(n)− g(n), H(s) = F (s)−G(s).
Тодi H(sk) = 0, k = 1, 2, . . . . Доведемо, що h(n) = 0, n = 1, 2, . . . .
Нехай h(n) 6= 0 для деякого n. НехайN — найменше з тих n, для яких h(n) 6= 0.
Тодi

H(s) =
∞∑
n=N

h(n)

ns
=
h(N)

N s
+

∞∑
n=N+1

h(n)

ns
.

А отже,

h(N) = N sH(s)−N s
∞∑

n=N+1

h(n)

ns
.

Зокрема,

h(N) = −N sk

∞∑
n=N+1

h(n)

nsk
.

Вiзьмемо k таким, щоб σk > c > σa. Тодi

|h(N)| 6 Nσk

∞∑
n=N+1

|h(n)|
nσk

6 Nσk(N + 1)−(σk−c)
∞∑

n=N+1

|h(n)|n−c =

=

(
N

N + 1

)σk
· A,

де A не залежить вiд k.
Але при k →∞ маємо (

N

N + 1

)σk
→ 0,

тобто h(N) = 0, що суперечливо.

Розв’язати задачi:

1. Нехай

F (s) =
∞∑
n=1

f(n)

ns
i F (s) 6= 0

для деякого s, Res = σ > σa. Тодi знайдеться c > σa, таке, що у полу-
площинi σ > c маємо F (s) 6= 0.

2. Нехай

F (s) =
∞∑
n=1

f(n)

ns

збiгається абсолютно при σ > σa i нехай f(n) — FM функцiя. Тодi ряд
∞∑
n=1

f−1(n)

ns
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збiгається абсолютно при σ > σa, тобто в цiй областi

1

F (s)
=

∞∑
n=1

f−1(n)

ns
.

Вказiвка. Врахувати, що f−1(n) = µ(n)f(n).

3. Знайти похiдний ряд Дирихле для функцiї Ойлера ϕ(n).

Вказiвка. Взяти до уваги, що N = u ∗ ϕ i розглянути вiдповiднi ряди
Дирихле.

Завдання 2. Сформулювати умови, при яких має мiсце тотожнiсть Ой-
лера та довести наступнi тотожностi:

1.
∞∑
n=1

σα(n)

ns
=
∏
p

1

(1− p−s)(1− pα−s)
, σ > max (1; 1 +Re(α)).

2.
∞∑
n=1

λ(n)

ns
=
∏
p

1

1 + p−s
, σ > 1.

3.
∞∑
n=1

2ν(n)

ns
=
∏
p

1 + p−s

1− p−s
, σ > 1.

4.
∞∑
n=1

κ(n)

ns
=
∏
p

1− p−s + p−2s

(1− p−s)2
, σ > 1.

Завдання 3. Сформулювати лему Абеля про часткове пiдсумовування i, ко-
ристуючись нею, отримати наведенi нижче iнтегральнi зображення рядiв
Дирихле. Указати областi збiжностi вiдповiдних iнтегралiв.

1.
∞∑
n=1

1

ns
= s

∫ ∞
1

[x]

xs+1
dx.

2.
∑
p

1

ps
= s

∫ ∞
1

π(x)

xs+1
dx.

3.
∞∑
n=1

µ(n)

ns
= s

∫ ∞
1

M(x)

xs+1
dx, M(x) =

∑
n6x

µ(n).

4.
∞∑
n=1

Λ(n)

ns
= s

∫ ∞
1

ψ(x)

xs+1
dx.
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5. Довести, що якщо

F (s) =
∞∑
n=1

f(n)

ns
,

де f(n) — FM функцiя, тодi у полуплощинi абсолютної збiжностi ряду
Дирихле F (s) справедлива рiвнiсть

F (s) = eG(s), де G(s) =
∞∑
n=2

f(n)Λ(n)

log n
n−s.

Завдання 4. Користуючись результатами завдання 2 довести, що при
σ > 1 справедливi рiвностi:

1.
∞∑
n=1

d(n2)

ns
=
ζ3(s)

ζ(2s)
.

2.
∞∑
n=1

ν(n)

ns
= ζ(s)

∑
p

1

ps
.

3.
∞∑
n=1

2ν(n)

ns
=
ζ2(s)

ζ(2s)
.

4.
∞∑
n=1

2ν(n)λ(n)

ns
=
ζ(2s)

ζ2(s)
.

5.
∞∑
n=1

κ(n)

ns
=
ζ(s)ζ(2s)ζ(3s)

ζ(6s)
,

де κ(n) = a1 . . . an, якщо n = pa11 . . . p
ak
k .

Завдання 5. Розглянути спецiальнi випадки тотожностi Ойлера.

1. Довести, що при σ > 1

∞∑
n=1

3ν(n)κ(n)

ns
=
ζ3(s)

ζ(3s)
.

2. Нехай f(n) — FM функцiя, така що f(p) = (f(p))2 для кожного p. Якщо
ряд

∞∑
n=1

f(n)

ns
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збiгається абсолютно для σ > σa i має суму F (s), тодi F (s) 6= 0 i

∞∑
n=1

f(n)λ(n)

ns
=
F (2s)

F (s)

для усiх σ > σa.

3. Довести, що
∞∑
m=1

∞∑
n=1

(m,n)=1

1

m2n2
=
ζ(2)

ζ(4)
.

Завдання 6. Сформулювати лему про комплексне обернення рядiв Дирихле
и довести ряд аналогiчних тверджень:

1. Нехай ∑
n6x

f(n) = x+O(x), F (s) =
∞∑
n=1

f(n)

ns
.

Тодi ряд Дирихле F (s) збiгається при Res > 1 i , крiм того,

lim
s→1

(s− 1)F (s) = 1.

2. Нехай ∑
n6x

f(n)

n
= log x+O(log x),

тодi ряд Дирихле

F (s) =
∞∑
n=1

f(n)

ns

збiгається при Res > 1 i lims→1(s− 1)F (s) = 1.

3. Використовуючи задачу 1 завдання 4 та оцiнки ζ(s) у критичнiй смузi,
знайти асимптотичну формулу для суми∑

n6x

d(n2).

Завдання 7. Сформулювати основнi властивостi характерiв Дирихле. Да-
ти структурний опис характеру Дирихле за модулем m. Привести повне
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доведення наведеної нижче теореми та довести за аналогiєю асимптотич-
ну формулу∑

n6x
ν(n)=m

n≡b (mod D)
(b,D)=1

1 =

(
1

ϕ(D)(m− 1)!
+O(1)

)
x(log log x)m−1

log x
, (m = 1, 2, . . .).

Теорема 12. При фiксованому m та x → ∞ справедлива асимптотична
формула ∑

n6x
ν(n)=m

1 =

(
1

(m− 1)!
+O(1)

)
x(log log x)m−1

log x
.

Доведення. Розглянемо функцiю для |z| 6 1
2 , Res > 1:

F (s, z) =
∞∑
n=1

zν(n)

ns
=

∞∑
k=1

zk
∑
ν(n)=k

1

ns
=
∏
p

(
1 +

zν(p)

ps
+
zν(p

2)

p2s
+ . . .

)
=

=
∏
p

(
1 +

z

ps − 1

)
.

Звiдси

F (s, z) = exp

{
z
∑
p

1

ps − 1

}
· exp

∑
p

∞∑
j=2

(−1)j

j

zj

(ps − 1)j

 .

Позначимо
hj(s) =

(−1)j

j

1

(ps − 1)j
, j = 2, 3, . . .

Ясно, що при Res > 1, |hj(s)| 6 B,B > 0 — стала. Крiм того, маємо∑
p

1

ps − 1
=
∑
p

1

ps
+
∑
p

1

ps(ps − 1)
= log

1

s− 1
+ h1(s) (чому?)

Тодi

F (s, z) = exp

{
z log

1

s− 1

}
· exp


∞∑
j=1

hj(s)z
j

 =

=
∞∑
k=0

logk 1
s−1

k!
zk

∞∑
l=0

1

l!

 ∞∑
j=1

hj(s)z
j

l

=
∞∑
k=0

zk logk 1
s−1

k!

∞∑
l=0

gl(s)z
l,
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де gi(s) — голоморфнi при Res > 1, g0(s) = 1 (чому?).
Таким чином,

∞∑
k=0

zk
∑
ν(n)=k

1

ns
= F (s, z) =

∞∑
k=0

(
k∑

n=0

gk−n(s) logn
1

s− 1
· 1

n!

)
zk.

Тому
∞∑
n=1

ν(n)=k

1

ns
=

k∑
n=0

1

n!
gk−n(s) logn

1

s− 1
.

А зараз користуємось формулою комплексного обернення.

Завдання 8. Вивчити розподiл безквадратних чисел в натуральному ряду,
розв’язавши наступнi задачi:

a) Довести, що
µ2(n) =

∑
d2|n

µ(d).

b) Побудувати похiдний ряд Дирихле для µ2(n).

c) «Елементарними» методами отримати асимптотичну формулу для числа
безквадратних чисел в «шарi».

d) Застосовуючи комплексне обернення, отримати асимптотичну оцiнку суми∑
n6x

n≡l (mod D)

µ2(n).

2.6 Тригонометричнi суми
Означення. Тригонометричною сумою будемо називати вираз виду

Q∑
n=P+1

e2πif(n),

де P, Q — невiд’ємнi цiли числа, а f(x) — дiйсно–значна функцiя.

Завдяки работам Г.Вейля, Л.Морделла i, особливо, I.М.Виноградова та його
учнiв, тригонометричнi суми являють важливий засiб в розв’язаннi складних
задач теорiї чисел.

26



Завдання 1. Вивчити лiнiйнi тригонометричнi суми, розглянути деякi їх
застосування.

1. Довести, що для α ∈ R∣∣∣∣∣
Q∑

x=P+1

e2πiαx

∣∣∣∣∣ 6 min

(
Q− P, 1

2(α)

)
,

де (α) — вiдстань α до найближчого цiлого числа.

2. Користуючись виразом

1

N

N∑
x=1

e2πi
αx
N =

{
1, якщо α ≡ 0 (mod N),

0, для усiх iнших.
,

довести теорему про число розв’язкiв системи конгруенцiй

aix ≡ bi (mod mi), i = 1, . . . , k.

3. Розкласти функцiю ψ(x) = x− [x]− 1
2 , якщо x — нецiле;

ψ(x) = 0 − 1
2 , якщо x ∈ Z, в ряд Фур’є, а потiм апроксимувати цей ряд

тригонометричною сумою.

Завдання 2. Дослiдити суми Гаусса.

Означення. Сума виду
D∑
x=1

e2πi
ax2

D ,

називається сумою Гаусса i позначається S(a,D)

1. Довести, що при (a, p) = 1, p > 2 — просте

S(a, p) =

(
a

p

)
S(1, p),

де
(
a
p

)
— символ Лежандра.

2. Довести
|S(a, p)| = √p.

3. Обчислити S(a, p) i S(a, pα).

4. Довести мультиплiкативну властивiсть сум Гаусса.
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Завдання 3. Вивчити розподiл квадратичних лишкiв в натуральному ряду

1. Вивчити суму

S =

p−1∑
x=1

(−1)ind xe2πi
ax2

p .

2. Довести теорему Виноградова– Пойа:

T∑
a=1

(ap)=1

1 =
1

2
T +O(

√
p log p), 1 < T 6 p.

Завдання 4. Дослiдити суму Клостермана

K(u, v) =
D∑
x=1

(x,D)=1

e2πi
ux+vx′
D .

x′ визначається iз конгруєнцiї xx′ ≡ 1(mod D).

1. Знайти p–адичний опис розв’язкiв конгруенцiї

xx′ ≡ 1 (mod pk), k > 1.

2. Знайти точне значення суми Клостермана

pk∑
x=1

(x,p)=1

e
2πix+x

′
pk .

3. Знайти зв’язок мiж K(u, v) i K(1, 1).

Завдання 5. Вивчити неповнi тригонометричнi суми.

1. Знайти формулу зв’язку неповної та повної тригонометричних сум∑
e2πif(n) на випадок перiодичної функцiї f(n).

2. Знайти оцiнку неповної суми Гаусса∑
x6T

e2πi
ax2

D , 1 < T < D.

3. Привести нове доведення теореми Виноградова– Пойа.
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