
Вісник Одеськ. держ. ун-ту. Сер.: фіз.-мат.науки- 1999 -  Т.4, вип.4.- C. 130-133.

УДК 517.928

О. Д. Кнчмаренко Щ & Ж ч-
Одесский государственный университет им. И. И. Мечникова

ОБОСНОВАНИЕ СХЕМЫ ЧАСТИЧНОГО УСРЕДНЕНИЯ
11 В статті доведено теорему про асимптотичну близькість розв'язків диференціальних рівнянь з асим­

птотично інтегрально-еквівалентними правими частинами, яка дозволяє отримати обгрунтування схеми 
часткового усереднення.

■тс В статье доказана теорема об асимптотической близости решений дифференциальных уравнений с 
асимптотически иитегрально-зквивалситными правыми частями, позволяющая получить обоснова­
ние схемы частичного усреднения.

.lA -
In the present article the theorem on asymptotic proximity of solutions the differential equation with 

asymptotically integral-equivalent right-hand parts is proved. It allows to get the basing of the partial 
averaging sequence.

Теорема Боголюбова H.H. (первая основная теорема) [1]. посвященная обоснованию 
принципа усреднения на конечном временном интервале, была обобщена многими авто­
рами для более широкого класса уравнений [2-7]. В работах [2-4] были доказаны теоремы 
об интегральной непрерывной зависимости решения дифференциального уравнения

^  = Х (/,х ,Х ) от параметра, из которых можно вывести теорему о непрерывной зависи- 
dt

мости реш ения от п арам етра , а такж е первую  основную  теорем у 
H.H. Боголюбова.

В работе предлагается некоторая модификация данного подхода, позволяющая рас­

сматривать более широкий класс функций X ( t , дгД), а также получить как следствие 

обоснование общей схемы частичного усреднения [5 7].
1. Дифференциальные уравнения с асимптотически иитегрально-эквнвалеит- 

ными правыми частями. ; , ;i «
Определение. Пусть Х^г.дг.А), Х 2(/,х ,Х ) -  вектор-функции, определенные в об­

ласти Q = {/ є  [О,TJ, х е  D  с  R " , Х є  A ) . Будем говорить, что Х ,(/,х .Х ) и Х 2(/,х ,Х ) 

асимптотически интегрально-эквивалентны в области Q по параметру X в точке 

сгущения Х0 є Л ,  если дли любого / є  (О,Г] и для любого х е  D выполняется: 

і і|
/ ^ ( т . х . Х ) *  = 0 . • (І)

•к ...  . - V  А » ; ' \  ; • . ,п -

Рассмотрим в области Q дифференциальные уравнения:

dx v  . .  M M « ’ T  ■ ■ - • ■’** •-*: > і  ■ /л .
- = X,(r,jc,X) . , . (2)

: ¥ ‘.T ,  <• =•?!?•.

^  = X 2U,X,X) . '  (3)
at

Теорема. Пусть Х|(/,дг,Х), X 2( t . x , \ )  определены в области Q ,  Х0 -  предельная 

точка множества А и выполнены следующие условия:

1) X i(f,x ,X ), Х 2(/,л ,Х ) равномерно ограничены, непрерывны по ! и удовлетворя­

ют условию Липшица по х  с константой ц  ;

2) равномерно относительно I и х  в области Q выполняется условие (1):

3) решение уравнения (2) при ;Х -  Х() < о  вместе с р  -окрестностью содержится в D.
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Тогда для любого Г| > 0 существует а  > О такое, что для любого X , удовлетворяю­

щего условию |Х -Х 0|< с г  и для любого / е ( 0 , Г |  справедливо неравенство:

,:х < о - * ( ' ) ! <  п.

где х(г) -  решение уравнения (2). у (/) -  решение уравнения (3) и дг(0)= у(О).
Доказательство. Представим решения уравнений (2), (3) в виде интегральных урав­

нении:

/
дсШ = л (0 )+ Г х ,(1 ,х (1 )Л )Л ,

-+ О
£

I г
>’(0 = у(0) + /А'2(т,у(т)Д)Л.

(4)
л , ; ,л-<

(5)

Оценим

о ^  «!■ > •< , Т ) г 'к  ~ ( Л

| | |  

О
Ц *(/) -  у(0|! ^ |!| х, (т, дг(т), Х)Л - 1Х2 (т, У (Т )Л )Л ; <

<^ ( т , | Х , ( Т , > ( Т ) , Х ) Л - | Х 2(Т,У(Т) , Х)Л
: V?« (Л л ,А> 'А<- <..^7.**,з

^  И/  !*(*) -  Я П 'к Г + У х ,  (т, у(т), Х )Л  - 1 Х 2 (т, у (т), Х )Л  
о Но о

По лемме Гронуола-Белмана

£  ..

| |х ( / ) - у ( 0 :| 5 ^ Г / [ х , ( т , у ( т ) Д ) - Х 2(т ,> (т )Д )} л (6)

10

Для получения оценки правой части неравенства (6) разобьем отрезок [О,Г] на т  

частей: /, = Т т ~ ‘ , / = 0, т  .
Тогда Л»,»*'! Т' \  -•:{•» ЛцХШ- • {;>*.:

и>

\[х I (Т, у(т), X) -  Х2 (т, у(т), X)] л|| 5
|| -  .<« -

X  /[А '1( т ,> '( т ) .Х ) -Х 2( т ,у ( т ) ,Х ) ]л  + / [ х 1( т ,у ( т ) ,Х ) -А '2 (т ,у (т ) ,Х )]Л  5

/♦I /
I  [ х , (т, >•( т), X) -  X 2 (Т, у(т), X)] ск I + I ;; X , (т, у(х), X) -  X  2 (т, у(т), Х)|| Л  5  

г* •» д ^ / .  Я *', Я .О Т 'ЛГ;

*-||к+| Я дг—I г#*+1
*  5 ^  I (*  1 (т-У(*1 ) М - Х 2(х ,у{ 1, ) ,X )]л .| + £  11|.X , (т ,у {х ),X )-  X , ( т , ) , Х ) ^ Л  + 

»-О;: /( I /-0 ,,

*-1

/»О

< .........

*-| '.*1
+ Х  /ЦА'зСт, у ( т ) ,Х )- А '2( т ,у (/ , ) ,Х ) ,Л +  | [ А '|( т , у ( т ) , Х ) - Х 2( х ,у ( х ) . \ )  ск. 

/=<• /,
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Оценим каждое слагаемое.

В силу равномерности (1) для лю бого т|| > 0  существует о > 0  такое, что при 

||Х-А.0! < о  выполняется неравенство

|[ Х , ( т .у ( / , ) Д ) -  Х2(т, v(/,-),X)Jfrj 

Следовательно.

< т ц .

ткинэн

4 -1  К>1

£ :  ( і *  і (т’ Ж  ) * ) ~ х г (*, уОі ),X )]rfr < X і' і (т. y d ,  ) Л ) - Х 2 (т, y(t, ),Х)] А  +
»»o,j /, || '=«:! о I

4 -1

+ £  J [* |( т ,  У(1‘ >-Х) -  Х 2(Г' -v('< 
'"0:|0

Из условия 1) теоремы имеем: 

4 - | ' ж

Ї<Л .(ТІ- : 7, і

-О

£  f | |X | ( T , v ( t ) , X ) - X | ( T . y ( / , ) , X ) | ! * ^ ^ ^  Г Я т ) - > ’( / ,)  d x < ^ ^ -  
0 .=0 ,, ж

4 - ! fi j l  4 - 1 'і+ І  иЛії}
£  J ' X 2 (т, jy(x).X) -  X 2 (т. у(/, ),X);j (h  < J ||у(т) — v(r,) d i < --------

W - ‘ *

Г ,Х |(т ,у (т ).Х ) -  Х 2(т ,у (т).Х )| dx < 2М  - .  * ' ttf

*Л- . .
С*

't f . щ-». х-'м аплГЬ i-
Итак, имеем: й

IU Ü 2M L ‘  ' ' •iV
;1Г [х 1(т,>’(т)Д )-Х -> (т ,> (т),Х )} /т  < 2 т1,ш +  (Ц/. + 1)- . х»
Го i, *  "
~  fl '.•< ** ' '» ч . \>j‘ • h-» ^
Тогда

) -  >>(/)|| < e XT 2 М Ц \ х І + \ )  + ехт2 ц хт.
m

iJ’.K/T

- w -  ' r
n _. е ц 4 Л Щ и / ,+ 1) Л « 'ц 1Выбирая ш > — -  — а т|, > получим утверждение теоремы.

Г| 4 т

Зам ечание 1. Если в области  Q р авн ом ерн о  отн оси тельн о  х. t вы полняется 
условие Д>г Л - ( A , U /V д>|  XJ  ̂ т  -i ,i ir - - ..

(+T f+T '
lim J X i( s ,x , \ ) d s  = J X |(.r,jr,X0)<fc, •

^  *>«* ; • • . .Ь
где 0 < / < /  + т < Г  то, взяв X 2( j , x,X) = X |(.v,x,X0), получим теорему И.И. Гихмана 

[2] об интегральной непрерывной зависимости решений и обоснование схемы пол-

ного усреднения.
Замечание 2. Если в уравнениях

і  '-м -1

(ІХ

Ф
.’ Ji (7)
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& = Є Х 0 . У ) ,
dt

где

lim
г-н

,  Т  . Т

- j x ( t , y ) d t - - j x ( , , y ) d t
!
= 0, / є  [о .Le*1].

0 • О

сделать замену т = е*, то получим следующие системы уравнений:

.tl/JiVV,
• М  . -

'-«»• і--" .•? •  ̂"Vj 4v
т - 4 1 -* dt  £

M l ’ l-

(8)

(9)

(Ю)

(П)

lim
е-*о

= 0 .

ї*.

(12)

Таким образом, применяя доказанную теорему к уравнениям (10), (11), получаем 
обоснование схемы частичного усреднения (7)-(9).
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