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Вступ

Варiацiйне числення та теорiя оптимального керування є важливими роздi-
лами сучасної математики, що знаходять широке застосування у природничих
науках, технiцi, економiцi та iнформатицi. Вони виникли з практичної потреби
дослiджувати задачi, пов’язанi з пошуком екстремумiв функцiоналiв — величин,
що залежать не вiд чисел, а вiд цiлих функцiй чи траєкторiй. Прикладом таких
задач є класичнi проблеми мiнiмiзацiї довжини, площi, часу або енергiї. Згодом
на основi варiацiйного пiдходу було сформовано загальну теорiю оптимального
керування, яка дозволяє розв’язувати задачi вибору найкращих стратегiй у
динамiчних системах.
Iсторично варiацiйне числення бере початок вiд задачi бракiстохрони, яку у

XVII столiттi поставив Йоганн Бернуллi. Пошук кривої найшвидшого падiння
став поштовхом до розвитку цiлої математичної теорiї, що швидко знайшла
вiдгук у фiзицi, механiцi та геометрiї. Згодом ця область зазнала глибокого
розвитку завдяки працям Ейлера, Лагранжа, Пуассона, Остроградського та
iнших учених. Саме вони заклали фундамент класичних методiв варiацiйного
числення, якi й сьогоднi залишаються важливим iнструментом для дослiдження
складних задач.
Оптимальне керування як окрема дисциплiна сформувалося значно пiзнiше

— у серединi XX столiття, коли зросла потреба в ефективному управлiннi
технiчними, економiчними та соцiальними системами. Зокрема, виникнення
космiчних програм та складних iнженерних задач зумовило потребу у створеннi
нових методiв, якi могли б забезпечити оптимальнi траєкторiї руху, мiнiмальнi
витрати ресурсiв та досягнення заданих результатiв у найкоротший час. У
цьому контекстi особливу роль вiдiграв принцип максимуму Понтрягiна, що
став унiверсальним методом дослiдження та розв’язання задач оптимального
керування.

Структурно книга складається з двох частин.Перша, найбiльшоб’ємна, присвя-
чена варiацiйному численню. У нiй дослiджуються класичнi задачi та їх узагальне-
ння, аналiзуються рiвняння Ейлера, Ейлера–Пуассона, Ейлера–Остроградського,
а також варiацiйнi задачi з рухомими кiнцями та задачi з ламаними екстрема-
лями. Розглядаються задачi на умовний екстремум. Викладено необхiднi та
достатнi умови слабкого та сильного екстремуму, теорему Якобi, теореми Лежан-
дра, теореми Вейєрштрасса, теорему Гамiльтона-Якобi. Значне мiсце вiдведено
розв’язанню прикладних екстремальних задач, що сприяє кращому засвоєнню
теоретичного матерiалу.
Друга частина книги присвячена основам теорiї оптимального керування.

Тут розглянуто рiзнi постановки задач та основнi пiдходи до їх розв’язання,
подано формулювання базових теорем i методiв. Центральне мiсце посiдає
принцип максимуму Понтрягiна, який детально вивчається для рiзних класiв
задач. Окремо аналiзуються питання оптимiзацiї лiнiйних систем i синтезу
керувань, що забезпечує зв’язок теорiї з реальними прикладними задачами.
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Запропонований матерiал викладено у доступнiй i систематизованiй формi,
яка дозволяє легко орiєнтуватися у складних поняттях i методах. Кожен роздiл
супроводжується питаннями для самопiдготовки та завданнями для самостiйної
роботи, що дозволяє студентам не лише засвоїти теоретичнi положення, але й
виробити навички практичного застосування варiацiйних методiв та методiв
оптимального керування. Книга може слугувати базовим курсом для студентiв
математичних спецiальностей, а також бути корисною для аспiрантiв, викладачiв
i фахiвцiв, що працюють у галузях прикладної математики, математичного моде-
лювання, економiки та iнженерiї. Крiм того, посiбник може використовуватися
як довiдкове джерело для самостiйного опрацювання окремих тем, адже у ньому
наведено достатню кiлькiсть задач з розв’язками, що робить матерiал зрозумiлим
i доступним.
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ЧИСЛЕННЯ



1 Основнi поняття варiацiйного
числення

1.1 Основна задача варiацiйного числення. Рiвняння Ейлера

Основна задача варiацiйного числення виникла як узагальнення задачi про
брахiстохрону. Задачi варiацiйного числення вiдрiзняються вiд задач
математичного програмування тим, що у них знаходять не скiнченовимiрний
вектор, а функцiю.

У цьому роздiлi ми розглядатимемо задачi знаходження екстремумiв
(максимумiв чи мiнiмумiв) функцiоналiв. Вiдразу вiдзначимо, що такi задачi
належать до найважливiших завдань сучасної математики i дослiджуються в
багатьох математичних курсах таких, як, наприклад, «Екстремальнi задачi»,
«Оптимальне керування», «Лiнiйне програмування», «Опукле програмування»
та деяких iнших. Варiацiйне числення є класичним роздiлом математики,
основи варiацiйного числення закладенi ще в 17-18 столiттях.

Функцiонали, що дослiджуються у варiацiйному численнi, будуть описанi
нижче.

Функцiонал - це оператор, множина значень якого складається з чисел. Ми
розглядатимемо лише дiйснi функцiонали, множинами значень яких є дiйснi
числа.

Далi введемо деякi означення i сформулюємо основну задачу варiацiйного
числення.

О з н а ч е н н я 1.1.1 Скалярнiфункцiї y = y(x),щовизначенi i неперервнi
на вiдрiзковi [a, b] разом з першими похiдними y′(x) та приймають заданi
значення на кiнцях вiдрiзка y(a) = c, y(b) = d називаються припустимими
кривими.

О з н а ч е н н я 1.1.2 Задача мiнiмiзацiї функцiоналу

J(x) =

b∫
a

F (x, y(x), y′(x)) dx (1.1.1)

на множинi припустимих кривих y(x), x ∈ [a, b], називається основною
задачею варiацiйного числення.
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О з н а ч е н н я 1.1.3 Припустима крива y0(x), x ∈ [a, b], називається
сильною мiнiмаллю функцiоналу (1.1.1), якщо для деякого ε > 0 для всiх
припустимих кривих y(x), x ∈ [a, b] таких, що∣∣y0(x)− y(x)

∣∣ ≤ ε, x ∈ [a, b]

виконується нерiвнiсть

J
(
y0(x)

)
≤ J (y(x)) .

О з н а ч е н н я 1.1.4 Припустима крива y0(x), x ∈ [a, b], називається
слабкою мiнiмаллю функцiоналу (1.1.1), якщо для деякого ε > 0 для всiх
припустимих кривих y(x), x ∈ [a, b] таких, що∣∣y0(x)− y(x)

∣∣ ≤ ε i
∣∣y0 ′(x)− y′(x)

∣∣ ≤ ε, x ∈ [a, b]

виконується нерiвнiсть

J
(
y0(x)

)
≤ J (y(x)) .

Таким чином, сильна мiнiмаль краща серед припустимих кривих, що близькi до
неї за своїми значеннями, а слабка мiнiмаль краща серед припустимих кривих,
що близькi не тiльки за значенням функцiї, але i за значенням похiдних.
Зрозумiло, що сильна мiнiмаль є i слабкою, тому необхiднi умови слабкого
мiнiмуму є i необхiдними умовами сильного мiнiмуму.
Iснування розв’язку найпростiшої задачi варiацiйного числення стверджує
наступна теорема.

Т е о р е м а 1.1.1 Нехай F (x, y, z) ∈ C1 (неперервно диференцiйована
функцiя), є опуклою по z,

F (x, y, z) ≥ Φ(z), де
Φ(z)

z
→ ∞, при z → ∞.

Тодi iснує розв’язок найпростiшої задачi варiацiйного числення.

Далi будемо вважати, що функцiя F (x, y(x), y′(x)) по сукупностi своїх
аргументiв належить класу C2.

О з н а ч е н н я 1.1.5 Нехай y = y(x), x ∈ [a, b] – припустима крива
основної задачi варiацiйного числення. Тодi функцiю

δy(x), x ∈ [a, b],
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назвемо варiацiєю кривої y = y(x), якщо функцiя

y(x) = y(x) + δy(x)

є припустимою кривою.
При дослiдженнi слабких мiнiмалей варiацiю кривої δy(x) будемо розглядати у
виглядi

δy(x) = εh(x), x ∈ [a, b], де ε дiйсне число.
Функцiю h(x) далi будемо називати варiацiєю кривої, вона задовольняє
наступним умовам

h(x) ∈ C1, x ∈ [a, b], h(a) = h(b) = 0.

О з н а ч е н н я 1.1.6 Нехай J(y) – функцiонал, що визначений на
припустимих кривих y(x). Якщо y(x) i h(x) фiксованi, x ∈ [a, b] i функцiонал
має розвинення

J (y + εh) = J(y) + εδJ(y) +
1

2
ε2δ2J(y) + o(ε2), (1.1.2)

то коефiцiєнт δJ(y) при ε називається першою варiацiєю функцiонала J(y)
на кривiй y = y(x) i варiацiї h(x).

О з н а ч е н н я 1.1.7 Коефiцiєнт δ2J(y) при 1
2ε

2 у розвиненнi (1.1.2)
називається другою варiацiєюфункцiонала J(y) на кривiй y = y(x) i варiацiї
h(x).

Легко отримати, що перша та друга варiацiї функцiонала вiдповiдно мають
вигляд

δJ(y(x)) =

b∫
a

[
∂F (x, y(x), y′(x))

∂y
h(x) +

∂F (x, y(x), y′(x))

∂y′
h′(x)

]
dx,

δ2J(y(x)) =

b∫
a

[
∂2F (x, y(x), y′(x))

∂y2
h2(x)+

+ 2
∂2F (x, y(x), y′(x))

∂y∂y′
h(x)h′(x) +

∂2F (x, y(x), y′(x))

∂y′2
(h′(x))2

]
dx.
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Т е о р е м а 1.1.2 (необхiдна умова слабкого мiнiмуму у термiнах ва-
рiацiй функцiоналу). На кожнiй слабкiй мiнiмалi y0(x), x ∈ [a, b] i довiльнiй
варiацiї h(x), x ∈ [a, b] перша варiацiя функцiоналу дорiвнює нулевi (умова
стацiонарностi)

δJ(y0(x)) = 0,

а друга варiацiя – невiд’ємна

δ2J(y0(x)) ≥ 0.

Доведення. Нехай δJ(y0(x)) = a ̸= 0. Розглянемо розвинення

J
(
y0(x) + εh

)
= J(y0(x)) + εδJ(y0(x)) +

1

2
ε2δ2J(y0(x)) + o(ε2).

Тодi

0 ≤ J
(
y0(x) + εh

)
− J(y0(x)) = ε

[
a+

1

2
εδ2J(y0(x)) +

o(ε2)

ε

]
.

Якщо взяти досить мале ε, тодi знак виразу у квадратних дужках буде залежити
вiд знаку величини a. Величину ε вiзьмемо такою, щоб sign ε = − sign a. Тодi

0 ≤ J
(
y0(x) + εh

)
− J(y0(x)) = − |ε|

[
|a|+ 1

2
εδ2J(y0(x)) +

o(ε2)

ε

]
< 0.

Отримали суперечнiсть, отже δJ(y0(x)) = 0.
Тепер нехай δ2J(y0(x)) = b < 0. Тодi для досить малих ε отримаємо

0 ≤ J
(
y0(x) + εh

)
− J(y0(x)) = ε2

[
1

2
b+

o(ε2)

ε2

]
< 0

Маємо суперечнiсть. Теорему доведено.✓

На жаль користуватися отриманими необхiдними умовами слабкого мiнiмуму
неможливо, тому що у вирази для першої i другої варiацiй входять невiдомi
функцiї h(x). Тому наступним кроком є завдання отримати бiльш простi для
користування необхiднi умови слабкого мiнiмуму.

Л е м а 1.1.3 (Лагранжа). Якщо рiвнiсть

b∫
a

c(x)d(x)dx = 0

виконується для неперервної функцiї c(x), x ∈ [a, b] i всiх функцiй d(x),
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x ∈ [a, b] класу C1, таких, що d(a) = d(b) = 0, то

c(x) ≡ 0, x ∈ [a, b].

Т е о р е м а 1.1.4 (Ейлера - необхiдна умова слабкого мiнiмуму).
Якщо припустима крива y = y(x), x ∈ [a, b] дає слабкий мiнiмум функцiо-
нала (1.1.1) основної задачi варiацiйного числення, то необхiдно, щоб вона
задовольняла рiвнянню Ейлера

∂F (x, y(x), y′(x))

∂y
− d

dx

∂F (x, y(x), y′(x))

∂y′
= 0. (1.1.3)

Доведення. Використаємо необхiдну умову слабкого мiнiмуму функцiонала у
термiнах першої варiацiї: δJ(y(x)) = 0. Тобто

b∫
a

[
∂F (x, y(x), y′(x))

∂y
h(x) +

∂F (x, y(x), y′(x))

∂y′
h′(x)

]
dx = 0.

Iiнтегруємо по частинам другий доданок

b∫
a

∂F (x, y(x), y′(x))

∂y′
h′(x)dx =

=


u =

∂F (x, y(x), y′(x))

∂y′
dv = h′(x)dx

du =
d

dx

∂F (x, y(x), y′(x))

∂y′
dx v = h(x)

 =

=
∂F (x, y(x), y′(x))

∂y′
h(x)

∣∣∣∣∣∣
b

a
−

b∫
a

[
d

dx

∂F (x, y(x), y′(x))

∂y′

]
h(x)dx =

=


функцiя h(x)

задовольняє умовам

h(a) = h(b) = 0

 = −
b∫

a

[
d

dx

∂F (x, y(x), y′(x))

∂y′

]
h(x)dx.

Далi отримаємо

δJ(y(x)) =

b∫
a

[
∂F (x, y(x), y′(x))

∂y
− d

dx

∂F (x, y(x), y′(x))

∂y′

]
h(x)dx = 0.
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Використовуючи лему Лагранжа, отримуємо, що розв’язок основної задачi
варiацiйного числення повинен задовольняти рiвнянню

∂F (x, y(x), y′(x))

∂y
− d

dx

∂F (x, y(x), y′(x))

∂y′
= 0.

Теорему доведено.✓

Рiвняння (1.1.3) має назву рiвняння Ейлера у диференцiальнiй формi.
Припустима крива, що задовольняє рiвнянню Ейлера називається екстремаллю.
Рiвняння Ейлера можна написати у розгорнутому виглядi

∂F (x, y, y′)

∂y
− ∂2F (x, y, y′)

∂x ∂y′
− ∂2F (x, y, y′)

∂y∂y′
y′ − ∂2F (x, y, y′)

∂y′2
y′′ = 0.

Дю-Буа-Реймонд вперше вказав на недолiки у отриманнi рiвняння Ейлера у його
розгорнутому виглядi. А саме, при iнтегруваннi по частинам неявно вважалось,
що функцiя ∂F (x,y,y′)

∂y′ є гладкою i у розгорнутому виглядi d
dx

∂F (x,y(x),y′(x))
∂y′ має

доданок з y′′, що у постановцi задачi не передбачається. Для строгого доведення
теореми Ейлера використовується наступна

Л е м а 1.1.5 (Дю-Буа-Реймонда). Якщо рiвнiсть

b∫
a

c(x)d(x)dx = 0

виконується для неперервної функцiї c(x), x ∈ [a, b] i для всiх неперервних
функцiй d(x), x ∈ [a, b], що задовольняють умовi

b∫
a

d(x)dx = 0,

то необхiдно, щоб c(x) ≡ const, x ∈ [a, b].

Т е о р е м а 1.1.6 (рiвняння Ейлера в iнтегральнiй формi). Слабка
мiнiмаль y0 = y0(x), x ∈ [a, b] основної задачi задовольняє iнтегральному
рiвнянню Ейлера

∂F
(
x, y0(x), y0 ′(x)

)
∂y′

=

x∫
a

∂F
(
s, y0(s), y0 ′(s)

)
∂y

ds+ const . (1.1.4)
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Доведення. Розглянемо першу варiацiю на кривiй, що є розв’язком основної
задачi

δJ(y0(x)) =

b∫
a

[
∂F
(
x, y0(x), y0 ′(x)

)
∂y

h(x) +
∂F
(
x, y0(x), y0 ′(x)

)
∂y′

h′(x)

]
dx = 0.

Тодi
b∫

a

∂F
(
x, y0(x), y0 ′(x)

)
∂y

h(x)dx =

=


u = h(x) dv =

∂F
(
x, y0(x), y0 ′(x)

)
∂y

dx

du = h′(x)dx v =
x∫
a

∂F
(
s, y0(s), y0 ′(s)

)
∂y

ds

 =

= −
b∫

a

x∫
a

∂F
(
s, y0(s), y0 ′(s)

)
∂y

dsh′(x)dx.

Маємо
δJ(y0(x)) =

=

b∫
a

− x∫
a

∂F
(
s, y0(s), y0 ′(s)

)
∂y

ds+
∂F
(
x, y0(x), y0 ′(x)

)
∂y′

h′(x)dx = 0.

Застосуємо лему Дю-Буа-Реймонда i отримаємо рiвняння Ейлера в iнтегральнiй
формi

∂F
(
x, y0(x), y0 ′(x)

)
∂y′

−
x∫

a

∂F
(
s, y0(s), y0 ′(s)

)
∂y

ds = const . (1.1.5)

Теорему доведено.✓

Далi покажемо, як вiд рiвняння Ейлера в iнтегральнiй формi (1.1.4) перейти до
рiвняння Ейлера у диференцiальнiй формi (1.1.3). Для цього розглянемо
рiвняння (1.1.4). Iнтеграл справа є функцiєю класу C1, тому i лiва частина має
неперервну повну похiдну за змiнною x. Беремо повну похiдну по x вiд обох
частин рiвняння (1.1.4) i отримуємо рiвняння Ейлера у диференцiальнiй формi
(1.1.3).
Залишилося вiдкритим питання про iснування другої похiдної у розв’язку
y0(x). Знайдемо умову, при якiй y0(x) буде належати класу C2.
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О з н а ч е н н я 1.1.8 Припустима крива y = y(x) називається неосо-
бливою, якщо вздовж неї виконується нерiвнiсть

∂2F (x, y(x), y ′(x))

∂y′2
̸= 0, x ∈ [a, b].

Т е о р е м а 1.1.7 (Гiльберта). Кожна неособлива екстремаль
належить класу C2.

Доведення. Використовуючи iнтегральне рiвняння Ейлера (1.1.4) i екстремаль
y(x), x ∈ [a, b], побудуємо рiвняння

B(x, z) ≡ −
x∫

a

∂F (s, y(s), y ′(s))

∂y
ds+

∂F (x, y(x), z(x))

∂y′
− const = 0. (1.1.6)

Розв’язком цього рiвняння є z(x) = y′(x). Так як екстремаль є неособливою, то

∂B(x, z)

∂z

∣∣∣∣ z(x) = y′(x)
=
∂2F (x, y(x), y ′(x))

∂y′2
̸= 0.

Тому за теоремою про неявнi функцiї розв’язок z = y′(x) рiвняння (1.1.6) має
стiльки похiдних по x, скiльки їх по x має функцiя B(x, z). Так як
F (x, y, z) ∈ C2, то B(x, z) ∈ C1. А це означає, що y′(x) ∈ C1, тобто y(x) ∈ C2.

Теорему доведено.✓

1.2 Питання для самопiдготовки
1. Сформулювати основну задачу варiацiйного числення.
2. Сформулювати лему Лагранжа.
3. Сформулювати теорему Ейлера про необхiдну умову слабкого мiнiмуму.
4. Сформулювати лему Дю-Буа-Реймонда.
5. Вмiти написати рiвняння Ейлера в диференцiальнiй та iнтегральнiй

формах.
6. Сформулювати теорему Гiльберта.

1.3 Завдання для самостiйної роботи
Знайти екстремалi функцiоналу

J(y) =

i+j∫
i

(a(y′)2 + bxy′ + cy + d xy + kxj)dx,
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y(i) = i+ j, y(i+ j) = 2i.

Варiант визначається параметрами i, j, a, b, c, d, k, де
i – порядковий номер ПIП студента у списку групи,
j – номер групи,
iншi параметри задаються у таблицi нижче

Табл. 1.3.1: Варiант. Значення параметрiв.

номер варiанта a b c d k
1 1 0 2 4 5
2 2 1 0 4 6
3 3 1 2 0 3
4 2 4 6 1 0
5 3 7 5 0 2
6 2 6 3 1 0
7 4 0 1 2 1
8 8 2 0 1 4
9 2 4 0 1 1
10 7 2 1 0 2
11 9 0 4 2 1
12 10 5 6 1 0
13 3 0 4 5 2
14 4 2 0 7 3
15 5 6 1 0 2
16 3 2 0 7 1
17 2 1 7 0 3
18 2 0 4 5 1
19 7 3 0 2 2
20 8 5 1 0 4
21 3 4 0 2 5
22 4 0 6 1 7
23 21 1 1 1 0
24 9 6 0 7 2
25 8 3 2 1 0
26 4 5 6 7 10
27 5 7 0 6 1
28 9 0 3 2 2
29 10 2 0 3 1
30 14 1 2 0 2
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номер варiанта a b c d k
31 15 3 0 1 4
32 2 0 6 2 7
33 1 2 0 3 2
34 7 1 2 0 3
35 8 2 1 4 0
36 13 12 11 0 10
37 1 7 0 8 5
38 6 3 1 7 8
39 3 0 4 5 7
40 8 2 10 1 0
41 1 2 3 4 0
42 2 3 0 5 6
43 7 0 8 9 3
44 9 10 0 7 0
45 14 9 1 0 2
46 15 0 7 3 1
47 14 1 2 2 0
48 13 2 0 7 4
49 14 2 6 0 5
50 11 3 7 10 8
51 9 0 6 2 1
52 15 2 0 3 2
53 17 3 1 0 4
54 20 5 1 2 0
55 16 3 0 2 2
56 40 17 1 2 0
57 31 0 6 2 5
58 42 2 0 6 2
59 13 4 1 0 1
60 15 5 0 6 1
61 17 2 0 5 6
62 20 3 7 0 8
63 2 1 1 9 0
64 1 2 2 0 9



2 Частковi випадки рiвняння Ейлера

Рiвняння Ейлера є, взагалi кажучи, звичайним диференцiальним рiвнянням
другого порядку, i тому знаходження його розв’язкiв є в бiльшостi випадкiв
складною задачею. У зв’язку з цим особливий iнтерес привертають умови, за
яких його порядок можна понизити чи, навiть, рiвняння Ейлера iнтегрується у
квадратурах. Тому важливо виявити такi випадки, коли iнтегрування у
квадратурах можливо.
Розглянемо частковi випадки iнтегрованостi рiвняння Ейлера.

2.1 Функцiя F не залежить вiд y : F = F (x, y′)

У цьому випадку рiвняння Ейлера приймає наступний вигляд

d

dx

∂F (x, y′(x))

∂y′
= 0.

Iнтегруючи це рiвняння, отримаємо перший iнтеграл

∂F (x, y′(x))

∂y′
= c1.

Отримали рiвняння першого порядку, тобто вдалося знизити порядок
диференцiального рiвняння до першого, яке не мiстить y. Далi розв’язуємо його
вiдносно y′, отримуємо диференцiальне рiвняння першого порядку виду
y′ = φ(x, c1). Звiдси знаходимо y(x) квадратурою.

b П Р И К Л А Д 2.1 Знайти екстремалi функцiоналу

J(y) =

1∫
0

(
(y′)3 + 2x2

)
dx, y(0) = 0, y(1) = 2.

Розв’язання. Функцiя F має вигляд F (x, y, y′) = (y′)3 + 2x2, тобто не залежить
вiд y, тодi рiвняння Ейлера приймає наступний вид

d

dx

∂F (x, y′)

∂y′
= 0,

тобто
d

dx
(3y′2) = 0.
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Далi iнтегруємо обидвi частини цього рiвняння

3(y′)2 = c (де c ∈ R+)

та розв’язуємо вiдносно y′

y′ = ±
√
c

3
=⇒ y′ = c1

(
де c1 = ±

√
c

3
, c1 ∈ R

)
.

Звiдси
y(x) = c1x+ c2.

Використовуючи межовi умови, отримаємо та розв’яжемо систему
c1 · 0 + c2 = 0,

=⇒ c1 = 2, c2 = 0.

c1 · 1 + c2 = 2

Остаточно отримуємо екстремаль функцiоналу

y(x) = 2x.

■

2.2 Функцiя F не залежить вiд x : F = F (y, y′)

У цьому випадку рiвняння Ейлера має вигляд

∂F (y, y′)

∂y
− ∂2F (y, y′)

∂y∂y′
y′ − ∂2F (y, y′)

∂y′2
y′′ = 0.

Домножимо це рiвняння на y′

∂F (y, y′)

∂y
y′ − ∂2F (y, y′)

∂y∂y′
y′2 − ∂2F (y, y′)

∂y′2
y′y′′ = 0

i помiтимо, що лiва частина отриманого рiвняння є повною похiдною

d

dx

(
F (y, y′)− y′

∂F (y, y′)

∂y′

)
= 0.

Iнтегруючи, знаходимо рiвняння Ейлера

F (y, y′)− y′
∂F (y, y′)

∂y′
= c.
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b П Р И К Л А Д 2.2 Знайти екстремалi функцiоналу

J(y) =

2∫
1

y2(y′)2dx, y(1) = 1, y(2) = 0.

Розв’язання. Функцiя F (x, y, y′) = y2(y′)2, тобто не залежить вiд x, тодi
рiвняння Ейлера набуває вигляду

F (y, y′)− y′
∂F (y, y′)

∂y′
= c,

а саме
y2y′

2 − 2y2(y′)2 = c.

Спрощуємо його
−y2(y′)2 = c

або
y2(y′)2 = c1 (де c1 = −c).

Розв’язуємо отримане диференцiальне рiвняння першого порядку

yy′ = c2 (де c2 = ±
√
c1),

y
dy

dx
= c2,

ydy = c2dx,

1

2
y2 = c2x+ c3.

Використовуючи межовi умови, отримаємо систему
1
2 = c2 + c3,

=⇒ c2 = −1
2 , c3 = 1.

0 = 2c2 + c3

Остаточно екстремаль Ейлера має вигляд

y(x) =
√
2− x.

■
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2.3 Функцiя F не залежить вiд y′ : F = F (x, y)

У цьому випадку рiвняння Ейлера матиме вигляд

∂F (x, y)

∂y
= 0.

Воно не є диференцiальним рiвнянням i до розв’язку не входять константи, тому
межовi умови можуть не задовольнятися. Отже, розв’язок варiацiйної задачi, що
розглядається, взагалi кажучи, не iснує. Лише у виняткових випадках, коли
крива, яка визначається рiвнянням ∂F (x,y)

∂y = 0, проходить через межовi точки
(x0, y0), (x1, y1) iснує функцiя, на якої може досягатися екстремум функцiоналу.

b П Р И К Л А Д 2.3 Знайти екстремалi функцiоналу

J(y) =

2∫
0

(
x2y − y2

)
dx, y(0) = 10, y(2) = 2.

Розв’язання. Функцiя F (x, y, y′) = x2y − y2, вона не залежить вiд y′, тому
рiвняння Ейлера набуває вигляду

x2 − 2y = 0, звiдси y =
1

2
x2.

Задача має розв’язок, якщо знайдена крива проходить через заданi граничнi
точки, тобто y(0) = 10, y(2) = 2. Друга межова умова виконується

y(2) =
1

2
· 22 = 2.

А перша – не виконується

y(0) =
1

2
· 02 = 0 ̸= 10.

Отже, варiацiйна задача розв’язку немає. ■

2.4 Функцiя F залежить лише вiд y′ : F = F (y′)

У цьому випадку ∂F
∂y = 0 i d

dx

(
∂F
∂y′

)
= ∂

∂y′

(
∂F
∂y′

)
dy′

dx . Рiвняння Ейлера зводиться
до рiвняння

∂2F (y′)

∂y′2
· y′′ = 0.

Якщо ∂2F (y′)
∂y′2 ̸= 0, то рiвняння Ейлера має вигляд

y′′ = 0.
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Розв’язком якого є функцiя
y = c1x+ c2.

Цi кривi утворюють двопараметричну сiм’ю прямих. Таким чином, у випадку
F = F (y′) екстремалями є всiлякi прямi лiнiї y = c1x+ c2.

b П Р И К Л А Д 2.4 Знайти екстремаль функцiоналу

J(y) =

2∫
1

√
1 + (y′)2 dx, y(1) = 0, y(2) = 1.

Цей функцiонал досить часто використовується. Вiн визначає довжину кривої,
що з’єднує двi точки.
Розв’язання. Функцiя F (y′) =

√
1 + (y′)2. Знаходимо

∂F

∂y′
=

1

2
√
1 + (y′)2

2y′ =
y′√

1 + (y′)2

∂2F (y′)

∂y′2
=

√
1 + y′2 − y′2√

1+y′2(√
1 + y′2

)2 =
1(√

1 + y′2
)3 ̸= 0.

Тодi рiвняння Ейлера набуває вигляду

y′′ = 0,

звiдки, двiчi iнтегруючи, знаходимо

y = c1x+ c2.

Враховуючи межовi умови, отримаємо функцiю

y = x− 1.

■

2.5 Функцiя F залежить вiд y′ лiнiйно: F =M(x, y) +N(x, y)y′

Запишемо рiвняння Ейлера

∂M(x, y)

∂y
+
∂N(x, y)

∂y
y′ − d

dx
N(x, y) = 0

∂M(x, y)

∂y
+
∂N(x, y)

∂y
y′ − ∂N(x, y)

∂x
− ∂N(x, y)

∂y
y′ = 0
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Тодi рiвняння Ейлера вироджується у функцiональне

∂M(x, y)

∂y
− ∂N(x, y)

∂x
= 0.

Розв’язок подiбного рiвняння у загальному випадку не задовольняє умови в
крайнiх точках, i тому функцiонал, найiмовiрнiше, екстремалей не має, тобто
задача не матиме розв’язку. Бiльше того, варiацiйна задача взагалi втрачає змiст,
якщо

∂M(x, y)

∂y
− ∂N(x, y)

∂x
≡ 0,

бо тодi вираз
M(x, y) dx+N(x, y) dy

є повним диференцiалом

dF (x, y, y′) =M(x, y) dx+N(x, y) dy

i тодi функцiонал

J(y) =

b∫
a

F (x, y, y′) dx =

(b,d)∫
(a,c)

M(x, y) dx+N(x, y) dy

не залежить вiд шляху iнтегрування, тобто значення функцiонала J(y) однакове
на усiх припустимих кривих, залежить лише вiд початкової та кiнцевої точок, а
не вiд вибору кривої y = y(x). У цьому випадку кажуть, що варiацiйна задача
немає сенсу.

b П Р И К Л А Д 2.5 Знайти екстремалi функцiоналу, що задовольняють
вказаним крайовим умовам (допустимi екстремалi):

J(y) =

2∫
1

(
xy3 +

3

2
x2y2y′

)
dx, y(1) = 1, y(2) = 2.

Розв’язання. Функцiя F (x, y, y′) = xy3 + 3
2x

2y2y′ залежить лiнiйно вiд y′.
Позначимо

M = xy3, N =
3

2
x2y2,

та знайдемо
∂M

∂y
= 3xy2,

∂N

∂x
= 3xy2.

Отже
∂M

∂y
− ∂N

∂x
≡ 0.
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Пiдiнтегральний вираз є повним диференцiалом функцiї F (x, y) = 1
2x

2y3, а це
означає, що iнтеграл не залежить вiд шляху iнтегрування. Тобто значення
функцiоналу на припустимих кривих одне i те ж, а варiацiйна задача немає
сенсу. Значення функцiоналу дорiвнює

J(y) =

2∫
1

(
xy3 +

3

2
x2y2y′

)
dx =

=

(2,2)∫
(1,1)

xy3dx+
3

2
x2y2dy =

=

(2,2)∫
(1,1)

d (F (x, y)) =

(2,2)∫
(1,1)

d

(
1

2
x2y3

)
=

=
1

2
x2y3

∣∣∣∣(2,2)
(1,1)

=
1

2
− 16 = −15

1

2
.

■

2.6 Питання для самопiдготовки
1. Знати усi п’ять часткових випадкiв рiвняння Ейлера.
2. Показати, що у випадку незалежностi функцiї F вiд y, тобто F = F (x, y′),

рiвняння Ейлера зводиться до диференцiального рiвняння першого
порядку.

3. Показати, що твердження питання 2 справедливе у випадку F = F (y, y′).
4. У яких виняткових ситуацiях варiацiйна задача має сенс, якщо

пiдiнтегральна функцiя F не залежить вiд y′, тобто F = F (x, y)?
5. Знайти сiмейство экстремалей у випадку залежностi функцiї F лише вiд
y′, тобто F = F (y′).

6. Показати, що значення функцiонала на екстремалях не залежить вiд
шляху iнтегрування у випадку лiнiйної залежностi функцiї F вiд y′, тобто
F =M(x, y) +N(x, y)y′.

2.7 Завдання для самостiйної роботи
1. Знайти екстремалi функцiоналу

J(y) =

2∫
1

(
(jy′)3 + ix3

)
dx, y(1) = 2, y(2) = 3.
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2. Знайти екстремалi функцiоналу

J(y) =

i+5∫
i

(jx3 − y3)dx, y(i) = 2, y(i+ 5) = 6.

3. Знайти екстремалi функцiоналу

i∫
4

(sin y′ + 4i cos y′) dx, y(4) = j, y(i) = 3.

4. Знайти екстремалi функцiоналу

J(y) =

i+6∫
i

(
ix2y2 + jxyy′

)
dx, y(i) = j, y(i+ 6) = i+ 1.

Значення параметрiв i, j :
i - порядковий номер ПIП студента у списку групи,
j - номер групи.



3 Узагальнення задачi варiацiйного
числення

3.1 Функцiонали, що залежать вiд похiдних вищого порядку
Функцiонали, що залежать вiд похiдних вищого порядку, є важливою

частиною варiацiйного числення та використовуються для моделювання рiзних
фiзичних явищ, де важливу роль вiдiграють не лише значення функцiї, але й її
похiднi бiльш високих порядкiв. Розглянемо загальний вигляд таких
функцiоналiв i рiвняння Ейлера для них.

Дослiджується на екстремум функцiонал

J(y) =

b∫
a

F
(
x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)

)
dx (3.1.1)

на припустимих кривих, що задовольняють умовам

y(a) = y0, y′(a) = y10, . . . , y(n−1)(a) = yn−1
0 ,

y(b) = y1, y′(b) = y11, . . . , y(n−1)(b) = yn−1
1 .

(3.1.2)

Функцiю F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
будемо вважати диференцiйованою n+ 2 рази по

усiм своїм аргументам.

Т е о р е м а 3.1.1 Функцiя y = y(x), що реалiзує екстремум у задачi
(3.1.1) – (3.1.2) задовольняє рiвнянню Ейлера-Пуасона

Fy −
d

dx
Fy′ +

d2

dx2
Fy′′ − · · ·+ (−1)n

dn

dxn
Fy(n) = 0. (3.1.3)

Так як загальний розв’язок рiвняння Ейлера - Пуасона має 2n довiльних
постiйних, то їх визначають з умов (3.1.2).

b П Р И К Л А Д 3.1 Знайти екстремум функцiоналу

J(y) =

1∫
0

[
2y + (y′′)2

]
dx, y(0) = 0, y′(0) = 0, y(1) = 1, y′(1) = 1.

Розв’язання. Тут функцiя F
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 2y + (y′′)2. Складемо рiвняння
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Ейлера - Пуассона, для цього знаходимо

Fy =
∂F

∂y
= 2, Fy′ =

∂F

∂y′
= 0, Fy′′ =

∂F

∂y′′
= 2y′′.

Пiдставляючи в (6.1.2), маємо

2 + 2
d2

dx2
y′′ = 0 або yIV = −1.

Послiдовно iнтегруючи останне диференцiальне рiвняння, знаходимо

y′′′ = −x+ c1,

y′′ = −x
2

2
+ c1x+ c2,

y′ = −x
3

6
+ c1

x2

2
+ c2x+ c3,

y = −x
4

24
+ c1

x3

6
+ c2

x2

2
+ c3x+ c4.

Використаємо межовi умови для визначення постiйних ci, i = 1, 4
y(0) = 0,

y′(0) = 0,

y(1) = 1,

y′(1) = 1

=⇒


c4 = 0,

c3 = 0,

− 1
24 +

1
6c1 +

1
2c2 + c3 + c4 = 1,

−1
6 +

1
2c1 + c2 + c3 = 1

=⇒

=⇒


c4 = 0,

c3 = 0,
1
6c1 +

1
2c2 = 1 1

24 ,
1
2c1 + c2 = 11

6

=⇒


c4 = 0,

c3 = 0,

c1 + 3c2 =
25
4 ,

c1 + 2c2 =
7
3 .

Остаточно отримаємо

c1 = −11

2
, c2 =

47

12
, c3 = 0, c4 = 0.

Отже, знайдена екстремаль має вигляд

y = −x
4

24
− 11

12
x3 +

47

24
x2.

■
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3.2 Функцiонали вiд багатьох функцiй
Розглядається задача знаходження екстремалей функцiоналу

J (y1, . . . , ym) =

b∫
a

F (x, y1, . . . , ym, y
′
1, y

′
2, . . . , y

′
m) dx

при заданих умовах

y1(a) = y10, y2(a) = y20, . . . , ym(a) = ym0,

y1(b) = y11, y2(b) = y21, . . . , ym(b) = ym1.
(3.2.1)

Будемо варiювати лише одну iз функцiй yi(x) (i = 1, . . . ,m), а усi iншi функцiї
не змiнюємо. У такому випадку функцiонал перетворюється у функцiонал, що
залежить лише вiд однiєї функцiї, що варiруємо. Тодi, зрозумiло, що функцiя yi
буде задовольняти рiвнянню Ейлера

Fyi −
d

dx
Fy′i

= 0.

Цi мiркування застосуємо до довiльної функцiї yi (i = 1,m) i тодi отримаємо
систему диференцiальних рiвнянь другого порядку

Fyi −
d

dx
Fy′i

= 0 (i = 1,m).

Невiдомi параметри знаходимо з умови (3.2.1).

b П Р И К Л А Д 3.2 Знайти екстремалi функцiонала

J =

1∫
0

[
(y′)2 + yz′ + (z′)2

]
dx, y(0) = 0, y(1) = 1, z(0) = 1, z(1) = 2.

Розв’язання. По черзi варiюючи кожну з функцiй y(x) та z(x) складемо систему
рiвнянь Ейлера 

Fy −
d

dx
Fy′ = 0,

Fz −
d

dx
Fz′ = 0,

=⇒

{
z′ − 2y′′ = 0,

z′′ = 0.

З другого рiвняння системи знайдемо z(x)

z′′ = 0 =⇒ z′ = c1 =⇒ z = c1x+ c2.
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Далi, використовуючи умови z(0) = 1, z(1) = 2 отримаємо{
c2 = 1,

c1 + c2 = 2
=⇒

{
c2 = 1,

c1 = 1
=⇒ z = x+ 1.

Так як z′ = 1, то рiвняння для y(x) має наступний вигляд

1− 2y′′ = 0.

Зайдемо загальний розв’язок цього рiвняння

y =
1

4
x2 + c1x+ c2,

а використавши умови y(0) = 0, y(1) = 1, отримаємо

y =
1

4
x2 +

3

4
x.

Отже, знайденi екстремалi функцiоналу

y(x) =
1

4
x2 +

3

4
x, z(x) = x+ 1.

■

3.3 Функцiонали, що залежать вiд функцiї кiлькох незалежних
змiнних

3.3.1 Функцiонали, що залежать вiд функцiй двох незалежних змiнних
Спочатку розглянемо випадок, коли функцiонал залежить вiд функцiї двох

незалежних змiнних. Нехай G−замкнена обмежена область у просторi R2 з
гладкою межею ∂G. Дослiджується на екстремум функцiонал

J(z) =

∫∫
G

F

(
x, y, z(x, y),

∂

∂x
z(x, y),

∂

∂y
z(x, y)

)
dx dy (3.3.1)

у класi припустимих функцiй з простору C1(G)– один раз неперервно
диференцiйованих по всiх змiнних функцiй z(x, y), що на межi ∂G областi G
приймають заданих значень

z(x, y) = v(x, y), (x, y) ∈ ∂G.



32 Роздiл 3. Узагальнення задачi варiацiйного числення

Т е о р е м а 3.3.1 Нехай z = z(x, y)− розв’язок екстремальної задачi
(3.3.1). Тодi функцiя z = z(x, y) задовольняє рiвнянню

∂F

∂z
− ∂

∂x

(
∂F

∂p

)
− ∂

∂y

(
∂F

∂q

)
= 0 (3.3.2)

з граничними умовами

z(x, y) = v(x, y), (x, y) ∈ ∂G,

де p =
∂

∂x
z(x, y), q =

∂

∂y
z(x, y).

Диференцiальне рiвняння (3.3.2) другого порядку в частинних похiдних
називається рiвнянням Ейлера-Остроградського.

b П Р И К Л А Д 3.3 Визначити екстремалi функцiоналу

J(z) =

∫∫
G

[(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2
]
dx dy,

з граничними умовами

z(x, y) = v(x, y), (x, y) ∈ ∂G.

Розв’язання. Складемо рiвняння Ейлера-Остроградського, де
F =

(
∂z
∂x

)2
+
(
∂z
∂y

)2
. Розрахуємо кожний з доданкiв рiвняння (3.3.2)

∂F

∂z
= 0,

∂F

∂p
= 2

∂z

∂x
,

∂F

∂q
= 2

∂z

∂y
.

Далi, пiдставляючи у рiвняння Ейлера-Остроградського, отримаємо

0− ∂

∂x

(
2
∂z

∂x

)
− ∂

∂y

(
2
∂z

∂y

)
= 0.

Остаточно
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= 0.

Помiтимо, що це є рiвняння Лапласа, а задача знаходження неперервної функцiї
z(x, y), що задовольняє рвнянню Лапласа i на межi набуває заданих значень
v(x, y), є задачею Дiрiхле. Отже, для знаходження екстремалей необхiдно
розв’язати задачу Дiрiхле. ■
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b П Р И К Л А Д 3.4 Знайти екстремалi функцiонала

J(z) =

∫∫
G

[(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

+ 2zf(x, y)

]
dx dy,

з граничними умовами

z(x, y) = v(x, y), (x, y) ∈ ∂G.

Розв’язання. Випишемо пiдiнтегральну функцiю

F =

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

+ 2zf(x, y).

Для неї знаходимо

∂F

∂z
= 2f(x, y),

∂F

∂p
= 2

∂z

∂x
,

∂F

∂q
= 2

∂z

∂y
.

Далi, пiдставляючи у рiвняння Ейлера-Остроградського, отримаємо

2f(x, y)− ∂

∂x

(
2
∂z

∂x

)
− ∂

∂y

(
2
∂z

∂y

)
= 0.

Рiвняння Ейлера-Остроградського набуває вигляд

∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= f(x, y),

а це є рiвняння Пуассона. Отже, екстремалi є розв’язком задачi Пуассона. ■

b П Р И К Л А Д 3.5 Написати рiвняння Ейлера-Остроградського для
функцiоналу

J(z) =

∫∫
G

[(
∂z

∂x

)4

+

(
∂z

∂y

)4

+ 12zf(x, y)

]
dx dy.

Розв’язання. Функцiя F має вигляд

F =

(
∂z

∂x

)4

+

(
∂z

∂y

)4

+ 12zf(x, y).

Далi знаходимо

∂F

∂z
= 12f(x, y),

∂F

∂p
= 4

(
∂z

∂x

)3

,
∂F

∂q
= 4

(
∂z

∂y

)3

.
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Пiдставляючи в рiвняння Ейлера-Остроградського i спрощуючи отримане
рiвняння, матимемо

12f(x, y)− 4
∂

∂x

[(
∂z

∂x

)3
]
− 4

∂

∂y

[(
∂z

∂y

)3
]
= 0,

3f(x, y)− 3

(
∂z

∂x

)2

· ∂
2z

∂x2
− 3

(
∂z

∂y

)2

· ∂
2z

∂y2
= 0.

Рiвняння Ейлера-Остроградського приймає вигляд(
∂z

∂x

)2

· ∂
2z

∂x2
+

(
∂z

∂y

)2

· ∂
2z

∂y2
= f(x, y).

■

3.3.2 Функцiонали, що залежать вiд функцiї n незалежних змiнних
Розглянемо випадок, коли функцiонал залежить вiд функцiї n незалежних

змiнних, тобто x = (x1, · · · , xn). Це може бути корисно для задач, де є декiлька
просторових змiнних або коли функцiя залежить вiд багатьох параметрiв, як,
наприклад, в задачах фiзики або економiки, що описують багатозмiннi системи.
Нехай G– замкнена обмежена область у просторi Rn з гладкою межою ∂G.
Необхiдно дослiдити на екстремум функцiонал

J(z) =

∫
· · ·
∫

G

F (x1, . . . , xn, z, p1, . . . , pn)dx1 . . . dxn (3.3.3)

у класi припустимих функцiй з простору C1(G), що набувають на межi ∂G
областi G фiксованих значень

z(x1, . . . , xn) = v(x1, . . . , xn),

де (x1, . . . , xn) ∈ ∂G, pk =
∂z

∂xk
, k = 1, n.

Т е о р е м а 3.3.2 Нехай z = z(x1, . . . , xn) є розв’язок екстремальної
задачi (3.3.3). Тодi функцiя z = z(x1, . . . , xn) задовольняє рiвнянню Ейлера-
Остроградського

∂F

∂z
−

n∑
k=1

∂

∂xk

(
∂F

∂pk

)
= 0
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або у розгорнутому виглядi

∂F

∂z
−

n∑
k=1

(
∂2F

∂xk∂pk
+

∂2F

∂z∂pk
pk +

n∑
j=1

∂2F

∂pk∂pj

∂pj
∂xk

)
= 0.

b П Р И К Л А Д 3.6 Написати рiвняння Ейлера-Остроградського для задачi∫
· · ·
∫

G

n∑
k=1

(
∂z

∂xk

)2

dx1dx2 . . . dxn → extr,

z(x1, . . . , xn) = v(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ ∂G.

Розв’язання. Нагадаємо, що заданий кратний iнтеграл – це iнтеграл Дiрiхле. У
даному завданнi функцiя

F =
n∑

k=1

(
∂z

∂xk

)2

явно не залежить вiд x1, . . . , xn та z, тому

Fz = Fzpi = Fxipi = 0,

Fpipj =

{
2, якщо i = j,

0, якщо i ̸= j.
(i = 1, n, j = 1, n)

Тодi рiвняння Ейлера-Остроградського матиме наступний вигляд
n∑

k=1

∂2z

∂x2k
= 0

та є n-вимiрним рiвнянням Лапласа. ■

3.4 Пiдiнтегральна функцiя залежить вiд похiдних до n-го порядку
Розглянемо випадок, коли пiдiнтегральна функцiя залежить вiд похiдних до

n-го порядку. У випадку двох незалежних змiнних (x, y) отримаємо наступне
рiвняння Ейлера-Остроградського

Fz −
∂

∂x
Fzx −

∂

∂y
Fzy +

∂2

∂x2
Fzxx + 2

∂2

∂x∂y
Fzxy +

∂2

∂y2
Fzyy − . . .+

+(−1)n
∂n

∂yn
Fzy...y︸︷︷︸

n

= 0.

(3.4.1)
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b П Р И К Л А Д 3.7 Записати рiвняння Ейлера-Остроградського для
функцiонала

J(z) =

∫∫
G

[(
∂2z

∂x2

)2

+

(
∂2z

∂y2

)2

+ 2

(
∂2z

∂x∂y

)2

− 2zf(x, y)

]
dxdy.

Розв’язання. Рiвняння Ейлера-Остроградського при наявностi двох незалежних
змiнних матиме наступний вигляд

Fz −
∂

∂x
Fzx −

∂

∂y
Fzy +

∂2

∂x2
Fzxx + 2

∂2

∂x∂y
Fzxy +

∂2

∂y2
Fzyy = 0. (3.4.2)

Пiдiнтегральна функцiя

F =

(
∂2z

∂x2

)2

+

(
∂2z

∂y2

)2

+ 2

(
∂2z

∂x∂y

)2

− 2zf(x, y).

Для неї знаходимо

Fz = −2f(x, y), Fzx = 0, Fzy = 0,

Fzxx = 2
∂2z

∂x2
, Fzxy = 4

∂2z

∂x∂y
Fzyy = 2

∂2z

∂y2
.

Згiдно з (3.4.2) отримаємо

−2f(x, y) +
∂2

∂x2

(
2
∂2z

∂x2

)
+ 2

∂2

∂x∂y

(
4
∂2z

∂x∂y

)
+

∂2

∂y2

(
2
∂2z

∂y2

)
= 0

або
∂4z

∂x4
+ 4

∂4z

∂x2∂y2
+
∂4z

∂y4
= f(x, y).

■

3.5 Питання для самопiдготовки
1. Написати рiвняння Ейлера - Пуасона.
2. Вмiти написати рiвняння Ейлера для функцiонала з декiлькома

функцiями.
3. Написати рiвняння Ейлера-Остроградського у випадку двох незалежних

змiнних. Якi умови повиннi виконуватися для застосування цього
рiвняння?

4. Як розв’язувати задачi, що мiстять двi змiннi, та якi особливостi потрiбно
враховувати?

5. Написати рiвняння Ейлера-Остроградського для багатьох змiнних.
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3.6 Завдання для самостiйної роботи
1. Знайти екстремум функцiоналу

J(y) =

i+1∫
i

(
iy + jxy + (y′′)2

)
dx, y(i) = 2, y(i+ 1) = j.

2. Знайти екстремалi функцiоналу

J(y) =

π∫
0

(i(y′)2 + ijy′z + j(z′)2)dx,

y(0) = 0, y(π) = 1, z(0) = 1, z(π) = 3i.

Значення параметрiв i, j :
i – порядковий номер ПIП студента у списку групи,
j – номер групи.



4 Варiацiйнi задачi з рухомими
кiнцями

4.1 Основна формула для варiацiї функцiонала
Розглянемо задачу дослiдження на екстремум функцiонала

J(y) =
x1∫
x0

F (x, y, y′)dx у випадку, коли на кiнцi допустимих кривих y(x) не

накладено нiяких обмежень, тобто вони є вiльними. У цьому випадку область
визначення допустимих функцiй не є фiксованою, а змiнюється у залежностi вiд
вибору функцiї y(x).

Виведемо загальну формулу для варiацiї функцiонала

J(y) =

x1∫
x0

F (x, y, y′)dx. (4.1.1)

Вважаємо, що кiнцi кривих, на яких визначається функцiонал, можуть рухатись
довiльним чином. Усi кривi y(x) вважаємо гладкими, тобто неперервно
диференцiйовними на вiдрiзку iнтегрування [x0, x1], причому на його межах
x = x0 та x = x1 iснують вiдповiднi одностороннi похiднi, то функцiю y(x)
можна продовжити на бiльший вiдрiзок так, що продовжена функцiя буде
неперервно диференцiйовною на цьому вiдрiзковi.
Вiдстань мiж кривими y(x) i y(x) визначається таким чином

ρ(y, y) = max |y − y|+max |y′ − y′|+ ρ(ρ0, ρ0) + ρ(ρ1, ρ1), (4.1.2)

де ρ0, ρ0 i ρ1, ρ1 – лiвi, вiдповiдно правi кiнцi кривих y i y.
Так як функцiї y i y визначенi на рiзних iнтервалах, то для того, щоб формула
(4.1.2) мала сенс, цi кривi необхiдно продовжити на iнтервал, що мiстить тi
iнтервали, на яких визначенi y i y. Для цього можна провести дотичнi у кiнцевих
точках кривих (див. рис.4.1.1).
Визначимо варiацiю функцiонала (4.1.1) як вираз, лiнiйний вiдносно приросту h
функцiї y i вiдносно приростiв координат кiнцiв, i вiдрiзняється вiд повного
приросту функцiонала J(y) на величину вище першого порядку мализни у
порiвняннi з вiдстанню мiж функцiями y i y + h.
Позначимо координати кiнцiв кривої y(x) через (x0, y0) i (x1, y1), а координати
кiнцiв проварiйованої кривої y + h через (x0 + δx0, y0 + δy0) i
(x1 + δx1, y1 + δy1) вiдповiдно.
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Рис. 4.1.1

Розрахуємо прирiст функцiоналу J(y). Отримаємо

J(y + h)− J(y) =

x1+δx1∫
x0+δx0

F (x, y + h, y′ + h′)dx−
x1∫

x0

F (x, y, y′)dx =

=

x1∫
x0

[F (x, y + h, y′ + h′)− F (x, y, y′)] dx+

+

x1+δx1∫
x1

F (x, y + h, y′ + h′)dx−
x0+δx0∫
x0

F (x, y + h, y′ + h′)dx.

Скористаємося формулою Тейлора i, вiдкидаючи члени вище першого порядку
мализни, отримаємо

J(y + h)− J(y) ∼

∼
x1∫

x0

[Fy(x, y, y
′)h+ Fy′(x, y, y

′)h′] dx+

+ F (x, y, y′)|x=x1
δx1 − F (x, y, y′)|x=x0

δx0 =

=

x1∫
x0

[
Fy −

d

dx
Fy′

]
h(x)dx+ Fy′h|x1

x0
+ F |x=x1

δx1 − F |x=x0
δx0,
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де знак тiльда ∼ означає рiвнiсть з точнiстю до величин порядка вище першого
вiдносно ρ(y, y + h). Зазначимо, що пiд iнтегралом входять функцiї, що
визначенi на рiзних iнтервалах. Як ми i домовились, iх продовжуємо, наприклад,
за допомогою лiнiйної екстраполяцiї.
З рисунку 4.1.1 на стор.39 зрозумiло, що

h(x0) ∼ δy0 − y′δx0, h(x1) ∼ δy1 − y′δx1, (4.1.3)

де ∼ знову означає рiвнiсть з точнiстю до нескiнченно малих порядка вище
першого.
Тепер випишемо варiацiю функцiонала J(y)

δJ(y) =

x1∫
x0

[
Fy −

d

dx
Fy′

]
h(x)dx+ Fy′|x=x1

δy1+

+ (F − Fy′y
′)|x=x1

δx1 − Fy′|x=x0
δy0 − (F − Fy′y

′)|x=x0
δx0.

(4.1.4)

Отримано загальну формулу варiацiї для функцiонала. Вона включає в собi
формулу варiацiї для задачi з вiльними кiнцями (δx0 = δx1 = 0) i формулу
варiацiї найпростiшої задачi варiацiйного числення
(δx0 = δx1 = 0 i δy0 = δy1 = 0).

4.2 Задача з рухомими кiнцями
Розглянемо функцiонал

J(y) =

x1∫
x0

F (x, y, y′) dx, (4.2.1)

що визначений на гладких кривих, кiнцi яких лежать на двох фiксованих лiнiях
y = φ(x) i y = ψ(x). Необхiдно знайти екстремум функцiонала (4.2.1).
Скористаємося варiацiєю функцiонала (4.1.4) на стор.40. Якщо на будь-якiй
кривiй y = y(x) досягається екстремум у задачi з рухомими межовими точками,
то екстремум тим бiльш буде досягатися по вiдношенню до бiльш вузького
класу кривих, що мають спiльнi межовi точки з кривою y = y(x) i тому
виконується необхiдна умова мiнiмуму в задачi з нерухомими межами, тобто
функцiя y(x) є розв’язком рiвняння Ейлера

Fy −
d

dx
Fy′ = 0.

Отже, кривi y = y(x), на яких реалiзується екстремум у задачi з рухомими
межами, є екстремалi. Тому у виразi (4.1.4) перший доданок перетворюється в
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нуль, i отримуємо

δJ(y) = Fy′|x=x1
δy1 + (F − Fy′y

′)|x=x1
δx1−

−Fy′|x=x0
δy0 − (F − Fy′y

′)|x=x0
δx0.

(4.2.2)

Рис. 4.2.1

Так як (дивись рис.4.2.1)

δy1 = ψ′δx1 + α1, δy0 = φ′δx0 + α0,

де α1 i α0 – нескiнченно малi величини порядку вище першого, то умову
екстремуму δJ(y) = 0 перепишимо у виглядi

δJ(y) = (Fy′ψ
′ + F − y′Fy′)|x=x1

δx1 − (Fy′φ
′ + F − y′Fy′)|x=x0

δx0 = 0.

Так як δx1 i δx0 – незалежнi прирости, то отримаємо

Fy′ψ
′ + F − y′Fy′|x=x1

= 0,

Fy′φ
′ + F − y′Fy′|x=x0

= 0,

i остаточно
F + Fy′(ψ

′ − y′)|x=x1
= 0,

F + Fy′(φ
′ − y′)|x=x0

= 0.

Цi двi умови називаються умовами трансверсальностi.
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Т е о р е м а 4.2.1 Нехай крива y = y(x) дає екстремум функцiоналу
(4.2.1) серед усiх кривих класу C1, що з’єднують заданi кривi φ(x) i ψ(x).
Тодi:
1)крива y = y(x) є екстремаллю функцiонала (задовольняє рiвняння Ейлера),
2) у точках x0 i x1, що є точками перетину кривої y = y(x) з кривими φ(x) i
ψ(x) вiдповiдно, виконуються умови трансверсальностi

F + Fy′(φ
′ − y′)|x=x0

= 0,

F + Fy′(ψ
′ − y′)|x=x1

= 0.

Алгоритм розв’язування задачi
1. Написати i розв’язати рiвняння Ейлера. Розв’язком будє сукупнiсть

кривих y = f(x, c1, c2), параметри c1 i c2 є невiдомi.
2. Для визначення невiдомих параметрiв x0, x1, c1, c2 скористатися умовами

трансверсальностi i перетину екстремалi з кривими y = φ(x) i y = ψ(x).

b П Р И К Л А Д 4.1 Знайти вiдстань вiд точки O(0, 0) до прямої y = −x+ 4.
Розв’язання. З точки зору варiацiйного числення ця задача формулюється
наступним чином: серед усiх кривих один кiнець яких закрiплений у точцi
O(0, 0), а iнший рухається по прямiй y = −x+ 4, знайти ту, довжина якої є
мiнiмальною. Згадаємо, що довжина кривої визначається за формулою

S =

x1∫
x0

√
1 + (y′(x))2dx.

Отже, маємо наступну задачу:

мiнiмiзувати функцiонал J(y) =
x1∫
0

√
1 + (y′(x))2 dx на кривих, у яких один

кiнець закрiплений у точцi O(0, 0), а другий вiльно рухається по кривiй
φ(x) = −x+ 4.
Так як функцiя F (x, y, y′) залежить тiльки вiд y′, то екстремаль має вигляд
y = c1x+ c2. З умов трансверсальностi у точцi x1, враховуючи, що кривi
закрiпленi у точцi O(0, 0) та перетинають φ(x) = −x+ 4, знайдемо невiдомi
параметри c1, c2 i x1. Отримали систему алгебраїчних рiвнянь

√
1 + c21 +

c1√
1 + c21

(−1− c1)

∣∣∣∣∣
x=x1

= 0, (умова трансверсальностi)

c1 · 0 + c2 = 0, (умова проходження екстремалi
через точку O(0, 0))

c1x1 + c2 = −x1 + 4. (умова перетину екстремалi
i функцiї φ(x))
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Розв’язавши цю систему, отримаємо

c1 = 1, c2 = 0, x1 = 2.

Знайдено рiвняння екстремалi
y = x.

Рис. 4.2.2

А так, як очевидно, що задача має розв’язок, то вiдстань вiд точки O(0, 0) до
прямої φ(x) = −x+ 4 буде дорiвнювати

J(y) =

2∫
0

√
1 + 12 dx = 2

√
2.

■

b П Р И К Л А Д 4.2 Знайти вiдстань вiд точки A(0, α) до кривої y = x2.
Розв’язання. Розглядається задача: серед усiх припустимих кривих, один кiнець
яких закрiплений у точцi A(0, α), а другий рухається по кривiй φ(x) = x2,
знайти ту, що дає мiнiмум функцiоналу

J(y) =

x1∫
0

√
1 + (y′)2 dx.
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Так як пiдiнтегральна функцiя залежить тiльки вiд y′, то шукаємо екстремаль у
виглядi y = c1x+ c2. Система, для знаходження параметрiв c1, c2 i x1 має вигляд

√
1 + c21 +

c1√
1 + c21

(2x1 − c1) = 0, (умова трансверсальностi)

c1 · 0 + c2 = α, (екстремаль виходить з т. A(0, α))

x21 = c1x1 + c2 (умова перетину
екстремалi i кривої y = x2).

Отримаємо два розв’язки:
1. y = − 1

2
√
α− 1

2

x+ α, x1 =
√
α− 1

2;

2. y =
1

2
√
α− 1

2

x+ α, x1 = −
√
α− 1

2 .

Рис. 4.2.3: Випадок α > 1
2
.

При α > 1
2
, J(y) =

√
α− 1

4
.

Зрозумiло, що розв’язки iснують при α > 1
2 . Розглянемо випадок, коли α = 1

2 .
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Екстремалi мають вигляд

y = ± 1

2
√
α− 1

2

x+ α.

Далi знаходимо

2

√
α− 1

2
· y = ±x+ 2

√
α− 1

2
· α

lim
α→ 1

2

[
2

√
α− 1

2
· y

]
= lim

α→ 1
2

[
±x+ 2

√
α− 1

2
· α

]
.

Отримали, що екстремаль має вигляд: x = 0. Отже, розв’язком задачi при α = 1
2

є недиференцiйована функцiя.

Рис. 4.2.4: Випадок α = 1
2
.

При α = 1
2
, J(y) = 1

2
.

При α ≤ 1
2 задача у класi диференцiйованих функцiй розв’язку немає. ■

4.3 Задача з вiльними кiнцями
Задача формулюється наступним чином. Серед усiх кривих, кiнцi яких

належать двом заданим вертикалям x = x0 i x = x1, знайти ту, яка дає



46 Роздiл 4. Варiацiйнi задачi з рухомими кiнцями

екстремум функцiонала

J(y) =

x1∫
x0

F (x, y, y′)dx.

Скористаємося виразом варiацiї функцiонала (4.1.4)

δJ(y) =

x1∫
x0

[
Fy −

d

dx
Fy′

]
h(x)dx+ Fy′|x=x1

δy1+

+(F − Fy′y
′)|x=x1

δx1 − Fy′|x=x0
δy0 − (F − Fy′y

′)|x=x0
δx0.

Якщо на кривiй y = y(x) досягається екстремум у задачi з рухомими межовими
точками, то екстремум тим бiльше буде досягатися по вiдношенню до бiльш
вузького класу кривих, що мають спiльнi межовi точки з кривою y = y(x) i тому
скористаємося необхiдною умовою мiнiмуму для задачi з нерухомими межами,
а це означає, що y(x) є розв’язком рiвняння Ейлера, тобто Fy − d

dxFy′ = 0. Далi,
у нашому випадку δx0 i δx1 дорiвнюють нулевi. Тодi отримаємо

δJ(y) = Fy′|x=x1
δy1 − Fy′|x=x0

δy0 = 0.

А так як δy0 i δy1 довiльнi, то отримаємо

Fy′|x=x1
= Fy′|x=x0

= 0. (4.3.1)

Отже, для розв’язання задачi з вiльними кiнцями потрiбно знайти розв’язок
рiвняння Ейлера, а невiдомi константи знайти з умови (4.3.1).

b П Р И К Л А Д 4.3 Знайти екстремалi функцiоналу

J(y) =

2∫
1

((y′)2 − xy)dx

серед кривих, один кiнець яких закрiплений y(1) = 3, а другий кiнець рухається
по вертикалi x = 2.
Розв’язання. Складемо рiвняння Ейлера

y′′ = −x
2
.

Його розв’язками будуть функцiї

y = −x
3

12
+ c1x+ c2.
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Використовуючи умови y(1) = 3 i Fy′|x=2 = 0, знайдемо невiдомi c1 i c2.
Отримаємо

Fy′|x=2 = 2y′|x=2 = 2

(
−x

2

4
+ c1

)∣∣∣∣
x=2

= 0,

2(−1 + c1) = 0 ⇒ c1 = 1.

Використовуємо умову y(1) = 3, знаходимо

3 = − 1

12
+ c1 + c2, c2 = 3− c1 +

1

12
= 3− 1 +

1

12
=

25

12
.

Отже, шукана екстремаль має вигляд: y = −x
3

12
+ x+

25

12
. ■

4.4 Питання для самопiдготовки
1. Сформулювати задачу з рухомими кiнцями.
2. Написати умови трансверсальностi.
3. Сформулювати задачу з вiльними кiнцями.
4. Написати алгоритм розв’язування задачi з вiльними кiнцями.

4.5 Завдання для самостiйної роботи
1. Знайти вiдстань вiд точки A(−i,−j) до прямої y = −i · x+ i+ j.
2. Знайти вiдстань вiд прямої y = 2i · x− (i+ 10) · j

до кривої y = (i+ j)x2 + i.
3. Знайти екстремалi функцiонала

J(y) =

i+j∫
i

(
a(y′)2 + by′x+ cy + dxy + kxj

)
dx

серед кривих, один кiнець яких закрiплений y(i) = i+ j, а другий
рухається по вертикалi вздовж x = i+ j.

Значення параметрiв a, b, c, d, k обираються iз таблицi 1.3.1 на стор. 18 згiдно з
варiантом; як i в завданнi попередньої теми, тут:
i - порядковий номер ПIП студента у списку групи,
j - номер групи.



5 Задачi з негладкими екстремалями

5.1 Задача про вiдбиття екстремалей
Задача про вiдбиття екстремалей є важливою частиною варiацiйного

числення та теорiї оптимальних траєкторiй. Вона виникає в контекстi задач, де
шукаються оптимальнi кривi або траєкторiї в певних межах, якi пiдлягають
деяким геометричним чи фiзичним обмеженням, наприклад, при вiдбиттi вiд
границь або при досягненнi певних умов на межах областi.
Задача про вiдбиття екстремалей ставить питання про поведiнку функцiй, що
мiнiмiзують або максимiзують функцiонал, коли на шляху екстремалей є певнi
перешкоди або умови вiдбиття. Це дає можливiсть знайти екстремальнi функцiї,
якi, хоча i не можуть перетнути певнi межi, тим не менш забезпечують
оптимальний шлях у межах заданих обмежень.
Екстремаль функцiонала

J(y) =

x1∫
x0

F (x, y, y′)dx

є двiчi неперервно диференцiйовною функцiєю, якщо Fy′y′(x, y(x), y
′(x)) не

перетворюється в нуль. Однак, зустрiчаються варiацiйнi задачi, у яких
екстремум досягається на кусково-гладких кривих.
Розглянемо таку задачу: знайти криву, що реалiзує екстремум функцiонала

J(y) =
x1∫
x0

F (x, y, y′)dx i проходить через двi заданi точки A(x0, y0) i B(x2, y2), i

до того, крива повинна попасти у точку B лише пiсля вiдбиття вiд заданої
кривої y = φ(x) (дивись рис.5.1.1).

Точка вiдбиття може бути кутовою точкою екстремалi, тобто

y′(x1 − 0) ̸= y′(x1 + 0).

Тому функцiонал представимо у виглядi суми двох функцiоналiв

J(y) =

x1∫
x0

F (x, y, y′)dx+

x2∫
x1

F (x, y, y′)dx.

На кожному з iнтервалiв iнтегрування похiдна y′(x) вважається неперервною i
тому використаємо отриманi ранiше результати.
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Рис. 5.1.1

Основна необхiдна умова екстремуму δJ(y) = 0 прийме вигляд

δJ(y) = δ

x1∫
x0

F (x, y, y′)dx+ δ

x2∫
x1

F (x, y, y′)dx = 0.

Так як точка C(x1, y1) перемiщується по кривiй y = φ(x), то при розрахунку
двох варiацiй використовуємо ранiше отриманi результати, коли одна межова
точка рухома. Кривi AC i CB є екстремалями. Дiйсно, це так, так якщо вважати
одну з кривих знайденою i варiювати iншу, то задача зводиться до знаходження
екстремума першого або другого функцiонала в задачi з закрiпленими
межовими точками. Тому будемо вважати, що функцiонал розглядається на
екстремалях, що мають кутову точку C.
Ранiше ми отримали, що

δ

x1∫
x0

F (x, y, y′)dx = [F + (φ′ − y′)Fy′] |x=x1−0 δx1

i

δ

x2∫
x1

F (x, y, y′)dx = − [F + (φ′ − y′)Fy′] |x=x1+0 δx1.

Тодi умова δJ(y) = 0 з урахуванням того, що δx1 довiльна величина прийме
вигляд

[F + (φ′ − y′)Fy′] |x=x1−0 = [F + (φ′ − y′)Fy′] |x=x1+0 .
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Звертаємо увагу на те, що розриви має тiльки похiдна. Тому остаточно
отримаємо

F (x1, y(x1), y
′(x1 − 0)) + (φ′(x1)− y′(x1 − 0))Fy′(x1, y(x1), y

′(x1 − 0)) =

= F (x1, y(x1), y
′(x1 + 0)) + (φ′(x1)− y′(x1 + 0))Fy′(x1, y(x1), y

′(x1 + 0)).

b П Р И К Л А Д 5.1 Знайти криву, що надає екстремум функцiоналу

J(y) =

3∫
1

(y′(x))2dx,

виходить з точки A(1, 3), вiдбивається вiд кривої φ(x) = x i потрапляє у точку
B(3, 4).
Розв’язання. Так як F (x, y, y′) = F (y′), то єкстремаль – пряма. Нехай
екстремаль до точки вiдбиття має вигляд y−(x) = mx+ n, а пiсля вiдбиття
y+(x) = px+ q, тодi y′−(x) = m, а y′+(x) = p. Позначимо точку вiдбиття через
C(a, φ(a)) = C(a, a) (враховуючи φ(x) = x).
Складемо систему рiвняннь для визначення параметрiвm,n, p, q та a

3 = m+ n (умова проходження y−(x) через т. A(1, 3)),

a = ma+ n (умова проходження y−(x) через т. C(a, a)),

4 = 3p+ q (умова проходження y+(x) через т. B(3, 4)),

a = pa+ q (умова проходження y+(x) через т. C(a, a)),

m2 + (1−m)2m = p2 + 2p(1− p) (умова вiдбиття кривої).

П’ята умова - умова вiдбиття кривої, що отримана з

[F + (φ′ − y′−)Fy′] |x=a−0 = [F + (φ′ − y′+)Fy′] |x=a+0 ,

представляється у виглядi

(m− p)(m+ p− 2) = 0.

Випадокm = p вiдкидається, так як вiдбиття не вiдбувається. Розв’язуючи
систему рiвняннь, знаходимо

m = −1

2
, n =

7

2
, q = −7

2
, p =

5

2
, a =

7

3
.

Отже
y−(x) = −1

2
x+

7

2
, y+(x) =

5

2
x− 7

2
.

■
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Рис. 5.1.2

5.2 Умови Вейєрштрасса-Ердмана
Задача про екстремум функцiонала на припустимих кривих, що мають злам у

деякiй точцi, є складною варiацiйною задачею. У цьому випадку мова йде про
ситуацiю, коли кривi, що мiнiмiзують або максимiзують функцiонал, можуть
мати точку зламу, i ми повиннi врахувати це при знаходженнi екстремуму.
Розглянемо задачу про знаходження екстремуму функцiонала

J(y) =

x1∫
x0

F (x, y, y′)dx

на припустимих кривих, що задовольняють умовам

y(x0) = y0, y(x1) = y1

та можуть мати злам у деякiй точцi c (x0 < c < x1). У цiй точцi Fy′y′(c) = 0.
На кожному з вiдрiзкiв [x0, c] i [c, x1] крива, на якiй функцiонал

J(y) =
x1∫
x0

F (x, y, y′)dx досягає екстремуму, задовольняє рiвнянню Ейлера

(дивись попереднiй пункт).
Представимо функцiонал у виглядi суми двох

J(y) =

x1∫
x0

F (x, y, y′)dx =
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=

c∫
x0

F (x, y, y′)dx+

x1∫
c

F (x, y, y′)dx = J1(y) + J2(y)

i розрахуємо варiацiю для кожного з них. На кожному з iнтервалiв один кiнець
кривої закрiплений, а iнший вiльний. Використовуючи ранiше отриманi
результати запишемо

δJ1 = Fy′|x=c−0 δy1 + (F − y′Fy′)|x=c−0 δx1,

δJ2 = −Fy′|x=c+0 δy1 − (F − y′Fy′)|x=c+0 δx1.

Якщо має мiсце екстремум, то

δJ = δJ1 + δJ2,

тобто,

[Fy′|x=c−0 − Fy′|x=c+0] δy1 + [(F − y′Fy′)|x=c−0 − (F − y′Fy′)|x=c+0] δx1 = 0.

Так як δy1 i δx1 довiльнi, то отримаємо

Fy′|x=c−0 = Fy′|x=c+0,

(F − y′Fy′)|x=c−0 = (F − y′Fy′)|x=c+0.

Отриманi умови називаються умовами Вейєрштрасса-Ердмана.

b П Р И К Л А Д 5.2 Знайти ламанi екстремалi, якщо вони iснують,
функцiонала

J(y) =

2∫
0

(3(y′)2 − 4y3)dx, y(0) = 1, y(2) = 5.

Розв’язання. Злами екстремалi можуть бути у точках, у яких Fy′y′ = 0. А так як
Fy′y′ = 6 > 0 всюди, то екстремум може досягатися на гладких кривих.
Цей результат можна отримати i iншим шляхом. Скористаємося першою
умовою Вейєрштрасса-Ердмана

Fy′(c− 0) = Fy′(c+ 0),

де c - можлива точка зламу i 0 < c < 2. Маємо Fy′ = 6y′. Тодi умова
Вейєрштрасса-Ердмана матиме вигляд

y′(c− 0) = y′(c+ 0),

а це означає, що похiдна екстремалi є неперервною, i на промiжку (0, 2) не iснує
точок зламу. ■
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b П Р И К Л А Д 5.3 Знайти ламанi екстремалi функцiонала

J(y) =

1∫
0

((y′)4 − (y′)2)dx, y(0) = 0, y(1) = 0,

вважаючи, що y′ може мати одну точку розрива x = c.
Розв’язання. Так як

Fy′y′ = 12(y′)2 − 2

i може перетворюватися в нуль, тому можливе iснування точок зламу. Крiм того,
пiдiнтегральна функцiя залежить тiльки вiд y′, отже екстремалями є прямi

y = c1x+ c2.

Покладемо

y− = mx+ n (0 ≤ x < c), y+ = px+ q (c ≤ x ≤ 2).

З граничних умов отримаємо, що n = 0 i q = −p i тодi

y− = mx, y+ = p(x− 1).

Екстремаль у точцi зламу c повинна бути непервною, тобто

mc = p(c− 1).

Випишемо умови Вейєрштрасса-Ердмана Fy′ = 4(y′)3 − 2y′,

Fy′ − y′Fy′ = −3(y′)4 + (y′)2.

Так як y′− = m, ay′+ = p, то отримаємо таку систему 2m3 −m = 2p3 − p,

−3m4 +m2 = −3p4 + p2

або  (m− p)(2m2 + 2mp+ 2p2 − 1) = 0,

(m− p)(m+ p)(3m2 + 3p2 − 1) = 0.

Друге рiвняння дає

або m = p, або m = −p, або 3m2 + 3p2 − 1 = 0.



54 Роздiл 5. Задачi з негладкими екстремалями

Розв’язокm = p вiдхиляємо, так як у цьому випадку отримуємо, що y′− = y′+. А
це означає, що точки зламу вiдсутнi та з умови неперервностi екстремалi у
точцi зламу отримуємоm = 0, тобто екстремаль є вiдрiзок осi Ox.
Лишаються два випадки, тому остання система розпадається на двi системи 2m2 + 2mp+ 2p2 − 1 = 0,

m = −p

 2m2 + 2mp+ 2p2 − 1 = 0,

3m2 + 3p2 − 1 = 0.

Розв’язок системи: Розв’язок системи:
m1 =

√
2
2 , p1 = −

√
2
2 m = p

m2 = −
√
2
2 , p2 =

√
2
2 цей розв’язок вiдкидаємо.

Точку зламу c знайдемо з умови неперервностi екстремалi у цiй точцi, так як
m = −p, то виразmc = p(c− 1) набуває виглядmc = −m(c− 1). Звiдси c = 1

2 .
Отже, ламанi екстремалi функцiонала

y =


√
2
2 x, 0 ≤ x < 1

2 ,

−
√
2
2 (x− 1), 1

2 ≤ x ≤ 1,

y =


−

√
2
2 x, 0 ≤ x < 1

2 ,

√
2
2 (x− 1), 1

2 ≤ x ≤ 1.

■

5.3 Задача про переломлення екстремалей
Задача про переломлення екстремалей є класичним прикладом у варiацiйному

численнi, що виникає, коли функцiонал мiстить розрив у пiдiнтегральнiй
функцiї або її параметрах. У таких випадках екстремаль може змiнювати свою
форму або напрямок на межi, де вiдбувається розрив, подiбно до того, як свiтло
змiнює свiй напрямок при переходi через межу двох середовищ з рiзними
оптичними властивостями (таке явище називається переломленням).
Будемо вважати, що пiдiнтегральна функцiя F функцiонала

J(y) =

x2∫
x0

F (x, y(x), y′(x))dx

має лiнiю розриву y = φ(x), а точки A i B розташованi по рiзнi сторони лiнiї
розриву (див. рис.5.3.1). Кривi, якi є екстремалями функцiонала, можуть
змiнювати свiй напрямок на межi цього розриву, i завдання полягає в тому, щоб
описати цю змiну за допомогою варiацiйного числення.
Запишемо функцiонал J(y) у виглядi

J(y) =

x1∫
x0

F1(x, y, y
′)dx+

x2∫
x1

F2(x, y, y
′)dx,
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де F1(x, y, y
′) = F (x, y, y′) з однiєї сторони лiнiї розриву, а

F2(x, y, y
′) = F (x, y, y′) з другої сторони лiнiї розриву. Нехай F1 i F2 двiчi

диференцiйованi. У точцi C перетину кривої, що визначається, з лiнiєю розриву
природно очiкувати наявнiсть кутової точки.

Рис. 5.3.1

Дуги AC i CB є екстремалями своїх функцiоналiв, це випливає з того, що
фiксуючи одну з цих дуг i варiюючи лише другу, отримаємо задачу з
закрiпленими межами.
Тодi варiацiя функцiонала J(y) i враховуючи, що точка C(x1, y1) рухається по
кривiй y = φ(x), матиме вигляд

δJ(y) = δ

x1∫
x0

F1(x, y, y
′)dx+ δ

x2∫
x1

F2(x, y, y
′)dx =

= [F1 + (φ′ − y′)F1y′]|x=x1−0 δx1 − [F2 + (φ′ − y′)F2y′]|x=x1+0 δx1.

Використовуючи необхiдну умову екстремуму δJ(y) = 0, отримаємо, що умова
δJ(y) = 0 зводиться до умови

[F1 + (φ′ − y′)F1 y′]|x=x1−0 = [F2 + (φ′ − y′)F2 y′]|x=x1+0 .

Отримали, що шуканий розв’язок складається з двох кускiв екстремалей
функцiоналiв

J1(y) =

x1∫
x0

F1dx i J2(y) =

x2∫
x1

F2dx.
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Для визначення цих екстремалей необхiдно розрахувати чотири параметри.
П’ятий невiдомий параметр – абсциса точки переломлення C(x1, y1). Для
знаходження цих невiдомих маємо умови проходження екстремалей через точки
A i C та C i B. П’ята умова – це переломлення екстремалей.
Розглянемо на прикладi.

b П Р И К Л А Д 5.4 Знайти екстремум функцiоналу

J(y) =

x1∫
x0

F (x, y, y′)dx

на кривих, що виходять з точки A(0, 1) i перетинають лiнiю розриву φ(x) = x та
входять у точку B(1, 0) пiсля преломлення. Точки A i B знаходяться по рiзнi
сторони лiнiї розриву, F1(x, y, y

′) = y′2, F2(x, y, y
′) = y′2 + 1.

Рис. 5.3.2

Розв’язання. Нехай екстремалi AC i CB вiдповiдно мають вигляд

y−(x) = mx+ n i y+(x) = px+ q.

Точку розриву функiї F (x, y, y′) позначимо через C(a, a), так як φ(a) = a. Далi
знаходимо y′− = m та y′+ = p. Рiвняння для визначення параметрiвm,n, p, q i a
мають вигляд
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1 = m · 0 + n – умова проходження y−(x) через точку A(0; 1),
a = m · a+ n – умова проходження y−(x) через точку C(a; a),
0 = p · 1 + q – умова проходження y+(x) через точку B(1; 0),
a = p · a+ q – умова проходження y+(x) через точку C(a; a),
m2 + (1−m)2m = p2 − 1 + (1− p)2p – умова розриву екстремалi у т. C(a; a).
Спростимо п’яту умову

m2 + 2m− 2m2 = p2 − 1 + 2p− 2p2,

2m−m2 − 2p+ p2 + 1 = 0.

Отже маємо наступну систему рiвнянь

n = 1,

ma+ n = a,

p+ q = 0,

pa+ q = a,

2m−m2 − 2p+ p2 + 1 = 0.

Пiсля нескладних перетворень отримаємо, що параметрm задовольняє
рiвнянню:

m4 − 2m3 −m2 + 2m− 1 = 0,

а iншi параметри виражаються черезm

p =
1

m
, q = − 1

m
, a =

1

1−m
.

Пам’ятаємо, що n = 1. Розв’яжемо рiвняння i розрахуємо параметри p, q i a

m1 = −1.13, p1 = −0.82, q1 = 0.88, a1 = 0.47

m2 = 2.13, p2 = 0.47, q2 = −0.47, a2 = −0.88.

Випишемо рiвняння екстремалей

y1− = −1.13x+ 1, y1+ = −0.82x+ 0.88, a1 = 0.47,

y2− = 2.13x+ 1, y2+ = 0.47x− 0.47, a2 = −0.88

та накреслимо їх (див. рис.5.3.3 ).
Одна екстремаль AKB, друга — ACB. ■
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Рис. 5.3.3

5.4 Питання для самопiдготовки
1. Зробити постановку задачi про вiдбиття.
2. Написати умову у точцi вiдбиття.
3. Сформулювати задачу з розривними похiдними.
4. Написати умови Вейєрштрасса-Ердмана.
5. Сформулювати задачу про переломлення екстремалей.
6. Написати умови у точцi переломлення екстремалей.

5.5 Завдання для самостiйної роботи
Нехай i - порядковий номер ПIП студента у списку групи, j - номер групи, пiд
[m] розумiємо цiлу частину числаm.
Виконати наступнi завдання.

1. Знайти криву, що надає екстремум функцiонала

J(y) =

i∫
[ i2 ]

(y′
2
+ jx)dx,

що виходить з точки A([ i2 ], i+ j), вiдбивається вiд кривої φ(x) = jx− i та
потрапляє у точку B(i, i+ j).
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2. Знайти ламанi екстремалi функцiонала

J(y) =

i+1∫
i

(iy′
2 − (i+ j)y′

2
)dx, y(i) = 0, y(i+ 1) = 0,

вважаючи, що y′ може мати одну точку розрива x = c.
3. Знайти екстремум функцiонала

J(y) =

x1∫
x0

F (x, y, y′)dx

на кривих, що виходять з точки A(0, i+ j) i перетинають лiнiю розриву
φ(x) = ix− (2i+ j) i входять у точку B(i+ 4j, 0). Точки A i B
знаходяться по рiзнi сторони лiнiї розриву
y = φ(x), F1(x, y, y

′) = iy′2 + j, a F2 = y′2 + ij.



6 Одностороннi варiацiї

6.1 Одностороннi варiацiї
У деяких варiацiйних задачах про екстремум функцiонала

J(y) =
b∫
a

F (x, y, y′)dx iснують заборони на проходження через точки деякої

областi R, що обмежена кривою Φ(x, y) = 0. У цьому випадку (див. рис.6.1.1)

Рис. 6.1.1

крива C, що реалiзує екстремум, може проходити поза областю R, i тодi вона є
екстремаллю, тому що заборонена область R не впливає на властивостi
функцiонала i його варiацiї в околi кривої C. Вона також може складатися з дуг,
що лежать поза межею областi R i частин межi областi R. Але на межi областi R
можливi лише одностороннi варiацiї кривої C , тому що в областi R припустимi
кривi заходити не можуть. Частини кривої C, що лежать поза межою областi R
будуть екстремалями, тому що у цих частинах можна робити варiацiї кривої C -
наявнiсть областi R не впливає на варiацiї.
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Отже, у розглянутiй задачi екстремум може досягатися на кривих, що
складаються з дуг екстремалей i частин межi областi R. Для побудови кривої,
що дає екстремум функцiонала необхiдно отримати умови у точках переходу
екстремалi на межу областi R, якi допоможуть визначити цi точки.

У випадку, що зображений на рис.6.1.1, необхiдно отримати умови у точках
E,F,D та K.

Дослiдимо на екстремум функцiонал

J(y) =

x2∫
x0

F (x, y, y′)dx, y(x0) = y0, y(x2) = y2

за умови, що y ≥ φ(x), де φ(x) – неперервно диференцiйовна функцiя.
Нехай функцiя y = y(x), що дає екстремум функцiоналу J(y), складається з

двох частин y = y(x), x ∈ [x0; x1] i y = φ(x), x ∈ [x1; x2]. Представимо
функцiонал J(y) у виглядi суми

J(y) =

x1∫
x0

F (x, y, y′)dx+

x2∫
x1

F (x, y, y′)dx = J1(y) + J2(y).

Функцiонал J1(y) має рухому межову точку, що рухається на межi
забороненої областi, тобто по кривiй y = φ(x). Як вiдомо варiацiя функцiонала
J1(x) з рухомою правою межовою точкою дорiвнює

δJ1(y) = [F (x, y(x), y′(x)) + (φ′(x)− y′(x))Fy′(x, y(x), y
′(x))] δx1,

де y = y(x) – розв’язок рiвняння Ейлера на вiдрiзку [x0, x1], а δx1 варiацiя
точки x1.

Функцiонал J2(y) =
x2∫
x1

F (x, y, y′)dx також має рухому межову точку (x1, y1),

однак у околi цiєї точки крива, на якiй може досягатся екстремум y = φ(x), не
варiрується. Отже, змiна функцiонала J2(y) при перемiщеннi точки (x1, y1) у
точку (x1 + δx1, y1 + δy1) зводиться лише до змiни нижньої межi iнтегрування.
Отримаємо

∆J2(y) =

x2∫
x1+δx1

F (x, y, y′)dx−
x2∫

x1

F (x, y, y′)dx =

= −
x1+δx1∫
x1

F (x, y, y′)dx = −
x1+δx1∫
x1

F (x, φ, φ′)dx
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у зв’язку з тим, що на iнтервалi (x1, x1 + δx1) y(x) = φ(x). Використовуючи
неперервнiсть функцiї F (x, y, y′) i теорему про середне значення, отримаємо

∆J2(y) = − F (x, φ, φ′)|δx1

x=x1
+ αδx1, де α→ 0, при δx1 → 0.

Отримали, що
δJ2(y) = −F (x, φ, φ′)|x=x1

δx1.

Тодi
δJ(y) = δJ1(y) + δJ2(y) =

= [F (x, y, y′) + (φ′ − y′)Fy′(x, y, y
′)]|x=x1

δx1 − F (x, y, φ′)|x=x1
δx1 =

= [F (x, y, y′)− F (x, y, φ′)− (y′ − φ′)Fy′(x, y, y
′)]|x=x1

δx1

так як y(x1) = φ(x1).
Необхiдна умова екстремуму δJ(y) = 0 при умовi довiльностi δx1 має вигляд

[F (x, y, y′)− F (x, y, φ′)− (y′ − φ′)Fy′(x, y, y
′)]|x=x1

= 0. (6.1.1)

Застосуємо теорему про середнє значення, отримаємо

(y′ − φ′) [Fy′(x, y, a)− Fy′(x, y, y
′)]|x=x1

= 0

де a-значення мiж φ′(x1) i y′(x1). Знову застосовуємо теорему про середнє
значення i отримаємо

(y′ − φ′)(a− y′)Fy′y′(x, y, b)|x=x1
= 0,

де b значення мiж a i φ′(x1).

Рис. 6.1.2
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Нехай Fy′y′(x, y, b) ̸= 0. У цьому випадку у точцi (x1, φ(x1)) виконується
рiвнiсть

φ′(x1) = y′(x1). (6.1.2)

Це означає, що крива y = y(x) у точцi (x1, φ(x1)) є дотичною до y = φ(x)
(a = y′ тiльки при φ′(x1) = y′(x1), так як a–значення мiж y′(x1) i φ′(x1)).

Отже, пiдведемо пiдсумки. Якщо необхiдно мiнiмiзувати функцiонал
J(y) =

∫ b

a F (x, y, y
′)dx на кривих, кiнцi яких закрiпленi у точках A(x0, y0) i

B(x2, y2) , i припустимi кривi лежать у областi y ≤ φ(x), тодi для отримання
екстремалi складаємо систему рiвнянь, з якої знаходимо невiдомi її параметри:

1) проходження екстремалi через точку A(x0, y0),
2) проходження екстремалi через точку D(x1, y1),
3) якщо Fy′y′ ̸= 0, то у точцi D(x1, y1) виконується умова ( 6.1.2), iнакше -

умова ( 6.1.1).
4) точка D(x1, y1) лежить на кривiй y = φ(x).

b П Р И К Л А Д 6.1 Визначити найкоротший шлях з точки A(−1; 0) в точку
B(2; 3) в областi y ≤ x2.
Розв’язання.Маємо наступну задачу

мiнiмiзувати J(y) =

2∫
−1

√
1 + y′2dx,

при умовах y(−1) = 0, y(2) = 3, y ≤ x2.

Так як функцiя F (x, y, y′) =
√
1 + y′2 залежить тiльки вiд y′, то екстремалi

функцiонала є прямi y = c1x+ c2.
Друга похiдна

Fy′y′ =
1√(

1 + y′2
)3 ̸= 0,

тому шукана екстремаль буде складатися з дотичної до кривої y = φ(x) i
частини кривої y = φ(x). Отримаємо наступнi рiвняння при розглядi точки
B(2; 3) i точки D(x1; y1) – точки дотику екстремалi до кривої y = x2:

3 = 2c+ c2 – умова проходження екстремалi через точку B(2; 3),

c1a+ c2 = a2 – значення екстремалi i y = x2 у точцi D спiвпадають,

b = a2 – точка D(a; b) лежить на кривiй y = x2,

c1 = 2a – похiднi y′(a) i φ′(a) спiвпадають у точцi D(a; b).
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Розв’язуючи цю систему, отримаємо

1) a = 1, b = 1, c1 = 2, c2 = −1,

y = 2x− 1, D1(1; 1);

2) a = 3, b = 9, c1 = 6, c2 = 9,

y = 6x− 9, D2(3; 9).

Тепер розглянемо точки A(−1; 0) i F (e; d), де F– точка дотику екстремалi до
кривої y = x2. Рiвняння екстремалi шукаємо у виглядi y = c1x1 + c2. Складемо
систему рiвнянь для визначення невiдомих параметрiв

0 = −c1 + c2 – умова проходження екстремалi через точку A(−1; 0),

e2 = c1e+ c2 – значення екстремалi i y = x2 у точцi F (e; d) спiвпадають,

d = e2 – точка F (e; d) лежаить на кривiй y = x2,

c1 = 2e – похiднi y′(e) i φ′(e) спiвпадають у точцi F (e; d).

Отримали такi розв’язки:

1) e = 0, d = 0, c1 = 0, c2 = 0,

y = 0, F1(0; 0);

2) e = −2, d = 4, c1 = −4, c2 = −4,

y = −4x− 4, F2(−2; 4).

Iснують декiлька шляхiв, що ведуть з точки A в точку B. Розглянемо їх

1)AF1D1B; 2)AF2F1D1B; 3)AF2F1D1D2B; 4)AF1D1D2B.

Розрахуємо окремi дiлянки шляхiв

AF2 : l =
√
17; D1B : l =

√
5; BD2 : l =

√
37; AF1 : l = 1;

F1D1 : l =
1

8

[
4
√
5 + 2 ln(

√
5 + 2)

]
;

D1D2 : l =
1

8

[
12
√
37− 4

√
5 + 2 ln

(√
37 + 6√
5 + 2

)]
;

F2F1 : l =
1

8

[
8
√
17 + 2 ln(

√
17 + 4)

]
.

Тепер можна розрахувати довжини усiх шляхiв
1) AF1D1B :

l = 1 +
1

8

[
4
√
5 + 2 ln(

√
5 + 2)

]
+
√
5 =

= 1 +

[
3

2

√
5 + 2 ln(

√
5 + 2)

]
· 1
8
= 1 +

3

2

√
5 +

1

4
ln(

√
5 + 2) = 4, 715;
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Рис. 6.1.3

2) AF2F1D1B :

l =
√
17 +

1

8

[
8
√
17 + 2 ln

(√
17 + 4

)]
+

1

8

[
4
√
5 + 2 ln

(√
2 + 2

)]
+
√
5 =

= 2
√
17 +

3

2

√
5 + 2 ln

[(√
17 + 4

)(√
2 + 2

)]
= 18, 677;

3) AF2F1D1D2B :

l =
√
17 +

1

8

[
8
√
17 + 2 ln(

√
17 + 4)

]
+
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+
1

8

[
4
√
5 + 2 ln(

√
5 + 2)

]
+

1

8

[
12
√
37− 4

√
5 + 2 ln

(√
37 + 6√
5 + 2

)]
+
√
37 =

= 2
√
17 +

5

2

√
37 +

1

4
ln[(

√
17 + 4)(

√
37 + 6)] = 24, 6;

4) AF1D1D2B :

l = 1+
1

8

[
4
√
5 + 2 ln(

√
5 + 2)

]
+
1

8

[
12
√
37− 4

√
5 + 2 ln

(√
37 + 6√
5 + 2

)]
+
√
37 =

= 1 +
5

2

√
37 +

1

4
ln(

√
37 + 6) = 16, 83.

Отже, знайдено найкоротший шлях з точки А до точки В – це щлях AF1D1B
довжиною l = 4.715. ■

6.2 Питання для самопiдготовки
1. Сформулювати задачу про одностороннi варiацiї.
2. Написати алгоритм розв’язання задач з одностороннiми варiацiями.

6.3 Завдання для самостiйної роботи
Визначити найкоротший шлях з точки A(−i; 0) до точки B(i; 3i+ j) в областi
y ≤ x2, де
i – порядковий номер ПIП студента у списку групи,
j – номер групи.



7 Варiацiйнi задачi на умовний
екстремум

7.1 Зв’язки виду φ(x, y1, . . . , yn) = 0

У найпростiшiй задачi варiацiйного числення на припустимi кривi
накладались умови тiльки у межових точках. Але iснуюсть задачi, в яких на
припустимi кривi, крiм межових умов, накладаються i iншi умови.

Розглянемо задачу знаходження екстремума функцiонала

J =

x1∫
x0

F (x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx,

yi(x0) = yi0, yi(x1) = yi1 (i = 1, n), (7.1.1)

при наявностi умов

φj(x, y1, . . . , yn) = 0 (j = 1,m, m < n). (7.1.2)

Функцiї φj вважаються незалежними. Це означає, що один з якобiанiв порядка
m не дорiвнює нулевi. Для розв’язування задачi розглянемо новий функцiонал

J1 =

b∫
a

F ∗(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx, де F ∗ = F +

m∑
j=1

λj(x)φj.

Має мiсце наступна теорема.

Т е о р е м а 7.1.1 Функцiї y1, . . . , yn, що реалiзують екстремум функцiо-
нала

J =

x1∫
x0

F (x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx

при наявностi умов φj(x, y1, . . . , yn) = 0 (j = 1,m) при вiдповiдному виборi
множникiв λj(x) (j = 1,m) задовольняють рiвнянням Ейлера, складених для
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функцiонала

J1 =

x1∫
x0

[
F (x, y1, . . . , yn, y

′
1, . . . , y

′
n) +

m∑
j=1

λj(x)φj(x, y1, . . . , yn)

]
dx.

Отже, λi(x) (j = 1,m) i yi(x) (i = 1, n) знаходяться з системи рiвнянь Ейлера

F ∗
yi
− d

dx
F ∗
y′i
= 0 (i = 1, n)

i умов (7.1.1) i (7.1.2).

b П Р И К Л А Д 7.1 Знайти екстремалi функцiонала

J =

1∫
0

y′2dx

при умовах y(0) = 0, y(1) = 1, (7.1.3)

i y − x2 = 0. (7.1.4)

Розв’язання. Складаємо новий функцiонал

J1 =

1∫
0

[
y′2 + λ(x)(y − x2)

]
dx.

Побудуємо рiвняння Ейлера. Для цього знаходимо

Fy = λ(x), Fy′ = 2y′.

Пiдставляючи, отримаємо

λ(x)− d

dx
(2y′) = 0,

λ(x)− 2y′′ = 0,

y′′ − 1

2
λ(x) = 0. (7.1.5)
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З умови (7.1.4) диференцiюючи знаходимо

y′′ = 2.

Пiдкладемо знайдене y′′ у рiвняння (7.1.5)

2− 1

2
λ(x) = 0 ⇒ λ(x) = 4.

Тепер рiвняння Ейлера (7.1.5) має вигляд

y′′ − 2 = 0.

Звiдси послiдовним iнтегруванням, знаходимо

y = x2 + c1x+ c2.

Використовуючи умову (7.1.1) отримаємо

y = x2.

Отже, екстремаль функцiонала має вигляд

y = x2.

■
Так як умови задачi дуже, простi, то екстремаль можна зразу побачити (у

даному випадку умова (7.1.2)).

7.2 Зв’язки виду φ(x, y1, . . . , yn, y′1, . . . , y′n) = 0

Розглядається задача знаходження екстремума функцiонала

J(y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n) =

x1∫
x0

F (x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx,

yi(x0) = yi0, yi(x1) = yi1 (7.2.1)

при наявностi зв’язкiв у виглядi диференцiальних рiвнянь

φj(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n) = 0 (j = 1,m).

Будемо вважати, що один з функцiональних визначникiв порядкаm не дорiвнює
нулевi, тобто

D(φ1, . . . , φm)

D(y′1, . . . , y
′
m)

̸= 0.
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Для цiєї задачi справедливе правило множникiв Лагранжа, яке стверджує, що
розв’язок сформульованої задачi знаходиться серед екстремалей функцiонала

J1 =

x1∫
x0

[
F +

m∑
j=1

λj(x)φj

]
dx =

x1∫
x0

F ∗(y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx.

Отже, функцiї, що реалiзують екстремум функцiонала
J = (y1, . . . , yn, y

′
1, . . . , y

′
n) i множники λj(x), j = 1,m, задовольняють системi

рiвнянь 

F ∗
yi
− d

dx
F ∗
y′i
= 0, i = 1, n,

φj = 0, j = 1,m,

yi(x0) = yi0, yi(x1) = yi1, i = 1, n.

b П Р И К Л А Д 7.2 Знайти екстремалi функцiонала

J =

1∫
0

y′
2
dx при умовах y(0) = 0, y(1) = 1, y′ − 2x = 0.

Розв’язання. Складемо новий функцiонал

J1 =

1∫
0

[
y′ 2 + λ(x)(y′ − 2x)

]
dx

i напишемо для нього рiвняння Ейлера

∂F

∂y
= 0,

∂F

∂y′
= 2y′ + λ(x),

d

dx
Fy′ =

d

dx
(2y′ + λ(x)),

0 +
d

dx
(2y′ + λ(x)) = 0,

2y′ + λ(x) = c− рiвняння Ейлера.
З умови y′ − 2x = 0 знаходимо, що y′ = 2x, та пiдкладаючи у рiвняння Ейлера,
отримаємо

4x+ λ(x) = c.

Звiдки визначаємо λ(x) i його значення пiдкладаємо у рiвняння Ейлера

λ(x) = c− 4x,
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2y′ + c− 4x = c,

2y′ = 4x,

y′ = 2x,

y = x2 + c2.

Константу c2 знаходимо з умов задачi i отримаємо, що c2 = 0.
Отже, екстремаль функцiонала J(y) є крива y = x2. ■

7.3 Iзопериметрична задача
Iзопериметрична задача — це класична задача варiацiйного числення, в якiй

необхiдно знайти екстремум функцiонала J(y), при цьому додатково
накладається обмеження на iнший функцiонал K(y), що має задане значення l.
Задача є iзопериметричною, оскiльки вона має на метi максимiзувати або
мiнiмiзувати функцiонал за умови, що певний iнший функцiонал є сталим
(тобто має задане значення).
Отже, розглянемо наступну задачу:
серед припустимих неперервно диференцiйованих кривих y = y(x), кiнцi яких
закрiпленi i вздовж яких функцiонал

K(y) =

x1∫
x0

G(x, y(x), y′(x))dx

приймає задане значення l, знайти ту, для якої функцiонал

J(y) =

b∫
a

F (x, y(x), y′(x))dx

приймає екстремальне значення.
Вважаємо, що функцiї F (x, y, y′) i G(x, y, y′) мають неперервнi частковi

похiднi першого i другого порядкiв по усiм своїм аргументам.

Т е о р е м а 7.3.1 Якщо крива y = y(x) надає екстремум функцiонала

J(y) =

x1∫
x0

F (x, y, y′)dx
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при умовах

y(x0) = y0, y(x1) = y1, K(y) ≡
b∫

a

G(x, y, y′)dx = l

i якщо y = y(x) не є екстремаллю функцiонала K(y), то iснує константа λ
така, що y = y(x) є екстремаллю функцiонала

L(y) =

x1∫
x0

[F (x, y, y′) + λG(x, y, y′)] dx.

b П Р И К Л А Д 7.3 Знайти екстремалi функцiонала

J(y) =

1∫
0

y′
2
dx при умовах

1∫
0

xy′dx = 1, y(0) = 0, y(1) = 1.

Розв’язання. Перевiримо умову теореми 7.3.1. Екстремаль y = y(x), що надає
екстремум функцiонала J(y) не повинна бути екстремаллю функцiонала

K(y) =
1∫
0

xy′dx. Рiвняння Ейлера для K(y) має вигляд

0− dx

dx
= 0.

Отримали 0 = 1. Отже, екстремалi вiдсутнi.
Складаємо функцiонал

L(y) =

1∫
0

[
y′

2
+ λxy′

]
dx.

Будуємо рiвняння Ейлера

∂F

∂y
= 0,

∂F

∂y′
= 2y′ + λx.

Рiвняння Ейлера має вигляд

d

dx
(2y′ + λx) = 0.

Отримаємо,

2y′ + λx = c1 ⇒ y′ = −λ
2
x+

c1
2

⇒ y = −λ
4
x2 +

c1
2
x+ c2.
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Використовуючи умови y(0) = 0, y(1) = 1, отримаємо, що c2 = 0, c1 = 2 +
λ

2
.

Для визначення λ використовуємо ще третю умову
1∫
0

y′xdx = 1.Маємо

1∫
0

[
−λ
2
x+

(
1 +

λ

4

)]
xdx = 1

або

− λ

6
x3 +

(
1 +

λ

4

)
x2

2

∣∣∣∣1
0

= 1,

−λ
6
+

1

2
+
λ

8
= 1,

λ = −12.

Тодi шукана екстремаль має вигляд

y = 3x2 − 2x.

■

7.4 Питання для самопiдготовки
1. Сформулювати задачу на умовний мiнiмум: зв’язки виду
φ(x, y1, . . . , yn) = 0.

2. Описати алгоритм розв’язування таких задач.
3. Сформулювати задачу на умовний мiнiмум: зв’язки виду
φ(x, y1, . . . , yn, y

′
1, . . . , y

′
n) = 0.

4. Описати алгоритм розв’язання таких задач.
5. Зробити постановку iзопериметричної задачi.
6. Описати алгоритм розв’язання iзопериметричних задач.

7.5 Завдання для самостiйної роботи
1. Знайти екстремалi функцiонала

J(y) =

i+1∫
i

[
(i+ j)y′2 + ix3

]
dx,

при умовах

y(i) = i+ j, y(i+ 1) = 2i+ 3j, y − ix3 − jx2 = 0.
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2. Знайти екстремалi функцiонала

J(y) =

i+2∫
i

[
(i+ 2)y′2 + 3i

√
x
]
dx

при умовах

y(i) = i+ j, y(i+ 2) = 2i+ j, y′ − (i+ j)x3 = 0.

3. Знайти екстремалi функцiонала

J(y) =

i+3∫
i

[
(i+ j)y′2 − ix5

]
dx

при умовах

y(i) = i+ j, y(i+ 3) = 2i+ 3j,

i+3∫
i

(i+ j)xy′dx = i+ j,

де i – порядковий номер ПIП студента у списку групи,
j – номер групи.



8 Дослiдження другої варiацiї

8.1 Необхiднi умови екстремуму Лежандра-Клебша i Якобi
У попереднiх пунктах на основi дослiдження першої варiацiї функцiонала
основної задачi варiацiйного числення отримано необхiднi умови слабкого
мiнiмуму першого порядку. Для отримання нових необхiдних i достатнiх умов
слабкого мiнiмуму будемо дослiджувати другу варiацiю функцiонала.

8.1.1 Приєднана задача про мiнiмум
Вираз для другої варiацiї функцiонала δ2J(y, h) основної задачi вздовж
припустимої кривої y(x), x ∈ [a, b] запишемо у виглядi

δ2J(y, h) =

b∫
a

ω(x, h, h′)dx (8.1.1)

де

ω(x, h, h′) = h2
∂2F (x, y(x), y′(x))

∂y2
+

+2hh′
∂2F (x, y(x), y′(x))

∂y∂y′
+ h′2

∂2F (x, y(x), y′(x))

∂y′2
.

(8.1.2)

Задача мiнiмiзацiї другої варiацiї (8.1.1) на варiацiях h(x), x ∈ [a, b],
припустимої кривої y(x), x ∈ [a, b], називається приєднаною задачею про
мiнiмум, вiдповiдно до припустимої кривої y(x), x ∈ [a, b].

Ранiше було доведено, що на усiх варiацiях h(x) δ2J(y0, h) ≥ 0 i тому
приєднана задача про мiнiмум вздовж слабкої мiнiмалi y0(x), x ∈ [a, b] завжди
має розв’язок h0(x) ≡ 0, x ∈ [a, b] i δ2J(y0, h0) = 0.

Застосувавши рiвняння Ейлера до функцiонала приєднаної задачi про
мiнiмум отримаємо

∂ω

∂h
− d

dx

∂ω

∂h′
= 0, (8.1.3)

яке називається рiвняння Якобi основної задачi варiацiйного числення.
Враховуючи вираз для ω(x, h, h′) рiвняння Якобi матиме вигляд

a(x)h′′ + b(x)h′ + c(x)h = 0, (8.1.4)
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де

a(x) =
∂2F (x, y(x), y′(x))

∂y′2
,

b(x) =
d

dx

∂2F (x, y(x), y′(x))

∂y′2
,

c(x) =
d

dx

∂2F (x, y(x), y′(x))

∂y∂y′
− ∂2F (x, y(x), y′(x))

∂y2
.

(8.1.5)

Рiвняння Якобi (8.1.4) – це лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку зi
змiнними коефiцiєнтами. Щоб запобiгти тривiального розв’язку цього рiвняння,
визначають такi розв’язки h(x), якi задовольняють ненульовi початковi умови

h(a) = 0, h′(a) = 1.

8.1.2 Друга необхiдна умова слабкого мiнiмуму - умова Лежандра-Клебша
Доведемо необхiдну умову слабкого мiнiмуму другого порядку.

Т е о р е м а 8.1.1 Вздовж кожної неперервно диференцiйованої мiнiмалi
y0(x), x ∈ [a, b], виконується умова Лежандра-Клебша

∂2F (x, y0(x), y0′(x))

∂y′2
≥ 0, x ∈ [a, b].

Доведення. Нехай теорема несправедлива i у точцi x ∈ [a, b], виконується
нерiвнiсть

∂2F (x, y0(x), y0′(x))

∂y′2
= α < 0. (8.1.6)

Розглянемо варiацiю, так як вона довiльна, покладемо
h(x) = sin2

(
π(x− x̄+ ε)

2ε

)
при x ∈ (x̄− ε, x̄+ ε) ,

h(x) ≡ 0 при x /∈ (x̄− ε, x̄+ ε) ,

(8.1.7)

для якої
h′(x) =

π

2ε
sin

(
π(x− x̄+ ε)

ε

)
при x ∈ (x̄− ε, x̄+ ε) ,

h′(x) ≡ 0 при x /∈ (x̄− ε, x̄+ ε) ,

(8.1.8)
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Тодi друга варiацiя функцiонала (8.1.1) з урахуванням (8.1.7) i (8.1.8) вздовж
кривої y = y0(x) дорiвнює

δ2J(y0, h) =

x̄+ε∫
x̄−ε

ω0(x, h, h′)dx, (8.1.9)

де ω0(x, h, h′) - це вираз (8.1.2) вздовж y = y0(x).

а)h(x) б)h′(x)
Рис. 8.1.1: Зображення варiацiї h(x) та її похiдної h′(x).

Розглядаючи вирази для h(x), h′(x), тобто (8.1.7) i (8.1.8), зрозумiло, що при
достатньо малих ε > 0 величина h′(x) набагато бiльша за h(x). Тодi при малих
ε > 0 у виразi (8.1.2) найбiльшим буде доданок h′2 ∂2F (x,y0(x),y0′(x))

∂y′2 i вiн вносить
найбiльший внесок у другу варiацiю (8.1.9). При умовi (8.1.6) i неперервностi
функцiї ∂2F (x,y0(x),y0′(x))

∂y′2 , x ∈ [a, b], знайдеться достатньо мале число ε > 0, що
∂2F (x,y0(x),y0′(x))

∂y′2 < 0, x ∈ (x̄− ε, x̄+ ε) . Пiдкладемо цю нерiвнiсть у (8.1.9) i
враховуючи вираз h(x), отримаємо нерiвнiсть δ2J(y0, h) < 0, що суперечить
необхiднiй умовi мiнiмуму у термiнах другої варiацiй δ2J(y0, h) ≥ 0. Теорему
доведено.✓

8.1.3 Третя необхiдна умова слабкого мiнiмуму - умова Якобi

О з н а ч е н н я 8.1.1 Точка x ∈ (a, b] називається спряженою з
точкою a вздовж припустимої кривої y = y(x), x ∈ [a, b], якщо iснує такий
нетривiальний розв’язок h(x) ̸≡ 0, x ∈ [a, b], рiвняння Якобi (8.1.4), що
h(a) = 0, h(x) = 0.
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Т е о р е м а 8.1.2 (Якобi). Вздовж неособливої неперервно диферен-
цiйованої мiнiмалi y0(x), x ∈ [a, b], не iснує точок x ∈ (a, b), спряжених з
точкою a.

Доведення. Iдемо вiд зворотнього. Нехай вздовж кривої y0(x), x ∈ [a, b], iснує
точка x ∈ (a, b), що спряжена з точкою a та нехай h∗(x) ̸≡ 0, x ∈ [a, b] –
вiдповiдний розв’язок рiвняння Якобi. Зрозумiло, що

h∗′(x− 0) ̸= 0, (8.1.10)

iнакше за теоремою iснування та єдиностi розв’язкiв лiнiйних диференцiальних
рiвнянь отримаємо тотожнiсть h∗ ≡ 0, x ∈ [a, b]. Побудуємо варiацiю

h(x) =


h∗(x), x ∈ [a, x],

0, x ∈ [x, b].

(8.1.11)

Вздовж цiєї варiацiї пiдрахуємо другу варiацiю (8.1.1). Використовуючи
формулу Ейлера для однорiдних функцiй другого ступеня

2ω(x, h, h′) = h
∂ω

∂h
+ h′

∂ω

∂h′
,

та рiвняння Якобi (8.1.3), якому задовольняє функцiя h∗(x), x ∈ [a, b], та
властивiсть h∗(a) = h∗(b) = 0, отримаємо

δ2J(y0, h) =

b∫
a

ω0(x, h, h′)dx =

x∫
a

ω0(x, h∗, h∗′)dx =

=
1

2

x∫
a

(
h∗
∂ω0

∂h
+ h∗′

∂ω0

∂h′

)
dx =

1

2

x∫
a

(
h∗

d

dx

∂ω0

∂h′
+ h∗′

∂ω0

∂h′

)
dx =

=
1

2

x∫
a

d

dx

(
h∗
∂ω0

∂h′

)
dx =

1

2
h∗(x)

∂ω0

∂h′

∣∣∣∣x
a

= 0.

А так як δ2J(x, h, h′) ≥ 0, то варiацiя (8.1.11) надає мiнiмум δ2J(x, h, h′).
Спiввiдношення (8.1.10) разом з h′(x+ 0) = 0 означає, що варiацiя (8.1.11) у
точцi x = x має злам. Тодi при x = x виконується умова Вейєрштраса - Ердмана

∂ω0

∂h′

∣∣∣∣
x=x−0

=
∂ω0

∂h′

∣∣∣∣
x=x+0

.
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Використовуючи вираз для ω(x, h, h′) отримаємо[
2h∗

∂2F (x, y0(x), y0′(x))

∂y∂y′
+ 2h∗′

∂2F (x, y0(x), y0′(x))

∂y′2

]
x=x−0

=

=

[
2h∗

∂2F (x, y0(x), y0′(x))

∂y∂y′
+ 2h∗′

∂2F (x, y0(x), y0′(x))

∂y′2

]
x=x+0

.

(8.1.12)

Та як h(x− 0) = h(x+ 0) = 0, h′(x+ 0) = 0, ∂2F (x,y0(x),y0′(x))
∂y′2 > 0, x ∈ (a, b], то з

(8.1.12) отримаємо h′(x− 0) = h′(x+ 0) = 0, що суперечить, що точка x є
точка злама варiацiї (8.1.11). Теорему доведено.✓

8.2 Достатнi умови екстремуму
Введемо деякi означення.

О з н а ч е н н я 8.2.1 Припустима крива y = y(x), x ∈ [a, b] задовольняє
посиленiй умовi Лежандра-Клебша, якщо вздовж неї виконується умова

Fy′y′(x, y(x), y
′(x)) > 0 (Fy′y′(x, y(x), y

′(x)) < 0) , x ∈ [a, b].

О з н а ч е н н я 8.2.2 Припустима крива y = y(x), x ∈ [a, b] задовольняє
посиленiй умовi Якобi, якщо вздовж неї на (a, b] не iснує точок спряжених з
точкою a.

О з н а ч е н н я 8.2.3 Кутовий коефiцiєнт p(x, y) дотичної до кривої
сiм’ї y = y(x, c), що проходить через точку (x, y) називається нахилом поля
у точцi (x, y).

Т е о р е м а 8.2.1 (достатня умова слабкого екстремуму). Якщо
припустима крива y = y(x) задовольняє умовам:

1) вона є екстремаллю функцiонала,
2) задовольняє посиленiй умовi Лежандра,
3) задовольняє посиленiй умовi Якобi,

то ця крива є слабкою мiнiмаллю, якщо Fy′y′(x, y(x), y
′(x)) > 0, i слабкою

максималлю, якщо Fy′y′(x, y(x), y
′(x)) < 0.

b П Р И К Л А Д 8.1 Дослiдити на екстремум функцiонал

J(y) =

a∫
0

y′
2
dx, y(0) = 0, y(a) = 1.
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Розв’язання. Запишемо рiвняння Ейлера

y′′ = 0.

Загальний розв’язок його наступний

y(x) = c1x+ c2.

З межових умов знайдемо
c2 = 0, c1 =

1

a
.

Отже, екстремаллю задачi буде функцiя

y =
1

a
x.

Так як
∂2F

∂y′2
= 2 > 0, то екстремаль неособлива i виконується посилена умова

Лежандра.
Рiвняння Якобi (8.1.3) має вигляд

h′′ = 0.

Нетривiальний розв’язок якого, що задовольняє умови h(0) = 0, наступний

h(x) = cx, c ̸= 0.

Нетривiальний розв’язок h(x) = cx не перетворюється в нуль при довiльному a.
Тому виконується посилена умова Якобi.
Усi вимоги теореми про достатнiсть слабкого мiнiмуму виконанi i тому крива
y = 1

ax дає слабкий мiнiмум функцiоналу, який дорiвнює нулевi. ■

b П Р И К Л А Д 8.2 Дослiдити на екстремум функцiонал

J(y) =

a∫
0

(
(y′(x))

2 − y2(x)
)
dx, y(0) = 0, y(a) = 0.

Розв’язання. Запишемо рiвняння Ейлера

y′′ + y = 0.

Загальний розв’язок рiвняння такий

y(x) = c1 sin x+ c2 cos x.

Використовуючи межовi умови отримаємо, що

c1 sin a = 0, c2 = 0.
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отже екстремаль має вигляд

y(x) = c1 sin x.

Екстремаль неособлива, тому що
∂2F

∂y′2
= 2 > 0 i виконується посилена умова

Лежандра.
Рiвняння Якобi h′′ + h = 0 має нетривiальний розв’язок h(x) = c sinx, c ̸= 0.
Умова Якобi виконується на вiдрiзковi 0 < a ≤ π, а при 0 < a < π виконується
посилена умова Якобi. Якщо a > π, то на вiдрiзку (0, a] iснує точка x
(наприклад, x = π), спряжена з точкою 0 i умова Якобi не виконується.
Отже, якщо 0 < a < π, то екстремаль y(x) = 0 дає cлабкий мiмнiмум
функцiонала задачi i J(y) = 0. Якщо a > π, то задача не має розв’язкiв. При
a = π припустимi екстремалi мають вигляд y(x) = c sin x. ■

Т е о р е м а 8.2.2 (Лежандра, достатня умова сильного екстремуму).
Нехай функцiя F (x, y, y′) має неперервну часткову похiдну другого порядку
Fy′y′(x, y, y

′) i виконуються наступнi умови:
1) функцiя y = y(x) є екстремаллю функцiонала,
2) виконується посилена умова Якобi,
3) у випадку, якщо Fy′y′(x, y(x), y

′(x)) > 0 у точках (x, y), близьких до
екстремалi, при довiльних значеннях y′, то y = y(x) надає сильний
мiнiмум функцiоналу, а якщо Fy′y′(x, y(x), y

′(x)) < 0 – то сильний
максимум.

b П Р И К Л А Д 8.3 Дослiджується на екстремум функцiонал

J(y) =

1∫
0

(
y′3 − y′

)
dx, y(0) = 0, y(1) = −2.

Розв’язання. Так як пiдiнтегральна функцiя залежить тiльки вiд y′, то
екстремаллю є пряма y = c1x+ c2.
Враховуючи межовi умови, отримаємо, що екстремаль має вигляд y = −2x.
Побудуємо рiвняння Якобi

a(x)h′′ + b(x)h′ + c(x)h = 0.

Отримаємо
h′′ = 0,

i його розв’язок
h(x) = c1x+ c2.
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Знаходимо c1 i c2 з умови h(0) = 0. Отримали сiм’ю розв’язкiв y = cx. Жодна
крива y = cx на вiдрiзковi (0; 1] не перетворюється в нуль, це означає, що на
(0; 1] вiдсутнi точки, що спряженi з точкою 0. Посилена умова Якобi
виконується.
Перейдемо до третьої умови. На екстремалi y = −2x нахил поля p = −2.
Знаходимо Fy′y′ = 6y′. На екстремалi y = −2x Fy′y′ = 6y′|y=−2x = −12. Це
означає, що на екстремалi y = −2x досягається слабкий максимум функцiонала.
Зазначимо, що при довiльних значеннях y′ знак Fy′y′ = 6y′ не зберiгається.
Отже, достатня умова сильного максимуму не виконується. ■

О з н а ч е н н я 8.2.4 Функцiєю ВейєрштрассаE(x, y, p, y′) називається
функцiя, що визначається рiвнiстю

E(x, y, p, y′) = F (x, y, y′)− F (x, y, p)− (y′ − p)Fp(x, y, p),

де p = p(x, y)– нахил поля екстремалей.

Т е о р е м а 8.2.3 ( достатня умова Вейєрштрасса слабкого екстремуму).
Функцiя y = y(x) доставляє слабкий екстремум функцiонала, якщо:

1) функцiя y = y(x) є екстремаллю функцiонала,
2) виконується посилена умова Якобi,
3) функцiя Вейєрштрасса E(x, y, p, y′) зберiгає знак у всiх точках (x, y)

близьких до екстремалi i для близьких до p(x, y) значень y′.
Функцiонал буде досягати слабкого максимуму на екстремалi y = y(x), якщо
функцiя Вейєрштрасса набуває не додатних значень E < 0 i буде досягати
слабкого мiнiмуму, якщо E > 0.

Т е о р е м а 8.2.4 ( достатня умова Вейєрштрасса сильного екстремуму).
Функцiя y = y(x) доставляє сильний екстремум функцiонала, якщо:

1) функцiя y = y(x) є екстремаллю функцiонала,
2) виконується посилена умова Якобi,
3) функцiя Вейєрштрасса E(x, y, p, y′) зберiгає знак у всiх точках (x, y)

близьких до екстремалi i для довiльних значень y′.
Функцiонал буде досягати сильного максимуму на екстремалi y = y(x), якщо
E < 0 i досягати сильного мiнiмуму, якщо E > 0.

b П Р И К Л А Д 8.4 Дослiдити на екстремум функцiонал

1∫
0

(y′3 + y′)dx, y(0) = 0, y(1) = 2.
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Розв’язання. Так як пiдiнтегральна функцiя залежить тiльки вiд y′, то
екстремалями будуть функцiї y = c1x+ c2. Враховуючи межовi умови,
отримаємо вид екстремалi y = 2x. Нахил поля у точках цiєї екстремалi p = 2.
Рiвняння Якобi має вигляд h′′ = 0, а звiдси h(x) = c1x+ c2. З умови h(0) = 0
отримаємо h(x) = cx. Функцiя h(x) = cx крiм точки 0 нiде не перетворюється в
нуль. Отже, на (0; 1] вiдсутнi точки, спряженi с точкою 0. Посилена умова Якобi
виконується.
Складємо функцiю Вейєрштрасса

E(x, y, p, y′) = y′3 + y′ − p3 − p− (y′ − p)(3p2 + 1) =

= (y′3 − p3) + (y′ − p)− (y′ − p)(3p2 + 1) = (y′ − p)2(y′ + 2p).

Перший множник завжди невiд’ємний при довiльних y′, а другий додатнiй при
значеннях y′, близьких до 2. Отже, виконанi усi умови iснування слабкого
мiнiмуму. Але якщо y′ < −4, то функцiя E уже буде вiд’ємною i достатня умова
сильного екстремуму не виконується. Отже, функцiонал сильного екстремуму
не має. ■

8.3 Питання для самопiдготовки
1. Який має вигляд друга варiацiя функцiонала в основнiй задачi

варiацiйного числення?
2. Сформулювати теорему Лежандра - Клебша.
3. Дати означення спряженої точки.
4. Сформулювати теорему Якобi.
5. Сформулювати теорему про достатню умову слабкого екстремуму.
6. Сформулювати теорему Лежандра.
7. Сформулювати теорему Вейєрштрасса про достатню умову слабкого

екстремуму.
8. Сформулювати теорему Вейєрштрасса про достатню умову сильного

екстремуму.

8.4 Завдання для самостiйної роботи
1. Дослiдити на екстремум функцiонал

J(y) =

ia∫
0

[
(i+ j)y′2 − 3iy2

]
dx, y(0) = 0, y(ia) = 0.

2. Використовуючи достатню умову сильного екстремуму Лежандра,
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дослiдити на екстремум функцiонал

i+1∫
i

[
(i+ j)y′3 − iy′

]
dx, y(i) = i+ j, y(i+ 1) = i− j.

3. Використовуючи достатню умову сильного екстремуму Вейєрштрасса,
дослiдити на екстремум функцiонал

J(y) =

i+1∫
i

[
(i+ j)y′3 − iy′

]
dx, y(i) = i+ j, y(i+ 1) = i− j.

В кожному завданнi: i – номер ПIБ студента у списку групи, j – номер групи.



9 Гамiльтонова форма та рiвняння

9.1 Канонiчна (Гамiльтонова) форма рiвнянь Ейлера
Розглянемо основну задачу варiацiйного числення. По цiй задачi складемо
функцiю Гамiльтона

H(x, y, p) = −F (x, y, z) + pz,

де змiнна z виражається через p з рiвняння

p =
∂F (x, y, z)

∂z
. (9.1.1)

Т е о р е м а 9.1.1 Рiвняння Ейлера еквiвалентне канонiчнiй системi
диференцiальних рiвнянь

dy

dx
=
∂H

∂p
,

dp

dx
= −∂H

∂y
. (9.1.2)

Доведення. Нехай y = y(x) (y′(x) = z′(x))- розв’язок рiвняння Ейлера
∂F
∂y − d

dx
∂F
∂y′ = 0. Покажемо, що y = y(x), p(x) = ∂F (x,y(x),y′(x))

∂y′ – розв’язок
системи (9.1.2). Перше рiвняння в (9.1.2) є наслiдком визначення функцiї z(x).
Розглянемо друге рiвняння в (9.1.2) з урахуванням рiвняння Ейлера, отримаємо

dp

dx
=

d

dx

∂F (x, y(x), y′(x))

∂y′
=
∂F

∂y
= −∂H

∂y
.

Тепер, навпаки, нехай y(x) i z(x)– розв’язок системи (9.1.2). Доведемо, що y(x)–
розв’язок рiвняння Ейлера. Так як

p =
∂F

∂y′
i

dp

dx
=

d

dx

∂F

∂y′

тодi
dp

dx
= −∂H

∂y
=
∂F

∂y
.

Прирiвнюючи правi частини рiвнянь з dp
dx , отримаємо рiвняння Ейлера. Теорему

доведено.✓
Змiннi y, p системи (9.1.2) називаються канонiчними змiнними. У механiцi
допомiжну змiнну p називають iмпульсом. Канонiчна симтема проста i
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симетрична. За її допомогою доводиться важлива властивiсть гамiльтонiана
вздовж екстремалi

dH

dx
=
∂H

∂x
. (9.1.3)

Дiйсно,

dH

dx
=
∂H

∂x
+
∂H

∂y
y′ +

∂H

∂p
p′ =

∂H

∂x
+
∂H

∂p
· ∂H
∂y

− ∂H

∂y
· ∂H
∂x

=
∂H

∂x
.

Формула (9.1.3) означає, що вздовж кожної екстремалi основної задачi, у якiй
функцiя F (x, y, z) не залежить вiд x, гамiльтонiан постiйний, тобто функцiя
H(x, y(x), p(x)) – перший iнтеграл канонiчної системи.

9.2 Рiвняння Гамiльтона-Якобi
Розглянемо сiм’ю задач

Jx,u(y) =
x∫
a

F (t, y(t), y′(t))dt→ min, y(t) ∈ C1,

t ∈ [a, x], y(a) = c, y(x) = u,

(9.2.1)

що залежить вiд двох параметрiв x, u. Позначимо через y(t, x, u), t ∈ [a, x],
S(x, u) мiнiмаль i значення функцiонала Jx,u(y) на нiй для загальної задачi сiм’ї
(9.2.1). Тодi

S(x, u) =
x∫
a

F (t, y(t, x, u), y′(t, x, u))dt =

=
x−∆x∫
a

F (t, y(t, x, u), y′(t, x, u))dt+
x∫

x−∆x

F (t, y(t, x, u), y′(t, x, u))dt =

= S (x−∆x, y(x−∆x, x, u))− F (t, y(t, x, u), y′(t, x, u))∆x+ o(|∆x|).
(9.2.2)

Тут використана очевидна властивiсть мiнiмалi, що вiдрiзок y(t, x, u),
t ∈ [a, x−∆x], є мiнiмаллю задачi (9.2.1) з параметрами x−∆x,
y(x−∆x, x, u).
Подiлимо обидвi частини тотожностi (9.2.2) на ∆x i спрямуємо ∆x→ 0,
отримаємо

dS(x, u)

dx
= F (x, y(x), y′(x)). (9.2.3)
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Будемо вважати, що функцiя S(x, u) диференцiйована за аргументами.
Розрахуємо

dS(x, u)

dx
=
∂S(x, u)

∂x
+
∂S(x, u)

∂y
y′

i тодi рiвняння (9.2.3) можна записати у виглядi

∂S(x, u)

∂x
− F (x, y(x), y′(x)) +

∂S(x, u)

∂y
y′ = 0. (9.2.4)

Якщо вiд змiнних y, z = y′ перейти до канонiчних y, p i скористатися тим, що
p = ∂F (x,y,z)

∂z iз (9.2.4) отримаємо рiвняння для функцiї S(x, u)

∂S(x, u)

∂x
+H

(
x, y,

∂S

∂y

)
= 0. (9.2.5)

Це рiвняння називається рiвнянням Гамiльтона-Якобi. За допомогою
розв’язкiв рiвняння (9.2.5) можна будувати розв’язки основної задачi. Канонiчнi
рiвняння Ейлера – це рiвняння характеристик рiвняння Гамiльтона-Якобi.
Розглянемо взаємозв’язок мiж розв’язками рiвняння Гамiльтона-Якобi та
першими iнтегралами системи рiвнянь Ейлера.
Нагадаємо, що першим iнтегралом деякої системи диференцiальних рiвнянь
називається функцiя, що зберiгає постiйнi значення вздовж кожної iнтегральної
кривої цiєї системи.
Повним iнтегралом рiвняння в часткових похiдних першого порядку
називається такий його розв’язок що мiстить стiльки невiдомих констант,
скiльки є незалежних змiнних.

Т е о р е м а 9.2.1 (Якобi). Нехай S = S(x, y, α) ∈ C2 – повний iнтеграл

рiвняння (9.2.5) i
∂2S

∂x∂y
̸= 0. Тодi функцiя y(x, α, β) ∈ C1, x ∈ [a, b],

знайдена з рiвняння
∂S(x, y, α)

∂α
= β,

у сокупностi з функцiєю

p(x, α, β) =
∂S(x, y(x, α, β))

∂y
, x ∈ [a, b],

є загальний розв’язок канонiчної системи.

Доведення. Спочатку доведемо, що
∂S(x, y, α)

∂α
= β – перший iнтеграл

канонiчної системи, тобто
d
(
∂S
∂α

)
dx

= 0.
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Маємо

d

dx

∂S

∂α
=

∂2S

∂x∂α
+

∂2S

∂y∂α
y′. (9.2.6)

У рiвняння (9.2.5) пiдкладемо функцiю S(x, y, α) i воно стане тотожнiстю

∂S(x, y, α)

∂x
+H

(
x, y,

∂S(x, y, α)

∂y

)
≡ 0. (9.2.7)

Диференцiюємо (9.2.7) за α i отримаємо

∂2S

∂x∂α
= −∂H

∂p

∂2S

∂y∂α
. (9.2.8)

Пiдкладемо цей вираз у (9.2.6) i отримаємо, враховуючи рiвняння канонiчної
системи, шуканий результат

d

dx

∂S

∂α
=

(
−∂H
∂p

+ y′
)

∂2S

∂y∂α
= 0.

Доведемо, що функцiї y(x, α, β), p(x, α, β) задовольняють канонiчнiй системi.
З визначення y(x, α, β) i рiвностi (9.2.8) маємо

y′ = −
∂2S
∂x∂α
∂2S
∂y∂α

=
∂H

∂p
.

Отже, рiвняння отриманi.
Використовуючи значення

p(x, α, β) =
∂S(x, y, α)

∂y
,

отримаємо

p′ =
∂2S

∂x∂y
+
∂2S

∂y2
y′ =

∂2S

∂x∂y
+
∂2S

∂y2
∂H

∂p
.

Далi, диференцiюємо по y тотожнiсть (9.2.5)

∂2S

∂x∂y
+
∂H

∂y
+
∂H

∂p

∂2S

∂y2
= 0. (9.2.9)

Пiдкладемо цей результат у (9.2.9) i отримаємо друге рiвняння канонiчної
системи. Теорему доведено.✓
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b П Р И К Л А Д 9.1 Скласти канонiчну систему рiвнянь Ейлера для
функцiонала

J(y) =

2∫
1

√
x2 + y2

√
1 + (y′)2 dx.

Розв’язання. Введемо функцiю

p =
∂F

∂y′
=
√
x2 + y2

y′√
1 + (y′)2

.

З отриманої рiвностi знаходимо y′

y′2 =
p2

x2 + y2 − p2

y′ =
p√

x2 + y2 − p2
.

Будуємо функцiю Гамiльтона

H =

[
−F + y′

∂F

∂y′

]∣∣∣∣
y′= p√

x2+y2−p2

= −
√
x2 + y2 − p2.

Далi будуємо канонiчну систему рiвнянь

y′ =
∂H

∂p
, p′ = −∂H

∂y
.

Отримаємо

y′ =
x√

x2 + y2 − p2
, p′ = y′ =

p√
x2 + y2 − p2

.

■
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9.3 Питання для самопiдготовки
1. Що таке перший iнтеграл системи диференцiальних рiвнянь?
2. Сформулювати означення повного iнтегралу системи диференцiальних

рiвнянь.
3. Сформулювати теорему Гамiльтона-Якобi.
4. Сформулювати теорему Якобi.

9.4 Завдання для самостiйної роботи
Написати канонiчну систему рiвнянь для функцiонала, що заданий у завданнi
для самостiйної роботи 1.3 на стор. 17.
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Частина друга. ОПТИМАЛЬНЕ
КЕРУВАННЯ



10 Постановка основних задач
оптимального керування

10.1 Задачi оптимального керування
Домовимося у наступному, що вектор – це вектор-стовпець, норма вектора –

це Евклiдова норма.
Елементом задач оптимального керування є керований об’єкт або система. Їх
положення в момент часу t описується вектором

x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))
T ∈ Rn.

Змiннi x1, x2, . . . , xn називаються фазовими змiнними, вектор
x = (x1, x2, . . . , xn)

T – фазовим вектором. Множина усiх можливих фазових
векторiв у Rn називається фазовим простором. Керуючi пристрої об’єкта або
системи, положення яких у кожний момент часу t визначається вектором
u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , ur(t))

T називаються вектором керування. Множина
усiх можливих значень вектора керування – це замкнена i обмежена множина
U ∈ Rr.Щодо властивостей вектора керування можна сказати таке: вимагати
неперервностi керування недоцiльно. Вважається, що керування – це
кусково-неперервна функцiя, тобто вона має розриви першого роду в скiнченiй
кiлькостi точок.
Закон руху об’єкта визначається системою диференцiальних рiвнянянь

ẋ = f (t, x(t), u(t)) , (10.1.1)

де x(t) i u(t) – вектори. Векторозначна функцiя f (t, x, u) неперервна i має
неперервнi похiднi по t, x1, x2, . . . , xn. Цi умови забезпечують iснування i
єдинiсть розв’язку диференцiального рiвняння (10.1.1) при початковiй умовi
x(t0) = x0 i обраному припустимому керуваннi u(t) на вiдрiзку [t0, t1]. Розв’язок
x(t), t ∈ [t0, t1] рiвняння (10.1.1), що вiдповiдає заданому керуванню u(t),
t ∈ [t0, t1] називається фазовою траєкторiєю керованого об’єкта, а
(x(t), u(t)), t ∈ [t0, t1] називається керованим процесом. Керований процес
(x(t), u(t)) називається припустимим, якщо вiн задовольняє граничнi умови.
Як завжди, мета керування – це перевести керований об’єкт з початкового
положення x(t0) ∈ S0 ⊂ Rn у деяку множину S1 ⊂ Rn в момент t1, такий, що
x(t1) ∈ S1.
Зрозумiло, що iснує багато керувань по переводу об’єкта з множини S0 на
множину S1. Серед цих керувань треба знайти оптимальне керування. Для цього
потрiбно знати критерiй якостi або оптимальностi керування, який i допоможе
визначити найкраще керування серед усiх можливих.
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Критерiй оптимальностi J(u) – це функцiонал, що визначений на множинi
припустимих керованих процесiв (x(t), u(t)), де u(t)– припустиме керування, а
x(t)– вiдповiдна траєкторiя. Так як функцiонал J(u) приймає числовi значення,
то кожному керованому процесу (x(t), u(t)) вiдповiдає число, по якому i судять
про якiсть керування.
Задача оптимального керування полягає в тому, щоб визначити припустиме
керування û(t) ∈ U, t ∈ [t0, t1] за якого фазова траєкторiя задовольняє граничнi
умови x̂(t0) ∈ S0, x̂(t1) ∈ S1 i критерiй оптимальностi на керованому процесi
(x̂(t), û(t)) , t ∈ [t0, t1] досягає екстремального значення. У залежностi вiд
вигляду критерiю оптимальностi розрiзняють наступнi задачi оптимального
керування.

О з н а ч е н н я 10.1.1 (задача Майєра). Задача оптимального керування
з критерiем якостi

J(u) = φ(t1, x(t1)),

де функцiя φ неперервно диференцiйована по своїм аргументам, називається
задачею Майєра. Цю задачу ще називають термiнальною.

О з н а ч е н н я 10.1.2 (задача Лагранжа). Задача оптимального
керування з критерiем якостi

J(u) =

t1∫
t0

g(x, u, t)dt,

де функцiя g(x, u, t) неперервно диференцiйована по t i x, i неперервна по u
називається задачею Лагранжа.

О з н а ч е н н я 10.1.3 (задача Больца). Задача оптимального керування
з критерiем якостi

J(u) = φ(t1, x(t1)) +

t1∫
t0

g(x, u, t)dt,

де функцiї φ i g(x, u, t) мають тiж властивостi, що i у задачах Майєра i
Лагранжа, називається задачею Больца.

Якщо у задачi Больца функцiя φ ≡ 0, то отримаємо задачу Лагранжа, якщо ж
функцiя g ≡ 0, то маємо задачу Майєра.
Якщо у задачi Лагранжа g ≡ 1, то критерiй оптимальностi є час (t1 − t0)
переходу об’єкта з початкового положення у кiнцеве. У цiй задачi за таких умов
оптимальне керування мiнiмiзує час, який витрачається на перехiд. Така задача
називається задачею оптимальної швидкодiї.
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Якщо множини S0, S1 початкових i кiнцевих положень керованого об’єкта не
залежать вiд моментiв часу t0, t1 i мають лише по однiй точцi
S0 = {x0}, S1 = {x1}, то задача оптимального керування називається задачею з
закрiпленими кiнцями.
Якщо множина S0 (або S1) збiгається з усiм простором Rn, то маємо задачi з
вiльним лiвим (правим) кiнцем траєкторiї.
Якщо множина S0 (або S1) – це деякiй пiдпростiр простору Rn вимiру меншого
нiж n, то лiвiй (правий) кiнець траєкторiї називається рухомим.
У деяких задачах оптимального керування можуть зустрiчатися випадки, коли
моменти часу t0, t1 не фiксованi, тодi промiжок [t0, t1] необхiдно включити в
означення припустимого керованого процесу i розглядати керованi процеси
(x(t), u(t), t0, t1).
Зробивши деякi замiни змiнних, можна вiд однiєї задачi оптимального керування
перейти до iншої. Наприклад, розглянемо задачу Лагранжа i введемо змiнну

xn+1(t) =

t∫
x0

g(x(s), u(s), s)ds,

що задовольняє рiвнянню

ẋn+1(t) = g(x, u, t), xn+1(t0) = 0,

то задача Лагранжа зводиться до задачi Майєра

min xn+1(t1),

ẋ(t) = f(x, u, t),

ẋn+1(t) = g(x, u, t),

x(t0) = x0, xn+1(t0) = 0, u ∈ U

Аналогiчним способом задача Больца зводиться до задачi Майєра.
Присутнiсть диференцiальних рiвнянь у постановках задач оптимального
керування робить їх схожими з задачами варiацiйного числення з
диференцiальними зв’язками. Але у задачах оптимального керування присутнє
керування, яке, як правило, обмежене i кусково-неперервне. Тобто, в теорiї
оптимального керування дослiджується бiльш вузький клас екстремальних
задач. Але таке спрощення задач виявилося не недолiком нової теорiї
оптимального керування, а її перевагою, достоїнством. А це тому що:

1) основнi результати варiацiйного числення випливають з результатiв теорiї
оптимального керування;

2) за допомогою теорiї оптимального керування отримано результати, якi
неможливо отримати методом класичного варiацiйного числення;
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3) багато сучасних прикладних задач формулюються в рамках теорiї
оптимального керування.

Далi сформулюємо основнi проблеми теорiї оптимального керування.
Перша проблема, що виникає при розв’язаннi задач оптимального керування,
називається проблемою iдентифiкацiї i полягає в математичному описi
об’єкта або процеса.
Наступна проблема, це проблема керованостi, в якiй виясняється питання
iснування хоча б однiєї припустимої траєкторiї.
З проблемою керованостi тiсно пов’язана проблема спостережливостi.
Справа у тому, що вектор стану x, як правило, малодоступний для вимiрювання,
тому система вважається спостережливою, якщо за доступними вимiрами
можна вiдновити стан системи.
Далi йде проблема iснування оптимальних керувань, тобто питання про
iснування у класi припустимих керувань найкращого керування, яке дає
критерiю якостi оптимальне значення.
Якщо задача оптимального керування має розв’язок, то необхiдно серед
припустимих керувань видiлити бiльш вузьку множину керувань, що можуть
бути оптимальними. А це вже проблема необхiдних умов.
Проблема достатнiх умов полягає у тому, щоб сформулювати спiввiдношення,
виконання яких гарантувало б оптимальнiсть керувань, отриманих з необхiдних
умов.
Основною проблемою теорiї оптимального керування вважається проблема
обчислювальних методiв.

10.2 Питання для самопiдготовки
1. Що таке фазова траєкторiя?
2. Якою повинна бути множина керувань?
3. Зробити постановку задачi Майєра.
4. Сформулювати задачу Лагранжа.
5. Сформулювати задачу Больця.
6. У чому полягає задача про швидкодiю?
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10.3 Завдання для самостiйної роботи
1. Задачу Лагранжа звести до задачi Майєра

min
u∈U

8+2ij∫
4+i

(x21 + 4ix1x2)dt,

ẋ1(t) = 5ix1 − 8jx2u,

ẋ2(t) = 7jx1 + 18ix1x2u,

x1(4 + i) = 4j, x2(4 + i) = i− j, u ∈ U.

2. Задачу Больца звести до задачi Майєра

min
u∈U

(7ix1 + 2j cos x2) +

2i+j∫
i

(ix21 + jx2 ln x1)dt

 ,
ẋ1(t) = 5i sin(tx1)− j cos x2,

ẋ2(t) = 4i sin x1 + 8ijx2,

x1(i) = 7i+ j, x2(i) = 3i+ 4j, u ∈ U.

В кожному завданнi: i–номер ПIБ студента у списку групи, j– номер групи.
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11.1 Прирiст критерiю якостi на припустимих керуваннях
Розглядається задача Майєра

min
u∈U

J(u) ≡ φ(x(t1)),

ẋ = f(x, u, t), t ∈ T = [t0, t1],

x(t0) = x0, u ∈ U, x ∈ Rn, u ∈ Rr, U ∈ Rr.

Нехай u = u(t), t ∈ T є оптимальним керуванням, а ū(t) – довiлне припустиме
керування. Тодi

∆J(u) = J(ū(t))− J(u(t)) ≥ 0. (11.1.1)

Введемо позначення

∆u(t) = ū(t)− u(t), ∆x(t) = x̄(t)− x(t), (11.1.2)

де x̄(t) – траєкторiя, що вiдповiдає припустимому керуваннi ū(t), x(t) –
оптимальна траєкторiя, яка вiдповiдає оптимальному керуваннi.
Використовуючи розвинення в ряд Тейлора i позначення (11.1.2) отримаємо

∆J(u) = φ(x̄(t1))− φ(x(t1)) = φ(x(t1) + ∆x(t1))− φ(x(t1)) =

=
∂φT (x(t1))

∂x
∆x(t1) + o (||∆x(t1)||) ,

(11.1.3)

де o(α) – величина, що визначається таким чином: lim
α→0

o(α)

α
= 0.

Далi запишемо очевидну тотожнiсть для функцiї ∆x(t), t ∈ T i довiльної
кускового-гладкої n-вимiрної функцiї ψ(t), t ∈ T

d

dt

[
ψT (t)∆x(t)

]
= ψ̇T (t)∆x(t) + ψT (t)∆ẋ(t).

Iнтегруючи останнє спiввiдношення на [t0, t1] та використовуючи, що
∆x(t0) = 0, отримаємо

ψT (t1)∆x(t1) =

t1∫
t0

[
ψ̇T (t)∆x(t) + ψT (t)∆ẋ(t)

]
dt. (11.1.4)
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Так як ψ(t) довiльна функцiя, то накладемо на неї наступну умову

ψ(t1) = −∂φ(x(t1))
∂x

. (11.1.5)

Враховуючи (11.1.3)–(11.1.5) отримаємо

∆J(u) = −
t1∫

t0

[
ψ̇T (t)∆x(t) + ψT (t)∆ẋ(t)

]
dt+ o(||∆x(t1)||). (11.1.6)

З (11.1.2) маємо

∆ẋ(t) = f(x(t)+∆x(t);u(t)+∆u(t); t)−f(x(t);u(t); t), ∆x(t0) = 0. (11.1.7)

Введемо функцiю Гамiльтона сформульованої задачi

H(x, ψ, u, t) = ψT (t)f(x, u, t).

Використовуємо розвинення в ряд Тейлора i отримаємо

ψT (t)∆ẋ(t) = H (x(t) + ∆x(t), ψ(t), u(t) + ∆u(t), t)−H (x(t), ψ(t), u(t), t) =

= H (x(t), ψ(t), u(t) + ∆u(t), t) +
∂HT (x(t), ψ(t), u(t) + ∆u(t), t)

∂x
∆x(t)+

+o1(||∆x(t)||)−H (x(t), ψ(t), u(t), t) =

= ∆ūH (x(t), ψ(t), u(t), t) +
∂HT (x(t), ψ(t), ū(t), t)

∂x
∆x(t) + o1(||∆x(t)||).

Довизначимо функцiю ψ(t), t ∈ T , у такий спосiб

ψ̇(t) = −∂H (x(t), ψ(t), u(t), t)

∂x
(11.1.8)

i пiдкладемо вираз ψ̇(t) з (11.1.8) у (11.1.6). Отримаємо остаточний вираз
приросту критерiю якостi

∆J(u) = −
t1∫

t0

∆ūH (x(t), ψ(t), u(t), t) dt+ η, (11.1.9)

де
η = η1 + η2 + η3, η1 = o(||∆x(t1)||),

η2 = −
t1∫

t0

o1(∥∆x(t)∥)dt,

η3 = −
t1∫

t0

∂∆ūH
T (x(t), ψ(t), u(t), t)

∂x
∆x(t)dt.

(11.1.10)
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Система диференцiальних рiвнянь (11.1.8) називається спряженою до
початкової системи ẋ = f(x, u, t), а вектор ψ(t) – iмпульсом або вектором
спряжених змiнних.

11.2 Голковi варiацiї
Введемо поняття голкової варiацiї керування:

∆u(t) =

{
v − u(t), t ∈ [θ, θ + ε];

0, t /∈ [θ, θ + ε],
(11.2.1)

де v – елемент множини U , θ – точка промiжку [t0, t1), ε > 0 – достатньо мале
число таке, що θ + ε < t1. Цю варiацiю називають голковою.

Рис. 11.2.1

У варiацiйному численнi варiацiя була малою на великому вiдрiзку, а в
оптимальному керуваннi вона велика на малому вiдрiзку.
Оцiнимо прирiст припустимої траєкторiї на голковiй варiацiї. Розглянемо три
випадки:
1) t ∈ [t0, θ). Рiвняння (11.1.7) вказує на те, що на цьому вiдрiзку ∆x(t) ≡ 0, так
як воно є розв’язком диференцiального рiвняння

∆ẋ(t) = f(x(t) + ∆x(t), u(t), t)− f(x(t), u(t), t)

за умови ∆x(t0) = 0.



100 Роздiл 11. Принцип максимуму Понтрягiна

2) t ∈ [θ, θ + ε). На цьому промiжку функцiя ∆x(t) є розв’язком рiвняння

∆ẋ(t) = f(x(t) + ∆x(t), v, t)− f(x(t), u(t), t), ∆x(θ) = 0.

За теоремою про iнтегральну неперервнiсть розв’язку диференцiального
рiвняння виконується асимптотичне спiввiдношення

∆x(t) ∼ ε, t ∈ [θ, θ + ε).

3) t ∈ [θ + ε, t1]. На цьому промiжку ∆x(t) задовольняє рiвнянню

∆ẋ(t) = f(x(t) + ∆x(t), u(t), t)− f(x(t), u(t), t), ∆x(θ + ε) ∼ ε.

Використовуючи неперервну залежнiсть розв’язку диференцiального рiвняння
вiд початкових умов, отримаємо, що ∆x(t) ∼ ε, t ∈ [θ + ε, t1].

11.3 Принцип максимуму Понтрягiна для задачi Майєра

Т е о р е м а 11.3.1 Нехай u0(t), t ∈ T – оптимальне керування задачi
Майєра,x0(t), t ∈ T – оптимальна траєкторiя,ψ0(t), t ∈ T – розв’язок системи

ψ̇(t) = −∂H(x0(t), ψ(t), u0(t), t)

∂x
, ψ(t1) = −∂φ(x

0(t1))

∂x
.

Тодi виконується умова максимуму

H(x0(t), ψ0(t), u0(t), t) = max
u∈U

H(x0(t), ψ0(t), u, t), t ∈ T.

Доведення. Оцiнюємо прирiст критерiю якостi на голковiй варiацiї (11.2.1).
Використовуючи оцiнки пунктiв 1), 2), 3) , отримаємо, що доданки залишкового
члена η матимуть вигляд

η1 = o(∥∆x(t1)∥) = o1(ε),

η2 = −
t1∫

t0

o(∥∆x(t)∥)dt = o2(ε),

η3 = −
θ+ε∫
θ

∂∆vH
T (x(t), ψ(t), u(t), t)

∂x
∆x(t)dt = o3(ε).

Розвиваючи у ряд Тейлора перший доданок у (11.1.9), отримаємо
θ+ε∫
θ

∆vH(x(t), ψ(t), u(t), t) dt = ε∆vH(x(θ), ψ(θ), u(θ), θ) + õ(ε)
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Отже, ми отримаємо, що прирiст критерiю якостi має вигляд

∆J(u) = −ε∆vH (x(θ), ψ(θ), u(θ), θ) + õ(ε) (11.3.1)

Нехай u(t), t ∈ T – оптимальне керування. Тодi при достатньо малих ε i таких,
що θ + ε < t1 на голковiй варiацiї (11.2.1) виконується нерiвнiсть ∆J(u) ≥ 0.
Враховуючи (11.3.1), нерiвнiсть ∆J(u) ≥ 0 буде виконуватись, якщо

∆vH(x(θ), ψ(θ), u(θ), θ) ≤ 0. (11.3.2)

Якщо припустити, що

∆vH(x(θ), ψ(θ), u(θ), θ) = α > 0,

то з (11.3.1) отримаємо

∆J = ε

[
−α +

õ(ε)

ε

]
< 0,

що при α > 0 неможливо.
Нерiвнiсть (11.3.2) отримана для довiльного керування v, v ∈ U i у кожнiй точцi
t = θ, θ ∈ [t0; t1).
Тодi нерiвнiсть (11.3.2) може бути записана у такому виглядi

max
u∈U

H
(
x0(t), ψ0(t), u, t

)
= H

(
x0(t), ψ0(t), u0(t), t

)
, t ∈ T. (11.3.3)

Теорему доведено.✓

О з н а ч е н н я 11.3.1 Припустиме керування u(t), t ∈ T задовольняє
умовi максимуму, якщо для нього виконується умова (11.3.3).
Так як принцип максимуму Понтрягiна – це необхiдна умова, то керування,
що задовольняє умовi максимуму, називається екстремальним.

Сформулюємо алгоритм знаходження екстремального керування i
екстремальної траєкторiї.

1. Складемо функцiю Гамiльтона H(x, ψ, u, t) = ψTf(x, u, t).
2. Екстремальне керування знаходимо з умови максимуму

H(x(t), ψ(t), u0(t), t) = max
u∈U

H(x(t), ψ(t), u, t).

3. Пiдставляємо значення екстремального керування у систему
диференцiальних рiвнянь

ẋ = f(x, u0, t), x(t0) = x0,

ψ̇ = −
∂fT

(
x, u0(x, ψ, t), t

)
∂x

ψ, ψ(t1) = −∂φ(x(t1))
∂x

.

Отримали крайову задачу. Якщо вона має розв’язок, то оптимальна
траєкторiя знаходиться серед розв’язкiв крайової задачi.
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b П Р И К Л А Д 11.1 Написати крайову задачу принципу максимума для
задачi Майєра

min
|u|≤2

[
7x21(4)− 15x2(4)

]
, t ∈ [0, 4]

ẋ1 = 7x1 + 8x22 − 4u,

ẋ2 = 8x21 + 3x2u,

x1(0) = 3, x2(0) = 9, |u| ≤ 2.

Розв’язання. Складаємо функцiю Гамiльтона

H(x, ψ, u, t) = (7x1 + 8x22 − 4u)ψ1 + (8x21 + 3x2u)ψ2 =

= 7x1ψ1 + 8x22ψ1 + 8x21ψ2 + u(3x2ψ2 − 4ψ1).

Екстремальне керування має вигляд

u0(t) = 2 sign(3x2ψ2 − 4ψ1).

Отримаємо таку крайову задачу

ẋ1 = 7x1 + 8x22 − 8 sign(3x2ψ2 − 4ψ1),

ẋ2 = 8x21 + 6x2 sign(3x2ψ2 − 4ψ1),

ψ̇1 = −7ψ1 − 16x1ψ2,

ψ̇2 = −16x2ψ1 − 6 sign(3x2ψ2 − 4ψ1)ψ2,

x1(0) = 3, x2(0) = 9,

ψ1(4) = −14x1(4), ψ2(4) = 15.

Оптимальний розв’язок задачi повинен задовольняти отриманiй крайовiй задачi.
■

Т е о р е м а 11.3.2 Нехай u0(t), x0(t), t ∈ T , є оптимальне керування i
оптимальна траєкторiя в задачi

J(u) = φ(x(t1)) → min,

ẋ = f(x, u, t), x(t0) = x0, t ∈ T = [t0, t1], u(t) ∈ U,

gi(x(t1)) ≤ 0 i = 1,m,

hk(x(t1)) = 0 k = 1, l.

Тодi знайдуться числа µ0 ≥ 0 , µi ≥ 0, i = 1,m, vk, k = 1, l, не усi рiвнi нулевi,
такi, що вздовж u0(t), x0(t) i траекторiї ψ0(t), t ∈ T , спряженої системи

ψ̇0 = −∂H(x0, ψ0, u0, t)

∂x



11.3 Принцип максимуму Понтрягiна для задачi Майєра 103

виконуются:
1) умова максимуму

H(x0(t), ψ0(t), u0(t), t) = max
u∈U

H
(
x0(t), ψ0(t), u, t

)
t ∈ T ;

2) умова трансверсальностi

ψ0(t1) = −µ0
∂φ(x0(t1))

∂x
−

m∑
i=1

µi
∂gi(x

0(t1))

∂x
−

l∑
k=1

vk
∂hk(x

0(t1))

∂x
.

Розглянемо задачу оптимального керування з рухомим лiвим кiнцем, у якiй
замiсть умови x(t0) = x0 розглядаються наступнi умови

gi(x(t0)) ≤ 0, i = 1,m,

hk(x(t0)) = 0, k = 1, l.

Т е о р е м а 11.3.3 Нехай u0(t), x0(t), t ∈ T– оптимальне керування i
оптимальна траєкторiя в задачi

J(u) = φ(x(t1)) → min,

ẋ = f(x, u, t), t ∈ T = [t0, t1], u(t) ∈ U,

gi(x(t0)) ≤ 0, i = 1,m,

hk(x(t0)) = 0, k = 1, l.

Тодi знайдуться числа µi ≥ 0, i = 1,m, vk, k = 1, l, не усi рiвнi нулевi, такi,
що вздовж u0(t), x0(t) i траекторiї ψ0(t), t ∈ T , спряженої системи

ψ̇0 = −∂H(x0(t), ψ0(t), u0(t), t)

∂x
, ψ0(t1) = −∂φ(x(t1))

∂x

виконуются:
1) умова максимуму

H(x0(t), ψ0(t), u0(t), t) = max
u∈U

H(x0(t), ψ0(t), u, t), t ∈ T ;

2) умова трансверсальностi

ψ0(t0) =
m∑
i=1

µi
∂gi(x

0(t0))

∂x
+

l∑
k=1

vk
∂hk(x

0(t0))

∂x
.

Розглянемо випадок, коли момент t1 нефiксований.
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Т е о р е м а 11.3.4 Нехай t01, u0(t), x0(t), t ∈ [t0, t
0
1], є оптимальними

вiдповiдно моментом часу, керуванням i траєкторiєю в задачi

J(u, t1) = φ(x(t1), t1) → min
u, t1

,

ẋ = f(x, u, t), x(t0) = x0, t ≥ t0,

g(x(t1), t1) ≤ 0, u ∈ U.

Тодi знайдуться числа µ0 ≥ 0, µ ≥ 0, не всi рiвнi нулевi, такi, що вздовж u0(t),
x0(t) i траєкторiї ψ0(t), t ∈ [t0, t

0
1], спряженого рiвняння

ψ̇0 = −∂H(x0, ψ0, u0, t)

∂x

виконуються:
1) умова максимуму

H(x0(t), ψ0(t), u0(t), t) = max
u∈U

H(x0(t), ψ0(t), u, t);

2) умова трансверсальностi

ψ0(t01) = −µ0
∂φ(x0(t01), t

0
1)

∂x
− µ

∂g(x0(t01), t
0
1)

∂x
;

3) у оптимальний момент часу t01 спiввiдношення

H
(
x0(t01), ψ

0(t01), u
0(t01), t

0
1

)
= −µ0

∂φ(x0(t01), t
0
1)

∂t
− µ

∂g(x0(t01), t
0
1)

∂t
.

11.4 Задачi оптимального керування типу Лагранжа i Больца
11.4.1 Задача оптимальної швидкодiї iз закрiпленими кiнцями

Розглянемо дуже поширену задачу на швидкодiю.

Т е о р е м а 11.4.1 Для того, щоб приспустиме керування u0(t), t ≥ t0
було розв’язком задачi на швидкодiю

ẋ = f(x, u, t), x(t0) = x0, x(t1) = x1,

u ∈ U, t1 − t0 → min

необхiдно, щоб виконувались:
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1) умова максимуму

H(x0(t), ψ0(t), u0(t), t) = max
u∈U

H(x0(t), ψ0(t), u, t), t ∈ [t0, t
0
1]

для деякого нетривiального розв’язку ψ0(t) системи

ψ̇ = −∂H(x0, ψ, u0, t)

∂x
;

2) умова для оптимального моменту часу

H
(
x0(t01), ψ

0(t01), u
0(t01 − 0), t01

)
≥ 0.

11.4.2 Задача Лагранжа

Нехай рух об’єкта описується рiвнянням

ẋ = f(x, u, t), x(t0) = x0, t ∈ T = [t0, t1].

Серед припустимих керувань знайдемо оптимальне u0(t), t ∈ T , яке дає мiнiмум
критерiю якостi

J(u) =

t1∫
t0

L(x, u, t) dt.

Т е о р е м а 11.4.2 Для оптимальностi керування u0(t), t ∈ T , у задачi
Лагранжа необхiдно, щоб вздовж розв’язкiв x0(t), ψ0(t) систем

ẋ =
∂H(x, ψ, u0, t)

∂ψ
, x(t0) = x0,

ψ̇ =
∂H(x0, ψ, u0, t)

∂x
, ψ(t1) = 0,

де H(x, ψ, u, t) = ψf(x, u, t)− L(x, u, t), виконувалась умова максимуму

H
(
x0(t), ψ0(t), u0(t), t

)
= max

u∈U
H
(
x0(t), ψ0(t), u, t

)
, t ∈ T.

11.4.3 Задача Больца

Рух об’єкта описується рiвнянням

ẋ = f(x, u, t), x(t0) = x0, t ∈ T = [t0, t1].
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Серед припустимих керувань знайти оптимальне u0(t), t ∈ T , яке дає мiнiмум
критерiю якостi

J(u) = φ(x(t1)) +

t1∫
t0

L(x, u, t) dt.

Т е о р е м а 11.4.3 Нехай u0(t), t ∈ T – розв’язок задачi типу Больца з
рухомим правим кiнцем

ẋ = f(x, u, t), x(t0) = x0, t ∈ T = [t0, t1],

u ∈ U, g(x(t1)) ≤ 0,

J(u) = φ(x(t1)) +

t1∫
t0

L(x, u, t) dt→ min .

Тодi знайдуться числа µ0 ≥ 0, µ1 ≥ 0, що одночасно не дорiвнюють нулевi,
такi, що виконується:

1) умова максимуму

H
(
x0(t), ψ0(t), u0(t), t

)
= max

u∈U
H
(
x0(t), ψ0(t), u, t

)
, t ∈ T ;

2) умова трансверсальностi

ψ0(t1) = −µ0
∂φ(x0(t1))

∂x
− µ1

∂g(x0(t1))

∂x
,

де x0(t), t ∈ T – оптимальна траекторiя, ψ0(t), t ∈ T – розв’язок
спряженої системи рiвнянь

ψ̇ = −∂H(x0, ψ, u0, t)

∂x
,

де H(x, ψ, u, t) = ψTf(x, u, t) + µ0L(x, u, t).

Розглянемо ще одну теорему для випадку з нефiксованим часом.

Т е о р е м а 11.4.4 Нехай t01, u0(t), t ∈ [t0, t1] – розв’язок задачi

ẋ = f(x, u, t), x(t0) = x0, t ≥ t0,

u(t) ∈ U, g(x(t1), t1) = 0,
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J(u, t1) = φ(x(t1), t1) +

t1∫
t0

L(x, u, t)dt→ min .

Тодi знайдуться числа µ0 ≥ 0, µ1, не рiвнi одночасно нулевi, такi, що викону-
ються:

1) умова максимуму

H
(
x0(t), ψ0(t), u0(t), t

)
= max

u∈U
H
(
x0(t), ψ0(t), u, t

)
, t ∈ [t0, t

0
1];

2) умова трансверсальностi

ψ0(t01) = −µ0
∂φ(x0(t01), t

0
1)

∂x
− µ1

∂g(x0(t01), t
0
1)

∂x
;

3) умова на кiнцевий момент часу t01

H
(
x0(t01), ψ

0(t01), u
0(t01 − 0), t01

)
= µ0

∂φ(x0(t01), t
0
1)

∂t
+ µ1

∂g(x0(t01), t
0
1)

∂t
,

де H(x, ψ, u, t) = ψTf(x, u, t) + µ0L(x, u, t).

11.5 Таблиця рiзних постановок задач

Усi розглянутi необхiднi умови мiнiмуму у рiзних задачах оптимального
керування i деякi додатковi випадки зiбранi у таблицi нижче. Зробимо деякi
пояснення. Будемо вважати, що функцiонал J(u) має вигляд

J(u) = φ(x(t1), t1) +

t1∫
t0

L(x(t), u(t), t) dt.

Вважається, що t0 i x0 = x(t0) – початковий час i стан вiдповiдно, явнi
посилання на цi величини у таблицi опущенi. Зiрочка ∗ використовується для
позначення оптимальних величин. Також у таблицi використанi наступнi
поняття i позначення:

1) аргумент t часто опускається, наприклад, замiсть x∗(t) пишимо x∗, замiсть
ψ∗(t)− ψ∗;

2) функцiонал J(u) для конкретних задач виражається через конкретнi φ i L;
3) знаком |∗ позначено величини, якi повиннi розраховуватись вздовж

оптимальних траекторiй. Наприклад,
∂H

∂x

∣∣∣∣
∗
– це градiєнт гамiльтонiана H ,

розрахований при [x∗(t), p∗(t), u∗(t), t].
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4) знаком |∗t1 позначенi величини, якi повиннi обчислюватися у кiнцевий

момент часу для оптимальних значень змiнних. Наприклад,
∂φ

∂x

∣∣∣∣
∗ t1

–

градiєнт φ по x при [x∗(t1), t1].
5) H∗ – гамiльтонiан, розрахований вздовж оптимальної траєкторiї.

ПозначенняH∗(t) використовується з метою пiдкреслити, що нас цiкавить
поведiнка гамiльтонiана вздовж оптимальної траєкторiї в залежностi вiд
часу.
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11.6 Питання для самопiдготовки
1. Написати диференцiальне рiвняння для функцiї ψ(t).
2. Дати визначення голкової варiацiї керування.
3. Сформулювати умову максимуму.
4. Написати алгоритм знаходження екстремального керування i

екстремальної траєкторiї.
5. Сформулювати принцип максимуму Понтрягiна для задачi Майєра для

фiксовоного i нефiксовоного часiв.
6. Умiти користуватися таблицею необхiдних умов оптимальностi для рiзних

постановок задач оптимального керування.

11.7 Завдання для самостiйної роботи
Написати крайову задачу принципа максимуму для задачi Майєра

min
[
ix21(4)− 7x32(4)

]
, t ∈ [0, 4]

ẋ1 = 2i sin x1 − 4jx32 + 4u1,

ẋ2 = −ix1 + 7jx2u2,

x1(0) = 4i, x2(0) = i+ j,

|u1| ≤ 3i+ j, |u2| ≤ i.

В кожному завданнi: i–номер ПIБ студента у списку групи, j– номер групи.



12 Оптимiзацiя лiнiйних систем

12.1 Теорема про достатнiсть принципу максимуму
Розглянемо лiнiйну автономну систему

ẋ = Ax+Bu,

де матрицi A i B вважаються заданими числовими матрицями.

О з н а ч е н н я 12.1.1 Автономний лiнiйний процес керування

ẋ = Ax+Bu

називається керованим, якщо для довiльної пари точок x0 i x1 ∈ Rn iснує
припустиме крування u(t) на деякому скiнченому iнтервалi 0 ≤ t ≤ t1 таке,
що вiдповiдна траєкторiя x(t) переводить систему з точки x(0) = x0 у точку
x(t1) = x1 за скiнчений час.

Зазначимо, що якщо розглядати промiжок часу [t0, t1], t0 ̸= 0, то для нашої
системи завжди можна зробити замiну часу так, що t0 перейде у нуль.
Розглянемо критерiй керованостi для лiнiйних автономних систем.

Т е о р е м а 12.1.1 Лiнiйний автономний процес

ẋ = Ax+Bu,

де A - матриця вимiру n × n, B - матриця вимiру n × r, є керованим тодi i
тiльки тодi, коли ранг n× nr матрицi[

B,AB,A2B, . . . , An−1B
]
n×nr

дорiвнює n.

b П Р И К Л А Д 12.1 Визначити, чи є лiнiйний автономний процес

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u

керованим.
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Розв’язання. У данiй системi

A2×2 =

(
0 1
0 0

)
, B2×1 =

(
0
1

)
.

Тодi матриця [B,AB]2×2 матиме наступний вигляд

[B,AB] =

(
0 1
1 0

)
.

Ранг цiєї матрицi дорiвнює 2 i n = 2. Отже, процес керований. ■

b П Р И К Л А Д 12.2 Визначити чи є керованою система

ẋ = 2x1 + 4x2 + 8u1,

ẋ2 = −x1 + 4u2.

Розв’язання.Маємо

A =

(
2 4
−1 0

)
, B =

(
8 0
0 4

)
.

Утворюємо матрицю

[B,AB] =

(
8 0 16 16
0 4 −8 0

)
.

Ранг цiєї матрицi дорiвнює 2, а це означає, що система керована. ■

Випишемо цiкаву властивiсть керованих систем:

ψT (t)B ̸≡ 0 при t ≥ 0 якщо ψ(t) ̸≡ 0.

Далi розглянемо питання про достатню умову оптимальностi для задачi на
швидкодiю з лiнiйною автономною системою. Отже, розглянемо задачу на
швидкодiю для лiнiйної автономної системи

ẋ = Ax+Bu,

x(0) = x0, x(t1) = 0,

u(t) ∈ U, t1 −→ min,

(12.1.1)

де A – матриця вимiру n× n, B – матриця вимiру n× r , x ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rr,
0 ∈ int U .
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Складємо функцiю Гамiльтона

H(x, ψ, u, t) = ψTAx+ ψTBu.

Будуємо спряжену систему

ψ̇ = −ATψ. (12.1.2)

Згiдно з принципом максимуму Понтрягiна знайдеться такий ненулевий
розв’язок ψ0(t) системи (12.1.2), що

ψT
0 Bu

0(t) = max
u∈U

(ψ0)
T
Bu.

Доведемо, що принцип максимуму для лiнiйних автономних керованих систем є
не лише необхiдною, але й достатньою умовою оптимальностi. Отже має мiсце
наступна теорема.

Т е о р е м а 12.1.2 Нехай u(t), t ∈ T – припустиме керування, вздовж
якого виконується умова максимуму

ψT (t)Bu(t) = max
u∈U

ψ(t)Bu, t ∈ T,

де x(t), t ∈ [0, t1] – розв’язок системи (12.1.1), що вiдповiдає керуванню u(t)
i задовольняє умовi x(t1) = 0, ψ(t), t ∈ [0, t1] – деякий ненульовий розв’язок
системи (12.1.2).
Тодi u(t), t ∈ T – оптимальне керування, що переводить траекторiю x(t) з
точки x0 у початок координат за мiнiмальний час.

Доведення. Розглянемо тотожнiсть

d

dt

[
ψT (t)x(t)

]
= ψ̇T (t)x(t) + ψT (t)ẋ(t) =

= −ψT (t)Ax(t) + ψT (t)Ax(t) + ψT (t)Bu = ψT (t)Bu,

що виконується у всiх точках неперервностi керування u(t), t ∈ T . Зрозумiло,
що

ψT (t)x(t)− ψT (s)x(s) =

t∫
s

ψT (τ)Bu(τ) dτ (12.1.3)

для всiх t ≥ s ≥ 0.
Приймемо супротивне, тобто, керування u(t), t ∈ [0, t1] не є оптимальним, тобто
iснує припустиме керування ū(t), t ∈ [0, θ], яке переводить траєкторiю x̄(t)
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системи (12.1.1) з точки x0 в початок координат за час θ, що менший за t1,
θ < t1.
Використовуючи (12.1.3) отримаємо

ψT (θ)x(θ) =
[
ψT (θ)x(θ)− ψT (0)x(0)

]
−
[
ψT (θ)x(θ)− ψT (0)x(0)

]
=

=

 пам’ятаємо, що
x(θ) = 0,

x(0) = x(0) = x0

 =

θ∫
0

[
ψT (τ)Bu(τ)− ψT (τ)B u(τ)

]
dτ. (12.1.4)

А так як u(t), t ∈ [0, t1] задовольняє принципу максимуму, то пiдiнтегральний
вираз у (12.1.4) невiд’ємний, i тодi

ψT (θ)x(θ) ≥ 0. (12.1.5)

Керування u(t) дає максимум виразовi ψT (t)Bu(t) з (12.1.4) цей максимум не
може дорiвнювати нулевi. Якби вiн дорiвнював нулевi, то нульове значення
досягалося б i у точцi u(t) = 0. А так як 0 ∈ intU , тобто внутрiшня точка
множини U , то необхiдна умова максимуму стверджує, що

∂(ψT (t)Bu(t))

∂u
= 0.

Але
∂(ψT (t)Bu(t))

∂u
= ψT (t)B,

а ψT (t)B не може дорiвнювати нулевi, тому що система керована, а за
властивiстю керованих систем ψT (t)B ̸= 0. Тодi maxψT (t)Bu(t) не дорiвнює
нулевi, а є бiльше нуля, отже maxψT (t)Bu(t) > 0. Отримаємо

ψT (θ)x(θ) = ψT (θ)x(θ)− ψT (t1)x(t1) = −
t1∫
θ

ψT (τ)Bu(τ) dτ < 0.

Отримана нерiвнiсть суперечить нерiвностi (12.1.5). А це означає, що
припущення про те, що керування u(t) не оптимальне є хибним. Теорему
доведено.✓

12.2 Синтез лiнiйних систем, оптимальних по швидкодiї
Доведена вище теорема доволяє здiйснити синтез оптимальних систем, тобто

побудувати оптимальне керування як функцiю фазових координат, тобто
u = u(x). Зазначимо, що ранiше вважали, що функцiя u залежить вiд t. На
простому прикладi покажемо, як будується синтез.
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b П Р И К Л А Д 12.3 Розглянемо задачу переводу системи

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u
(12.2.1)

з довiльної точки x0 у точку x1 = (2, 3)T за мiнiмальний час при умовi, що
керування задовольняє умовi |u(t)| ≤ 1.
Розв’язання. Система керована (дивись приклад 12.1), тому принцип максимуму
не тiльки необхiдна умова, але i достатня умова оптимальностi.
Складаємо фунцiю Гамiльтона

H(x, ψ, u, t) = ψ1x2 + ψ2u.

Функцiї Гамiльтона максимум дає припустиме керування

u = signψ2.

Функцiї ψ1(t) i ψ2(t) є розв’язками системи{
ψ̇1(t) = 0,

ψ̇2(t) = ψ1(t).

Отримаємо наступний розв’язок системи

ψ1(t) = c1, ψ2(t) = −c1t+ c2.

Тодi оптимальне керування має вигляд

u = signψ2 = sign(−c1t+ c2).

Оптимальне керування приймає два значення

u0(t) = +1 або u0(t) = −1.

Якщо u0(t) = +1, то з системи рiвнянь (12.2.1) отримаємо таке рiвняння

dx1
dx2

= x2.

Iнтегрування його дає
x1 =

1

2
x22 + α1.

При керуваннi u0(t) = +1 рух точок системи проходить по параболi знизу вгору
оскiльки ẋ2 = 1 > 0.
Тепер iнтегруємо систему при u0(t) = −1 i отримаємо наступну сукупнiсть
траєкторiй

x1 = −1

2
x2 + α2.
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По отриманiй сукупностей парабол рух проходить вже зверху вниз оскiльки
ẋ2 = −1 < 0.

У кожнiй iз сукупностей траєкторiй є лише одна траєкторiя, що проходить через
точку x1 = (2, 3)T . Нас буде цiкавити тiлькi та частина траєкторiй, що входить у
точку (2, 3)T . Цi частини траєкторiї позначимо через l1 i l−1 (див. рис. 12.2.1
(a)).
Якщо початкова точка x0 знаходиться на l1 або l−1, то, обираючи керування +1
або −1 будемо рухатись у точку x1 = (2, 3)T за мiнiмальний час. Крива l1x1l−1

називається лiнiєю перемикання. Якщо початкова точка x0 знаходиться справа
вiд лiнiї l−1x

1l1, то обираємо керування (−1) i рухаємося до лiнiї l1. На нiй
керування перемикаємо на (+1) i рухаємося по нiй до точки x1 (див. рис. 12.2.1
(b)).
А якщо початкова точка x0 знаходиться злiва вiд лiнiї перемикання, то

a)

 

b)

Рис. 12.2.1

обираємо керування (+1) i рухаємося до лiнiї перемикання l−1, перемикаємо
керування на (−1) i по нiй рухаємося до точки x1.
Зрозумiло, що керування обирається у залежностi вiд положення системи, тобто
u0 = u0(x). ■



12.3 Приклади 117

12.3 Приклади
b П Р И К Л А Д 12.4 Нехай задано систему

ẋ1(t) = x2(t), x1(0) = α1;

ẋ2(t) = u(t), x2(0) = α2.
(12.3.1)

Вважаємо, що величина керування u(t) необмежена. Необхiдно знайти
керування u(t), яке, по перше, переводить систему (12.3.1) з точки (α1, α2) у
точку (0, 0) за час T , тобто x1(T ) = 0, x2(T ) = 0, i по друге, мiнiмiзує
функцiонал

E = E(u) =
1

2

T∫
0

u2(t)dt, (12.3.2)

де T - задано.
Розв’язяння. Складаємо функцiю Гамiльтона

H = x2(t)ψ1(t) + u(t)ψ2(t)−
1

2
u2(t).

Екстремальне керування повинно максимiзувати функцiю Гамiльтона. Для цього
знаходимо градiєнт функцiї Гамiльтона i прирiвнюємо його до нуля. Отже, маємо

∂H

∂u(t)
= ψ2(t)− u(t).

∂H

∂u(t)
= 0 ⇒ ψ2(t)− u(t) = 0.

Звiдси керування дорiвнює u(t) = ψ2(t). З’ясуємо знак ∂2H
∂u2(t) . Знаходимо

∂2H

∂u2(t)
=

∂

∂u
(ψ2(t)− u(t)) = −1 < 0.

Це означає, що при u(t) = ψ2(t) досягається максимум функцiї Гамiльтона.
Отже, екстремальним керуванням є керування u(t) = ψ2(t), t ∈ [0, T ].
Спряженi функцiї ψ1(t) i ψ2(t) повиннi задовольняти диференцiальним
рiвнянням

ψ̇1 = −∂H
∂x1

= 0,

ψ̇2 = −∂H
∂x2

= −ψ1.

(12.3.3)
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Нехай ψ1(0) = β1, ψ2(0) = β2. Далi невiдомi β1 i β2 визначимо через заданi
значення α1 i α2.
Розв’яжемо рiвняння (12.3.3) i отримаємо

ψ1(t) = β1,

ψ2(t) = β2 − β1t.
(12.3.4)

Таким чином, екстремальне керування має вигляд

u(t) = −β2 + β1t, t ∈ [0, T ]. (12.3.5)

Отже, оптимальне керування (якщо воно iснує) повинно бути лiнiйною функцiєю
часу. Далi необхiдно визначити невiдомi параметри β1 i β2 через α1, α2 i T .
Пiдкладемо керування (12.3.5) у рiвняння системи (12.3.1) i проiнтегруємо їх,
отримаємо

x1(t) = α1 + α2t−
1

2
β2t

2 +
1

6
β1t

3,

x2(t) = α2 − β2t+
1

2
β1t

2.

(12.3.6)

З системи (12.3.6) i умов x1(T ) = x2(T ) = 0 однозначно знаходяться значення
β1 i β2

β1 =
6

T 3
(2α1 + α2T ),

β2 =
2

T 2
(3α1 + 2α2T ).

(12.3.7)

Екстремальне керування виражається формулою

u(t) = − 2

T 2
(3α1 + 2α2T ) +

6

T 3
(2α1 + α2T )t. (12.3.8)

Керування (12.3.8) задовольняє необхiдним умовам i тому є єдиною функцiєю
вiд α1, α2, T i t. Ми впевнились, що для нашої задачi оптимальне керування iснує.
Таким чином, оптимальтне керування едине i виражається формулою (12.3.8).
Знайдемо тепер мiнiмальну енергiю E∗, для переводу системи з точки (α1, α2) у
точку (0, 0). Для цього вираз (12.3.8) для оптимального керування пiдкладемо у
вираз (12.3.2), проiнтегруємо i отримаємо

E∗ = E∗(α1, α2, T ) =
2

T 3

(
3α2

1 + 3α1α2T + α2
2T

2
)
. (12.3.9)

Для iлюстрiцiї того, що вибiр кiнцевого часу T є досить критичним, розглянемо
рiзнi варiанти. Для прикладу оберемо α1 = 1, α2 = −1 i розглянемо графiк
залежностi E∗(1,−1, T ) вiд T (дивись рис.12.3.1).
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Рис. 12.3.1

При значеннях T < 2 енергiя досить велика, а потiм енергiя досягає точки
перегину при T = 3 i для T > 3 мiнiмальна енергiя поступово зменшується. Для
T досить великих E∗ ≈ 2α2

2/T. На рис. 12.3.2 зображенi оптимальнi траекторiї з
початкового стану (1,−1)T у (0, 0)T . Зi збiльшенням T вiдбуваються значнi
змiни. На рис. 12.3.2 видно, що прирiст енергiї мiж T = 3 i T = 10 дуже малий,
але траєкторiї вiдрiзняються дуже суттєво. Це вказує на чутливiсть оптимальних
задач до змiн параметрiв.

Перевiримо, що мiнiмальна енергiя додатня для усiх α1 ̸= α2 ̸= 0. Вираз (12.3.9)
можна записати у виглядi склярного добудку

E∗(α1, α2, T ) =

(α1

α2

)
,

2

T 3

 3 3
2T

−3
2T T 2

(α1

α2

) .

Матриця, що входить у скалярний добудок, додатньо визначена для довiльних
значень T . Таким чином E∗ ⩾ 0.
Якщо можливi великi значення T , то керування можна здiйснювати за домогою
малої кiлькостi енергiї. Зрозумiло, що

lim
T→∞

E(α1, α2, T ) = 0, (12.3.10)

lim
T→∞

u(t) = 0, t ∈ [0, T ]. (12.3.11)
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Рис. 12.3.2

На рис. 12.3.1 видно, що крива E∗ у залежностi вiд T має точку перегину. Точку
перегину знайдемо з умови

∂E∗(α1, α2, T )

∂t
= 0.

Отримаємо

T = −3α1

α2
. (12.3.12)

Якщо сформулювати задачу про мiнiмум енергiї як задачу з незаданим кiнцевим
часом, то покажемо, що необхiдна умова рiвностi нулевi гамiльтонiана у
кiнцевий момент визначає цю точку перегину.
Функцiя Гамiльтона дорiвнює

H(x, ψ, u, t) = x2(t)ψ1(t) + u(t)ψ2(t)−
1

2
u2(t).

Якщо час T незаданий, то

H(T ) ≡ x2(T )ψ1(T ) + u(T )ψ2(T )−
1

2
u2(T ) = 0.
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Враховуючи, що x2(T ) = 0 i u(t) = ψ2(t) для t ∈ [0, T ] отримаємо, що

u(T ) = ψ2(T ) i
1

2
u2(T ) = 0.

Звiдси u(T ) = 0.
З u(T ) = 0 i (12.3.5) отримаємо

−β2 + β1T = 0. (12.3.13)

З виразiв (12.3.13) i (12.3.7) знайдемо, що початковi значення α1 i α2 i кiнцевий
час T повиннi задовольняти рiвнянню

1

T 2
(6α1 + 2α2T ) = 0. (12.3.14)

Рiвняння (12.3.13) має два розв’язки

T = ∞ (12.3.15)

та

T = −3α1

α2
(12.3.16)

Таким чином, необхiднi умови для задачi з незаданим кiнцевим часом привели
до рiвнянь (12.3.15) i (12.3.16). Коли T = ∞, то E∗ = 0. Зазначимо, що
(12.3.16) спiвпадає з (12.3.12) i тому (12.3.16) дає точку перегину, а не мiнiмуму.
Необхiдна умова H = 0 вiдповiдає екстремальним точкам, якi можуть бути
точками мiнiмуму, максимуму, перегину або сiдловими.
Вiдзначимо, що задача про мiнiмум енергiї з незаданим часом не має
оптимального розв’язку.
Причина у тому, що при T = ∞ керування u(t) = 0 для усiх t i нулеве
керування нiколи не переведе систему з точки (α1, α2)

T у початок координат.
Система стоїть на мiстi не витрачаючи енергiї.
Задачу можна розв’язати для як завгодно великих T (скiнчених) i зробити
витрат енергiї малим. ■

b П Р И К Л А Д 12.5 Розглянемо систему

ẋ1(t) = x2(t), x1(0) = α1,

ẋ2(t) = u(t), x2(0) = α2

(12.3.17)

i функцiонал

J(u) = kT +
1

2

T∫
0

u2(t)dt =

T∫
0

[
k +

1

2
u2(t)

]
dt, (12.3.18)
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де T не задано i k > 0. Знайти керування, що переводить систему (12.3.17) з
початкового стану (α1, α2)

T в початок координат (0, 0)T i мiнiмiзує функцiонал
(12.3.18).
Розв’язання.Маємо задачу з закрiпленим кiнцем i незаданим часом.
Функцiонал J(u) є лiнiйною комбiнацiєю часу i використаної енергiї.
Цю задачу можна розв’язати двома способами. Один спосiб – це використати
необхiднi умови. Другий метод полягає в тому, щоб вважати час закрiпленим i
побудувати графiк залежностi J(u) вiд кiнцевого часу T , а потiм знайти
скiнчений час, для якого J(u) приймає мiнiмальне значення.
Якщо вважати час T заданим, то член kT у функцiоналi J(u) є постiйною
величиною i тому мiнiмiзацiя функцiонала з фiксованим часом еквiвалентна
мiнiмiзацiї ерегiї 1

2

∫ T

0 u2(t)dt. Тому керування, що визначається формулою
(12.3.2) залишиться оптимальним i мiнiмальне значення функцiонала дорiвнює

J(α1, α2, T ) = kT +
2

T 3
(3α2

1 + 3α1α2T + α2
2T

2). (12.3.19)

Очевидно, що J(u) є функцiєю кiнцевого часу T . Знайдемо T , для якого
функцiонал приймає мiнiмальне значення. Знайдемо екстремальнi точки
J(α1, α2, T ) з умови

∂J(α1, α2, T )

∂T
= 0. (12.3.20)

Отримаємо

2

β2
− 18α2

1

T 4
− 12α1α2

T 3
− 2α2

2

T 2
= 0 (12.3.21)

або

T 4 − β2
(
α2
2T

2 + 6α1α2T + 9α2
1

)
= 0. (12.3.22)

Враховуючи те, що у дужках повний квадрат, знайдемо чотири корнi цього
рiвняння

T1 =
1

2

(
βα2 +

√
β2α2

2 + 12βα1

)
,

T2 =
1

2

(
βα2 −

√
β2α2

2 + 12βα1

)
,

T3 =
1

2

(
−βα2 +

√
β2α2

2 − 12βα1

)
,

T4 =
1

2

(
−βα2 −

√
β2α2

2 − 12βα1

)
.

(12.3.23)
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Видiлимо тепер додатнi скiнченi часи, що вiдповiдають локальним мiнiмумам
J(α1, α2, T ). Умови

∂2J(α1, α2, T )

∂T 2
≥ 0

i
T > 0

можна використовувати для доведення, що скiнчений час Ti(i = 1, 4) вiдповiдає
локальному мiнiмуму тiльки у тому випадку, якщо

0 < Ti < −3α1

α2

або
Ti > −6α1

α2
.

Якщо Ti задовольняють нерiвностi

0 < −3α1

α2
< Ti < −6α1

α2
,

то цей час вiдповiдає локальному максимуму.
Тепер використаємо другий пiдхiд, тобто, скористаємося необхiдними умовами i
отримаємо результат (12.3.23). Гамiльтонiан для даної задачi дорiвнює

H = − 2

β2
− 1

2
u2(t) + x2(t)ψ1(t) + u(t)ψ2(t),

керування, що мiнiмiзує гамiльтонiан, дорiвнює

u(t) = ψ2(t).

Рiвняння (12.3.3)–(12.3.8) залишаються тими ж самими. Дана задача з
незаданим часом, то необхiдна умова H(T ) = 0 приймає вигляд

− 2

β2
− 1

2
u2(T ) + x2(T )ψ1(T ) + u(T )ψ2(T ) = 0,

так як x2(T ) = 0 i u(T ) = ψ2(T ), то отримаємо

u(T ) = ±2

β
.

Спiввiдношення (12.3.8) i (12.3.19) дають

T 2 = ±(βα2T + 3βα1)

T 2 = ∓βα2T ∓ 3βα1 = 0.
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Розв’яжемо це рiвняння i отримаємо такi коренi

T1 =
1

2

(
βα2 +

√
β2α2

2 + 12βα1

)
,

T2 =
1

2

(
βα2 −

√
β2α2

2 + 12βα1

)
,

T3 =
1

2

(
−βα2 +

√
β2α2

2 − 12βα1

)
,

T4 =
1

2

(
−βα2 −

√
β2α2

2 − 12βα1

)
.

(12.3.24)

Коренi (12.3.23) спiвпадають з (12.3.24) .
Далi будемо шукати оптимальний розв’язок, тобто, якi з T1, T2, T3, T4 дiйснi,
додатнi i вiдповiдають локальному мiнiмуму J(α1, α2, T ).
Пiсля алгебраiчних перетворень можна прийти до таких висновкiв:
1) якщо

α2 ≥ 0 i α1 ≥ 0

або
α2 < 0 i α1 ≥

βα2
2

12
,

то мiнiмуму вiдповiдає тiльки час T1. Отже, оптимальне керування едине i
кiнцевий час дорiвнює T1;
2) якщо

α2 ≤ 0 i α1 ≤ 0

або
α2 > 0 i α1 < −βα

2
2

12
,

то мiнiмуму вiдповiдає тiльки час T3, оптимальне керування едине, а кiнцевий
час дорiвнює T3;
3) якщо

α2 > 0 i − βα2
2

12
< α1 < 0,

то часи T1 i T3 вiдповiдають двом локальним мiнiмумам, тодi як T2 вiповiдає
локальному максимуму, у цьому випадку iснують два екстремальнi керування, i
тому може бути два оптимальних керування;
4) якщо

α2 < 0 i 0 < α1 <
βα2

2

12
,

то часи T1 i T3 вiдповiдають двом локальним мiнiмумам, тодi як T4 вiдповiдає
локальному максимуму. У цьому випадку iснують два екстремальних керування
i, можливо, два оптимальних керування.
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У двох останнiх випадках (в 3-му i в 4-му) можлива неєдинiсть оптимальних
керувань. Iснує множина (крива) Γβ на фазовiй площинi така, що якщо
(α1, α2) ∈ Γβ, то iснує два рiзних оптимальних керувань. Одне з цих керувань
вимагає мало часу переходу i великої затрати енергiї, а друге — великого часу
переходу i малих витрат енергiї (чому?). Область Γβ визначається наступним
спiввiдношенням

Γβ =

{
(α1, α2) :

2

β2
T1 +

2

T 3
1

(
3α2

1 + 3α1α2T1 + α2
2T

2
1

)
=

=
2

β2
T3 +

2

T 3
3

(
3α2

1 + 3α1α2T3 + α2
2T

2
3

)}
,

де T1 i T2 визначаються рiвняннями (12.3.23). ■
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12.4 Питання для самопiдготовки
1. Розкрити поняття лiнiйної автономної системи.
2. Що таке керований процес?
3. Написати необхiдну i достатню умови керованостi процесу.
4. Сформулювати задачу на швидкодiю.
5. Сформулювати теорему про достатню умову максимуму у задачi на

швидкодiю.
6. Дати означення синтезу лiнiйних систем оптимальних по швидкодiї.

12.5 Завдання для самостiйної роботи
1. Побудувати синтез задачi оптимального керування на швидкодiю по

переводу системи
ẋ1 = (i+ j)x2,

ẋ2 = (i+ 3j)u,

|u| ≤ i+ j,

з точки x(0) =
(
12− i,

i+ j

2

)T

, у точку x(t1) = (−i+ 12,−i)T .
2. Розглядається система

ẋ1 = ix2(t), x1(0) = iβ1,
ẋ2 = ju, x2(0) = −jβ2,

(12.5.1)

керування необмежене. Знайти керування, яке переводить систему (12.5.1)
з точки (iβ1,−jβ2)T у точку (0, 0)T i мiнiмiзує функцiонал

E(u) =
1

2

jT∫
0

u2(t) dt, де T задано.

В кожному завданнi:
i–номер ПIБ студента у списку групи,
j– номер групи.



13 Деякi питання, що пов’язанi з
принципом максимуму Понтрягiна

13.1 Принцип максимуму Понтрягiна для деяких класiв задач
Нехай маємо задачу

min J(u) = φ(x(t1)) +

t1∫
t0

F (x(t), u(t), t)dt, (13.1.1)

ẋ = f(x(t), u(t), t), x(t0) = x0 (13.1.2)

u ∈ U ⊂ Rr, t ∈ T = [t0, t1], (13.1.3)

моменти t0 i t1 —фiксованi, лiвий кiнець траєкторiї закрiплений.
Вважаємо, що у точках розрива кусково-неперервної функцiї керування
значення u(t) визначаются як границi справа, тобто u = u(t) неперервна справа
в усiх точках розрива. Ровз’язок задачi Кошi (13.1.2) з обранним керуванням
розумiємо у iнтегральному значеннi

x(t) = x0 +

t∫
t0

f(x(τ), u(τ), τ)dτ. (13.1.4)

Т е о р е м а 13.1.1 (принцип максимуму Понтрягiна). Нехай у задачi
оптимального керування (13.1.1)–(13.1.3)

1) вектор-фунцiя f(x, u, t) має частковi похiднi по x i неперервна разом з
цими похiдними по сукупностi своїх аргументiв на R4 × U × T ;

2) функцiя f(x, u, t) задовiльняє умови Лiпшиця по x з однiєю максималь-
ною константою на U × T

∥f(x+∆x, u, t)− f(x, u, t)∥ ≤ L∥∆x∥, L > 0,

для кожного u ∈ U, t ∈ T i довiльних x, x+∆x ∈ Rn ;
3) скалярнi функцiїφ(x) iF (x, u, t) неперервнi разом зi своїми частковими

похiдними за x вiдповiдно на Rn × U × T ;
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4) припустимий процес {u∗, x∗} оптимальний.

Тодi виконана умова максимуму

H(ψ∗(t), x∗(t), u∗(t), t) = max
u∈U

H(ψ∗(t), x∗(t), u, t), t0 ≤ t < t1,

(13.1.5)

де функцiя Гамiльтона H має вигляд

H(ψ, x, u, t) = ψ∗(t)f(x, u, t)− F (x, u, t),

а вектор - функцiя ψ∗ = ψ∗(t) визначається з системи

ψ̇(t) = −∂H(ψ, x, u, t)

∂x
, t ∈ [t0, t1],

ψ(t1) = −∂φ(x(t1))
∂x

, при u = u∗(t), x = x∗(t).

(13.1.6)

Умови 1)– 2) теореми забезпечують iснування та єдинiсть розв’язку у значеннi
(13.1.4) задачi Кошi (13.1.2) для довiльного керування.

Т е о р е м а 13.1.2 (достатнiсть принципу максимуму). Для лiнiйно-
опуклого варiанта задачi (13.1.1)–(13.1.3)

f(x, u, t) = A(t)x+ f1(u, t),

F (x, u, t) = F1(x, t) + F2(u, t),

де φ, F1 опуклi за x функцiї, використання (13.1.5) є необхiдною i достатньою
умовою оптимальностi процеса {u∗, x∗}, функцiя u∗ дає глобальний мiнiмум
функцiоналу при виконаннi (13.1.5).

З необхiдної умови максимуму диференцiйованої функцiї на опулiй множинi
отримаємо наступну теорему.

Т е о р е м а 13.1.3 (лiнеаризований (диференцiальний) принцип
максимуму). Нехай у задачi оптимального керування (13.1.1)–(13.1.3) на
додаток до умов теореми 13.1.1 функцiї f(x, u, t) i F (x, u, t) диференцiйованi
по u, а множина U опукла.
Тодi виконується на оптимальному процесi {u∗, x∗} лiнеаризований (дифе-
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ренцiальний) принцип максимуму

∂HT (ψ∗(t), x∗(t), u∗(t), t)

∂u
u∗(t) = max

u∈U

∂HT (ψ∗(t), x∗(t), u, t)

∂u
u, t0 ≤ t < t1.

13.2 Використання принципа максимуму для перевiрки керувань на
оптимальнiсть
Нехай у задачi оптимального керування

ẋ = f(x(t), u(t), t), x(t0) = x0,

u ∈ U ⊂ Rr, t ∈ T = [t0, t1],

J(u) = φ(x(t1)) +

t1∫
t0

F (x(t), u(t), t)dt −→ min

деяке припустиме керування u(t) необхiдно перевiрити на оптимальнiсть за
допомогою принципу максимуму.

Схема перевiрки на оптимальнiсть:
1. Розраховуються функцiї x = x(t) i ψ = ψ(t), що вiдповiдають керуванню,

що перевiряється.
2. Складається функцiя

Wu(v, t) = H(ψ(t), x(t), v, t)−H(ψ(t), x(t), u(t), t), v ∈ U, t0 ≤ t ≤ t1.

3. Для кожного момента t ∈ [t0, t1] розв’язується задача максимiзацiї
функцiїWu(v, t) по v ∈ U :

W = max
v∈U

Wu(v, t).

Вважається, що для кожного фiксованого t ∈ [t0, t1] ця задача
математичного програмування може бути розв’язана.

4. Оцiнюється знак функцiїW (t). За побудовою завждиW (t) ≥ 0 для усiх
t ∈ [t0, t]. Рiвнiсть нулевi функцiїW (t) для деякого t свiдчить про
виконання принципу максимума у цiй точцi, тому що

max
v∈U

Wu(v, t) = max
v∈U

H(ψ(t), x(t), v, t)−H(ψ(t), x(t), u(t), t).

Таким чином, якщо знайдуться точки t ∈ [t0, t1], у якихW (t) > 0, то
керування u(t) не задовiльняє принципу максимуму i тому не є
оптимальним.
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У випадкуW (t) = 0, t ∈ [t0, t1], то керування задовiльняє принципу
максимуму, тобто пiдозрiле на оптимальнiсть. Якщо при цьому задача
оптимального керування вiдноситься до класу лiнiйно-опуклих, то
керування забезпечує глобальний мiнiмум фукнцiоналу.

Iнколи вiдсiяти неоптимальнi керування допомагає знання властивостей функцiї
Гамiльтона на керуваннях, що задовольняють принципу максимуму Понтрягiна.

Т е о р е м а 13.2.1 (властивiсть гамiльтонiана). Нехай припустиме
кусково-неперервне керування u = u(t) задовольняє принципу максимуму,
функцiї x = x(t) i ψ = ψ(t) вiдповiдають цьому керуванню.
Тодi:

1) гамiльтонiан H(t) = H (ψ(t), x(t), u(t), t) неперервний у всiх точках
t ∈ [t0, t1];

2) у кожнiй точцi неперервностi керування u = u(t)

dH(ψ(t), x(t), u(t), t)

dt
=
∂H(ψ, x, u, t)

∂t
,

де у правiй частинi рiвностi стоїть часткова похiдна по t, явно вхо-
дячому у функцiю Гамiльтона до пiдстановки конкретних значень
ψ(t), x(t), u(t);

3) для автономного (стацiонарного) випадку (13.1.1)–(13.1.3), у якому
f = f(x, u), F = F (x, u) (тобто вони не залежать вiд t) справедливе

H(ψ(t), x(t), u(t), t) ≡ const, t0 ≤ t ≤ t1.

Невиконання довiльного з перерахованих тверджень є достатньою ознакою
непотимальноiсти керування.

b П Р И К Л А Д 13.1 У задачi

ẋ1 = x2, x1(0) = 1,

ẋ2 = u, x2(0) = 2,

|u(t)| ≤ 1, t ∈ [0, 5],

J(u) = x21(5) + x22(5) −→ min

перевiрити на оптимальнiсть функцiю

u(t) =


1, 0 ≤ t < 1,

0, 1 ≤ t < 2,

−1, 2 ≤ t < 5
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i розрахувати значення цiльового функцiонала, що вiдповiдає наведеному
керуваннi.
Розв’язання. Скористаємося ранiше приведеною схемою.
1. Розрахуємо функцiї x = x(t) i ψ = ψ(t), що вiдповiдають керуванню, що
перевiряється. Почнемо з другого рiвняння системи. Згiдно з (13.1.4)
при t ∈ [0, 1)

x2(t) = x2(0) +

t∫
0

u(τ)dτ = 2 +

t∫
0

1dτ = 2 + t,

при t ∈ [1; 2)

x2(t) = x2(1) +

t∫
1

u(τ)dτ = (2 + t)|t=1 +

t∫
1

0dτ = 3,

при t ∈ [2; 5)

x2(t) = 3 +

∫ t

2

(−1)dτ = 5− t.

Знайденi значення функцiї x2 = x2(t) пiдкладаємо у праву частину першого
рiвняння системи. На промiжку [0, 1) iнтегруємо це рiвняння з початковою
умовою x1(0) = 1, маємо

x1(t) = x1(0) +

t∫
0

x2(τ)dτ = 1 +

t∫
0

(2 + τ)dτ = 1 + 2t+
t2

2
, t ∈ [0; 1).

Звiдси знаходимо значення x1(1) = 3, 5, яке буде початковою умовою для
диференцiального рiвнння на промiжку [1; 2):

x1(t) = x1(1) +

t∫
1

x2(τ)dτ = 3, 5 +

t∫
1

3dτ = 3t+ 0, 5, t ∈ [1; 2).

Теперь t ∈ [2; 5), x1(2) = 6, 5:

x1(t) = x1(2) +

t∫
2

(5− τ)dτ = −t
2

2
+ 5t− 1, 5.

Отримали

x1(t) =


t2

2 + 2t+ 1, t ∈ [0; 1),

3t+ 0, 5, t ∈ [1; 2),

− t2

2 + 5t− 1, 5, t ∈ [2; 5];

x2(t) =


t+ 2, t ∈ [0; 1),

3, t ∈ [1; 2),

5− t, t ∈ [2; 5].
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Розв’язок початкової системи є неперервна вектор - функцiя. Точки, у яких
похiдна може не iснувати є точками розриву керування.
Для бiльш складних систем деференцiальних рiвнянь, в яких розв’язок не може
бути отриманий у явному виглядi iнтегруванням правої частини, необхiдно
використати методи розв’язання диференцiальних рiвнянь. Рiвняння необхiдно
розглядати на кожному промiжку неперервностi функцiї керування i
перераховувати початковi умови по мiрi наближення до кiнцевої точки вiдрiзка.
Далi складаємо функцiю Гамiльтона

H(ψ, x, u, t) = ψ1x2 + ψ2u.

Спряжена система має вигляд

ψ̇1 = 0, ψ1(5) = −2x1(5),

ψ̇2 = −ψ1, ψ2(5) = −2x2(5).

Iнтегруємо спряжену систему

ψ1(t) = −22, ψ2(t) = 22t− 110, t ∈ [0; 5].

2. Складаємо функцiюWu(v, t):

Wu(v, t) = H(ψ, x, v, t)−H(ψ, x, u(t), t) = ψ2(v − u(t)) =

=


(22t− 110)(v − 1), t ∈ [0; 1),

(22t− 110)v, t ∈ [1; 2),

(22t− 110)(v + 1), t ∈ [2; 5).

3. Теперь максимiзуємо по v функцiюWu(v, t) при кожному фiксованому
t ∈ [0; 5). А це є задача знаходження максимуму лiнiйної функцiї однiєї змiнної
на вiдрiзку [−1; 1]. Розв’язок цiєї задачi залежить вiд знаку коефiцiєнта при v.
Так як цей коефiцiєнт дорiвнює (22t− 110) i завжди вiд’ємний при t ∈ [0; 5), то
максимум функцiїWu(v, t) досягається при v = −1. Отримаємо

W (t) =


220− 44t, t ∈ [0; 1),

110− 22t, t ∈ [1; 2),

0, t ∈ [2; 5).

4. ФункцiяW (t) додатня на [0; 2), тому принцип максимуму не виконується i
керування не може бути оптимальним.
Розглянута задача оптимального керування вiдноситься до класу
лiнiйно-опуклих. У позначеннях теореми 20.1.2 (достатнiсть принципу
максимуму) маємо

A(t) =

(
0 1
0 0

)
, f1(u, t) =

(
0
u

)
, φ(x) = x21 + x22, F (x, u, t) ≡ 0.
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Отримати результат про неоптимальнiсть вибраного керування можна i
використовуючи теорему 20.2.1 (властивiсть гамiльтонiана).
Розрахуємо функцiю Гамiльтона на керуваннi u(t) i вiдповiдних йому
траєкторiях x = x(t) i ψ = ψ(t)

H (ψ(t), x(t), u(t), t) =


−22(t+ 2) + 22t− 110 = −154, t = 0, t ∈ [0; 1);

−22 · 3 = −66, t ∈ [1; 2),

−22(5− t)− 22t+ 110 = 0, t = 5, t ∈ [2; 5).

Отримали, що пункти 1) i 3) теореми не виконуються. А значить керування не
може бути оптимальним

■

13.3 Використання принципу максимуму для звуження класу
керувань, пiдозрiлих на оптимальнiсть
У рядi задач принцип максимума може вказати, який тип може мати оптимальне
керування, або ж навпаки, встановити клас функцiй, який не може мати
оптимальних керувань. Таке якiсне дослiдження можна провести для лiнiйних за
керуванням задач виду

ẋ = g(x, t) +B(x, t)u, x(t0) = x0,

u(t) ∈ U = {v ∈ Eu : aj ≤ vj ≤ βj, j = 1, r}, t ∈ [t0; t1],

J(u) = φ(x(t1)) +
t1∫
t0

[
G(x, t) + (bT (x, t), u)

]
dt→ min .

(13.3.1)

Тут B(x, t) - матрична функцiя вимiру n× r.
Функцiя Гамiльтона має вигляд

H(ψ, x, u, t) = (ψ(t), g(x, t)) +
(
BT (x, ψ)ψ(t)), u(t)

)
−G(x, t)− (b(x, t), u(t))

є лiнiйною по керуваннi.
Будемо вважати, що у задачi (13.1.6) виконуються усi умови теореми 13.1.1,
процес {u∗, x∗} оптимальний.
Випишемо умову максимуму

⟨BT (x∗, t)ψ∗(t)−b(x∗, t), u∗(t)⟩ = max
v∈U

⟨BT (x∗, t)ψ∗(t)−b(x∗, t), v⟩, t ∈ [t0, t1],

де вектор - функцiя ψ∗ = ψ∗(t) визначається з системи (13.1.6) при
u = u∗(t), x = x∗(t).
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У кожнiй точцi t ∈ [t0; t1] вектор u∗(t) дає максимум лiнiйної по v функцiї
(BT (x∗, t)ψ∗ − b(x∗, t), v) на багатовимiрному паралелепiпедi U . Тому
екстремальне керування може мати тiльки таку структуру

u∗j(t) =


αj, якщо wj(ψ

∗, x∗, t) < 0,

βj, якщо wj(ψ
∗, x∗, t) > 0,

v, якщо wj(ψ
∗, x∗, t) = 0,

wj − j − a компонента вектор функцiїW (ψ∗, x∗, t) = BT (x∗, t)ψ∗(t)− b(x∗, t).
Вектор функцiяW називається функцiєю перемикання. Усi керування,
структура яких вiдрiзняється вiд наведеної вище, не можуть бути оптимальними.
Якщо функцiя перемикання дорiвнює нулевi, то говорить про те, що довiльне
припустиме керування задовольняє принципу максимума i свiдчить про
виродження усiєї умови оптимальностi.

13.4 Розв’язування лiнiйних задач оптимального керування
Якщо має мiсце лiнiйнiсть по стану i по керуванню, то можна знайти у явному
виглядi оптимальне керування, при умовi, що множина U має достатньо просту
структуру.

b П Р И К Л А Д 13.2 Розв’язати задачу оптимального керування

ẋ1 = tu1 − u2,

ẋ2 = x1 + u2 − 2u23, 0 ≤ t ≤ 2,

x1(0) = x2(0) = 0,

0 ≤ u1(t) ≤ 2, 0 < |u2(t)| ≤ 1, u3(t) ∈ {−4; 0; 1; 3}

J(u) = x2(2) → min

Розв’язання. Задача є лiнiйною по стану (по x). Тут

A =

(
0 0
1 0

)
, f1(u, t) =

(
tu1 − u2
u2 − 2u23

)
,

c =

(
0
1

)
, q(t) ≡ 0, F1(u, t) ≡ 0,

U = [0; 2]× ([−1; 0) ∪ (0, 1])× {−4; 0; 1; 3} ∈ R3.

Функцiя Гамiльтона має вигляд

H(ψ, x, u, t) = ψ1(tu1 − u2) + ψ2(x1 + u2 − 2u23).
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1.Маємо таку спряжену задачу

ψ̇1 = −ψ2, ψ1(2) = 0,

ψ̇2 = 0, ψ2(2) = −1,

яка має наступний розв’язок

ψ∗
1 = t− 2, ψ∗

2 = −1, t ∈ [0; 2].

2. Оптимальне керування знаходиться з умови

(t− 2)(tv1 − v2)− (v2 − 2v23) → max,

0 ≤ v1 ≤ 2, 0 < |v2| ≤ 1, v3 ∈ {−4; 0; 1; 3}.
Так як цiльова функцiя задачi максимiзацiї є сепаробельною(
h(x) =

k∑
i=1

hi(xi)

)
, то задача еквiвалентна наступним:

a) (t2 − 2t)v1 → max, 0 ≤ v1 ≤ 2;
б) (1− t)v2 → max, v2 ∈ [−1; 0) ∪ (0; 1];
в) 2v23 → max, v3 ∈ {−4; 0; 1; 3}.

Так як t2 − 2t < 0, t ∈ (0, 2], u∗1 ≡ 0, t ∈ [0, 2).
(При t = 0 прийнято до уваги припущення про неперервнiсть справа
припустимих керувань.)
Розв’язок задачi визначення другої компоненти оптимального керування
залежить вiд знака коефiцiєнта при v2.
Так як −t+ 1 > 0 для t ∈ [0; 1], −t+ 1 < 0, t ∈ (1; 2], то

u∗2(t) =


1, t ∈ [0; 1),

−1, t ∈ [1; 2).

Взагалi-то значення u∗2(1) може бути довiльне число з множини [−1; 0) ∪ (0; 1].
Так як ми зробили припущення, що компоненти припустимого керування
неперервнi справа, то u∗2(1) = −1.
Розв’язок задачi в) очевидний:

u∗3 ≡ −4, t ∈ [0; 2).

Так як задача лiнiйно-опукла, то знайдена вектор-функцiя u∗ = (u∗1, u
∗
2, u

∗
3)

T є
оптимальним керуванням.
3. Вiдповiдний оптимальному керуваннi стан процеса визначається пiсля
пiдстановки u∗ = u∗(t) в праву частину початкової системи диференцiальних
рiвнянь:

ẋ1 = −1, x1(0) = 0, t ∈ [0; 1).
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Звiдси
x∗1 = −t, t ∈ [0; 1].

Далi розглядаємо наступний iнтервал часу t[1; 2). Тут маємо

ẋ1 = 1, x1(1) = −1, t ∈ [1; 2).

Звiдси одержимо
x∗1 = t− 2, t ∈ [1; 2],

Переходимо до розгляду другої координати. На iнтервалi t[0; 1) виконується

ẋ2 = −t− 31, x2(0) = 0, t ∈ [0; 1).

Маємо
x∗2 = −t

2

2
− 31t, t ∈ [0; 1).

Далi розглянемо iнтервал t[1; 2). У цьому випадку маємо

ẋ2 = t− 35; x2(1) = −31, 5, t ∈ [1; 2).

Тому

x∗2 =
t2

2
− 35t+ 3, t ∈ [1; 2].

Таким чином, остаточно компоненти оптимальної траєкторiї – вектора x
набувають вигляду:

x∗1(t) =


−t, t ∈ [0; 1],

t− 2, t ∈ [1; 2];

x∗2(t) =


− t2

2 − 31t, t ∈ [0; 1],

t2

2 − 35t+ 3, t ∈ [1; 2].

Оптимальне значення функцiонала, тобто глобальний мiнiмум, дорiвнює:

J(u∗) = −65.

■

b П Р И К Л А Д 13.3 Розглянемо задачу оптимального планування iнвестицiй.
Нехай x(t) - об’єм випуску оптимального планування у момент t у вартiсному
вираженнi;
y1(t) - частина випуску продукцiї, що витрачалась на iнвестицiї у виробництво;
y2(t) - частина випуску, що витрачається на споживання.
Початковий об’єм випуску x(0) = c > 0. Вважається, що прирiст випуску
продукцiї до деякого моменту часу пропорцiйний сумарному об’ємовi
iнвестицiй, що зробили за усi попереднi промiжки часу. Тодi

x(t) = y1(t) + y2(t), y1(t) ≥ 0, y2(t) ≥ 0,
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x(t) = c+ α

t∫
0

y1(τ)dτ, де α > 0− вiдомий параметр

Метою задачi є пошук такого розподiлу випуску продукцiї (y1(t), y2(t)) за
перiод часу t ∈ [0; t1], при якому максимiзується загальний об’єм споживання за
перiод часу, що розглядається:

t1∫
0

y2(t)dt→ max .

Перейдемо до формалiзацiї задачi як задачi оптимального керування.
Нехай керування u(t) - доля випуску продукцiї, що направляється в момент часу
t на iнвестицiї:

u(t) =
y1(t)

x(t)
∈ [0; 1], t ∈ [0, t1].

Тодi
y1(t) = u(t)x(t)

y2(t) = x(t)− y1(t) = x(t)(1− u(t)),

x(t) = c+ α

t∫
0

u(τ)x(τ)dτ. (13.4.1)

Диференцюємо (13.4.1) по t i переходимо до задачi на мiнiмум, отримаємо

ẋ = αux, x(0) = c, (13.4.2)

u(t) ∈ [0; 1], t ∈ [0; t1],

J(u)

t1∫
0

(u(t)− 1)x(t)dt −→ min .

Застосуємо принцип максимуму Понтрягiна. Довiльному припустимому
керуванню вiдповiдє розв’язок рiвняння (13.4.2) виду

x(t) = c exp

α t∫
0

u(τ)dt

.
Функцiя Гамiльтона має вигляд

H(ψ, x, u, t) = αψux− (u− 1)x,
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спряжена система така

ψ̇ = −αψu+ u− 1, ψ(t1) = 0 (13.4.3)

Оптимальне керування u∗ = u∗(t) задовiльняє умовi

(αψ∗ − 1)x∗u∗ = max
v∈U

(αψ∗ − 1)x∗v, t ∈ [t0; t1],

де x∗ i ψ∗ - розв’язок початкової i спряженої задач (13.4.2), (13.4.3). Структура
оптимального керування:

u∗(t) =

{
1, αψ(t)− 1 > 0,

0, αψ(t)− 1 < 0.

Таким чином, значення оптимального керування у точцi t визначається знаком
рiзницi αψ(t)− 1. Iнтегруємо спряжене рiвняння (13.4.3) з точки t1, пiдклавши
u(t) = 0:

ψ̇ = −1, ψ(t1) = 0.

Отримаємо
ψ(t) = t1 − t.

Знайдемо корiнь t наступного рiвняння

αψ(t)− 1 = 0,

пiдклавши в нього розраховане значення ψ:

α(t1 − t)− 1 = 0,

t = t1 −
1

α
.

Можливi два випадки.
1) t < 0, тобто всюди на [0; t1] αψ(t)− 1 < 0.

Тодi оптимальним може бути тiльки керування u∗(t) ≡ 0, t ∈ [t0; t1]. Така
ситуацiя можлива, якщо t1 < 1

α , тобто якщо процес розглядається на
невеликому промiжку часу. У цьому випадку не вигiдно iнвестувати
засоби у виробництво, а перенаправляти їх на споживання.

2) t ∈ (0, t1), тобто t1 > 1
α .

Тодi можливi двi ситуацiї, якi можуть мати мiсце
a) αψ(t)− 1 > 0, t ∈ [0, t ].

У цьому випадку u∗ = 1,

ψ̇ = −αψ,

ψ( t ) = t1 − t =
1

α
.
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Тодi
ψ(t) =

1

α
eα( t−t)

i умова
αψ(t)− 1 = eα( t−t ) − 1 > 0

виконується для всiх t ∈ [0; t ).
b) αψ(t)− 1 < 0, t < t

Тодi
u∗ = 0,

ψ̇ = −1,

ψ( t ) =
1

α
,

ψ(t) =
1

α
+ t− t.

Але αψ(t)− 1 = α( t− t) > 0 при t < t, що суперечить
αψ(t)− 1 < 0, t < t .

Таким чином, оптимальне керування може мати тiльки таку структуру:

u∗ ≡ 0, t ∈ [0; t1], якщо t1 <
1

α

або

u∗(t) =


1, t ∈

[
0; t1 − 1

α

]
,

0, t ∈
[
t1 − 1

α , t1
]
, якщо t1 >

1
α .

Отже, якщо процес дуже протяжний, то необхiдно у першу частину часу
витрачати усi засоби на iнвестицiї у виробництво, а у другу частину часу
направляти усi засоби на споживання. ■

b П Р И К Л А Д 13.4 Розв’язати задачу, звiвши її до крайової задачi
принципа максимуму

ẋ = tu, x(0) = 0,

|u(t)| ≤ 1, t ∈ [0; 1],

J(u) = x2(1) +

1∫
0

u2(t)dt→ min .

Розв’язання. Складаємо функцiю Гамiльтона

H(ψ, x, u, t) = ψtu− u2;
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Спряжена задача:
ψ̇(t) = 0, ψ(1) = −2x(1).

За умови максимума гамiльтонiана визначаємо

u(ψ, x, t) =



ψt

2
, |ψ(t)t| ≤ 2,

−1, ψ(t)t < −2,

1, ψ(t)t > 2.

Розв’язком спряженої задачi є функцiя

ψ(t) = −2x(1), t ∈ [0; 1].

Скориставшись тим, що

x(1) =

1∫
0

u(t)dt

i враховуючи обмеження на керування, отримаємо |x(1)| ≤ 1, тобто |ψ(t)t| ≤ 2,
t ∈ [0; 1].
Приходимо до наступної крайової задачi

ẋ =
ψ(t)t

2
, ˙ψ(t) = 0,

x(0) = 0, ψ(1) = −2x(1).

Звiдси
ẋ = −x(1)t, x(0) = 0,

тобто
x(t) = −x(1)t

2

2
.

При t = 1 повинна виконуватись рiвнiсть

x(1) = −x(1)
2
,

що можливо лише при x(1) = 0.
Таким чином

x∗ ≡ 0, ψ∗ ≡ 0, u∗ = 0, t ∈ [0; 1].

Так як задача є лiнiйно-опуклою, то керування u∗ = u∗(t) оптимальне.
Глобальний мiнiмум функцiонала дорiвнює

J(u∗) = 0.

■
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У розглянутому прикладi зведення до крайової задачi було здайснене лише для
того, щоб проiлюструвати цей пiдхiд до розв’язання задач оптимального
керування. Зрозумiло, що отриманий результат очевидний i може бути
отриманий через аналiз виду задачi.
У наступному прикладi змiнимо критерiй якостi.
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b П Р И К Л А Д 13.5

ẋ = tu, x(0) = 0,

|u(t)| ≤ 1, t ∈ [0; 1],

J(u) = x2(1)−
1∫

0

u2(t)dt→ min .

Розв’язання. Складаємо функцiю Гамiльтона

H(ψ, x, u, t) = ψtu+ u2.

Спряжене рiвняння таке

ψ̇ = 0, ψ(1) = −2x(1).

З умови максимума маємо:

u(ψ, x, t) =


1, ψ(t)t > 0,

−1, ψ(t)t < 0,

±1, ψ(t)t = 0.

Оскiльки ψ(1) = −2x(1), то розглянемо три варiанти:
a) x(1) < 0. Тодi ψ(t) > 0, u(t) = 1, t ∈ [0; 1], але цьому керуванню

вiдповiдає стан x(t) = t2

2 , тобто x(1) > 0. Отже, цей варiант неможливий;
б) x(1) > 0. Аналогiчно попередньому маємо ψ(t) < 0 , u(t) = −1 , t ∈ [0; 1],

x(t) = − t2

2 , x(1) < 0, варiант неможливий;
в) x(1) = 0. Принципу максимуму задовольняє довiльне

кусково-непрерервне керування, яке приймає у кожнiй точцi [0; 1)
значення 1, або −1, для якого вiдповiдне значення стану x(1) = 0. Так як
задача лiнiйно-опукла, то таке керування оптимальне.

Очевидно, що оптимальних керувань нескiнчена множина. Наприклад,
глобальний мiнiмум доставляють критерiю якостi функцiонала

u(t) =


1, t ∈

[
0; 1√

2

)
,

1, t ∈
[

1√
2
; 1
) u(t) =


−1, t ∈

[
0; 1√

2

)
,

1, t ∈
[

1√
2
; 1
)
;
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u(t) =



−1, t ∈
[
0; 1

2
√
2

]
,

1, t ∈
[

1
2
√
2
; 12

]
,

−1, t ∈
[
1
2 ;

√
5

2
√
2

]
,

1, t ∈
[ √

5
2
√
2
; 1
]

i.т.п.

Глобальний мiнiмум функцiонала

J(u) = x∗2(1)−
1∫

0

u∗2dt = −
1∫

0

dt = −1.

■

13.5 Питання для самопiдготовки
1. Сформулювати принцип максимуму Понтрягiна для лiнiйно-опуклої

задачi оптимального керування.
2. Сформулювати лiнеарiзований (диференцiальний принцип) максимуму.
3. Написати алгоритм перевiрки керування на оптимальнiсть.

13.6 Завдання для самостiйної роботи
1. У задачi оптимального керування перевiрити на оптимальнiсть задане

керування u = u(t):
a) для парного номера i:

ẋ = iju, x(0) = j, |u(t)| ≤ 2i, t ∈ [0, i],

J(u) =
1

2

i∫
0

x2(t)dt→ min,

u(t) = −i, t ∈ [0, i];

б) для непарного номера i:

ẋ = iju, x(0) = j, |u(t)| ≤ 2i, t ∈ [0; i],

J(u) =
1

2

i∫
0

x2(t)dt→ min

u(t) = −2i, t ∈ [0; i];
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2. Розв’язати задачу оптимального керування
a)

ẋ = iu, x(0) = 1 + j, |u(t)| ≤ i, t ∈ [0; 2j],

J(u) = x(2) +

2j∫
0

[
ix(t) + ju2(t)

]
dt→ min;

б)
ẋ1 = jx2, x1(0) = i, ẋ2 = x1 + iu(t), x2(0) = 1,

|u(t)| ≤ i, t ∈ [0; 1],

J(u) = ix1(1) + jx2(1) → min;

в)
ẋ = itu, x(0) = 0, |u(t)| ≤ j, t ∈ [0; 1],

J(u) = ix21(1)− j

1∫
0

u2(t)dt→ min .

В кожному завданнi: i–номер ПIБ студента у списку групи, j– номер групи.



14 Зв’язок задач оптимального
керування з задачами варiацiйного
числення

14.1 Зв’язок задач оптимального керування з задачами варiацiйного
числення

Розглянемо задачу варiацiйного числення

min

x2∫
x1

F (x, y(x), y′(x))dx, y ∈ C1,

y(x1) = c1, y(x2) = c2.

(14.1.1)

Замiнимо незалежну змiнну x на t, а y на x, та покладемо ẋ = u. Тодi задача
(14.1.1) прийме вигляд

min
u

t1∫
t0

F (t, x, u)dt, t ∈ [t0, t1],

ẋ = u, x(t0) = c1, x(t1) = c2,

(14.1.2)

тобто, це є задача оптимального керування типу Лагранжа у класi неперервних
припустимих керувань.
У задачi (14.1.2) немає обмежень на область значень припустимих керувань,
тому можна вважати, що u ∈ U = R1. Випишемо результати застосування
принципа максимума для задачi (14.1.2). Складемо функцiю Гамiльтона

H (x, ψ, u, t) = ψu+ ψ0F (t, x, u) , ψ0 < 0.

Спряжена система має вигляд

ψ̇ = −∂H
∂x

= −ψ0
∂F (t, x, u)

∂x
, (14.1.3)

а умова максимума така

ψ0(t)u0(t) + ψ0F
(
t, x0(t), u0(t)

)
= max

u

[
ψ0(t)u+ ψ0F

(
t, x0(t), u

)]
.
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Так як обмежень на множину припустимих керувань u немає, то скористаємося
необхiдною умовою мiнiмуму функцiї без обмежень

∂H
(
x0(t), ψ0(t), u0(t), t

)
∂u

= ψ0(t) + ψ0

∂F
(
t, x0(t), u0(t)

)
∂u

= 0. (14.1.4)

Проiнтегруємо рiвняння (14.1.3) вздовж u0(t), x0(t)

ψ0(t) = C −
t∫

t0

ψ0

∂F
(
s, x0(s), u0(s)

)
∂x

ds. (14.1.5)

Об’єднуючи (14.1.4), (14.1.5), отримаємо рiвняння− t∫
t0

∂F
(
s, x0(s), u0(s)

)
∂x

ds+
∂F
(
t, x0(t), u0(t)

)
∂u

ψ0 = −C. (14.1.6)

Згiдно з принципом максимума iснує нетривiальний розв’язок ψ0(t) спряженої
системи, тому можна вважати, що ψ0 ̸= 0 (iнакше з (14.1.4) отримуємо, що i
ψ0(t) = 0). Значить, рiвняння (14.1.6) можна переписати у виглядi

−
t∫

t0

∂F
(
s, x0(s), u0(s)

)
∂x

ds+
∂F
(
t, x0(t), u0(t)

)
∂u

≡ const,

а це, у позначеннях задачi варiацiйного числення, спiвпадає з рiвнянням Ейлера
в iнтегральнiй формi

−
x2∫

x0

∂F (x, y, y′)

∂y
dx+

∂F (x, y, y′)

∂y′
≡ const .

Отримали, що рiвняння Ейлера у термiнах теорiї оптимального керування має
вигляд

∂H
(
x0(t), ψ0(t), u0(t), t

)
∂u

= 0.

Умова Верштраса-Ердмана, згiдно з (14.1.4), зводиться до неперервностi
розв’язку ψ0(t) спряженої системи (14.1.3).

Умова Гiльберта
∂2F

∂y′2
̸= 0 у нових позначеннях зводиться до вимоги

∂2H (t, x, u)

∂u2
̸= 0.

Умова Лежандра
∂2F

∂y′2
≥ 0 зводиться до

∂2H

∂u2
≤ 0 i є наслiдком умови

максимуму функцiї Гамiльтона.
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14.2 Критерiй Вейерштрасса

О з н а ч е н н я 14.2.1 Для задачi варiацiйного числення

J(y) =

b∫
a

F (x, y, y′)dx, y(a) = c1, y(b) = c2

функцiя

E(x, y, y′, z) = F (x, y, z)− F (x, y, y′)− (z − y′)
∂F (x, y, y′)

∂y′

називається функцiєю Вейерштрасса.

Т е о р е м а 14.2.1 (критерiй Вейєрштрасса сильного мiнiмуму). Якщо
припустима крива y = y(x) дає функцiоналу сформульованої задачi варiацiй-
ного числення сильний мiнiмум то для усiх чисел z виконується нерiвнiсть

E(x, y(x), y′(x), z) ≥ 0.

Доведення. Для доведення теореми, скористаємося принципом максимума
Понтрягiна. Ранiше було показано, що задача варiацiйного числення
еквiвалентна задачi

J(u) =

t1∫
t0

F (t, x, u)dt → min,

ẋ = u, x(t0) = c1, x(t1) = c2, t ∈ [t0, t1].

Вздовж оптимального керування

u0(t), t ∈ [t0, t1],

згiдно з принципом максимуму виконується рiвнiсть

∂H
(
x0(t), ψ0(t), u0(t), t

)
∂u

= ψ0(t) + ψ0

∂F
(
t, x0(t), u0(t)

)
∂u

= 0 (14.2.1)

i ψ0 < 0. З визначення функцiї Вейєрштрасса, гамiльтонiана i властивостi
(14.2.1) оптимального керування маємо

E
(
t, x0(t), u0(t), v

)
=

= F
(
t, x0(t), v

)
− F

(
t, x0(t), u0(t)

)
− (v − u0(t))

∂F
(
t, x0(t), u0(t)

)
∂u

=
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= F
(
t, x0(t), v

)
− F

(
t, x0(t), u0(t)

)
+ (v − u0(t))

1

ψ0
ψ0(t) =

=
1

ψ0
∆νH

(
x0(t), ψ0(t), u0(t), t

)
.

Так як
1

ψ0
< 0, ∆vH

(
x0(t), ψ0(t), u0(t), t

)
≤ 0 для всiх v, то отримаємо

нерiвнiсть
E
(
t, x0(t), u0(t), v

)
≥ 0,

яка еквiвалентна в початкових термiнах критерiю Верштрасса. Теорему
доведено.✓

14.3 Питання для самопiдготовки
1. Який вигляд має рiвняння Ейлера у термiнах оптимального керування?
2. Сформулювати умову Вейєрштрасса у термiнах теорiї оптимального

керування.
3. Сформулювати умову Гiльберта у термiнах теорiї оптимального

керування.
4. Сформулювати умову Лежандра у термiнах теорiї оптимального

керування.

14.4 Завдання для самостiйної роботи
Задачу варiацiйного числення

min

i+2j∫
i

(iy′ + 4jyy′ + ixy) dx,

y(i) = 2i, y(i+ 2j) = 3i+ j

1) записати у термiнах оптимального керування;
2) сформулювати у термiнах теорiї оптимального керування

a) рiвняння Ейлера;
в) умову Вейєрштрасса-Ермана;
г) умову Гiльберта;
д) умову Лежандра.

В кожному завданнi: i–номер ПIБ студента у списку групи, j– номер групи.
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