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ВСТУП

На сьогоднiшнiй день люди все бiльше стикаються у своїй дiяльностi
з задачами математичної фiзики, тому усi питання, що пов’язанi iз цими
задачами, є корисними для дослiдження. З появою комп’ютерної технiки
значно розширився клас математичних моделей, що допускають багато-
кроковий аналiз. З’явилася можливiсть проводити реальнi обчислювальнi
експерименти з величезною кiлькiстю iтерацiй. Тому значно збiльшилася
область застосування чисельних методiв для розв’язання задач математи-
чної фiзики, що призвело до нових дослiджень, а згодом - бiльш точних та
бiльш простих методiв у реалiзацiї [3, 10].

Темою роботи є розв’язання задачi теплопровiдностi з використанням
методу прогонки.

Структура методу прогонки є окремим випадком методу Гауса для
розв’язання СЛАУ. Метод слiд застосовувати до систем iз тридiагональною
та п’ятидiагональною матрицями. Даний пiдхiд є найбiльш прийнятим –
сприяє побудовi компактних програм та суттєво полегшує програмування.
При чисельному моделюваннi деяких iнженерних завдань та розв’язаннi
крайових задач для диференцiальних рiвнянь другого порядку доводиться
зiштовхуватися iз зазначеними видами матриць. Одним з прикладiв таких
задач є задача теплопровiдностi [6].

Розглянемо початково-крайову задачу теплопровiдностi. Розв’язок
знайдемо за допомогою методу прогонки та модифiкацiй методу прогонки:
потокового та циклiчного варiантiв. Розглянемо питання стiйкостi та збiжно-
стi методу. Знайдемо похибку методу для чисельного розв’язку початково –
крайової задачi теплопровiдностi.

Предметом дослiдження є адаптивнi схеми методу прогонки рiшення
крайових задач параболiчного типу.

Мета роботи: використання отриманих знань та отримання практично-
го досвiду для розв’язання початково - крайових задач параболiчного типу
модифiкацiями методу прогонки - потоковим та циклiчним варiантами.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглянемо можливi варiанти рiзницевої апроксимацiї лiнiйного одно-
вимiрного по простору рiвняння теплопровiдностi:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑥,𝑡), (1.1)

з початковими умовами:
𝑢(𝑥,0) = 𝑢0(𝑥). (1.2)

та граничними: ⎧⎨⎩𝑢(0,𝑡) = 𝜇1(𝑡)

𝑢(𝑙,𝑡) = 𝜇2(𝑡)
(1.3)

де 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, 𝑇 > 0 - деяка константа, 𝑢0(𝑥) - поча-
ткова функцiя, неперервна та обмежена на всьому просторi, 𝑎 - додатня
константа (число 𝑎2 є коефiцiєнтом температуропровiдностi), 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 - оператор
Лапласа, 𝑓(𝑥,𝑡) - функцiя джерел тепла. Шукана функцiя 𝑢 = 𝑢(𝑥,𝑡) задає
температуру в точцi з координатами 𝑥 в момент часу 𝑡 [8].

Треба знайти роз’язок задачi (1.1)-(1.3) з використанням методу про-
гонки: потокового та циклiчного варiантiв.
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РОЗДIЛ 2

РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧI ТЕПЛОПРОВIДНОСТI З

ВИКОРИСТАННЯМ МЕТОДУ ПРОГОНКИ

В областi 𝐷 = {0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} введемо рiвномiрну сiтку з
кроком 𝜏 по часовi i кроком ℎ по координатi:

𝑥𝑛 = 𝑛ℎ, 𝑛 = 0,1,...,𝑁, ℎ𝑁 = 𝑙; 𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0,1,...,𝐽, 𝜏𝐽 = 𝑇.

(2.1)

Для побудови рiзницевої апроксимацiї рiвняння теплопровiдностi до-
ведеться використовувати вузли сiтки, якi вiдповiдають як мiнiмум двом
рiзним 𝑗. Це пояснюється тим, що наше рiвняння теплопровiдностi мiстить
в собi похiднi по часовi 𝑡 i по просторовiй змiннiй 𝑥. В залежностi вiд того
на якому шарi 𝑗 за часом апроксимується вираз 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 , вiдповiдно змiнюються
i властивостi рiзницевих схем [1].

Явна схема

Щоб апроксимувати оператор 𝐿 = 𝜕
𝜕𝑡−𝑎2 𝜕2

𝜕𝑥2 , скористаємося шаблоном,
представленим на (2.1).

Рис. 2.1. Шаблон явної схеми рiвняння теплопровiдностi.

Вiдповiдний рiзницевий оператор 𝐿
(0)
ℎ 𝜏 має вигляд:

𝐿
(0)
ℎ 𝜏𝑢 = (𝑢(𝑥,𝑡+𝜏)−𝑢(𝑥,𝑡)

𝜏 − 𝑎2 (𝑢(𝑥+ℎ,𝑡)−2𝑢(𝑥,𝑡)+𝑢(𝑥−ℎ,𝑡)
ℎ2 .

Скористаємося наступними позначеннями (2.1) для зручностi:
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𝑢 = 𝑢(𝑥,𝑡); 𝑢̂ = 𝑢(𝑥,𝑡+ 𝜏).

Тодi

𝑢𝑡 =
𝑢̂−𝑢
𝜏 , 𝐿

(0)
ℎ𝜏 𝑢 = 𝑢𝑡 − 𝑎2𝑢𝑥𝑥

Знайдемо похибку апроксимацiї рiзницевим оператором 𝐿
(0)
ℎ 𝜏 дифе-

ренцiального оператора 𝐿 в точцi (𝑥,𝑡). Для достатньо гладкої функцiї 𝑢(𝑥,𝑡)
при досить малих кроках ℎ,𝜏 маємо:

𝑢𝑡 =
𝑢(𝑥,𝑡+ 𝜏)− 𝑢(𝑥,𝑡)

𝜏
=

𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
𝑟 +𝑂(𝜏). (2.2)

𝑢𝑥𝑥 =
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
+𝑂(ℎ2). (2.3)

Рiзницевий оператор 𝐿
(0)
ℎ 𝜏 апроксимує диференцiальний оператор з похиб-

кою 𝑂(𝜏) +𝑂(ℎ2) у точцi (𝑥,𝑡):

𝐿
(0)
ℎ𝜏 𝑢 = 𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝑡 − 𝑎2 𝜕
2𝑢(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥2 +𝑂(ℎ2)

Рiзницева апроксимацiя рiвняння теплопровiдностi буде мати найменшу
похибку, вiдповiдно з обраним шаблоном, у тому випадку, коли праву части-
ну 𝑓(𝑥; 𝑡) рiвняння апроксимувати у вузлах (𝑥𝑖; 𝑡𝑗), так як при оцiнюваннi
похибки апроксимацiї всi вирази розкладаються за формулою Тейлора з
центром у цiй точцi. Отже, рiзницева апроксимацiя рiвняння у явнiй схемi
для рiвняння теплопровiдностi матиме вигляд

𝑦𝑗+1
𝑛 − 𝑦𝑗𝑛

𝜏
= 𝑎2

𝑦𝑗𝑛+1 − 2𝑦𝑗𝑛 + 𝑦𝑗𝑛−1

ℎ2
+ 𝑓 𝑗

𝑛, 𝑛 = 1,2,...,𝑁 − 1; 𝑗 = 0,1,...,𝐽 − 1.

(2.4)
Рiзницеве рiвняння (2.4) апроксимує вихiдне диференцiальне рiвняння на
досить гладкому розв’язку 𝑢(𝑥; 𝑡) з першим порядком похибки 𝜏 i другим
порядком похибки по ℎ [7].

Дослiдимо схему на стiйкiсть за початковими даними, скориставшись
методом гармонiк. Для цього вiзьмемо до розгляду однорiдне рiвняння

𝑦𝑗+1
𝑛 − 𝑦𝑗𝑛

𝜏
= 𝑎2

𝑦𝑗𝑛+1 − 2𝑦𝑗𝑛 + 𝑦𝑗𝑛−1

ℎ2
(2.5)
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враховуючи початкову умову

𝑦0𝑛 = 𝑒𝑖𝑞𝑥𝑛 = 𝑒𝑖𝛼𝑥𝑛, 𝛼𝑞 = 𝑞ℎ.

В результатi отримаємо 𝑦𝑗𝑛 = 𝜆𝑗
𝑞𝑒

𝑖𝛼𝑞𝑛, де 𝜆𝑞 - множники зростання.
Пiдставивши 𝑦𝑖𝑛 в рiвняння (2.5) та скоротивши на 𝜆𝑗

𝑞𝑒
𝑖𝛼𝑞𝑛, отримаємо:

𝜆𝑞−1
𝜏 − 𝑎2 𝑒

𝑖𝛼𝑞−2+𝑒−𝑖𝛼𝑞

ℎ2 = 0.

Оскiльки

𝑒𝑖𝛼𝑞−2+𝑒−𝑖𝛼𝑞

ℎ2 = −(𝑒
𝑖(𝛼𝑞)/2−𝑒−𝑖(𝛼𝑞)/2

2𝑖 )2 = 𝑠𝑖𝑛2(𝛼𝑞)/2,

то

𝜆𝑞(𝛼𝑞) = 1− 4𝑟𝑎2𝑠𝑖𝑛2(𝛼𝑞)/2, 𝑟 = 𝑟/ℎ2.

При змiнi 𝛼𝑞 (з врахуванням того, що число 𝑞 пробiгає всi значення вiд
мiнус до плюс нескiнченностi) число 𝜆𝑞(𝛼𝑞) пробiгає весь спектр оператора
переходу з шару на шар. В даному випадку спектр розташований на вiдрiзку
[1− 4𝑟𝑎2; 1] (2.2).

Рис. 2.2. Спектр оператора переходу з шару на шар явної схеми рiвняння
теплопровiдностi. Окружнiсть — це межа областi, у межах якої має
залишатися 𝜆, щоб була виконана спектральна умова стiйкостi.

Спектр оператора переходу з шару на шар явної схеми рiвняння тепло-
провiдностi. Окружнiсть - це межа областi, в межах якої має залишатися 𝜆,
щоб виконувалася спектральна умова стiйкостi.

Необхiдну умову стiйкостi явної схеми виконано в тому випадку, коли
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1− 4𝑟𝑎2 ≥ −1 =⇒ 𝑟 ≤ 1
2𝑎2 ⇐⇒ 𝜏 ≤ ℎ2

2𝑎2 .

Можемо продемонструвати, що ця сама умова є достатньою для стiйко-
стi схеми. З цього робимо висновок, що явна схема рiвняння теплопровiдностi
- умовно стiйка. Її можна використовувати лише у випадку, коли кроки
сiтки задовольняють нерiвнiсть 𝜏 ≤ ℎ2

2𝑎2 [2].

Чисто неявна схема

Для апроксимацiї оператора 𝐿 = 𝜕
𝜕𝑡 − 𝑎2 𝜕2

𝜕𝑥2 скористаємося шаблоном
(2.3).

Рис. 2.3. Шаблон неявної схеми рiвняння теплопровiдностi

В такому разi, рiзницева апроксимацiя оператора 𝐿 рiвняння тепло-
провiдностi має вигляд:

𝐿
(1)
ℎ𝜏 𝑢 = 𝑢(𝑥,𝑡+𝜏)

𝑡 − 𝑎2 (𝑢(𝑥+ℎ,𝑡+𝜏)−2𝑢(𝑥,𝑡+𝜏)+𝑢(𝑥−ℎ,𝑡+𝜏)
ℎ2 = 𝑢𝑡 − 𝑎2𝑢𝑥𝑥.

Розглянемо похибку апроксимацiї рiзницевим оператором 𝐿
(1)
ℎ𝜏 вихiдного

диференцiального оператора 𝐿 в точцi (𝑥; 𝑡+𝜏). Оскiльки для досить гладкої
функцiї 𝑢(𝑥; 𝑡) справедливо

𝑢𝑡 =
𝜕𝑢(𝑥,𝑡+ 𝜏)

𝜕𝑡
+𝑂(𝜏), (2.6)

𝑢̃𝑥𝑥 =
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡+ 𝜏)

𝜕𝑥2
+𝑂(ℎ2). (2.7)

то оператор 𝐿
(1)
ℎ𝜏 𝑢 = 𝜕𝑢(𝑥,𝑡+𝜏)

𝜕𝑡 − 𝑎2 𝜕
2𝑢(𝑥,𝑡+𝜏)

𝜕𝑥2 + 𝑂(𝜏) + 𝑂(𝜏 2). Апроксимуючи
рiвняння вiдповiдно до вибраного шаблону зручно взяти праву частину
рiвняння в точцi (𝑥𝑛, 𝑡𝑗 + 1), щоб зменшити похибку. Отже, рiзницева
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апроксимацiя рiвняння теплопровiдностi з використанням чисто неявної
схеми виглядає наступним чином

𝑦𝑗+1
𝑛 − 𝑦𝑗𝑛

𝜏
= 𝑎2

𝑦𝑗+1
𝑛+1 − 2𝑦𝑗+1

𝑛 + 𝑦𝑗+1
𝑛−1

ℎ2
+ 𝑓 𝑗+1

𝑛 , 𝑛 = 1,2,...,𝑁 − 1; 𝑗 = 0,1,...,𝐽 − 1.

(2.8)

Дослiдимо неявну схему на стiйкiсть, використовуючи початковi данi,
методом гармонiк. Для цього вiзьмемо до розгляду однорiдне рiвняння

𝑦𝑗+1
𝑛 − 𝑦𝑗𝑛

𝜏
= 𝑎2

𝑦𝑗+1
𝑛+1 − 2𝑦𝑗+1

𝑛 + 𝑦𝑗+1
𝑛−1

ℎ2
. (2.9)

Пiдставивши 𝑦𝑗𝑛 = 𝜆𝑗
𝑞𝑒

𝑖𝑞𝑥𝑛, 𝛼𝑞 = 𝑞ℎ i, скоротивши на 𝜆𝑗
𝑞𝑒

𝑖𝑞𝑥𝑛, отримаємо:

𝜆𝑞 − 1− 𝑎2𝜏

ℎ2
𝜆𝑞(𝑒

𝑖𝛼𝑞 − 2 + 𝑒−𝑖𝛼𝑞) = 0 ⇒ (2.10)

𝜆𝑞(𝛼𝑞) =
1

1 + 4𝑟𝑎2 sin2
𝛼𝑞

2

, 𝑟 =
𝜏

ℎ2
. (2.11)

Спектр 𝜆𝑞(𝛼𝑞) заповнює вiдрiзок дiйсної осi:

1

1 + 4𝑟𝑎2
≤ 𝜆𝑞(𝛼𝑞) ≤ 1, (2.12)

тобто, незалежно вiд обраного 𝑟, необхiдна умова стiйкостi |𝜆𝑞| ≤ 1 все
одно виконується. Можна показати, що неявна схема для рiвняння тепло-
провiдностi справдi є безумовно стiйкою, тобто стiйкою при будь-якому
спiввiдношеннi крокiв 𝜏 i ℎ сiтки [4].

Метод прогонки для систем з трьохдiагональною матрицею

Основним прямим методом, використовуваним для розв’язання СЛАУ,
що виникають в рiзницевих схемах для початково-краєвих задач математи-
чної фiзики, є метод прогонки i можливi його варiанти. Класичний варiант
методу прогонки, також вiдомий як монотонна права прогонка, являє собою
метод Гауса без вибору головного елемента для систем з трьохдiагональною
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матрицею. Вiзьмемо до розгляду систему:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−𝑐0𝑦0 + 𝑏0𝑦1 = −𝑓0, (𝑖 = 0)

𝑎𝑖𝑦𝑖−1 − 𝑐𝑖𝑦𝑖 + 𝑏𝑖𝑦𝑖+1 = −𝑓𝑖, (𝑖 = 1,2,...,𝑁 − 1),

𝑎𝑁𝑦𝑁−1 − 𝑐𝑁𝑦𝑁 = −𝑓𝑁 , (𝑖 = 𝑁).

(2.13)

Будемо формально виключати елементи нижче головної дiагоналi, а
потiм сформуємо достатнi умови для застосування вiдповiдного алгоритму.
Нехай 𝑐0 ̸= 0. Тодi перше рiвняння системи перепишемо так:

𝑦0 =
𝑏0
𝑐0
𝑦1 +

𝑓0
𝑐0

= 𝛼0𝑦1 + 𝛽0 (2.14)

Виключимо з другого рiвняння 𝑦0:

a1𝑦0 − 𝑐1𝑦1 + 𝑏1𝑦2 = −𝑓1 ⇒ 𝑎1(𝛼0𝑦1 + 𝛽0)− 𝑐1𝑦1 + 𝑏1𝑦2 = −𝑓1 ⇒

y1 = 𝑏1
𝑐1−𝑎1𝛼0

𝑦2 +
𝑓1+𝑎1𝛽0

𝑐1−𝑎1𝛼0
= 𝛼1𝑦2 + 𝛽1,

𝛼1 =
𝑏1

𝑐1−𝑎1𝛼0
,𝛽1 =

𝑓1+𝑎1𝛽0

𝑐1−𝑎1𝛼0
, 𝑐1 − 𝑎1𝛼0 ̸= 0.

⎧⎨⎩𝑦𝑖 = 𝛼𝑖𝑦𝑖+1 + 𝛽𝑖,𝑖 = 0,1,...,𝑁 − 1

𝑦𝑁 = 𝛽𝑁 ,
(2.15)

𝛼0 = 𝑏0
𝑐0
, 𝛽0 = 𝑓0

𝑐0
, 𝛼𝑖 =

𝑏𝑖
𝑐𝑖−𝑎𝑖𝛼𝑖−1

, 𝛽𝑖 =
𝑓𝑖+𝑎𝑖𝛽𝑖−1

𝑐𝑖−𝑎𝑖𝛼𝑖−1
. Обчислення коефiцiєнтiв 𝛼

i 𝛽 за цими формулами називається прямим ходом прогонки. Пiсля їх
знаходження, розв’язок вихiдної системи може бути знайдений в результатi
зворотнього ходу прогонки:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

−𝑐0𝑦0 + 𝑏0𝑦1 = −𝑓0, (𝑖 = 0)

𝑎𝑖𝑦𝑖−1 − 𝑐𝑖𝑦𝑖 + 𝑏𝑖𝑦𝑖+1 = −𝑓𝑖, (𝑖 = 1,2,...,𝑁 − 1),

𝑎𝑁𝑦𝑁−1 − 𝑐𝑁𝑦𝑁 = −𝑓𝑁 , (𝑖 = 𝑁)

(2.16)

Задаємо початкову умову для розв’язання системи
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑟
ℎ2𝑦

𝑗+1
𝑛−1 − (1 + 2𝑟

ℎ2 )𝑦
𝑗+1
𝑛 + 𝑟

ℎ2𝑦
𝑗+1𝑛+ 1 = −(𝑦𝑗𝑛 + 𝑟𝑥𝑛),

𝑦𝑁 = 𝛽𝑁 ,

𝑦𝑗+1
𝑁−1 − 𝑦𝑗+1

𝑁 = −ℎ𝑡𝑗+1

𝑛 = 1,2,...,𝑁 − 1.

(2.17)

для 𝑛 = 0, 1,..., 𝑁 та в циклi по 𝑗 = 0, 1,...,𝐽−1 розв’язуємо систему методом
прогонки [5].

Варiанти методу прогонки

Потоковий варiант методу прогонки

Розглянемо один з варiантiв методу прогонки, який знайшов своє
застосування в розв’язаннi рiзницевих задач з коефiцiєнтами, якi сильно
змiнюються. Яскравим прикладом є задачi гiдродинамiки з теплопровiднi-
стю i магнiтної гiдродинамiки, де коефiцiєнти теплопровiдностi, електро-
провiдностi залежать вiд термодинамiчних параметрiв середовища [9].

Часто в таких задачах, окрiм самого розв’язання, необхiдним є знахо-
дження потоку тепла(теплова задача). При розв’язаннi рiзницевих рiвнянь
другого порядку, до яких зводяться рiзницевi схеми для цих задач, за фор-
мулами звичайної прогонки часто вiдбувається незначна втрата точностi.
Використання числового диференцiювання для обчислення потоку призво-
дить до незадовiльного результату. Позбутися вiд цього недолiку вдається
шляхом переходу до так званого потокового варiанту методу прогонки,
формули для якого можно отримати в результатi перетворення формул
звичайної прогонки [9].

Отже, беремо до розгляду рiзницеву краєву задачу

− 𝑎𝑖𝑦𝑖−1 + 𝑐𝑖𝑦𝑖 − 𝑎𝑖+1𝑦𝑖+1 = 𝑓𝑖, (2.18)

𝑦0 − 𝑥1𝑦1 = 𝜇1, 𝑦𝑁 − 𝑥2𝑦𝑁−1 = 𝜇2,
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де
𝑐𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+1 + 𝑑𝑖, 0 < 𝑎𝑖 < ∞, (2.19)

𝑑𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2,...,𝑁 − 1, |𝑥1| ≤ 1, |𝑥2| ≤ 1. (2.20)

Формули правої прогонки з врахуванням (2.19) для задачi (2.18) набувають
вигляду

𝑦𝑖 = 𝛼𝑖+1𝑦𝑖+1 + 𝛽𝑖+1, 𝑖 = 𝑁 − 1,𝑁 − 2,...,0,𝑦𝑁 =
𝜇2 + 𝑥2𝛽𝑁

1− 𝑥2𝛼𝑁
, (2.21)

𝛼𝑖+1 =
𝑎𝑖+1

𝑎𝑖+1 + 𝑑𝑖 + 𝑎𝑖(1− 𝛼𝑖)
,𝑖 = 1,2,...,𝑁 − 1, 𝛼1 = 𝑥1, (2.22)

𝛽𝑖+1 = (𝑓𝑖 + 𝑎𝑖𝛽𝑖)
𝛼𝑖+1

𝑎𝑖+1
,𝑖 = 1,2,...,𝑁 − 1, 𝛽1 = 𝜇1. (2.23)

Введемо нову невiдому сiткову функцiю (потiк) за формулою

𝜔𝑖 = −𝑎𝑖(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖−1), 𝑖 = 1,2,...,𝑁, (2.24)

i перепишемо (2.18) у виглядi

𝜔𝑖+1 − 𝜔𝑖 + 𝑑𝑖𝑦𝑖 = 𝑓𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 − 1, (2.25)

𝑦0 − 𝑥1𝑦1 = 𝜇1,𝑖 = 0,

−𝑥2𝜔𝑁 + 𝑎𝑁(1− 𝑥2)𝑦𝑁 = 𝑎𝑁𝜇2, 𝑖 = 𝑁.

y0 − 𝑥1𝑦1 = 𝜇1,𝑖 = 0, (2.24)

𝑦𝑖 = 𝑦𝑖+1 +
1

𝑎𝑖+1
𝜔𝑖+1, 𝑖 = 0,1,...,𝑁 − 1,

пiдставимо в (2.21). В результатi знайдемо спiввiдношення, яке зв’язує
𝑦𝑖+1 i 𝜔𝑖+1:

𝜔𝑖+1 + 𝑎𝑖+1(1−𝛼𝑖+1)𝑦𝑖+1 = 𝑎𝑖+1𝛽𝑖+ 1, 𝑖 = 0,1,...,𝑁 − 1. Введемо позна-
чення

𝛼𝑖 = 𝑎𝑖(1− 𝛼𝑖), 𝛽𝑖 = 𝛼𝑖𝛽𝑖, 𝑖 = 1,2,...,𝑁,
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перепишемо це спiввiдношення у виглядi

𝜔𝑖 + 𝛼𝑖𝑦𝑖 = 𝛽𝑖 (2.26)

𝑖 = 1,2,...,𝑁.

Звернемо увагу на той факт, що рiвняння (2.25), (2.26) представля-
ють собою алгебраїчну систему, яка мiстить 2𝑁 + 1 рiвняння вiдносно
2𝑁 + 1 невiдомих 𝑦0,𝑦1,...,𝑦𝑁 i 𝜔1,𝜔2,...,𝜔𝑁 . Структура цiєї системи така, що
вона розкладається на двi незалежнi системи для невiдомих 𝑦0,𝑦1,...,𝑦𝑁 i
𝜔1,𝜔2,...,𝜔𝑁 . Побудуємо цi системи [9].

З (2.26) виразимо 𝑦𝑖 : 𝑦𝑖 = (𝛽𝑖 − 𝜔𝑖)/𝛼𝑖, 𝑖 = 1,2,...,𝑁 i пiдставимо в
рiвняння системи (2.25) для 𝑖 = 1,2,...,𝑁 . В результатi отримаємо рiвняння

𝜔𝑖 =
𝛼𝑖

𝛼𝑖 + 𝑑𝑖
𝜔𝑖+1 +

𝑑𝑖𝛽𝑖 − 𝛼𝑖𝑓𝑖
𝛼𝑖 + 𝑑𝑖

, (2.27)

𝑖 = 𝑁 − 1,𝑁 − 2,...,1,

𝜔𝑁 =
𝑎𝑁 [(1− 𝑥2)𝛽𝑁 − 𝛼𝑁𝜇2]

(1− 𝑥2)𝛼𝑁 + 𝛼𝑁𝑥2
,

розв’язуючи якi послiдовно знайдемо всi 𝜔𝑖.

Отримаємо тепер рiвняння для 𝑦𝑖. Для цього виразимо 𝜔𝑖 з (2.26):
𝜔𝑖 = −𝛼𝑖𝑦𝑖 + 𝛽𝑖, 𝑖 = 1,2,...,𝑁 i пiдставимо в (2.25) для 𝑖 = 1,2,...,𝑁 . В
результатi отримаємо рiвняння

𝑦𝑖 =
𝛼𝑖+1

𝛼𝑖 + 𝑑𝑖
𝑦𝑖+1 +

𝑓𝑖 − 𝛽𝑖+1 + 𝛽𝑖
𝛼𝑖 + 𝑑𝑖

, (2.28)

𝑖 = 𝑁 − 1,𝑁 − 2,...,1, 𝑦0 = 𝑥1𝑦1 + 𝜇1, 𝑦𝑁 = 𝑥2𝛽𝑁+𝑎𝑁𝜇2

(1−𝑥2)𝑎𝑁+𝛼𝑁𝑥2

для послiдовного обчислення 𝑦𝑖.

Вкажемо рекурентнi формули для обчислення 𝛼𝑖 i 𝛽𝑖. Використовуючи
(2.22) i (2.23), знайдемо

𝛼𝑖+1 = 𝑎𝑖+1(1− 𝛼𝑖+1) =
𝑎𝑖+1[𝑎𝑖(1− 𝛼𝑖) + 𝑑𝑖]

𝑎𝑖+1 + 𝑑𝑖 + 𝑎𝑖(1− 𝛼𝑖)
=

𝑎𝑖+1(𝛼𝑖 + 𝑑𝑖)

𝑎𝑖+1 + 𝛼𝑖 + 𝑑𝑖
, (2.29)
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𝑖 = 1,2,...,𝑁 − 1, 𝛼1 = 𝑎1(1− 𝑥1),

𝛽𝑖+1 = 𝑎𝑖+1𝛽𝑖+1 =
𝑎𝑖+1(𝑓𝑖 + 𝛽𝑖)

𝑎𝑖+1 + 𝛼𝑖 + 𝑑𝑖
, (2.30)

𝑖 = 1,2,...,𝑁 − 1, 𝛽1 = 𝑎1𝜇1.

З умов (2.19), (2.20) i формул (2.29) витiкає, що 𝛼𝑖 ≥ 0. Тодi коефiцiєнт
𝛼𝑖/(𝛼𝑖+𝑑𝑖) в формулi (2.27) не перебiльшує одиницю, що забезпечує стiйкiсть
алгоритму при обчисленнi 𝜔𝑖. Далi, так як з умов 𝛼𝑖 ≥ 0 i 𝑑𝑖 > 0 витiкає, що
𝑎𝑖+1 < 𝑎𝑖+1+𝛼𝑖+𝑑𝑖, тодi в силу (2.29) справедлива нерiвнiсть 𝛼𝑖+1 < 𝛼𝑖+𝑑𝑖.
Тому коефiцiєнт 𝛼𝑖+1/(𝛼𝑖 + 𝑑𝑖) в формулi (2.28) завжди менше вiд одиницi,
що забезпечує стiйкiсть при знаходженнi 𝑦𝑖. Вiдмiтимо, що знаменник у
виразах для 𝜔𝑁 i 𝑦𝑁 завжди бiльше вiд нуля [9].

Отже, алгоритм потокової прогонки описується формулами (2.27)-
(3.1). Варто вiдмiтити, що вказаними рекурентними формулами для 𝛼𝑖

i 𝛽𝑖, а також виразами для 𝑦𝑁 i 𝜔𝑁 доцiльно скористатися у випадку,
якщо 𝑎𝑖+1 < 1. Якщо 𝑎𝑖+1 ≥ 1, то рекомендують використовувати наступнi
формули, отримуванi з (2.27)-(3.1) дiленням чисельника i знаменника дробiв
на 𝑎𝑖+1:

𝛼𝑖+1 =
𝛼𝑖+𝑑𝑖

1+(𝛼𝑖+𝑑𝑖)/𝑎𝑖+1
, 𝛽𝑖+1 =

𝑓𝑖+𝛽𝑖

1+(𝛼𝑖+𝑑𝑖)/𝑎𝑖+1
,

𝑦𝑁 = 𝑥2𝛽𝑁/𝑎𝑁+𝜇2

1−𝑥2+𝑥2𝛼𝑁/𝑎𝑁
, 𝜔𝑁 = (1−𝑥2)𝛽𝑁−𝛼𝑁𝜇2

1−𝑥2+𝑥2𝛼𝑁/𝑎𝑁
.

Циклiчний варiант методу прогонки

Розглянемо наступну систему

− 𝑎𝑖𝑦𝑖−1 + 𝑐𝑖𝑦𝑖 − 𝑏𝑖𝑦𝑖+1 = 𝑓𝑖, 𝑖 = 0,±1,±2,..., (2.31)

коєефiцiєнти та права частина, якої перiодична з перiодом 𝑁 :

𝑎𝑖 = 𝑎𝑖+𝑁 , 𝑏𝑖 = 𝑏𝑖+𝑁 , 𝑐𝑖 = 𝑐𝑖+𝑁 , 𝑓𝑖 = 𝑓𝑖+𝑁 (2.32)
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При виконаннi умови (2.32) розв’язок системи (3.2), якщо вiн iснує, теж
буде перiодичним з перiодом 𝑁 , тобто:

𝑦𝑖 = 𝑦𝑖+𝑁 . (2.33)

Тому достатньо знайти розв’язок 𝑦𝑖, наприклад, при 𝑖 = 0,1,...,𝑁 − 1. В
цьому випадку (3.2)-(2.33) можна записати так:

− 𝑎0𝑦𝑁−1 + 𝑐0𝑦0 − 𝑏0𝑦1 = 𝑓0, 𝑖 = 0, (2.34)

−𝑎𝑖𝑦𝑖−1 + 𝑐𝑖𝑦𝑖 − 𝑏𝑖𝑦𝑖+1 = 𝑓𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 − 1,

𝑦𝑁 = 𝑦0. (2.35)

Умову (2.35) ми додали до системи (2.34), щоб з рiвняння системи для
𝑖 = 𝑁 − 1 не виключати 𝑦𝑁 , замiнюючи його на 𝑦0. Це дозволяє зберегти
один вигляд для рiвняння (2.34) при 𝑖 = 1,2,...,𝑁 − 1 [9].

Якщо ввести вектори невiдомих 𝑌 = (𝑦𝑜, 𝑦1,..,𝑦𝑁−1) та праву частину
𝐹 = (𝑓0,𝑓1,...,𝑓𝑁−1), то (2.34), (2.35) можна записати у векторному виглядi
𝐴𝑌 = 𝐹 , де

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐0 −𝑏0 0 0 ... 0 0 −𝑎0

−𝑎𝑖 𝑐1 −𝑏1 0 ... 0 0 0

0 −𝑎2 𝑐2 −𝑏2 ... 0 0 0

. . . . . . . .

0 0 0 0 ... 𝑐𝑁−3 −𝑏𝑁−3 0

0 0 0 0 ... −𝑎𝑁−2 𝑐𝑁−2 −𝑏𝑁−2

−𝑏𝑁−1 0 0 0 ... 0 −𝑎𝑁−1 𝑐𝑁−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
- матриця системи (2.34), (2.35). Для знаходження розв’язку системи

(2.34), (1.35) побудуємо варiант методу прогонки, який називається методом
циклiчної прогонки.

Розв’язок задачi (2.34), (2.35) знайдемо у виглядi лiнiйної комбiнацiї
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сiткових функцiй 𝑢𝑖, 𝑣𝑖:

𝑦𝑖 = 𝑢𝑖 + 𝑦0𝑣𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁, (2.36)

де 𝑢𝑖 э розв’язком неоднорiдної триточкової крайової задачi

− 𝑎𝑖𝑢𝑖−1 + 𝑐𝑖𝑢𝑖 − 𝑏𝑖𝑢𝑖+1 = 𝑓𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 − 1, 𝑢0 = 0, 𝑢𝑁 = 0. (2.37)

з однорiдними крайовими умовами, а 𝑣𝑖 - розв’язок однорiдної триточкової
крайової задачi

− 𝑎𝑖𝑣𝑖−1 + 𝑐𝑖𝑣𝑖 − 𝑏𝑖𝑣𝑖+1 = 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 − 1, 𝑣0 = 1, 𝑣𝑁 = 1. (2.38)

з неоднорiдними крайовими умовами.

Знайдемо, за якої умови 𝑦𝑖 (2.36) шуканий розв’язок iснує. Помно-
живши (2.38) на 𝑦0, додаючи до (2.37) та враховуючи (2.36), отримаємо,
що рiвняння (2.35) для 𝑖 = 1, 2, .., 𝑁 − 1 будуть виконанi. З крайових умов
для 𝑢𝑖, 𝑣𝑖 бачимо, що буде виконано спiввiдношення (2.35). Таким чином,
якщо 𝑦𝑖, що визначається за формулою (2.36), буде задовiльняти рiвнянню
системи (2.34), яке залишилось невикористаним, для 𝑖 = 0, то задача буде
розв’язана. Пiдставляючи (2.36) в це рiвняння, отримаємо

− 𝑎0𝑢𝑁−1 + 𝑎0𝑦0𝑣𝑁−1 + 𝑐0𝑦0 − 𝑏0𝑢1 − 𝑏0𝑦0𝑣1 = 𝑓0. (2.39)

Таким чином, якщо обрати 𝑦0 за формулою

𝑦0 =
𝑓0 + 𝑎0𝑢𝑁−1 + 𝑏0𝑢1
𝑐0 − 𝑎0𝑣𝑁−1 − 𝑏0𝑣1

, (2.40)

то рiвнiсть (2.39) буде виконана та розв’язок задачi (2.34) та (2.35) можна
знайти за формулою (2.36) [9].

Зупинимося тепер на розв’язаннi систем (2.37) та (2.38). Вони є окре-
мими випадками триточкових систем рiвняння. Для (2.37) та (2.38) формули
прогонки приймають наступний вигляд:

𝑢𝑖 = 𝛼𝑖+1𝑢𝑖+1 + 𝛽𝑖+1, 𝑖 = 𝑁 − 1,𝑁 − 2,...,1,𝑢𝑁 = 0, (2.41)
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𝑣𝑖 = 𝛼𝑖+1𝑣𝑖+1 + 𝛾𝑖+1, 𝑖 = 𝑁 − 1,𝑁 − 2,...,1,𝑣𝑁 = 1,

де прогоночнi коефiцiєнти 𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝛾𝑖 знаходяться за наступними фор-
мулами:

𝛼𝑖+1 =
𝑏𝑖

𝑐𝑖 − 𝑎𝑖𝛼𝑖
, 𝑖 = 1,2,...,𝑁, 𝛼1 = 0, (2.42)

𝛽𝑖+1 =
𝑓𝑖 + 𝑎𝑖𝛽𝑖
𝑐𝑖 − 𝑎𝑖𝛼𝑖

, 𝑖 = 1,2,...,𝑁, 𝛽1 = 0, (2.43)

𝛾𝑖+1 =
𝑎𝑖𝛾𝑖

𝑐𝑖 − 𝑎𝑖𝛼𝑖
, 𝑖 = 1,2,...,𝑁, 𝛾1 = 1, (2.44)

Перетворимо (2.40). З (2.41) отримаємо 𝑢𝑁−1 = 𝛼𝑁𝑢𝑁 + 𝛽𝑁 = 𝛽𝑁 , 𝑣𝑁−1 =

𝛾𝑁+𝛼𝑁 . Пiдставимо цi вирази в (2.40) та врахуємо умови (2.32), (2.42)-(2.44):

𝑦0 =
𝑓𝑁+𝑎𝑁𝛽𝑁+𝛽𝑁𝑢1

𝑐𝑁−𝑎𝑁𝛼𝑁−𝑎𝑁𝛾𝑁−𝑏𝑁𝑣1
= 𝛽𝑁+1+𝛼𝑁+1𝑢1

1−𝛾𝑁+1−𝛼𝑁+1𝑣1
.

Побудовано алгоритм розв’язання задачi (2.34), (2.35), який має назву -
метод циклiчної прогонки:

𝛼2 = 𝑏1/𝑐1, 𝛽2 = 𝑓1/𝑐1,𝛾2 = 𝑎1/𝑐1,

𝛼𝑖+1 =
𝑏𝑖

𝑐𝑖−𝑎𝑖𝛼𝑖
, 𝛽𝑖+1 =

𝑓𝑖+𝑎𝑖𝑏𝑖
𝑐𝑖−𝑎𝑖𝛼𝑖

, 𝛾𝑖+1 =
𝑎𝑖𝛾𝑖

𝑐𝑖−𝑎𝑖𝛼𝑖
, 𝑖 = 2,3,...,𝑁 ;𝑢𝑁−1 = 𝛽𝑁 , 𝑣𝑁−1−

𝛼𝑁 + 𝛾𝑁 , 𝑢𝑖 = 𝛼𝑖+1𝑢𝑖+1 + 𝛽𝑖+1, 𝑣𝑖 = 𝛼𝑖+1𝑣𝑖+1 + 𝛾𝑖+1, 𝑖 = 𝑁 − 2, 𝑁 − 3,...,1;

y0 = 𝛽𝑁+1+𝛼𝑁+1𝑢1

1−𝛾𝑁+1−𝛼𝑁+1𝑣1
, 𝑦𝑖 = 𝑢𝑖 + 𝑦0𝑣𝑖, 𝑖 = 1,2,...,𝑁 − 1.(2.45)
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РОЗДIЛ 3

РОЗ’ЯЗАННЯ ПОЧАТКОВО - КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI

ТЕПЛОПРОВIДНОСТI ЗА ДОПОМОГОЮ МОВИ

ПРОГРАМУВАННЯ

Обчислювальний експеримент

Для прикладу розглянемо початково-крайову задачу на вiдрiзку 𝑥 ∈
[0,1]: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑢
𝜕𝑡 =

𝜕2𝑢
𝜕𝑥2 + 𝑥, 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 ≤ 1

𝑢(𝑥,0) = 𝑠𝑖𝑛(3𝜋𝑥2 ),

𝑢(0,𝑡) = 0, 𝜕𝑢𝜕𝑥 = 𝑡, 𝑥 = 1.

(3.1)

Спочатку знайдемо аналiтичний розв’язок задачi (4.1). З огляду на її
лiнiйнiсть розв’язок можна шукати як 𝑢(𝑥; 𝑡) = 𝑣(𝑥; 𝑡) + 𝑥𝑡, де функцiя
𝑣(𝑥; 𝑡) задовольняє задачi з однорiдними граничними умовами:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑣
𝜕𝑡 =

𝜕2𝑣
𝜕𝑥2 , 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 ≤ 1,

𝑣(𝑥,0) = 𝑠𝑖𝑛(3𝜋𝑥2 ),

𝑣(0,𝑡) = 0, 𝜕𝑣𝜕𝑥 = 0, 𝑥 = 1.

(3.2)

Використовуючи метод роздiлення змiнних, отримаємо: 𝑣 = 𝑒(
−3𝜋
2 )2𝑡𝑠𝑖𝑛(3𝜋𝑥2 ).

Отже, аналiтичний розв’язок задачi (2.1) має вигляд (рис.2.1):

𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑥𝑡+ 𝑒(
−3𝜋
2 )2𝑡𝑠𝑖𝑛(3𝜋𝑥2 )

Для отримання чисельного розв’язку проведемо обчислювальний експери-
мент, використовуючи пакет для iнженерних та математичних розрахункiв.
Побудуємо програму. Знайдемо розв’язки задачi за допомогою потокового
та циклiчного варiантiв методу прогонки. Результати експерименту пред-
ставленi нижче на рисунках (3.1—3.5).

Пiдрахуємо число арифметичних дiй, якi необхiднi для реалiзацiї
(2.27)-(3.1). При розумному обчисленнi, коли загальнi для декiлькох формул
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Рис. 3.1. Аналiтичний розв’язок задачi (3.1)—(3.2).

Рис. 3.2. Чисельний розв’язок задачi (3.1)—(3.2) за допомогою явної схеми
та похибка чисельного рiшення за допомогою явної схеми.

Рис. 3.3. Чисельний розв’язок задачi (3.1)—(3.2) за допомогою неявної схеми
та похибка чисельного рiшення за допомогою неявної схеми
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Рис. 3.4. Чисельний розв’язок задачi (3.1)—(3.2) за допомогою потокового
варiанту методу прогонки та її похибка на сiтцi

Рис. 3.5. Чисельний розв’язаок задачi (3.1)—(3.2) за допомогою циклiчного
варiанту методу прогонки та її похибка на сiтцi
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вирази обчислюються за один раз, а загальнi множники при декiлькох
доданках виносяться за дужку, число дiй для (2.27)-(3.1) складає 𝑄 =

21𝑁+1 операцiй. Це приблизно в 2 рази бiльше того числа дiй, якi необхiдно
було би витратити, щоби за формулами звичайної прогонки знайти розв’язок
𝑦𝑖 задачi (2.18), а потiм за формулою (2.24) знайти потiк 𝜔𝑖 [9].

Розрахунок показує, що для реалiзацiї методу необхiдно 6(𝑁 − 1)

множень, 5𝑁 − 3 додавань та вiднiмань, 3𝑁 + 1 дiлень. Загальне число:
𝑄 = 14𝑁 − 8 [9].
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ВИСНОВКИ

В роботi розглянуто початково-крайову задачу теплопровiдностi. На-
ведено схему побудови числових розв’язкiв початково-крайової задачi для
рiвняння параболiчного типу.

Проведено обчислювальний експеримент. Розв’язок знайдено за до-
помогою методу прогонки та модифiкацiй методу прогонки: потокового та
циклiчного варiантiв. При розв’язаннi рiвнянь з коефiцiєнтами, якi сильно
змiнюються, застосовується потоковий варiант методу прогонки. В випадку
теплових задач можуть мати мiсце адiабатичнi дiлянки, де теплопровiднiсть
вiдсутня, а також iзотермiчнi дiлянки, де теплопровiднiсть нескiнченно ве-
лика. Для знаходження перiодичного розв’язку нескiнченної послiдовностi
рiвнянь з перiодичними коефiцiєнтами використовується циклiчний варiант
методу прогонки. Розглянуто питання стiйкостi та збiжностi методу.

Пiдтверджено, що циклiчний та потоковий варiанти методу прогонки
являються стiйкими, так як в основу розв’язання задачi покладено звичай-
ний метод прогонки, що є стiйким при додатнiх значеннях коефiцiєнтiв, а
знаменник початкового значення сiткової функцiї не обертається в нуль.
Збiжнiсть методiв пiдтверджено експериментом.
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ДОДАТОК А. КОД ПРОГРАМИ

Код програми для розв’язання початково - крайової задачi
теплопровiдностi з використанням методу прогонки.

clc ;
b = 1 ;
h = 0 . 1 ;
x = 0 : h : b ;
N = length ( x ) ;
Nx = N;
t_end = 10 ;
M = 1 ;
mu = 40 . 0 ;
r = 72 ;
S = 46 ;
T0 = 120
T1 = 0 ;
T2 = 0 ;
bt = mu/( r ∗S ) ;
hx = M/(Nx−1);
tau = 0 .25∗ ( hx^2)/ bt ;
tau_t (Nx) = 0 ;
for m = 1 :Nx

i f m < ce i l (Nx/4)
r (m) = 72 ;

e l s e i f m > ce i l (2∗Nx/3)
r (m) = 40 ;

else r (m) = 150 ;
end ;

end ;
for m = 1 :Nx

bt (m) = mu/( r (m)∗S ) ;
tau_t (m) = 0 .25∗ ( hx^2)/ bt (m) ;

end ;
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tau = min( tau_t ) ;
T = ones (Nx, 1 ) ∗T0 ;
Rtime = 0 ;
T(1) = 0 ;
T(end) = 0 ;
for m = 1 :Nx

k_x(m)= (mu/( r (m)∗S ) )∗ tau/hx^2;
end ;

plot (x , T, ' Color ' , ' red ' , ' LineWidth ' , 3 ) ;
hold on
while Rtime < t_end

Rtime = Rtime + tau ;

TT=T;
for m = 2 :Nx−1

for n = 2 :Ny−1
for p = 2 :Nz−1

H(m, n , p) = H(m, n , p) +
tau/hx∗(( −1)∗(T(m, n , p)−T(m−1,n , p ) )
/(hx /2∗(1/mu(m−1,n , p)+1/mu(m, n , p ) ) ) − . . .

(−1)∗(T(m+1,n , p)−T(m, n , p ) )
/(hx/2∗(1/mu(m, n , p)+1
/mu(m+1,n , p ) ) ) ) + . . .
tau/hy∗(( −1)∗(T(m, n , p)−T(m, n−1,p ) )
/(hy/2∗(1/mu(m, n−1,p)+1
/mu(m, n , p ) ) ) − . . .
(−1)∗(T(m, n+1,p)−T(m, n , p ) )
/(hy/2∗(1/mu(m, n , p)+1
/mu(m, n+1,p ) ) ) ) + . . .
tau/hz ∗(( −1)∗(T(m, n , p)−T(m, n , p−1))
/( hz /2∗(1/mu(m, n , p−1)+1
/mu(m, n , p ) ) ) − . . .
(−1)∗(T(m, n , p+1)−T(m, n , p ) )
/( hz /2∗(1/mu(m, n , p)+1
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/mu(m, n , p+1) ) ) ) ;
end

end
end

plot (x ,T) ;
t i t l e (num2str(Rtime ) ) ;
hold on
pause ( 0 . 5 ) ;

end
plot (x , T, ' Color ' , ' b lue ' , ' LineWidth ' , 5 ) ;
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