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Рачинська А. Л. Швидке обертання динамічно несиметричного супутни­
ка у гргівітаційному полі. Вивчається швидкий обертальний рух відносно центру 
мас динамічно несиметричного супутника у гравітаційному полі. Рух відбувається по 
еліптичній орбіті. Проведено чисельне дослідження годографа вектора кінетичного мо­
менту у тривимірному просторі.
Ключові слова: супутник, гравітаційний момент, вектор кінетичного моменту, годо­
граф.

Рачинская А. Л. Быстрое вращение динамически несимметричного спут­
ника в гравитационном поле. Изучается быстрое враш;ательное движение относи­
тельно центра масс динамически несимметричного спутника в гравитационном поле. 
Движение происходит по эллиптической орбите. Проведено численное исследование го­
дографа вектора кинетического момента в трехмерном пространстве.
Ключевые слова: спутник, гравитационный момент, вектор кинетического момента, 
годограф.

Rachinskaya А. L. The rapid rotation of a dynamically asymmetric satel­
lite in a gravitational field. We study the rapid rotary motion of the mass center of a 
dynamically asymmetric satellite in a gravitational field. The motion occurs in an elliptical 
orbit. A  numerical study of the vector locus kinetic moment in three dimensions.
Key words; satellite, gravity moment, the angular momentum vector, hodograph.

В в е д е н и е . Рассмотрим движение спутника относительно центра масс под 
действием момента сил гравитационного притяжения. Вращательные движения 
рассматриваются в рамках модели динамики твердого тела, центр масс которого 
движется по эллиптической орбите вокруг Земли. Задачи динамики, обощенные 
и осложненные учетом различных возмущаюпщх факторов, и в настоящее время 
остаются достаточно актуальными. Исследованию вращательных движений тел 
относительно неподвижной точки под действием возмущающих моментов сил 
различной природы (гравитационных, аэродинамических, электормагнитных и 
др.), близкому к приводимому ниже, посвящены работы [1- 6].

О с н о в н ы е  р е з у л ь т а т ы
1. Постановка задачи. Введем три декартовые системы координат, нача­

ло которых совместим с центром инерции спутника [1-3]. Система координат 
Oxi {і =  1,2,3) движется поступательно вместе с центром инерции: ось Ох\ па­
раллельна радиус вектору перигея орбиты, ось 0 x 2 ~ вектору скорости центра
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масс спутника в перигее, ось Ох^ -  нормали к плоскости орбиты. Система ко­
ординат Оуі (і =  1,2,3) связана с вектором кинетического момента G. Ось Оу^ 
направлена по вектору кинетического момента G, ось Оу2 лежит в плоскости 
орбиты (т.е. в плоскости 0 x 1x 2), ось Оуі лежит в плоскости Ох^уз и направлена 
так, что векторы у і, у 2, уз образуют правую тройку [1-3]. Оси системы коорди­
нат Ozi (і =  1, 2,3) связаны с главными центральными осями инерции твердого 
тела. Взаимное положение главных центральных осей инерции и осей Оуі опреде­
лим углами Эйлера. При этом направляющие косинусы aij осей Zi относительно 
системы Оуі выражаются через углы Эйлера ф, в по известным формулам [1]. 
Положение вектора кинетического момента G относительно его центра масс в 
системе координат Охі определяются углами А и (5.

Уравнения движения тела относительно центра масс запишем в форме [2]:
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Здесь Li [і =  1,2,3) -  моменты внешних сил относительно осей Оуі, G -  
величина кинетического момента, А і (і =  1, 2, 3) -  главные центральные моменты 
инерции относительно осей Ozi.

Центр масс спутника движется по кеплеровскому эллипсу с эксцентрисите­
том е и периодом обращения Q. Зависимость истинной аномалии и от времени t 
дается соотношением

diy
dt

Wo(l е cos І/
(1 -  е2)3/2

2тг
(2)

где ссо -  угловая скорость орбитального движения, е -  эксцентриситет орбиты.
Рассматривается динамически несимметричный спутник, моменты инерции 

которого для определенности удовлетворяют неравенству Ці > Ц2 > ^ 3j в пред­
положении, что угловая скорость сэ движения спутника относительно центра масс 
существенно больше угловой скорости орбитального движения сад, т.е. coq/lo ~  
Aiu>o/G 1. В этом случае кинетическая энергия вращения тела велика по 
сравнению с моментами возмущающих сил. Для такой модели возмущающего 
момента вводится малый параметр є -С 1 так, чтобы сад =  є По.

Проекции Li момента внешних сил на оси Оуі записываются в виде [2]. Здесь 
приведена проекция на ось Оуі , на другие оси проекции имеют аналогичный вид
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і і = ±  ( M , s „  -

(3)

(1 - е 2)
З

Sjnj =  ApajpUmp, (Зі =  cos {v — А) cos д.
р = і

/?2 =  sin (г/ — А ), /?з =  cos (г/ — А) sin З.

В некоторых случаях удобно наряду с переменной в использовать в качестве 
дополнительной переменной важную характеристику кинетическую энергию Т, 
производная которой имеет вид

dT 2Т  ̂ ^  ^
—  — -ррЬз +  Gsin0
at G

sin̂  Р COs2 р
А\ Д2 A 3 ,

(  1 1
sin cos I —

Аз

(4)

Ставится задача исследовать решение системы (1) — (4) при малом є на боль­
шом промежутке времени t є“ .̂ Для решения задачи будем применять метод 
усреднения [7].

2. Процедура метода усреднения. Рассмотрим невозмугценное движение 
(є =  0), когда моменты внешних сил равны нулю. В этом случае врагцение твердо­
го тела является движением Эйлера—Пуансо. Величины G, 3, А, Т, і/ обращаются 
в постоянные, а (р, ф, 9 -  некоторые с1эункции времени t. Медленными перемен­
ными в возмущенном движении будут G, 3, А, Т, и, а быстрыми -  углы Эйлера 
р, ф, в.

Рассмотрим движение при условии 2TAi ф G  ̂ > 2ТА 2, соответствующем 
траекториям вектора кинетического момента, охватывающим ось наибольшего 
момента инерции А\ [8]. Введем величину

(5)(Ді - Д 2) (С 2 - 2ТАІз

представляющую собой в невозмущенном движении постоянный модуль эллип­
тических функций [9], описывающих это движение.

Для построения усредненной системы первого приближения подставим реше­
ние невозмущенного движения Эйлера—Пуансо [8] в правые части уравнений (1), 
(4) и проведем усреднение по переменной ф, а затем по времени t с учетом зави­
симости р, 9 от t [2]. При этом для медленных переменных 3, А, Т, G сохраняются 
прежние обозначения. В результате получим
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Здесь К  (к) и Е(к) полные эллиптические интегралы первого и второго рода 
соответственно [9]. Из системы (6) видно, что величины кинетического момен­
та и кинетической энергии остаются постоянными, следовательно, постоянным 
остается модуль эллиптических <|)ункций согласно (5).

3. Численный расчет годограф а вектора кинетического момента. 
Для численного расчета было проведено обезразмеривание уравнений системы 
(6) и уравнения (2). Характерными параметрами задачи являются Gq -  кине­
тический момент спутника в начальный момент времени t =  О, По -  величина 
угловой скорости U) движения спутника относительно центра масс в начальный 
момент времени без влияния малого параметра задачи. Безразмерные величины
определяются формулами Ї =  Qot, G 
Система уравнений примет вид:
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Первоначально исследование годографа вектора кинетического момента бу­
дем проводить для спутника с геометрией масс Ді =  8, Аз =  6, Аз =  5, который 
совершает движение по круговой орбите (е =  0). Расчет будет первоначально 
проводиться для параметра є =  0.3. Задаются начальные условия G(0) =  1, 
(5(0) =  7г/4 ,  А;2(0) =  0.9999. Для угла отклонения вектора кинетического мо­
мента относительно плоскости х\хз рассмотрим различные начальные значения 
А(0) =  о, 7г/4 ,  7г/2 ,  что  соответствует кривым 1, 2, 3 рис. 1 и 2. На рис. 1 пред­
ставлены графики изменения угла ориентации Л, на рис. 2 -  угла S. Из рисунка 
видно, что изменение начального условия для функции угла Л приводит к па­
раллельному смеш,ению графиков функции вдоль вертикали на величину Л(0).

л д — ^

200 300

Рис. 1 Рис. 2

Согласно исследованиям, представленным на рис. 2, можно сделать вывод, 
что характер изменения угла ориентации вектора кинетического момента отно-
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сительно вертикали носит периодический характер. Изменение начального зна­
чения функции \{t) приводит к смещению графика функции 5{t) вдоль горизон­
тали вправо и вдоль вертикали вниз. Смещение графика функции 5{t) зависит 
от величины Л(0). Для А(0) =  тг/4 смещение по вертикали равно половине ам­
плитуды, а по горизонтали -  Р / 8, где Р  -  период функции S{t). Для Л(0) =1^12 
смещение по вертикали равно амплитуде, а по горизонтали -  Р/4.

Внесем изменения в начальные условия интегрирования системы (7): G(0) =  
1, Л(0) =  О, А:̂ (0) =  0.9999 для различных значений J(0) =  тг/б, тг/4, тг/З, тг/2, 
2тг/3. Результат интегрирования представлен на рис. 3 и 4. Численное исследо­
вание показало, что функция X(t) может как убывать, так и возрастать, т. е. 
вращение вектора кинетического момента около вертикали может происходить 
в разных направлениях. Направление поворота вектора G зависит от начально­
го значения (5(0). Максимальная скорость увеличения угла Л наблюдается при 
начальном условии (5(0) =  тг/4, при этом поворот осуществляется по ходу часо­
вой стрелки. Минимальная скорость увеличения -  для (5(0) =  тг/2, вектор G в 
этом случае совершает поворот около вертикали по ходу часовой стрелки с по­
стоянным отклонением от вертикали. На рис. 3 кривая 1 соответствует значению 
(5(0) =  7г/4 , кривая 2 и 3 -  (5(0) =  тг/6, тг/З соответственно, кривая 4 -  (5(0) =  2тг/3.

Рис. 4

На рис. 4 представлен результат численного исследования поведения функ­
ции S{t). Видно, что функция имеет одинаковый период колебаний, но разную 
амплитуду. Причем при возрастании начального значения угла (5(0) от 0 до тг/2 
амплитуда возрастает почти в два раза, а при дальнейшем увеличении (5(0) ам­
плитуда функции 6{t) убывает.

Годограф вектора кинетического момента построен на сфере единичного ра­
диуса и имеет вид, представленный на рис. 5. Все кривые построены для на­
чального значения А(0) =  0. Кривые 1, 2, 3 построены для (5(0) =  тг/6, тг/4, тг/З 
соответственно. Видно, что отклонение вектора от вертикали носит периодиче­
ский характер. Во всех представленных расчетных случаях вектор G совершает 
вращение около вертикали по ходу часовой стрелки. Из рис. 5 видно, что за счет 
увеличения скорости изменения угла А выпуклости годографа увеличивают свою 
ширину. Однако сам характер годографа сохраняется во всех расчетных случаях.

Исследуем движение спутника на эллиптической орбите. Расчет проводил­
ся для различных эксцентриситетов: е =  0.04473 — 1-й советский спутник, е =  
0.0487 — 3-й советский спутник и для эллиптических орбит различных эксцен-
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триситетов. Для эллиптических орбит первого и второго советских спутников 
годограф вектора кинетического момента несущественно отличается от годогра­
фа круговой орбиты. На рис. 6 кривая 2 соответствует расчету эллиптической 
орбиты с эксцентриситетом е =  0.1 для d(0) =  тг/3. Расчет 2 показывает, что 
кривая годографа уже не имеет чистого синусоидального вида, в отличие от 
кривой 1 рис. 6, который построен для круговой орбиты (d(0) =  тг/6). Увеличе­
ние эксцентриситета до величины е =  0.421 — сильно эллиптическая орбита — 
дает результат, представленный кривой 3 рис. 6. На кривой 3 явно выражены 
гармоники годографа. Аналогичные результаты получены в [2].

Первые два уравнения системы (6) показывают, что характер изменения уг­
лов ориентации вектора кинетического момента A n d  зависит от величины N*:

N* А 2 +  Аз — 2A i -Ь 3 ( А і - А з) ( А і -А2)А:^
Ai (А2- А з) +  Аз (А і -А2)А;2 

K { k ) - E { k ) '
Аз +  (A2 — Аз)- К{к)к ‘̂

(8)

Данная величина может иметь разный знак, что определяется геометрией 
масс спутника, величиной модуля эллиптических функций к̂  и полными эллип­
тическими интегралами этой же переменной. На рис. 7 показано, что для любого 
значения величины можно найти такую геометрию масс твердого тела, что­
бы величина N* была равна нулю. Для данного исследования было проведено 
обезразмеривание моментов инерции спутника А2 =  ^ ,  Аз =  ^  по величине 
наибольшего момента инерции Ai. Тогда для расчетов A i =  1 и должно выпол­
няться неравенство 1 > Аз > A3.

Кривые, представленные на рис. 7, соответствуют разным значениям модуля 
эллиптических функций: кривая 1 — для к"̂  =  0.9999, кривая 2 -  =  0.8, З
и 4 — для е  =  0.5 и 0.1 соответственно. Для геометрии масс, представленной 
кривыми на рис. 7, углы ориентации Л и <5 остаются постоянными величинами. 
Таким образом, для любого значения величины можно смоделировать спутник 
с такой геометрии масс, что его вектор кинетического момента будет величиной 
постоянной в системе координат Оуі. Если геометрия масс соответствует квад­
ранту выше кривой рис. 7, то годограф вектора кинетического момента имеет 
вид, представленный на рис. 8 кривой 1, для квадранта ниже кривая 2 рис. 8. Из
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Рис. 8

рисунка видно, что меняется направление выпуклости синусоидальных кривых.
Численное исследование показало, что характер годографа сугцественным об­

разом зависит от величины модуля эллиптических функций к .̂
На рис. 9 представлен результат численного исследования годографа вектора 

кинетического момента для различных значений модуля эллиптических функ­
ций. На рис. 9 кривая 1 соответствует значению =  0.9, кривая 2 -  к̂  =  0.8,

кривые 3 и 4 -  =  0.5 и =  0.01 соответственно. Расчет проводился на разных
временных интервалах, так как с уменьшением суіцественно увеличивалась 
скорость поворота вектора G около вертикали.

З а к л ю ч е н и е . Таким образом, в случае возмущенного движения динами­
чески несимметричного спутника в гравитационном поле по эллиптической ор­
бите исследован годограф вектора кинетического момента в трехмерном про­
странстве OxiX2Xs, связанный с плоскостью орбиты спутника. Получено, что 
вид годографа вектора кинетического момента зависит от эксцентриситета ор­
биты спутника, от величины модуля эллиптических функций и геометрии масс 
твердого тела. Показано, что можно смоделировать спутник с такой геометрией 
масс, для которого вектор кинетического момента будет величиной постоянной 
в выбранной системе координат.

Автор благодарит Л. Д. Акуленко и Д. Д. Лещенко за полезные обсуждения.
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