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ВСТУП

Дипломна робота присвячена розв’язанню антиплоскої задачi теорiї
пружностi для кiльця, на зовнiшню грань якого дiє механiчне навантаження,
а всерединi розташована поперечна трiщина. Дана задача є типовою модель-
ною задачею, так як кiльце використовується у рiзноманiтних iнженерних
конструкцiях.

Вихiдна задача зводиться до одновимiрної крайової задачi за допомо-
гою iнтегрального перетворення, що застосовано за узагальненою схемою.
Для знаходження розв’язку побудовано функцiю Грiна. Отримано вирази
для функцiй перемiщення та напружень, що мiстять невiдому функцiю
стрибка перемiщень на трiщинi. Сформульовано сингулярне iнтегральне
рiвняння вiдносно цiєї функцiї та обрано метод його розв’язання.

Графiчнi результати побудованi пiд час дослiдження поведiнки фун-
кцiї перемiщення(Роздiл 3), за умови вiдсутностi трiщини.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглянемо антиплоську задачу для кiльця з трiщиною

𝑟
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑤

𝜕𝜙2
= 0, (1.1)

𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝜙=−𝜋

= 𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝜙=𝜋

, 𝜏𝜙𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝜙=−𝜋

= 𝜏𝜙𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝜙=𝜋

, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏 (1.2)

⇕

𝜕𝑤

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝜙=−𝜋

=
𝜕𝑤

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝜙=𝜋

, − 𝜋 < 𝜙 < 𝜋

Внутрiшня межа кiльца закрiплена:

𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0 (1.3)
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До зовнiшньої межi прикладено навантаження:

𝜏𝑟𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

= 𝑝(𝜙) (1.4)

⇕

𝜕𝑤

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=
𝑝(𝜙)

𝐺

На лiнiї 𝜙 = 0 вiд 𝑐0 до 𝑐1 розташована трiщина [1]
Умови на трiщинi:⎧⎨⎩< 𝑤(𝑟,𝑜) >= 𝑤(𝑟,− 0)− 𝑤(𝑟,+ 0) = 𝑋(𝑟), 𝑐𝑜 < 𝑟 < 𝑐1

< 𝜏𝜙𝑧(𝑟,0) >= 𝜏𝜙𝑧(𝑟,−0)− 𝜏𝜙𝑧(𝑟,+0) = 0
(1.5)

Останню умову можна переписати таким чином:

<
𝜕𝑤

𝜕𝜙
(𝑟,0) >=

𝜕𝑤

𝜕𝜙
(𝑟,− 0)− 𝜕𝑤

𝜕𝜙
(𝑟,+ 0) = 0

Потрiбно знайти перемiщення та напруження у серединi кiльця, що задо-
вiльняют рiвнянню рiвноваги (1.1), крайовим умовам (1.2)− (1.4) та умовам
на трiщинi (1.5).
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РОЗДIЛ 2

ОСНОВНА ЧАСТИНА

Зведення задачi до одновимiрної

Зведемо задачi до одновимiрної шляхом застосування повного скiн-
ченного перетворення Фур’є по куту [4]:

𝑤𝛼(𝑟) =

∫︁ −0

−𝜋

𝑤(𝑟, 𝜙)𝑒𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙+

∫︁ 𝜋

+0

𝑤(𝑟, 𝜙)𝑒𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙 (2.1)

(𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟
+ 𝑟2

𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝜙2
)

∫︁ −0

−𝜋

𝑤(𝑟, 𝜙)𝑒𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙+

∫︁ 𝜋

+0

𝑤(𝑟, 𝜙)𝑒𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙

𝑟2𝑤′′
𝛼(𝑟) + 𝑟𝑤′

𝛼(𝑟) +
𝜕2𝑤

𝜕𝜙2
(

∫︁ −0

−𝜋

𝑤(𝑟, 𝜙)𝑒𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙+

∫︁ 𝜋

+0

𝑤(𝑟, 𝜙)𝑒𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙)

Отримана одновимiрна задача у просторi трансформант:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑟2𝑤′′

𝛼(𝑟) + 𝑟𝑤′
𝛼(𝑟)− 𝛼2𝑤𝛼 = 𝑖𝛼𝑋(𝑟)

𝑤𝛼(𝑎) = 0

𝑤′
𝛼(𝑏) =

𝑝𝛼
𝐺

(2.2)

p𝛼 =
∫︀ 𝜋

−𝜋 𝑝(𝜙)𝑒
𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙

Для розв’язання одновимiрної задачi скористаємося пiдстановкою Ейлера:

𝑟 = 𝑒𝑡, 𝑡 = ln(𝑟), 𝑢(𝑡) = 𝑤𝛼(𝑒
𝑡)
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𝑤′
𝛼(𝑒

𝑡) = 𝑒−𝑡𝑑𝑢

𝑑𝑡

𝑤′′
𝛼(𝑒

𝑡) = 𝑒−2𝑡(
𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
− 𝑑𝑢

𝑑𝑡
)

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
− 𝑑𝑢

𝑑𝑡
+
𝑑𝑢

𝑑𝑡
− 𝛼2𝑢 = 𝑖𝛼𝑋(𝑒𝑡)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑2𝑢
𝑑𝑡2 − 𝛼2𝑢 = 𝑖𝛼𝑋(𝑒𝑡)

𝑢

⃒⃒⃒⃒
𝑡=ln(𝑎)

= 0, 𝑑𝑢
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=ln(𝑏)

= 𝑝𝛼𝑒
ln(𝑏)

𝐺

(2.3)

Побудова функцiї Грiна

Скористаємось другим спосiбом побудови функцiї Грина [2], яку
будемо шукати у виглядi:

𝐺(𝑡,𝜉) = 𝜙(𝑡− 𝜉)−
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝜓𝑘(𝑡)𝑈𝑘[𝜙(𝑡− 𝜉)] (2.4)

Фундаментальна функцiя має вигляд:

𝜙(𝑡− 𝜉) = − 1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑡−𝜉|

𝜕𝜙

𝜕𝑡
=

1

2
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑡− 𝜉)𝑒−𝛼|𝑡−𝜉|

𝑈0[𝜙] = 𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑡=ln(𝑎)

= − 1

2𝛼
𝑒−𝛼| ln(𝑎)−𝜉|

𝑈1[𝜙] =
𝜕𝜙

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=ln(𝑏)

=
1

2
𝑒−𝛼| ln(𝑏)−𝜉|
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Запишемо функцiю Грина:

𝐺(𝑡,𝜉) = − 1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑡−𝜉| + 𝜓0

1

2𝛼
𝑒−𝛼(𝜉−ln(𝑎)) − 𝜓1

1

2
𝑒−𝛼(𝜉−ln(𝑏)), (2.5)

де фундаментальна базисна система розв’язкiв має вигляд:

𝜓0 =
ch(𝛼(ln(𝑏)− 𝑡))

ch(𝛼(ln(𝑎)− ln(𝑏))

𝜓1 =
sh(𝛼(ln(𝑎)− 𝑡))

𝛼 ch(𝛼(ln(𝑎)− ln(𝑏))

Знайдемо функцiю Грiна для випадку, коли 𝛼 = 0:

𝜙0(𝑡, 𝜉) =
1

2
|𝑡− 𝜉|

𝐺0(𝑡, 𝜉) =
1

2
|𝑡− 𝜉|+ 1

2
𝜉 +

1

2
𝑡 (2.6)

Розв’язання одновимiрної крайової задачi

Розв’язок одновимiрної крайової задачi у просторi трансформант з
неоднорiдними граничними умовами має вигляд:

𝑢 =

∫︁ ln(𝑏)

ln(𝑎)

𝑓(𝜉)𝐺(𝑡,𝜉)𝑑𝜉 +
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝐵𝑗𝜓𝑗, (2.7)

де 𝑓(𝜉) = 𝑖𝛼𝑋(𝑒𝜉)

𝑢 =

∫︁ ln(𝑏)

ln(𝑎)

𝑖𝛼𝑋(𝑒𝜉)𝐺(𝑡,𝜉)𝑑𝜉 +
𝑝𝛼𝑒

ln(𝑏)

𝐺
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Повернемось до змiнної 𝑟:

𝑤𝛼(𝑟) =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑖𝛼𝑋(𝜉)𝐺(ln(𝑟), ln(𝜉))𝑑𝜉 +
𝑝𝛼𝑏

𝐺
(2.8)

Знайдемо розв’язок при 𝛼 = 0:

𝑤0(𝑟) =
𝑝0𝑏

𝐺
(2.9)

Обернення розв’язку

Отримаємо розв’язок у просторi оригiналiв за допомогою формули
обернення [4]:

𝑤 =
1

𝜋

∞∑︁
𝑘=−∞

𝑤𝛼𝑒
−𝑖𝛼𝜙 (2.10)

𝑤 =
1

𝜋
(

−1∑︁
𝑘=−∞

𝑤𝛼𝑒
−𝑖𝛼𝜙 + 𝑤𝑜 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑤𝛼𝑒
−𝑖𝛼𝜙),

Отриманий розв’язок:

𝑤 =
1

𝜋
(

−1∑︁
𝑘=−∞

𝑒−𝑖𝛼𝜙

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑖𝛼𝑋(𝜉)𝐺(ln(𝑟), ln(𝜉))𝑑𝜉 +
𝑏

𝐺

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑝(𝜙)𝑒𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙+

+
𝑏

𝐺

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑝(𝜙)𝑑𝜙+

+
∞∑︁
𝑘=1

𝑒−𝑖𝛼𝜙

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑖𝛼𝑋(𝜉)𝐺(ln(𝑟), ln(𝜉))𝑑𝜉 +
𝑏

𝐺

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑝(𝜙)𝑒𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙)
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Знайдений вираз для функцiї перемiщення мiстить невiдому функцiю
𝑋(𝜉) i цю функцiю може бути знайдено з умови, що трiщина вiльна вiд
прикладенного навантаження:

𝜏𝜙𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝜙=−0

= 0

Зведення до сингулярного iнтегрального рiвняння

Знайдемо похiдну розв’язку та змiнемо межi iнтегрування на промi-
жок, в якому 𝑋(𝜉) ̸= 0

𝜕𝑤

𝜕𝜙
= −1

𝜋

−1∑︁
−∞

𝑖𝛼𝑒−𝑖𝛼𝜙𝑤𝛼 −
1

𝜋

∞∑︁
1

𝑖𝛼𝑒−𝑖𝛼𝜙𝑤𝛼

𝜕𝑤

𝜕𝜙
= −1

𝜋

−1∑︁
−∞

𝑖𝛼𝑒−𝑖𝛼𝜙

∫︁ 𝑐1

𝑐0

𝑖𝛼𝑋(𝜉)𝐺(ln(𝑟), ln(𝜉))𝑑𝜉 +
𝑏

𝐺

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑝(𝜙)𝑒𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙−

−1

𝜋

∞∑︁
1

𝑖𝛼𝑒−𝑖𝛼𝜙

∫︁ 𝑐1

𝑐0

𝑖𝛼𝑋(𝜉)𝐺(ln(𝑟), ln(𝜉))𝑑𝜉 +
𝑏

𝐺

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑝(𝜙)𝑒𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙

За умовою 𝜏𝜙𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝜙=−0

= 0 отримаємо сингулярне iнтегральне рiвняння:

∫︁ 𝑐1

𝑐0

𝑋(𝜉)(
−1∑︁
−∞

𝛼2𝐺(ln(𝑟), ln(𝜉)) +
∞∑︁
1

𝛼2𝐺(ln(𝑟), ln(𝜉)))𝑑𝜉 =

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑝(𝜙)𝑒𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙

Виконується замiна змiнних для переходу до промiжку (−1,1), далi
невiдома функцiя розвивається в ряд за полiномами Чебишева II роду,
згiдно за методом ортогональних полiномiв [3]:

𝑋(𝜉) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑋𝑛𝑈𝑛(𝜉)
√︀
1− 𝜉2
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РОЗДIЛ 3

РОЗВ’ЯЗАННЯ ОДНОВИМIРНОЇ КРАЙОВОЇ

ЗАДАЧI БЕЗ ДЕФЕКТУ

Для побудови графiчних результатiв розв’яжемо вихiдну задачу без
дефекту. Одновимiрна задача залишається попередньою, окрiм появи одно-
рiдностi в правiї частинi рiвняння.

Одновимiрна задача у просторi трансформант:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑟2𝑤′′

𝛼(𝑟) + 𝑟𝑤′
𝛼(𝑟)− 𝛼2𝑤𝛼 = 0

𝑤𝛼(𝑎) = 0

𝑤′
𝛼(𝑏) =

𝑝𝛼
𝐺

(3.1)

p𝛼 =
∫︀ 𝜋

−𝜋 𝑝(𝜙)𝑒
𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙

Для розв’язання одновимiрної задачi скористаємося пiдстановкою Ейлера:

𝑟 = 𝑒𝑡, 𝑡 = ln(𝑟), 𝑢(𝑡) = 𝑤𝛼(𝑒
𝑡)

𝑤′
𝛼(𝑒

𝑡) = 𝑒−𝑡𝑑𝑢

𝑑𝑡

𝑤′′
𝛼(𝑒

𝑡) = 𝑒−2𝑡(
𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
− 𝑑𝑢

𝑑𝑡
)

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
− 𝑑𝑢

𝑑𝑡
+
𝑑𝑢

𝑑𝑡
− 𝛼2𝑢 = 0

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑2𝑢
𝑑𝑡2 − 𝛼2𝑢 = 0

𝑢

⃒⃒⃒⃒
𝑡=ln(𝑎)

= 0, 𝑑𝑢
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=ln(𝑏)

= 𝑝𝛼𝑒
ln(𝑏)

𝐺

(3.2)
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Знайдемо загальний розв’язок при 𝛼 ̸= 0:

𝑢(𝑡) = 𝑐0𝑒
𝛼𝑡 + 𝑐1𝑒

−𝛼𝑡

𝑢′(𝑡) = 𝛼𝑐0𝑒
𝛼𝑡 − 𝛼𝑐1𝑒

−𝛼𝑡

Знайдемо коефiцiєнти 𝑐0 i 𝑐1, пiдставивши загальний розв’язок у
крайовi умови:

𝑢

⃒⃒⃒⃒
𝑡=ln(𝑎)

= 𝑐0𝑒
𝛼 ln(𝑎) + 𝑐1𝑒

−𝛼 ln(𝑎)

𝑐0𝑎
𝛼 + 𝑐1𝑎

−𝛼 = 0

𝑐1 = −𝑐0𝑎2𝛼

𝑑𝑢

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=ln(𝑏)

= 𝛼𝑐0𝑒
𝛼 ln(𝑏) − 𝛼𝑐0𝑎

2𝛼𝑒−𝛼 ln(𝑏) =
𝑝𝛼𝑒

ln(𝑏)

𝐺

𝛼𝑐0𝑏
𝛼 − 𝛼𝑐0𝑎

2𝛼𝑏−𝛼 =
𝑝𝛼𝑏

𝐺

𝛼𝑐0𝑏
−𝛼(𝑏2𝛼 − 𝑎2𝛼) =

𝑝𝛼𝑏

𝐺

𝑐0 =
𝑝𝛼𝑏

𝛼+1

𝐺𝛼 (𝑏2𝛼 − 𝑎2𝛼)
, 𝑐1 =

𝑝𝛼𝑏
𝛼+1𝑎2𝛼

𝐺𝛼 (𝑏2𝛼 − 𝑎2𝛼)

Знайдемо розв’язок при 𝛼 = 0:

𝑑2𝑢

𝑑𝑡2
= 0

𝑢0(𝑡) = 𝑐0𝑡+ 𝑐1

𝑐0 =
𝑝0𝑏

𝐺
, 𝑐1 = −𝑝0𝑏 ln(𝑎)

𝐺

𝑢0(𝑡) =
𝑝0𝑏(𝑡− ln(𝑎))

𝐺
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Повернемось до змiнної 𝑟:

𝑤𝛼(𝑟) =
𝑝𝛼𝑏

𝛼+1𝑟𝛼 + 𝑝𝛼𝑏
𝛼+1𝑎2𝛼𝑟−𝛼

𝐺𝛼 (𝑏2𝛼 − 𝑎2𝛼)

𝑤0(𝑟) =
𝑝0𝑏(ln(𝑟)− ln(𝑎))

𝐺

Отримаємо розв’язок у просторi оригiналiв за допомогою формули
обернення:

𝑤 =
1

𝜋

∞∑︁
𝑘=−∞

𝑤𝛼𝑒
−𝑖𝛼𝜙 (3.3)

𝑤 =
1

𝜋

−1∑︁
𝑘=−∞

𝑒−𝑖𝛼𝜙
∫︀ 𝜋

−𝜋 𝑝(𝜙)𝑒
𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙(𝑏𝛼+1𝑟𝛼 + 𝑏𝛼+1𝑎2𝛼𝑟−𝛼)

𝐺𝛼 (𝑏2𝛼 − 𝑎2𝛼)
+

+
𝑏
∫︀ 𝜋

−𝜋 𝑝(𝜙)𝑑𝜙(ln(𝑟)− ln(𝑎))

𝐺
+

+
1

𝜋

∞∑︁
𝑘=1

𝑒−𝑖𝛼𝜙
∫︀ 𝜋

−𝜋 𝑝(𝜙)𝑒
𝑖𝛼𝜙𝑑𝜙(𝑏𝛼+1𝑟𝛼 + 𝑏𝛼+1𝑎2𝛼𝑟−𝛼)

𝐺𝛼 (𝑏2𝛼 − 𝑎2𝛼)
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Графiчнi результати

Розглянемо змiну перемiщень та напружень у серединi кiльця.

При 𝑝(𝜙)=1, a = 1, b = 2, G = 41.4

При 𝑝(𝜙)=1, a = 1, b = 2, G = 41.4
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При 𝑝(𝜙)=1, a = 1, G = 41.4

При 𝑝(𝜙)=1, a = 1, G = 41.4
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При 𝑝(𝜙)=1, a = 1, G = 41.4

При 𝑝(𝜙)=1, a = 1, G = 41.4
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ВИСНОВКИ

В рамках дипломної роботи було застосовано апарат iнтегральних
перетворень за узагальненою схемою та побудовано функцiю Грiна. Знайде-
но вирази для перемiщення та напружень, що мiстять невiдому функцiю
стрибка перемiщень на трiщинi. Для її вiдшукання отримано сингулярне iн-
тегральне рiвняння. Отримано графiчнi результати для випадку вiдсутностi
трiщини у серединi кiльця.
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