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ВСТУП

Антиплоска задача є одним iз важливих роздiлiв механiки дефор-
мiвних тiл. Вона вiдрiзняється вiд традицiйних плоских задач тим, що
деформацiї у нiй вiдбуваються переважно у напрямку, перпендикулярному
до площини, в якiй розглядається тiло. Це означає, що перемiщення уздовж
осi, нормальної до площини задачi, є основними, тодi як перемiщення у са-
мiй площинi є другорядними. Такi задачi важливi для розумiння поведiнки
матерiалiв пiд дiєю навантажень, що спричиняють значнi зсувнi деформацiї.

Iснує кiлька видiв антиплоских задач, серед яких можна видiлити
задачi про пружнi хвилi, задачi про поширення трiщин, а також задачi про
контактнi взаємодiї. У кожному з цих випадкiв важливо враховувати специ-
фiку навантажень i властивостей матерiалiв. Наприклад, при дослiдженнi
трiщин важливо враховувати зосередженi напруження навколо вершини
трiщини, а при розглядi контактних задач необхiдно враховувати умови
зчеплення поверхонь, що контактують.

У данiй роботi ми розглядатимемо антиплоску задачу для пiвнескiн-
ченної смуги. Така задача є типовою для вивчення поведiнки матерiалiв
з рiзними механiчними характеристиками, роздiлених площиною симетрiї.
У випадку пiвнескiнченної смуги розв’язок задачi може бути значно спро-
щений завдяки використанню аналiтичних методiв, таких як перетворення
Фур’є. Цей пiдхiд дозволяє звести двовимiрну задачу до одновимiрної, що
спрощує її розв’язання та аналiз.

Антиплоскi задачi пiвнескiнченної смуги мають широке застосування
у рiзних галузях технiки та науки. Зокрема, вони використовуються у теорiї
пружностi для моделювання поведiнки матерiалiв пiд дiєю рiзних видiв
навантажень. Крiм того, цi задачi є важливими для розумiння процесiв,
що вiдбуваються в геологiї та гiрничiй справi, де розглядаються питання
стабiльностi масивiв гiрських порiд. Також вони застосовуються у матерi-
алознавствi для дослiдження властивостей композицiйних матерiалiв, що
складаються з декiлькох компонентiв з рiзними механiчними характеристи-
ками.

Важливим аспектом у розв’язаннi антиплоскої задачi пiвнескiнченної
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смуги є врахування умов iдеального механiчного контакту мiж рiзними
частинами матерiалу. Це дозволяє забезпечити неперервнiсть перемiщень
та напружень при переходi з однiєї частини смуги до iншої. Умови на
нескiнченностi також вiдiграють ключову роль, оскiльки вони забезпечують
коректнiсть розв’язку на великих вiдстанях вiд областi навантаження.

У цiй роботi ми детально розглянемо антиплоску задачу для пiвне-
скiнченної смуги, що складається з двох частин з рiзними модулями зсуву.
Основну увагу буде придiлено аналiтичному розв’язанню цiєї задачi за
допомогою перетворення Фур’є, а також аналiзу отриманих результатiв та
їх застосуванню у практичних задачах механiки деформiвних тiл.
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РОЗДIЛ 1

ОСНОВНА ЧАСТИНА

1.1 Постановка задачi

Розглянемо в декартовiй системi координат пружне тiло у виглядi
пiвнескiнченої смуги: |𝑥| < 𝑎, 0 < 𝑦 < ∞, −∞ < 𝑧 < ∞. Припустимо, що ця
смуга складається з двох частин з рiзними механiчними характеристиками.
Перша частина −𝑎 < 𝑥 < 0, 0 < 𝑦 < ∞, |𝑧| < ∞ має модуль зсуву 𝐺1, а
друга частина 0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < ∞, |𝑧| < ∞ має модуль зсуву 𝐺2. Мiж
цими частинами виконуються умови iдеального механiчного контакту, тобто
неперервнiсть перемiщень та напружень при переходi з одної частини до
другої.

Будемо вважати, що края смуги 𝑥 = ±𝑎, 0 < 𝑦 < ∞, |𝑧| < ∞ вiльнi
вiд напружень, а до краю |𝑥| < 𝑎, 𝑦 = 0, |𝑧| < ∞ прикладено дотичне
напруження, величина якого не залежить вiд змiнної 𝑧. В цьому випадку це
тiло буде знаходитися в умовах антиплоської деформацiї, при якiй будь-який
перерiз тiла, нормальний до осi 𝑂𝑧, знаходиться в однаковому станi. Тодi
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ми можемо розглядати перерiз, що проходить через початок координат.

В умовах антиплоської деформацiї вiдмiнними вiд нуля будуть тiльки
перемiщення 𝑤 = 𝑤(𝑥,𝑦) вздовж осi 𝑂𝑧, а також два дотичних напруження:

𝜏𝑥𝑧 = 𝐺
𝜕𝑤

𝜕𝑥
та 𝜏𝑦𝑧 = 𝐺

𝜕𝑤

𝜕𝑦
,

де 𝐺 - модуль зсуву матерiалу тiла.

Таким чином сформульована задача зводиться до розв’язання рiвнян-
ня:

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0, |𝑥| < 𝑎, 𝑥 ̸= 0, 0 < 𝑦 < ∞ (1)

при крайових умовах:

𝜏𝑥𝑧
⃒⃒
𝑥=−𝑎

= 𝐺1
𝜕𝑤

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=−𝑎

= 0, 𝜏𝑥𝑧
⃒⃒
𝑥=𝑎

= 𝐺2
𝜕𝑤

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0

Тобто

𝜕𝑤

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=±𝑎

= 0 (2)

та

𝜏𝑦𝑧
⃒⃒
𝑦=0

= 𝑝(𝑥) =

⎧⎨⎩𝑝1(𝑥), −𝑎 < 𝑥 < 0;

𝑝2(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑎
(3)

де 𝑝(𝑥) - iнтенсивнiсть прикладеного навантаження.

в умовах на нескiнченностi:

𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
→ 0 коли 𝑦 → +∞

а також умовах сполучення частин смуги:

𝑤
⃒⃒
𝑥=0−

− 𝑤
⃒⃒
𝑥=0+

= 0, 0 < 𝑦 < ∞
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𝜏𝑥𝑧
⃒⃒
𝑥=0−

− 𝜏𝑥𝑧
⃒⃒
𝑥=0+

= 𝐺1
𝜕𝑤

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0−

−𝐺2
𝜕𝑤

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0+

= 0, 0 < 𝑦 < ∞

1.2 Розв’язання

Для зведення цiєї крайової задачi до одновимiрної використаємо пiв-
нескiнченне перетворення Фур’є за змiнною 𝑦:

𝑤𝛼(𝑥) =

∫︁ ∞

0

𝑤(𝑥, 𝑦) cos𝛼𝑦 𝑑𝑦

з формулою обернення:

𝑤(𝑥, 𝑦) =
2

𝜋

∫︁ ∞

0

𝑤𝛼(𝑥) cos𝛼𝑦 𝑑𝛼

Застосуємо його до рiвняння (1):

∫︁ ∞

0

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

)︂
cos𝛼𝑦 𝑑𝑦 = 0

Обчислимо кожний доданок:

∫︁ ∞

0

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
cos𝛼𝑦 𝑑𝑦 =

𝑑2

𝑑𝑥2

∫︁ ∞

0

𝑤(𝑥, 𝑦) cos𝛼𝑦 𝑑𝑦 =
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑤𝛼(𝑥) = 𝑤′′

𝛼(𝑥)

∫︁ ∞

0

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
cos𝛼𝑦 𝑑𝑦 =

[︂
𝑢 = cos𝛼𝑦, 𝑑𝑢 = −𝛼 sin𝛼𝑦 𝑑𝑦; 𝑑𝑣 =

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
𝑑𝑦, 𝑣 =

𝜕𝑤

𝜕𝑦

]︂

= cos𝛼𝑦
𝜕𝑤

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒∞
0

+ 𝛼

∫︁ ∞

0

𝜕𝑤

𝜕𝑦
sin𝛼𝑦 𝑑𝑦

=

[︂
𝑢 = sin𝛼𝑦, 𝑑𝑢 = 𝛼 cos𝛼𝑦 𝑑𝑦; 𝑑𝑣 =

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑑𝑦, 𝑣 = 𝑤

]︂
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= cos𝛼𝑦
𝜕𝑤

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒∞
0

+ 𝛼 sin𝛼𝑦 · 𝑤
⃒⃒⃒⃒∞
0

− 𝛼2

∫︁ ∞

0

𝑤 cos𝛼𝑦 𝑑𝑦

Таким чином, ми отримуємо:

∫︁ ∞

0

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
cos𝛼𝑦 𝑑𝑦 = −𝛼2𝑤𝛼(𝑥)

Враховуючи умови на нескiнченностi (4) та крайову умову (3), яку
можна записати у виглядi:

𝜕𝑤

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= 𝐺−1𝑝(𝑥) =

⎧⎨⎩𝐺−1
1 𝑝1(𝑥), −𝑎 < 𝑥 < 0;

𝐺−1
2 𝑝2(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑎

Отримуємо:

∫︁ ∞

0

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
cos𝛼𝑦 𝑑𝑦 = −𝐺−1𝑝(𝑥)− 𝛼2𝑤𝛼(𝑥)

Отже, рiвняння у трансформатi набуде вигляду:

𝑤′′
𝛼(𝑥)− 𝛼2𝑤𝛼(𝑥) = 𝐺−1𝑝(𝑥), |𝑥| < 𝑎, 𝑥 ̸= 0

Застосуємо тепер перетворення Фур’є до крайових умов (2):

∫︁ ∞

0

𝜕𝑤

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=±𝑎

cos𝛼𝑦 𝑑𝑦 = 0,

звiдки

𝑑

𝑑𝑥

∫︁ ∞

0

𝑤(𝑥, 𝑦) cos𝛼𝑦 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑥=±𝑎

= 0,

тобто

𝑤′
𝛼(±𝑎) = 0

та умов сполучення (5):
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< 𝑤𝛼(0) >= 𝑤𝛼(0
−)− 𝑤𝛼(0

+) = 0

𝐺1𝑤
′
𝛼(0

−)−𝐺2𝑤
′
𝛼(0

+) = 0

Останню з цих умов перетворимо так:

𝐺1𝑤
′
𝛼(0

−)−𝐺1𝑤
′
𝛼(0

+) = 𝐺2𝑤
′
𝛼(0

+)−𝐺1𝑤
′
𝛼(0

+)

𝐺1 < 𝑤′
𝛼(0) >= (𝐺2 −𝐺1)𝑤

′
𝛼(0

+)

де < 𝑤′
𝛼(0) >= 𝑤′

𝛼(0
−)− 𝑤′

𝛼(0
+) є стрибком похiдної.

Отже, ми отримали одновимiрну розривну крайову задачу:

𝑤′′
𝛼(𝑥)− 𝛼2𝑤𝛼(𝑥) = 𝐺−1𝑝(𝑥), |𝑥| < 𝑎, 𝑥 ̸= 0 (5)

𝑤′
𝛼(±𝑎) = 0

< 𝑤𝛼(0) >= 0, < 𝑤′
𝛼(0) >= 𝐺*𝑤

′
𝛼(0

+),

де 𝐺* = (𝐺2 −𝐺1)𝐺
−1
1

Розв’язок будемо шукати у виглядi суми:

𝑤𝛼(𝑥) = 𝑢𝛼(𝑥) + 𝑣𝛼(𝑥)

де 𝑢𝛼(𝑥) - розв’язок неперервної крайової задачi

𝑢′′𝛼(𝑥)− 𝛼2𝑢𝛼(𝑥) = 𝐺−1𝑝(𝑥), |𝑥| < 𝑎

𝑢′𝛼(±𝑎) = 0
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який має вигляд:

𝑢𝛼(𝑥) = 𝐺−1

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝐺𝛼(𝑥, 𝜉)𝑝(𝜉) 𝑑𝜉

Тут 𝐺𝛼(𝑥, 𝜉) - функцiя Грiна крайової задачi

𝑢′′𝛼(𝑥)− 𝛼2𝑢𝛼(𝑥) = 0, −𝑎 < 𝑥 < 𝑎

𝑢𝛼(±𝑎) = 0

𝑣𝛼(𝑥) - розв’язок розривної крайової задачi:

𝑣′′𝛼(𝑥)− 𝛼2𝑣𝛼(𝑥) = 0, |𝑥| < 𝑎, 𝑥 ̸= 0

𝑣𝛼(𝑥) = 0

< 𝑣𝛼(0) >= 0, < 𝑣′𝛼(0) >= 𝐺*𝑣
′
𝛼(0

+)

Вiн знаходиться за допомогою розривних властивостей побудованої
функцiї Грiна 𝐺𝛼(𝑥, 𝜉):

𝑣𝛼(𝑥) = − < 𝑣′𝛼(0) > 𝐺𝛼(𝑥, 𝜉)
⃒⃒
𝜉=0

= −𝐺*𝑣
′
𝛼(0

+)𝐺𝛼(𝑥, 𝜉)
⃒⃒
𝜉=0

Таким чином:

𝑤𝛼(𝑥) = 𝐺−1

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝐺𝛼(𝑥, 𝜉)𝑝(𝜉) 𝑑𝜉 −𝐺*𝑤
′
𝛼(0

+)𝐺𝛼(𝑥, 𝜉)
⃒⃒
𝜉=0

Побудуємо функцiю Грiна крайової задачi:
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𝑢′′𝛼(𝑥)− 𝛼2𝑢𝛼(𝑥) = 𝐺−1𝑝(𝑥), |𝑥| < 𝑎

𝑢′𝛼(±𝑎) = 0

1) Знайдемо загальний розв’язок однорiдного рiвняння

𝑢′′𝛼(𝑥)− 𝛼2𝑢𝛼(𝑥) = 0:

𝜙0(𝑥) = sinh(𝛼(𝑥− 𝑎)), 𝜙1(𝑥) = cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))

𝑊 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ sinh(𝛼(𝑥− 𝑎)) cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))

𝛼 cosh(𝛼(𝑥− 𝑎)) 𝛼 sinh(𝛼(𝑥+ 𝑎))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝛼 cosh2(𝛼𝑎) ̸= 0

2) Перевiрка на неособливiсть крайових умов:

𝜙′
0(𝑎) = 𝛼, 𝜙′

1(𝑎) = 𝛼 sinh(2𝛼𝑎), 𝜙′
0(−𝑎) = 𝛼 cosh(2𝛼𝑎), 𝜙′

1(−𝑎) = 0

det𝑉𝑗[𝜙𝑘]

⃒⃒⃒⃒𝑛−1

0

=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝜙′

0(𝑎) 𝜙′
1(𝑎)

𝜙′
0(−𝑎) 𝜙′

1(−𝑎)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝛼 𝛼 sinh(2𝛼𝑎)

𝛼 cosh(2𝛼𝑎) 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

= −𝛼2 sinh(2𝛼𝑎) cosh(2𝛼𝑎) =

= −𝛼2

2
sinh(4𝛼𝑎)

Крайовi умови не особливi.
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Будемо шукати функцiю Грiна у виглядi:

𝐺𝛼(𝑥, 𝜉) =

⎧⎨⎩𝐴0(𝜉) sinh(𝛼(𝑥− 𝑎)) + 𝐴1(𝜉) cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎)), −𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝜉;

𝐵0(𝜉) sinh(𝛼(𝑥− 𝑎)) +𝐵1(𝜉) cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎)), 𝜉 < 𝑥 ≤ 𝑎

Вiдносно 𝐶𝑗 = 𝐵𝑗 − 𝐴𝑗 (для 𝑗 = 0, 1) отримуємо систему:

⎧⎨⎩𝐶0 sinh(𝛼(𝜉 − 𝑎)) + 𝐶1 cosh(𝛼(𝜉 + 𝑎)) = 0;

𝛼𝐶0 cosh(𝛼(𝜉 − 𝑎)) + 𝛼𝐶1 sinh(𝛼(𝜉 + 𝑎)) = 1

За формулою Крамера знаходимо рiшення:

𝐶0 =
cosh(𝛼(𝜉 + 𝑎))

𝛼 cosh(2𝛼𝑎)
, 𝐶1 = −sinh(𝛼(𝜉 − 𝑎))

𝛼 cosh(2𝛼𝑎)

Враховуючи, що 𝐴0 = 𝐵0 − 𝐶0 та задовольняючи крайовим умовам,
отримуємо систему вiдносно 𝐵0 i 𝐵1:

𝛼𝐴0(𝜉) cosh(2𝛼𝑎) = 0, 𝐴0 = 0 ⇒ 𝐵0 = 𝐶0

𝛼𝐵0(𝜉) + 𝛼𝐵1(𝜉) sinh(2𝛼𝑎) = 0

(︂
𝛼 cosh(𝛼(𝜉 + 𝑎))

𝛼 cosh(2𝛼𝑎)

)︂
+ 𝛼𝐵1(𝜉) sinh(2𝛼𝑎) = 0

𝐵1(𝜉) = −2 cosh(𝛼(𝜉 + 𝑎))

𝛼 sinh(4𝛼𝑎)

𝐴1(𝜉) = −2 cosh(𝛼(𝜉 + 𝑎))

𝛼 sinh(4𝛼𝑎)
+

sinh(𝛼(𝜉 − 𝑎))

𝛼 cosh(2𝛼𝑎)

= −cosh2(𝛼𝑎)(cosh(𝛼𝜉) cosh(𝛼𝑎)− sinh(𝛼𝜉) sinh(𝛼𝑎))

𝛼 sinh2(𝛼𝑎)



13

𝐵0(𝜉) =
cosh(𝛼(𝜉 + 𝑎))

𝛼 cosh(2𝛼𝑎)

Отримуємо функцiю Грiна:

𝐺𝛼(𝑥, 𝜉) =

⎧⎨⎩−cosh(𝛼(𝜉−𝑎))
𝛼 sinh(2𝛼𝑎) cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎)), −𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝜉;

−cosh(𝛼(𝜉+𝑎))
𝛼 sinh(2𝛼𝑎) cosh(𝛼(𝑥− 𝑎)), 𝜉 < 𝑥 ≤ 𝑎

Або

𝐺𝛼(𝑥, 𝜉) = − 1

𝛼 sinh(2𝛼𝑎)

⎧⎨⎩cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎)) cosh(𝛼(𝜉 − 𝑎)), 𝑥 < 𝜉;

cosh(𝛼(𝜉 + 𝑎)) cosh(𝛼(𝑥− 𝑎)), 𝑥 > 𝜉

Тодi розв’язок задачi матиме вигляд:

𝑤𝛼(𝑥) = 𝐺−1

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝐺𝛼(𝑥, 𝜉)𝑝(𝜉) 𝑑𝜉 −𝐺*𝑤
′
𝛼(0

+)𝐺𝛼(𝑥, 0)

Знайдемо

𝜕𝐺𝛼(𝑥,𝜉)

𝜕𝑥
= − 1

sinh(2𝛼𝑎)

⎧⎨⎩sinh(𝛼(𝑥+ 𝑎)) cosh(𝛼(𝜉 − 𝑎)), 𝑥 < 𝜉;

cosh(𝛼(𝜉 + 𝑎)) sinh(𝛼(𝑥− 𝑎)), 𝑥 > 𝜉

𝑤′
𝛼(0

+) = 𝐺−1

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝜕𝐺𝛼(𝑥,𝜉)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0+

𝑝(𝜉) 𝑑𝜉 −𝐺*𝑤
′
𝛼(0

+)
𝜕𝐺𝛼(𝑥,𝜉)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0+

𝜕𝐺𝛼(𝑥,0)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0+

=
[︀
тут 𝑥 = 0+ > 𝜉 = 0

]︀
= − 1

sinh(2𝛼𝑎)
·cosh(𝛼𝑎)·sinh(−𝛼𝑎) =

1

2
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𝜕𝐺𝛼(𝑥,𝜉)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0+

= − 1

sinh(2𝛼𝑎)
·

⎧⎨⎩cosh(𝛼𝑎) cosh(𝛼(𝜉 − 𝑎)), 𝜉 > 0;

− cosh(𝛼(𝜉 + 𝑎)), 𝜉 < 0

𝑤′
𝛼(0

+) = 𝐺−1 · 1

cosh(2𝛼𝑎)

×
(︂∫︁ 0

−𝑎

cosh(𝛼(𝜉 + 𝑎))𝑝1(𝜉) 𝑑𝜉 −
∫︁ 𝑎

0

cosh(𝛼(𝜉 − 𝑎))𝑝2(𝜉) 𝑑𝜉

)︂
− 1

2
𝐺*𝑤

′
𝛼(0

+)

𝑤′
𝛼(0

+)

(︂
1 +

1

2
𝐺*

)︂
=

1

2𝐺1 cosh(𝛼𝑎)

∫︁ 0

−𝑎

cosh(𝛼(𝜉 + 𝑎))𝑝1(𝜉) 𝑑𝜉

− 1

2𝐺2 cosh(𝛼𝑎)

∫︁ 𝑎

0

cosh(𝛼(𝜉 − 𝑎))𝑝2(𝜉) 𝑑𝜉

Права частина - це вiдома функцiя 𝑝1(𝑥) та 𝑝2(𝑥), позначимо її як
𝑄(𝛼):

𝑄(𝛼) =
1

𝐺1 cosh(𝛼𝑎)

∫︁ 0

−𝑎

cosh(𝛼(𝜉 + 𝑎))𝑝1(𝜉) 𝑑𝜉−

− 1

𝐺2 cosh(𝛼𝑎)

∫︁ 𝑎

0

cosh(𝛼(𝜉 − 𝑎))𝑝2(𝜉) 𝑑𝜉

Тодi

𝑤′
𝛼(0

+) =
𝑄(𝛼)

2 +𝐺*

I тодi

𝑤𝛼(𝑥) = 𝐺−1

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝐺𝛼(𝑥,𝜉)𝑝(𝜉) 𝑑𝜉 −
𝐺*

2 +𝐺*
𝑄(𝛼)𝐺𝛼(𝑥,0)
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𝑤(𝑥,𝑦) =
2

𝜋

∫︁ ∞

0

𝑤(𝑥) cos(𝛼𝑦) 𝑑𝛼

=
2

𝜋𝐺

∫︁ ∞

0

cos(𝛼𝑦) 𝑑𝛼

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝐺𝛼(𝑥, 𝜉) 𝑝(𝜉) 𝑑𝜉

− 2𝐺*

𝜋(2 +𝐺*)

∫︁ ∞

0

𝑄(𝛼)𝐺𝛼(𝑥, 0) cos(𝛼𝑦) 𝑑𝛼

∫︁ 𝑥

−𝑎

(𝜉 + 𝑎) cosh(𝛼(𝜉 + 𝑎)) 𝑑𝜉 =
(𝑥+ 𝑎)𝛼 sinh(𝛼(𝑥+ 𝑎))− cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎)) + 1

𝛼2

1

𝐺1 cosh(𝛼𝑎)

∫︁ 0

−𝑎

(𝜉 + 𝑎) cosh(𝛼(𝜉 + 𝑎)) 𝑑𝜉 =
𝑎𝛼 sinh(𝛼𝑎)− cosh(𝛼𝑎) + 1

𝐺1𝛼2 cosh(𝛼𝑎)

∫︁ 𝑎

𝑥

(𝜉 − 𝑎) cosh(𝛼(𝜉 − 𝑎)) 𝑑𝜉 =
−(𝑥− 𝑎)𝛼 sinh(𝛼(𝑥− 𝑎))− 1 + cosh(𝛼(𝑥− 𝑎))

𝛼2

1

𝐺2 cosh(𝛼𝑎)

∫︁ 𝑎

0

(𝜉 − 𝑎) cosh(𝛼(𝜉 − 𝑎)) 𝑑𝜉 =
−𝑎𝛼 sinh(𝛼𝑎)− 1 + cosh(𝛼𝑎)

𝐺2𝛼2 cosh(𝛼𝑎)

𝑤(𝑥,𝑦) =
2

𝜋

∫︁ ∞

0

cos(𝛼𝑦)
1

𝛼3 sinh(2𝛼𝑎)(︃
cosh(𝛼(𝑥− 𝑎))

𝐺1
(cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))− (𝑥+ 𝑎)𝛼 sinh(𝛼(𝑥+ 𝑎))− 1)

+
cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))

𝐺2
(𝛼(𝑥− 𝑎) sinh(𝛼(𝑥− 𝑎))− cosh(𝛼(𝑥− 𝑎)) + 1)

)︃
𝑑𝛼

+
2𝐺*

𝜋(2 +𝐺*)

∫︁ ∞

0

cos(𝛼𝑦)
cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))

𝛼3 sinh(2𝛼𝑎)

· 𝐺2 +𝐺1

𝐺1𝐺2
· 2 (𝑎𝛼 sinh(𝛼𝑎)− cosh(𝛼𝑎) + 1) 𝑑𝛼.
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𝜕𝑤

𝜕𝑦
= −2

𝜋

∫︁ ∞

0

sin(𝛼𝑦)

𝛼2 sinh(2𝛼𝑎)(︃
cosh(𝛼(𝑥− 𝑎))

𝐺1
(cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))− (𝑥+ 𝑎)𝛼 sinh(𝛼(𝑥+ 𝑎))− 1)

+
cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))

𝐺2
(𝛼(𝑥− 𝑎) sinh(𝛼(𝑥− 𝑎))− cosh(𝛼(𝑥− 𝑎)) + 1)

)︃
𝑑𝛼

− 2𝐺*

𝜋(2 +𝐺*)

∫︁ ∞

0

sin(𝛼𝑦)

𝛼2 sinh(2𝛼𝑎)

· cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))

𝛼2 sinh(2𝛼𝑎)

𝐺2 +𝐺1

𝐺1𝐺2
· 2 (𝑎𝛼 sinh(𝛼𝑎)− cosh(𝛼𝑎) + 1) 𝑑𝛼.

𝜕𝑤𝛼

𝜕𝑥
(𝑥) = 𝐺−1

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝜕𝐺𝛼(𝑥, 𝜉)

𝜕𝑥
𝑝(𝜉) 𝑑𝜉 − 𝐺*

2 +𝐺*
𝑄(𝛼)

𝜕𝐺𝛼(𝑥, 0)

𝜕𝑥

𝑝1(𝜉) = 𝜉 + 𝑎 та 𝑝2(𝜉) = 𝜉 − 𝑎

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(𝑥,𝑦) =

2

𝜋

∫︁ ∞

0

cos(𝛼𝑦)

𝛼3 sinh(2𝛼𝑎)

𝜕

𝜕𝑥

(︃
cosh(2𝛼𝑥) + cosh(2𝛼𝑎)

2𝐺1

− cosh(𝛼(𝑥− 𝑎))

𝐺1

− 𝛼(𝑥+ 𝑎)(sinh(2𝛼𝑥) + sinh(2𝛼𝑎))

2𝐺1

+
𝛼(𝑥− 𝑎)(sinh(2𝛼𝑥)− sinh(2𝛼𝑎))

2𝐺2

− cosh(2𝛼𝑥) + cosh(2𝛼𝑎)

2𝐺2

+
cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))

𝐺2

)︃
𝑑𝛼
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+
2𝐺*

𝜋(2 +𝐺*)

∫︁ ∞

0

cos(𝛼𝑦)

𝛼2 sinh(2𝛼𝑎)

cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))

𝛼 sinh(2𝛼𝑎)

𝐺2 +𝐺1

𝐺1𝐺2
2(𝑎𝛼 sinh(𝛼𝑎)− cosh(𝛼𝑎) + 1)𝑑𝛼

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(𝑥,𝑦) =

2

𝜋

∫︁ ∞

0

cos(𝛼𝑦)

𝛼2 sinh(2𝛼𝑎)(︂
sinh(2𝛼𝑥)− sinh(𝛼(𝑥− 𝑎))

𝐺1

− sinh(2𝛼𝑥) + sinh(2𝛼𝑎) + (𝑥+ 𝑎)2𝛼 cosh(2𝛼𝑥)

2𝐺1

+
sinh(2𝛼𝑥)− sinh(2𝛼𝑎) + (𝑥− 𝑎)2𝛼 cosh(2𝛼𝑥)

2𝐺2

+
sinh(𝛼(𝑥+ 𝑎))− sinh(2𝛼𝑥)

𝐺2

)︂
𝑑𝛼

+
4𝐺*

𝜋(2 +𝐺*)

∫︁ ∞

0

cos(𝛼𝑦)

𝛼2 sinh(2𝛼𝑎)(︂
sinh(𝛼(𝑥+ 𝑎))

𝛼 sinh(2𝛼𝑎)

𝐺2 +𝐺1

𝐺1𝐺2
(𝑎𝛼 sinh(𝛼𝑎)− cosh(𝛼𝑎) + 1)

)︂
𝑑𝛼
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1.3 Розрахунковi формули

Враховуючи, що 𝑝1(𝑥) = 𝑥+ 𝑎, 𝑝2(𝑥) = 𝑥− 𝑎

𝑊 (𝑥,𝑦) =
2

𝜋

∫︁ ∞

0

cos(𝛼𝑦)

𝛼3 sinh(2𝛼𝑎)(︂
cosh(𝛼(𝑥− 𝑎))

𝐺1
(cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))− (𝑥+ 𝑎)𝛼 sinh(𝛼(𝑥+ 𝑎))− 1) +

+
cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))

𝐺2
((𝑥− 𝑎)𝛼 sinh(𝛼(𝑥− 𝑎))− cosh(𝛼(𝑥− 𝑎)) + 1)

)︃
𝑑𝛼+

+
4𝐺*

𝜋(2 +𝐺*)

∫︁ ∞

0

cos𝛼𝑦

cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))𝛼3 sinh(2𝛼𝑎)
·

·𝐺1 +𝐺2

𝐺1𝐺2
(𝑎𝛼 sinh(𝛼𝑎)− cosh(𝛼𝑎) + 1)𝑑𝛼

)︂

𝜏𝑦𝑧 = 𝐺
𝜕𝑊

𝜕𝑦
(𝑥,𝑦) = −2

𝜋

∫︁ ∞

0

sin(𝛼𝑦)

𝛼2 sinh(2𝛼𝑎)

(cosh(𝛼(𝑥− 𝑎))(cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))−
− (𝑥+ 𝑎)𝛼 sinh(𝛼(𝑥+ 𝑎))− 1)+

+ cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))((𝑥− 𝑎)𝛼 sinh(𝛼(𝑥− 𝑎))−

− cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎)) + 1)

)︃
𝑑𝛼−

− 4𝐺*

𝜋(2 +𝐺*)

∫︁ ∞

0

sin(𝛼𝑦)
cosh(𝛼(𝑥+ 𝑎))

𝛼2 sinh(2𝛼𝑎)
·

· (𝑎𝛼 sinh(𝛼𝑎)− cosh(𝛼𝑎) + 1) 𝑑𝛼
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𝜏𝑥𝑧 = 𝐺
𝜕𝑊

𝜕𝑥
(𝑥,𝑦) =

2

𝜋

∫︁ ∞

0

cos(𝛼𝑦)

𝛼2 sinh(2𝛼𝑎)

(− sinh(𝛼(𝑥− 𝑎))− (𝑥+ 𝑎)𝛼 cosh(2𝛼𝑥)+

+(𝑥− 𝑎)𝛼 cosh(2𝛼𝑥) + sinh(𝛼(𝑥+ 𝑎))) 𝑑𝛼+

+
4𝐺*

𝜋(2 +𝐺*)

∫︁ ∞

0

cos𝛼𝑦
sinh(𝛼(𝑥+ 𝑎))

𝛼2 sinh(2𝛼𝑎)
·

· (𝑎𝛼 sinh(𝛼𝑎)− cosh(𝛼𝑎) + 1)𝑑𝛼
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1.4 Результати чисельних розрахункiв

Графiки наведенi для функцiй 𝑊 (𝑥,𝑦), 𝐺𝜕𝑊
𝜕𝑦 та 𝐺𝜕𝑊

𝜕𝑥 . Всi цi графiки
наведенi для випадку, коли 𝐺2 = 2𝐺1 , 𝐺1 = 2𝐺2 та 𝑎 = 1. Також наведенi
графiки функцiї 𝑊 (𝑥,𝑦) для випадку, коли 𝐺1 = 𝐺2.

Для побудови графiкiв, було розроблено програму на мовi Python:
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Рис. 1.1. 𝑊 : 𝑥 = −𝑎; 𝐺2 = 2𝐺1 Рис. 1.2. 𝑊 : 𝑥 = 𝑎; 𝐺2 = 2𝐺1

Рис. 1.3. 𝑊 : 𝑦 = 0; 𝐺2 = 2𝐺1 Рис. 1.4. 𝐺𝜕𝑤
𝜕𝑥

: 𝑥 = 𝑎
2
; 𝐺2 = 2𝐺1

Рис. 1.5. 𝐺𝜕𝑤
𝜕𝑥

: 𝑥 = −𝑎
2
; 𝐺2 = 2𝐺1 Рис. 1.6. 𝐺𝜕𝑤

𝜕𝑥
: 𝑥 = 0; 𝐺2 = 2𝐺1
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Рис. 1.7. 𝐺𝜕𝑤
𝜕𝑦

𝑦 = 𝑎
2
; 𝐺2 = 2𝐺1 Рис. 1.8. 𝐺𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝑦 = 𝑎; 𝐺2 = 2𝐺1

Рис. 1.9. 𝐺𝜕𝑤
𝜕𝑦

𝑦 = 2𝑎; 𝐺2 = 2𝐺1 Рис. 1.10. 𝐺𝜕𝑤
𝜕𝑦

𝑦 = 4𝑎; 𝐺2 = 2𝐺1

Рис. 1.11. 𝑊 : 𝑥 = −𝑎; 𝐺2 = 𝐺1 Рис. 1.12. 𝑊 : 𝑥 = 𝑎; 𝐺2 = 𝐺1
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Рис. 1.13. 𝑊 : 𝑦 = 0; 𝐺2 = 𝐺1
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ВИСНОВКИ

У данiй роботi було розглянуто антиплоску задачу теорiї пружностi
для пiвнескiнченної смуги, що складається з двох частин з рiзними модуля-
ми зсуву. Основна увага була придiлена аналiзу цiєї задачi за допомогою
перетворення Фур’є, а також чисельним методам для пiдтвердження теоре-
тичних результатiв. Використання перетворення Фур’є дозволило спростити
двовимiрну задачу до одновимiрної, що значно полегшило розв’язання. Цей
пiдхiд продемонстрував свою ефективнiсть i точнiсть для подiбних задач.

Розрахунковi формули i результати чисельних розрахункiв пiдтверди-
ли коректнiсть аналiтичного розв’язання. Це довело, що методи, використанi
у роботi, можуть бути успiшно застосованi до аналiзу iнших подiбних за-
дач у теорiї пружностi. Зокрема, розрахунковi результати засвiдчили, що
врахування умов iдеального механiчного контакту мiж рiзними частинами
матерiалу забезпечує неперервнiсть перемiщень та напружень при переходi
з однiєї частини смуги до iншої, а також коректнiсть розв’язку на великих
вiдстанях вiд областi навантаження.

Отриманi результати мають важливе значення для iнженерних за-
дач, зокрема, для моделювання поведiнки матерiалiв пiд дiєю рiзних видiв
навантажень. Вони можуть бути корисними у галузях геологiї та гiрни-
чої справи для розумiння процесiв стабiльностi масивiв гiрських порiд, а
також у матерiалознавствi для дослiдження властивостей композитних ма-
терiалiв, що складаються з декiлькох компонентiв з рiзними механiчними
характеристиками.

Таким чином, подальшi дослiдження можуть зосередитися на розши-
реннi даних методiв на бiльш складнi геометрiї i умови навантаження, що ще
бiльше пiдвищить їх практичну цiннiсть. Окрiм того, можливим напрямком
подальших дослiджень є врахування нелiнiйних ефектiв та дослiдження
динамiчних задач, що дозволить значно розширити область застосування
отриманих результатiв.
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