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Вступ

Темпи розвитку економiки, розв’язання багатьох соцiальних проблем залежать вiд

iнтенсивностi впровадження досягнень науково-технiчного прогресу в галузях народного

господарства. У свою чергу, цю проблему неможливо розв’язати без швидкого розвитку i

впровадження в усi сфери людської дiяльностi сучасних засобiв обчислювальної технiки

i прикладної математики.

Одним з роздiлiв прикладної математики, до якого iнженерно-технiчнi працiвники

i економiсти проявляють пiдвищений iнтерес, є мiнiмiзацiя функцiй i функцiоналiв. Ве-

лика кiлькiсть рiзноманiтних задач i методiв їх розв’язання обумовлює мати посiбники,

в яких у стислiй формi було б викладено алгоритми найвiдомiших методiв i методику їх

застосування. До цього спонукають також новi форми навчання студентiв.

Основне завдання посiбника — допомога студентам в опануваннi базових алгори-

тмiв розв’язування задач мiнiмiзацiї функцiй багатьох змiнних, задач варiацiйного числе-

ння i оптимального керування.
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МIНIМIЗАЦIЯ
ФУНКЦIЙ

−2
−1.5

−1
−0.5

0
0.5

1
1.5

2

−1
−0.5

0
0.5

1
1.5

2
2.5

3

0

500

1,000

1,500

2,000

2,500

x1
x2



1
Мiнiмiзацiя функцiй

однiєї змiнної

1.1 Необхiднi та достатнi умови екстремуму

Нехай на числовiй прямiй E1 задана скалярна функцiя ϕ (x). Розглянемо задачу

пошуку точок, в яких функцiя досягає свого мiнiмального або максимального значення.

Точки мiнiмуму або максимуму функцiї будемо називати екстремальними точками.

Сформулюємо означення, що вiдносяться до теорiї мiнiмiзацiї функцiй.

О з н а ч е н н я 1.1. Якщо для всiх x ∈ E1 виконується умоваϕ (x*) 6 ϕ (x), то

точка x* називається точкою глобального (абсолютного) мiнiмуму функцiї

ϕ (x).

О з н а ч е н н я 1.2. Якщо для достатньо малого ε > 0 виконується нерiв-

нiстьϕ (x*) 6 ϕ (x) для всiх x ∈ E1 таких, що |x− x*| 6 ε, то точка x* називається

точкою локального (вiдносного) мiнiмуму функцiї ϕ (x).

О з н а ч е н н я 1.3. Точка x* називається точкою строгого мiнiмуму (у ло-

кальному або глобальному сенсi), якщо вiдповiднi нерiвностi в означеннях точок

локального i глобального мiнiмумiв виконуються як строгi (при x ̸= x*).

Означення точок локального i глобального максимумiв вводяться аналогiчно.

Зазначимо, що точки глобального мiнiмуму є точками локального мiнiмуму. I тому

далi розглядатимемо тiльки точки локального мiнiмуму.

Т е о р е м а 1.1 (необхiдна умова екстремуму першого порядку). Нехай фун-

кцiя ϕ (x) визначена i диференцiйовна на E1. Якщо x* — точка локального мiнi-

муму (максимуму), то у нiй перша похiдна функцiї дорiвнює нулю:

dϕ (x*)

dx
= 0. (1.1)
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О з н а ч е н н я 1.4. Точки, що задовольняють умовi (1.1), називаються ста-

цiонарними.

Приклад 1.1. Знайти стацiонарнi точки функцiї ϕ (x) =
1

3
x3 − 5x2 + 24x+ 6.

Знайдемо нулi першої похiдної:
dϕ (x)

dx
= x2 − 10x+ 24 = 0. Маємо x1 = 4, x2 = 6.

Отже, у точках x1 i x2 функцiя може досягати екстремальних значень. �

Т е о р е м а 1.2 (необхiдна умова екстремуму другого порядку). Нехай фун-

кцiя ϕ (x) визначена i двiчi диференцiйовна на E1. Тодi у точцi локального мiнi-

муму (максимуму) друга похiдна функцiї невiд’ємна (недодатна):

d2ϕ (x*)

dx2
> 0 (6 0) .

Приклад 1.2. Розглянемо ту ж саму функцiю ϕ (x) =
1

3
x3 − 5x2 + 24x + 6. Друга

похiдна має вигляд
d2ϕ (x)

dx2
= 2x − 10. У стацiонарнiй точцi x1 = 4 друга похiдна

дорiвнює (−2), тобто вiд’ємна. У цiй точцi може досягатися максимум функцiї. У

точцi x2 = 6 друга похiдна додатна, а значить у нiй може досягатися мiнiмум функцiї.

�

Т е о р е м а 1.3 (достатня умова екстремуму). Нехай функцiя ϕ (x) визначе-

на, двiчi диференцiйовна на E1. Якщо у стацiонарнiй точцi x* виконується умова
d2ϕ (x*)

dx2
> 0 (< 0), то точка x* — точка локального мiнiмуму (максимуму) фун-

кцiї ϕ (x).

Приклад 1.3. Розглядається функцiя ϕ (x) =
1

3
x3 − 5x2 + 24x+ 6. У стацiонарнiй

точцi x1 = 4 друга похiдна дорiвнює (−2). Отже, у цiй точцi досягається максимум

функцiї, а у точцi x2 = 6 друга похiдна дорiвнює 2, тобто у нiй досягається мiнiмум.

�

Якщо у стацiонарнiй точцi x* друга похiдна дорiвнює нулю, то питання про мiнiмум

чи максимум у цiй точцi залишається вiдкритим.

Т е о р е м а 1.4 (загальна достатня умова екстремуму). Нехай функцiя ϕ (x)

визначена на E1 i має неперервнi похiднi до k-го порядку включно. Якщо у точцi

x* похiднi до (k− 1)-го порядку дорiвнюють нулю:

dϕ (x*)

dx
= 0, . . . ,

dk−1ϕ (x*)

dxk−1
= 0, але

dkϕ (x*)

dxk
̸= 0, то
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1) x* є точкою локального мiнiмуму, якщо k— парне число i
dkϕ (x*)

dxk
> 0;

2) x* є точкою локального максимуму, якщо k— парне число i
dkϕ (x*)

dxk
< 0;

3) x* не є екстремальною точкою, якщо k— непарне число.

Далi сформулюємо необхiдну умову мiнiмуму функцiї на вiдрiзку [a;b].

Т е о р е м а 1.5. Якщо точка x* = a є точкою мiнiмуму функцiї ϕ (x) на вiд-

рiзку [a;b], то
dϕ (x*)

dx
> 0, а якщо x* = b— точка мiнiмуму, то

dϕ (x*)

dx
6 0.

1.2 Чисельнi методи одновимiрної мiнiмiзацiї

Вище показано, що локальний мiнiмум функцiї ϕ(x) знаходиться серед коренiв рiв-

няння
dϕ(x)

dx
= 0. Тiльки в окремих випадках розв’язок цього рiвняння вдається знайти

в явному виглядi. Як правило, задача пошуку коренiв рiвняння
dϕ(x)

dx
= 0 приблизно

так само складна, як i задача мiнiмiзацiї функцiї ϕ(x). Обидвi цi задачi розв’язуються чи-

сельно. При цьому для розв’язування задач мiнiмiзацiї можна використовувати чисельнi

методи знаходження коренiв рiвняння, але методи, що розробленi спецiально для задач

мiнiмiзацiї, є бiльш ефективними.

Перерахуємо причини окремого розгляду чисельних методiв пошуку екстремуму

функцiї однiєї змiнної.

По-перше, цi алгоритми використовуються у багатьох алгоритмах пошуку екстре-

муму функцiй багатьох змiнних.

По-друге, класи функцiй однiєї змiнної служать зручною моделлю для теоретичного

дослiдження ефективностi методiв оптимiзацiї.

По-третє, iнодi вдається, використовуючи тi чи iншi прийоми, безпосередньо за до-

помогою алгоритмiв одновимiрної оптимiзацiї одержати розв’язок багатовимiрних задач.

О з н а ч е н н я 1.5. Функцiя ϕ (x) називається унiмодальною на R = [a;b],

якщо iснує така точка x0 ∈ [a;b], що

ϕ (x1) > ϕ (x2) , якщо x1 < x2 < x0, x1, x2 ∈ R,
ϕ (x1) < ϕ (x2) , якщо x0 < x1 < x2, x1, x2 ∈ R.

Л е м а 1.1. Нехай функцiя є унiмодальною на R, x1, x2 ∈ R, x1 < x2. Тодi, якщо

ϕ (x1) 6 ϕ (x2), то точка мiнiмуму x* така, що x* 6 x2; якщо ж ϕ (x1) > ϕ (x2), то

x* > x1.



Роздiл 1. Мiнiмiзацiя функцiй однiєї змiнної 11

Виникає питання, а як же знайти промiжок R = [a;b], на якому знаходиться точка

мiнiмуму? Це можна зробити так. Якщо припустити, що множина R необмежена, то за

допомогою леми легко побудувати процес, що дозволяє визначити вiдрiзок, якому нале-

жить точка мiнiмуму. Для цього обчислимо значення функцiї в точках x1, x2 = x1 + h, де

h > 0.

Нехай, наприклад, ϕ (x1) > ϕ (x2). Якщо R обмежена зверху числом C, то точка

мiнiмуму належить [x1;C]. Якщо ж R необмежена зверху, то варто обчислювати значення

ϕ (xi); (xi = xi−1 + h, i = 3, 4, . . .) доти, поки не буде знайдена точка xi, що ϕ (xi) >

ϕ (xi−1). Згiдно з лемою точка мiнiмуму належить промiжку [xi−2; xi] .

1.2.1 Симетричнi методи

Зробимо опис довiльного симетричного методу мiнiмiзацiї унiмодальної функцiї

ϕ (x) на [a;b].

На промiжку [a;b] (його ще називають iнтервалом невизначеностi) обираємо двi

симетричнi вiдносно середини вiдрiзка точки x1 i x2, обчислюємо ϕ (x1) i ϕ (x2). Якщо

ϕ (x1) 6 ϕ (x2), то згiдно з лемою точка мiнiмуму належить [a; x2], iнакше вона належить

[x1;b]. Ми отримали задачу мiнiмiзацiї унiмодальної функцiї на бiльш вузькому вiдрiзковi

[a; x2], або [x1;b]. На новому вiдрiзку знову знаходимо за тим же алгоритмом двi симетри-

чнi точки i т. д. Нехай ми зменшили наш вiдрiзок до [an;bn]. Якщо bn − an 6 2ε, де ε—

точнiсть знаходження точки мiнiмуму, то за точку мiнiмуму приймаємо точку
an + bn
2

.

Зрозумiло, що способiв вибору двох симетричних точок на [a;b] є нескiнченна кiль-

кiсть. Розглянемо деякi з них.

Метод подiлу вiдрiзку навпiл

Симетричнi точки x ′ та x ′′ обираються у такий спосiб:

x ′ = a+
b− a

4
, x ′′ = b−

b− a

4
.

Точки x ′ та x ′′ разом iз серединою вiдрiзку [a;b] дiлять його на чотири рiвнi частини.

Таким чином, на кожному кроцi довжина iнтервалу невизначеностi зменшується вдвiчi.

Метод дихотомiї

У методi дихотомiї точки x ′ та x ′′ обираються симетрично до середини вiдрiзку [a;b]

на вiдстанi
δ

2
, де δ— мале додатне число (δ < ε, де ε— точнiсть пошуку мiнiмуму). Роз-
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рахунковi формули мають вигляд

x ′ =
a+ b− δ

2
, x ′′ =

a+ b+ δ

2
.

При малих δ ефективнiсть методiв дихотомiї та подiлу навпiл можна вважати однаковою.

Бiльш ефективними за два попереднi методи є метод Фiбоначчi та метод золотого

перетину.

Метод Фiбоначчi

У цьому методi використовуються числа Фiбоначчi, що визначаються у такий спо-

сiб:

F1 = F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn.

Параметр n— кiлькiсть крокiв, що використовуються у методi, знаходиться з не-

рiвностi

Fn+1 <
b− a

ε
6 Fn+2, (1.2)

де ε— точнiсть знаходження точки мiнiмуму. Якщо n = 1, то вiзьмемо x ′1 = x
′′
1 =

a+ b

2
.

Тодi найближче значення точки мiнiмуму дорiвнюватиме x* =
a+ b

2
.

Якщо n > 2, то обираємо двi точки

x ′1 = a+
Fn

Fn+2
(b− a), x ′′1 = a+

Fn+1

Fn+2
(b− a) = a+ b− x ′1,

розташованих на [a;b] симетрично. Подальшi дiї описанi вище. Якщо знайдено вiдрiзок

[ak;bk] довжини

bk − ak =
Fn−k+3

Fn+2
(b− a),

то обираємо на ньому двi точки

x ′k = ak +
Fn−k+1

Fn+2
(b− a) i x ′′k = ak +

Fn−k+2

Fn+2
(b− a).

Далi за описаним вище алгоритмом звужуємо вiдрiзок [ak;bk] доти, поки k не буде дорiв-

нювати n. Якщо k = n, то довжина вiдрiзку [ak;bk] дорiвнює

bn − an =
F3

Fn+2
(b− a) =

2(b− a)

Fn+2
,
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а точки

x ′n = an +
F1

Fn+2
(b− a) = an +

b− a

Fn+2
,

x ′′n = an +
F2

Fn+2
(b− a) = an +

b− a

Fn+2

спiвпадають i дiлять вiдрiзок [an;bn] навпiл. Приймаючи x* = x ′n = x ′′n за точку мiнiмуму

ми припускаємося похибки не бiльше нiж ε незалежно вiд вигляду функцiї ϕ (x).

Приклад 1.4. Методом Фiбоначчi знайти мiнiмум функцiї ϕ (x) = x2 на вiдрiзку

[1; 2] з точнiстю ε = 0.2.

Розв’язування. Спочатку визначимо кiлькiсть крокiвn. Вона визначається з умови

(1.2). Випишемо декiлька чисел Фiбоначчi: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . .

Так як
b− a

ε
= 5, то з нерiвностi Fn+1 < 5 6 Fn+2 отримаємо, що n = 3. Покладемо

a1 = a, b1 = b.

Беремо k = 1. Тодi

x ′1 = 1+
F3

F5
= 1.4, x ′′1 = 1+

F4

F5
= 1.6.

Так як ϕ(1.4) < ϕ(1.6), то [a2;b2] = [1; 1.6].

При k = 2

x ′2 = 1+
F2

F5
= 1.2, x ′′2 = 1+

F3

F5
= 1.4.

(Зазначимо, що x ′′2 = x ′1.) I так як ϕ(1.2) < ϕ(1.4), то [a3;b3] = [1; 1.4].

Тепер k = n = 3, тодi

x ′3 = 1+
F1

F5
= 1.2, x ′′3 = 1+

F2

F5
= 1.2.

За точку мiнiмуму приймаємо точку x = 1.2. Iз заданою похибкою точку мiнiмуму

знайдено. �
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Метод золотого перетину

У цьому методi точки x ′ та x ′′ дiлять вiдрiзок [a;b] у золотому вiдношеннi.

О з н а ч е н н я 1.6. Кажуть, що точка дiлить вiдрiзок у вiдношеннi золото-

го перетину1, якщо вiдношення довжини вiдрiзка до бiльшої частини дорiвнює

вiдношенню бiльшої частини до меншої.

На вiдрiзку [a;b] є двi симетричнi вiдносно його кiнцiв точки x ′ и x ′′ такi, що

b− a

b− x ′
=
b− x ′

x ′ − a
=
b− a

x ′′ − a
=
x ′′ − a

b− x ′′
=
1+

√
5

2
≈ 1.618.

Константа ϕ =
1+

√
5

2
має назву пропорцiї золотого перетину.

Зазначимо, що одночасно точка x ′ утворює золотий перетин вiдрiзку [a; x ′′], а точка

x ′′ — вiдрiзку [x ′;b].

a x ′ x ′′ b

Точки золотого перетину вiдрiзку [a;b]

Отже, у методi золотого перетину точки x ′, x ′′ на вiдрiзку [a;b] обираються у такий

спосiб:

x ′ = a+
3−

√
5

2
(b− a),

x ′′ = a+

√
5− 1

2
(b− a).

На вiдмiну вiд методу Фiбоначчi, на кожному кроцi обчислюється величина bn−an.

Якщо bn − an < 2ε, то за точку мiнiмуму беремо x* =
an + bn
2

, i на цьому обчислення

закiнчуємо.

Приклад 1.5. Методом золотого перетину знайти мiнiмум функцiї ϕ (x) = x2 на

вiдрiзку [1; 2] з точнiстю ε = 0.2.

Розв’язування. Так як b−a = 2−1 = 1 > 2ε = 0.4, то розраховуємо двi симетричнi

1Вважається, що цей термiн уперше ввiв Леонардо да Вiнчi. Пропорцiї золотого перетину пов’язують
з естетичним сприйняттям форми. Вiдомо багато прикладiв їх використання у живопису, скульптурi, ар-
хiтектурi, музицi (див., наприклад, Волошинов А. В. Математика и искусство. — М.: Просвещение,
1992. — 335 с.).
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точки

x ′ = 1+
3− 2.236

2
(2− 1) = 1.382,

x ′′ = 1+
2.236− 1

2
(2− 1) = 1.618.

Так як ϕ(1.382) < ϕ(1.618), то a = 1, b = 1.618. Величина b − a = 1.618 − 1 =

0.618 > 2ε = 0.4, тому на новому вiдрiзку [1; 1.618] знаходимо двi симетричнi точки

x ′ = 1+ 0.382 · 0.618 = 1.236,
x ′′ = 1+ 0.618 · 0.618 = 1.382.

Маємо ϕ(x ′) < ϕ(x ′′). Тодi a = 1, b = 1.382. Так як b − a = 0.382 < 2ε = 0.4, то,

взявши x* =
a+ b

2
= 1.191, ми отримали точку мiнiмуму iз заданою точнiстю. �

Зауваження 1.1. Як i у методi Фiбоначчi, у методi золотого перетину не варто ко-

ристуватись спiввiдношенням x ′′ = a+b− x ′. Це пов’язано з тим, що методи не стiйкi до

помилок. Тому на кожному кроцi згiдно з формулами необхiдно знаходити двi симетричнi

точки.

1.3 Завдання для самостiйної роботи

1.3.1 Чисельнi методи одновимiрної мiнiмiзацiї

Постановка задачi Виконання завдання включає наступнi етапи.

1) Побудова графiка функцiї та дослiдження її властивостей (неперервнiсть, гладкiсть,

опуклiсть, унiмодальнiсть).

2) Вибiр початкового вiдрiзку [a0;b0] для пошуку точки мiнiмуму, а також, за необхi-

дностi, iнших початкових параметрiв. Якщо цiльова функцiя у своїй областi визна-

чення має глобальний мiнiмум, то вiдрiзок [a0;b0] бажано взяти таким, який його

мiстить.

3) Програмна реалiзацiя запропонованого чисельного методу. У програмi має бути

передбачена можливiсть змiни вихiдних даних (функцiї, вiдрiзку, бажаної точностi)

при мiнiмальних змiнах коду. Програма має виводити на екран наступне:

∙ отриману оптимальну точку та значення функцiї у цiй точцi;

∙ загальну кiлькiсть обчислень значень функцiї у ходi виконання алгоритму;

∙ кiлькiсть зроблених крокiв (iтерацiй) алгоритму;

∙ вiзуалiзацiю процесу розв’язування (не обов’язково).



16 Роздiл 1. Мiнiмiзацiя функцiй однiєї змiнної

4) Розв’язування тiєї ж задачi за допомогою вбудованих методiв систем комп’ютерної

математики. Порiвняння результатiв.

Варiанти завдань

Функцiя Метод

Варiант 1 x sin
1

x
метод золотого перетину

Варiант 2 x arctg x−
1

2
ln
(︀
1+ x2

)︀
метод Фiбоначчi

Варiант 3 (x− 1)2 sin x метод подiлу навпiл

Варiант 4 (x− 4)2 + ln x метод подiлу навпiл

Варiант 5 x4 + e−x метод золотого перетину

Варiант 6 2x+
1

x
метод золотого перетину

Варiант 7 x4 + 2x2 + 4x+ 1 метод Фiбоначчi

Варiант 8 x5 − 5x3 + 10x2 − 5x метод дихотомiї

Варiант 9 x2 + 3x(ln x− 1) метод дихотомiї

Варiант 10 x2 − 2x− 2 cos x метод подiлу навпiл

Варiант 11 (x+ 1)4 − 2x2 метод подiлу навпiл

Варiант 12 3(5− x)
4
3 + 2x2 метод подiлу навпiл

Варiант 13 −x3 + 3(1+ x) [ln(1+ x) − 1] метод Фiбоначчi

Варiант 14 x+
1

x2
метод подiлу навпiл

Варiант 15 x sin x+ 2 cos x метод дихотомiї

Варiант 16 x4 + 8x3 − 6x2 − 72x+ 90 метод Фiбоначчi

Варiант 17 x6 + 3x2 + 6x− 1 метод дихотомiї

Варiант 18 10x ln x−
x2

2
метод подiлу навпiл

Варiант 19 −
2x

ln 2
+ 2x2 метод Фiбоначчi

Варiант 20 ex − 1
3
x3 + 2x метод золотого перетину

Варiант 21 x e−x метод золотого перетину

Варiант 22 x5 − x2 метод Фiбоначчi

Варiант 23 x4 − x метод дихотомiї

Варiант 24 2x2 + 3e−x метод дихотомiї

Варiант 25 3x2 +
12

x3
− 5 метод золотого перетину



2
Мiнiмiзацiя функцiй

багатьох змiнних

2.1 Допомiжнi означення та теореми

Розглядається евклiдовий простiр En, елементами якого є вектори-стовпчики. Ска-

лярний добуток двох векторiв x1 i x2 визначається так: (x1, x2) =
n∑
i=1

x1ix
2
i . Пiд довжиною

або нормою (евклiдовою нормою) вектора x ∈ En будемо розумiти число

‖x‖ =
√︀
(x, x) =

⎯⎸⎸⎷ n∑
i=1

x2i .

Матрицю

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . anm

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
будемо коротко записувати як [aij]

n,m

i,j=1.

Нормою матрицi (пiдпорядкованiй нормi вектора ) називається число

‖A‖ = sup
x̸=0

‖Ax‖
‖x‖ = sup

‖x‖=1
‖Ax‖ .

О з н а ч е н н я 2.1. Вiдрiзком, що з’єднує точки x1 i x2 ∈ En, називається

множина [︀
x1, x2

]︀
=
{

x ∈ En | x = αx1 + (1− α)x2, 0 6 α 6 1
}
.

О з н а ч е н н я 2.2. Множина R = {x ∈ En | (c, x) = α, c ̸= 0} називається гi-

перплощиною. Вектор c називається нормальним вектором гiперплощини.
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Вiн ортогональний гiперплощинi.

О з н а ч е н н я 2.3. Нехай функцiя ϕ (x) визначена на множинi R ⊆ En. Лiнi-

єю (множиною, поверхнею) рiвня функцiї ϕ (x) називається множина

R = {x ∈ R | ϕ (x) = C = const} ,

тобто лiнiя рiвня функцiї ϕ (x) — це множина точок x ∈ R, в яких функцiя ϕ (x)

приймає якесь постiйне значення.

Приклад 2.1. Розглянемо функцiю ϕ (x) = x21 + 25x
2
2. Лiнiя рiвня має вигляд: x21 +

25x22 = c. Пiсля перетворень отримаємо:
x21(︀√
c
)︀2 + x22

(
√
c/5)

2
= 1, а це елiпс. �

О з н а ч е н н я 2.4. Множина R ⊆ En називається опуклою, якщо разом з

довiльними точками x1 i x2 вона мiстить у собi весь вiдрiзок, що з’єднує їх, тобто

якщо точка x(α) = αx1 + (1− α)x2 ∈ R при довiльних x1, x2 ∈ Rта α ∈ [0; 1].

О з н а ч е н н я 2.5. Симетрична матриця A вимiру n×n називається невiд’-

ємною, якщо вiдповiдна їй квадратична форма є невiд’ємно означеною, тобто

ℐ = x⊤Ax > 0 для всiх x ∈ En.

О з н а ч е н н я 2.6. Симетрична матриця A вимiру n× n називається дода-

тною, якщо вiдповiдна їй квадратична форма є додатно означеною, тобто

ℐ = x⊤Ax > 0 для всiх x ∈ En, x ̸= 0.

Аналогiчно вводяться поняття недодатної i вiд’ємної матрицi.

О з н а ч е н н я 2.7. Головним кутовим мiнором k-го порядку деякої ква-

дратної матрицi називається визначник матрицi, складений з перших k рядкiв i

перших k стовпчикiв початкової матрицi.

К р и т е р i й С i л ь в е с т р а. Симетрична матриця є:

a) додатною тодi i тiльки тодi, коли всi її головнi кутовi мiнори додатнi;

b) вiд’ємною, якщо всi її головнi кутовi мiнори непарного порядку вiд’ємнi, а

парного — додатнi;

c) невiд’ємною тодi i тiльки тодi, коли всi мiнори, утворенi рядками i стов-

пчиками початкової матрицi з однаковими номерами, невiд’ємнi;

d) недодатною, якщо всi мiнори, утворенi рядками i стовпчиками початкової

матрицi з однаковими номерами непарного порядку недодатнi, а парно-

го — невiд’ємнi.

Т е о р е м а 2.1. Перетин довiльної кiлькостi опуклих множин теж є опу-
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клою множиною.

Важливими теоремами при дослiдженнi задач на екстремум є теореми про вiддiль-

нiсть опуклих множин.

О з н а ч е н н я 2.8. Нехай X i Y — множини En. Множини вiддiльнi, якщо

iснують вектор c ̸= 0 i число αтакi, що виконуються нерiвностi

c⊤x > α, c⊤y 6 α (2.1)

для всiх x ∈ X, y ∈ Y.

Якщо у (2.1) виконуються строгi нерiвностi, то множини X i Y строго

вiддiльнi. Гiперплощина c⊤x = α називається вiдокремлюючою.

Т е о р е м а 2.2 ([� 3], про строгу вiддiльнiсть множин). Якщо множини X

та Y опуклi, замкненi, не мають спiльних точок i одна з них обмежена, то вони

строго вiддiльнi.

Доведення. Нехай, наприклад, обмеженою є множина X. У множинах X i Y вiзьмемо

по однiй точцi x1 i y1, вiдстань мiж якими позначимо через ρ:
⃦⃦

x1 − y1
⃦⃦
= ρ. Перетин

замкненого ρ-околу множини X з множиною Y позначимо через Yρ. Множини X i Yρ обме-

женi, замкненi i непустi (y1 ∈ Yρ). Тому неперервна функцiя f (x, y) = ‖x − y‖ досягає на

(X, Yρ) мiнiмуму

min
x∈X, y∈Yρ

‖x − y‖ =
⃦⃦

x0 − y0
⃦⃦
= ρ0. (2.2)

Число ρ0 є мiнiмальною вiдстанню мiж множинами X i Yρ та мiж X i Y. Так як множини X

i Y не мають спiльних точок, то ρ0 > 0.

x0 y0
ρ0← c

X

Y

Yρ

x
x(λ)

y

y(λ)

x1 y1
ρ

Нехай x — довiльна точка з X. Так як множина X опукла, то точка x(λ) = λx + (1−
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λ)x0 при довiльних λ (0 6 λ 6 1) належить множинi X.

За означенням (2.2) точок x0, y0 отримаємо, що функцiя

ϕ(λ) =
⃦⃦

x(λ) − y0
⃦⃦2

=
(︀
x(λ) − y0

)︀⊤ (︀
x(λ) − y0

)︀
, 0 6 λ 6 1

у межовiй точцi λ = 0 вiдрiзка [0; 1] досягає мiнiмуму. Тому

dϕ(λ)
dλ

⃒⃒⃒⃒
λ=0

= 2
(︀
x(λ) − y0

)︀⊤ dx(λ)
dλ

⃒⃒⃒⃒
λ=0

= 2
(︀
x0 − y0

)︀⊤ (︀
x − x0

)︀
> 0.

Нехай

c =
x0 − y0

‖x0 − y0‖ , (2.3)

тодi отримаємо нерiвнiсть

c⊤x > c⊤x0, (2.4)

яка справедлива для всiх x ∈ X.

Вiзьмемо довiльну точку y ∈ Y. Так як Y — опукла множина, то точка y(λ) = λy +

(1− λ)y0 при λ ∈ [0; 1] теж належить множинi X. Тодi функцiя

ψ(λ) =
⃦⃦

y(λ) − x0
⃦⃦2

=
(︀
y(λ) − x0

)︀⊤ (︀
y(λ) − x0

)︀
, 0 6 λ 6 1

досягає мiнiмуму в точцi λ = 0. Маємо

dψ(λ)
dλ

⃒⃒⃒⃒
λ=0

= 2
(︀
y(λ) − x0

)︀⊤ dy(λ)
dλ

⃒⃒⃒⃒
λ=0

= 2
(︀
y0 − x0

)︀⊤ (︀
y − y0

)︀
> 0.

Використовуючи (2.3), отримаємо нерiвнiсть

c⊤y 6 c⊤y0, y ∈ Y. (2.5)

Покажемо, що гiперплощина

c⊤x = α, (2.6)

де

α =
c⊤ (︀x0 + y0

)︀
2

, (2.7)

що проведена через середину вiдрiзка, який з’єднує точки x0, y0, строго роздiляє множини

X i Y.
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Дiйсно, з означення (2.3) вектора c маємо

c⊤ (︀x0 − y0
)︀
=

(︀
x0 − y0

)︀⊤ (︀
x0 − y0

)︀
‖x0 − y0‖ =

⃦⃦
x0 − y0

⃦⃦
= ρ0.

Тому c⊤x0 = c⊤y0 + ρ0 i c⊤y0 = c⊤x0 − ρ0. Пiдкладаючи цi вирази в (2.7), отримаємо

α = c⊤x0 −
ρ0

2
i α = c⊤y0 +

ρ0

2
.

Звiдси

c⊤x0 = α+
ρ0

2
> α, (2.8)

c⊤y0 = α−
ρ0

2
< α, . (2.9)

Використовуючи (2.4) i (2.8), отримаємо

c⊤x > c⊤x0 > α, c⊤x > α, x ∈ X,

а (2.5) i (2.9) дають

c⊤y 6 c⊤y0 < α, c⊤y < α, y ∈ Y.

Отримали, що c⊤x > α, x ∈ X, c⊤y < α, y ∈ Y. Множини X i Y строго вiддiльнi. Теорему

доведено. �

О з н а ч е н н я 2.9. Гiперплощина c⊤x = α називається опорною до множи-

ни R у точцi x0, якщо c⊤x0 = α, inf
⃦⃦

x − x0
⃦⃦
= 0 i виконується одна з нерiвностей:

c⊤x > α, c⊤x 6 α.

Н а с л i д о к 2.1. Опукла множина R у кожнiй межовiй точцi має опорну гi-

перплощину.

Т е о р е м а 2.3 ([� 3], про нестрогу вiддiльнiсть множин). Якщо опуклi мно-

жини X, Y не мають спiльних внутрiшнiх точок, то їх можна вiддiлити.

Доведення. Побудуємо множину Z = X − Y = {x − y | x ∈ X, y ∈ Y}. Множина Z—

опукла. Дiйсно, якщо z1 = x1 − y1 ∈ Z i z2 = x2 − y2 ∈ Z, то для довiльного λ (0 6 λ 6 1)

точка
z(λ) = λz1 + (1− λ)z2 = λx1 − λy1 + (1− λ)x2 − (1− λ)y2 =

=
[︀
λx1 + (1− λ)x2

]︀
−
[︀
λy1 + (1− λ)y2

]︀
= x(λ) − y(λ) ∈ Z,

так як x(λ) = λx1 + (1− λ)x2 ∈ X, y(λ) = λy1 + (1− λ)y2 ∈ Y згiдно з опуклiстю множин

X i Y.
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Якщо множини X i Y не мають спiльних внутрiшнiх точок, то нульова точка не може

бути внутрiшньою точкою множини Z.

У взаємному розташуваннi нульової точки i множини Z можливi два випадки.

а) Точка z = 0 не належить замиканню Z. У цьому випадку за теоремою 2.2 точка

z = 0 строго вiдокремлена вiд множини Z, тобто c⊤0 < α, c⊤z > α для всiх z ∈ Z
(за теоремою 2.2), або c⊤ (x − y) > 0 для x ∈ X i y ∈ Y. Отримали, що c⊤x > c⊤y,

x ∈ X, y ∈ Y. Теорему доведено.

б) Точка z = 0 — межова точка множини Z, тобто 0 ∈ Z. У цьому випадку за на-

слiдком 2.1 iснує гiперплощина, що є опорною до Z у точцi z = 0. Тодi c⊤0 = α i

c⊤z > α = 0 для z ∈ Z. Звiдси c⊤z > 0, c⊤ (x − y) > 0, c⊤x > c⊤y, x ∈ X, y ∈ Y.

Теорему доведено.

�

О з н а ч е н н я 2.10. Функцiя ϕ (x), що визначена на опуклiй множинi R, на-

зивається опуклою, якщо для довiльних x1 i x2 ∈ R i довiльного λ ∈ [0; 1] виконує-

ться нерiвнiсть

ϕ
(︀
λx1 + (1− λ)x2

)︀
6 λϕ

(︀
x1
)︀
+ (1− λ)ϕ

(︀
x2
)︀
. (2.10)

y

y = ϕ(x)

0 x1 x2 x

ϕ
(︀
x1

)︀
ϕ
(︀
x2

)︀

λx1 + (1 − λ)x2

λϕ
(︀
x1

)︀
+ (1 − λ)ϕ

(︀
x2

)︀ Геометрично це означає, що на про-

мiжку
[︀
x1, x2

]︀
функцiя завжди знаходи-

ться нижче за хорду, що з’єднує точки(︀
x1, ϕ

(︀
x1
)︀)︀

i
(︀
x2, ϕ

(︀
x2
)︀)︀

або спiвпадає

з нею.

Так як у (2.10) присутнiй знак рiвностi,

то опукла функцiя може мати прямолi-

нiйнi вiдрiзки.

О з н а ч е н н я 2.11. Функцiя ϕ (x) називається строго опуклою на опуклiй

множинi R, якщо нерiвнiсть

ϕ
(︀
λx1 + (1− λ)x2

)︀
< λϕ

(︀
x1
)︀
+ (1− λ)ϕ

(︀
x2
)︀

(2.11)

виконується для довiльних точок x1, x2 ∈ R, x1 ̸= x2 та λ ∈ (0; 1).

Якщо у (2.10) i (2.11) змiнити знак нерiвностi на протилежний, то отримаємо поня-

ття вiгнутої i строго вiгнутої функцiї.

Т е о р е м а 2.4 ([� 3]). Для того, щоб функцiяϕ (x), яка визначена на опу-

клiй множинi R, була опуклою, необхiдно i достатньо, щоб була опуклою множи-
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на R = {x, y | x ∈ R, y > ϕ (x)}, тобто надграфiк функцiї був опуклою множиною.

О з н а ч е н н я 2.12. Функцiя ϕ (x), що визначена на опуклiй множинi R, на-

зивається сильно опуклою, якщо знайдеться така константа γ > 0, що для

довiльних x1 i x2 ∈ Rта λ ∈ [0; 1] виконується нерiвнiсть

ϕ
(︀
λx1 + (1− λ)x2

)︀
6 λϕ

(︀
x1
)︀
+ (1− λ)ϕ

(︀
x2
)︀
− γλ(1− λ)

⃦⃦
x1 − x2

⃦⃦2
.

Приклад 2.2. Довести, що якщо функцiя ϕ (x) є опуклою, то множина

R = {x | ϕ (x) 6 c} — опукла.

Доведення. Вiзьмемо двi точки x1 i x2 множини R. Так як x1 ∈ R, то ϕ
(︀
x1
)︀
6 c.

Аналогiчно, ϕ
(︀
x2
)︀
6 c. Розглянемо точку x(λ) = λx1 + (1− λ)x2, λ ∈ [0; 1]. Далi,

ϕ (x(λ)) = ϕ
(︀
λx1 + (1− λ)x2

)︀
6 λϕ

(︀
x1
)︀
+ (1− λ)ϕ

(︀
x2
)︀
6 λc+ (1− λ)c = c.

Отже, взявши двi точки x1 i x2 ∈ R, ми довели, що точка x(λ) при λ ∈ [0; 1] теж

належить множинi R. А це означає, що R— опукла множина. �

Приклад 2.3. Якою повинна бути функцiя ϕ (x), щоб множина

R = {x | ϕ (x) > c}

була опуклою?

Зрозумiло, що функцiя ϕ (x) повинна бути вiгнутою. �

Т е о р е м а 2.5. Опукла функцiя ϕ (x), x ∈ R, неперервна у всiх внутрiшнiх

точках множини R, тобто опукла функцiя може мати розриви тiльки на межi

множини R.

Т е о р е м а 2.6. Якщо функцiїϕi(x), (i = 1,m, x ∈ R) опуклi на R, то i функцiї

ψ (x) =
m∑
i=1

αiϕi (x) , αi > 0,

f (x) = max
16i6m

ϕi (x)

теж опуклi.

Т е о р е м а 2.7 ([� 3]). У опуклої функцiї локальний мiнiмум буде i глобаль-

ним. Строго опукла функцiя має одну точку мiнiмуму. Множина точок мiнiму-

мiв опуклої функцiї є опуклою.

Т е о р е м а 2.8 ([� 2]). Нехай опукла функцiя ϕ (x) неперервно диферен-
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цiйовна на опуклiй множинi R. Для того, щоб точка x* була точкою мiнiмуму

функцiї ϕ (x), необхiдно i достатньо, щоб
(︂
∂ϕ(x*)

∂x
, x − x*

)︂
> 0 для всiх x ∈ R.

Якщо x* — внутрiшня точка множини R, то виконується умова
∂ϕ(x*)

∂x
= 0.

Т е о р е м а 2.9. Якщо функцiя ϕ (x) двiчi неперервно диференцiйовна, то

для опуклостi її на опуклiй множинi R необхiдно i достатньо, щоб матриця
∂2ϕ(x*)

∂x2
була невiд’ємною для всiх x ∈ R. Якщо ж матриця додатна, то функцiя

ϕ (x) — строго опукла.

Зрозумiло, що якщо функцiяϕ (x) вiгнута на опуклiй множинiR, то функцiя (−ϕ (x))

опукла на цiй множинi, i тому властивостi вiгнутих функцiй можна досить легко отримати

з вiдповiдних властивостей опуклих функцiй.

2.2 Постановка задачi математичного програмування

О з н а ч е н н я 2.13. Точка x* ∈ R називається точкою глобального мiнi-

муму функцiї ϕ (x) на множинi R, якщо

ϕ (x*) 6 ϕ (x) для всiх x ∈ R.

Множину точок глобального мiнiмуму функцiї позначимо через X*.

О з н а ч е н н я 2.14. Точка x* ∈ R називається точкою локального мiнiму-

му функцiї ϕ (x) на множинi R, якщо знайдеться константа ε > 0така, що

ϕ (x*) 6 ϕ (x) для всiх x ∈ R, що задовольняють умовi ‖x − x*‖ 6 ε.

О з н а ч е н н я 2.15. Точка x* ∈ R називається точкою строгого мiнiмуму

(у локальному чи глобальному сенсi), якщо вiдповiднi нерiвностi у наведених

означеннях виконуються як строгi (при x ̸= x*).

Аналогiчно вводяться означення точок локального i глобального максимуму.

Умовне позначення ϕ (x) → extr, x ∈ R застосовується при розгляданнi задачi

пошуку екстремуму функцiї ϕ (x)) на множинi R. Запис

ϕ (x)→ min або ϕ (x)→ max

означає, що дослiджується тiльки задача мiнiмiзацiї або максимiзацiї функцiї ϕ (x).

Так як довiльна задача максимiзацiї функцiї ϕ (x) може бути записана у виглядi
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задачi мiнiмiзацiї функцiї −ϕ (x), то всi теоретичнi мiркування можна проводити тiльки

для задачi на мiнiмум.

Приклад 2.4. Розглянемо функцiю

ϕ (x) =

x2 + 3, x ∈ [−2; 1] ,

4, x > 1.

Ця функцiя на [−2; +∞) має одну точку стро-

гого глобального мiнiмуму x* = 0, min
x∈R

ϕ (x) =

ϕ (0) = 3. Точка x* = −2 є точкою строгого

локального максимуму, ϕ (x*) = ϕ (−2) = 7.

Промiнь [1; +∞) є множиною нестрогого ма-

ксимуму, maxϕ (x) = 4. x

y

0−2 −1 1 2 3 4

3

7

�

Приклад 2.5. Функцiя ϕ (x) = e−x, R =
{
x ∈ E1 | x > 1

}
має одну точку строгого

глобального максимуму x* = 1 i не має точок мiнiмуму. �

Приклад 2.6.

Функцiя ϕ (x) = x не досягає екстремуму в жо-

днiй з точок множини R =
{
x ∈ E1 | 2 < x < 3

}
.

x

y

0 1 2 3

1

2

3

�

Узагальненням поняття найменшого значення функцiї є визначення нижньої межi.

О з н а ч е н н я 2.16. Нехай функцiя ϕ (x) обмежена знизу на множинi R. Чи-

сло ϕ* називається нижньою межею (iнфiмумом) ϕ (x), якщо воно є найбiль-

шим з нижнiх меж функцiї ϕ (x) на R, тобто

1) ϕ* 6 ϕ (x) , ∀ x ∈ R,

2) ∀ ε > 0 ∃ xε ∈ R : ϕ (xε) < ϕ* + ε.

Якщо функцiя ϕ (x) обмежена знизу на R, то iснує єдина скiнченна нижня межа

цiєї функцiї на множинi R. Приймаючи у якостi iнфiмуму необмеженої знизу на R функцiї

ϕ* = −∞, можна вважати, що нижня межа (на вiдмiну вiд мiнiмуму) iснує завжди.
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Аналогiчно вводиться поняття верхньої межi (супремуму), як найменшої верхньої

межi функцiї ϕ (x) на R.

2.2.1 Збiжнiсть в екстремальних задачах. Iснування екстремумiв

Розглянутi приклади показують, що не завжди iснує точка, в якiй досягається ни-

жня межа цiльової функцiї. Тому краще розглянути узагальнену задачу оптимiзацiї —

побудову мiнiмiзуючої послiдовностi.

О з н а ч е н н я 2.17. Послiдовнiсть точок
{

xk
}

з припустимої множини R на-

зивається мiнiмiзуючою для функцiї ϕ (x), якщо

lim
k→∞ϕ

(︀
xk
)︀
= inf

x∈R
ϕ (x) = ϕ*.

Побудова мiнiмiзуючих послiдовностей є метою розв’язування задачi мiнiмiзацiї не

тiльки у тому випадку, коли точна нижня межа функцiї не досягається. Бiльшiсть методiв

оптимiзацiї генерують послiдовнiсть точок, яка є мiнiмiзуючою.

Розглянемо достатню умову досягнення верхньої i нижньої меж.

Т е о р е м а 2.10 (Вейєрштрасса). Нехай R— обмежена i замкнена множи-

на, функцiя ϕ (x) — неперервна на R. Тодi f* = inf
x∈R
ϕ (x) > −∞, множина точок

глобального мiнiмуму непуста, обмежена i замкнена, а довiльна мiнiмiзуюча по-

слiдовнiсть збiгається до X*.

Н а с л i д о к 2.2. НехайR— непуста замкнута пiдмножинаEn, функцiяϕ (x)

неперервна на R i для деякої фiксованої точки x0 множина Лебега

L
(︀
x0
)︀
=
{

x ∈ R | ϕ (x) 6 ϕ
(︀
x0
)︀}

обмежена. Тодi виконуються всi твердження теореми Вейєрштрасса при умовi,

що елементи мiнiмiзуючої послiдовностi xk ∈ L
(︀
x0
)︀
.

Н а с л i д о к 2.3. НехайR— непуста замкнута пiдмножинаEn, функцiяϕ (x)

неперервна на R i для довiльної послiдовностi
{

xk
}

точок з R, що задовольняють

умовi lim
k→∞

⃦⃦
xk
⃦⃦
= +∞, виконується спiввiдношення lim

k→∞ϕ
(︀
xk
)︀
= +∞. Тодi викону-

ються всi твердження теореми Вейєрштрасса.

Аналогiчно формулюється теорема для задачi максимiзацiї.
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2.3 Мiнiмiзацiя функцiй без обмежень

Розглянемо задачу

ϕ (x)→ extr, x ∈ En. (2.12)

Класичний пiдхiд до пошуку безумовного екстремуму грунтується на таких твер-

дженнях.

Т е о р е м а 2.11 (необхiдна умова екстремуму першого порядку). Нехай фун-

кцiя ϕ (x) диференцiйовна у точцi x* ∈ En. Тодi якщо x* — локальний розв’язок

задачi (2.12), то
∂ϕ (x*)

∂x
= 0. (2.13)

О з н а ч е н н я 2.18. Розв’язки системи рiвнянь (2.13) називаються стацiо-

нарними точками.

Т е о р е м а 2.12 (необхiдна умова екстремуму другого порядку). Нехай фун-

кцiя ϕ (x) двiчi диференцiйовна у точцi x* ∈ En.

1) Якщо x* — точка локального мiнiмуму в задачi (2.12), то матриця
∂2ϕ (x*)

∂x2
невiд’ємно визначена, тобто(︂

∂2ϕ (x*)

∂x2
x, x
)︂

> 0 для всiх x ∈ En.

2) Якщо x* — точка локального максимуму, то матриця
∂2ϕ (x*)

∂x2
недодатно

визначена, тобто (︂
∂2ϕ (x*)

∂x2
x, x
)︂

6 0 для всiх x ∈ En.

Т е о р е м а 2.13 (достатня умова екстремуму). Нехай функцiяϕ (x) двiчi ди-

ференцiйовна у точцi x* ∈ En i
∂ϕ (x*)

∂x
= 0.

1) Якщо матриця
∂2ϕ (x*)

∂x2
додатно визначена, то x* — точка строгого ло-

кального мiнiмуму функцiї ϕ (x) на En.

2) Якщо матриця
∂2ϕ (x*)

∂x2
вiд’ємно визначена, то x* — точка строгого ло-

кального максимуму функцiї ϕ (x) на En.

Цi твердження справедливi i для задачi пошуку екстремуму на множинi R ∈ En,

якщо x* — внутрiшня точка R.

Якщо вiдомо, що функцiя має глобальний екстремум, то точкою глобального мiнi-
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муму (максимуму) є та стацiонарна точка, в якiй функцiя приймає найменше (найбiльше)

значення. Для визначення iснування глобального екстремуму iнколи можна використо-

вувати наслiдки з теореми Вейєрштрасса. Якщо ж функцiя опукла (вгнута) на En, то тодi

локальнi екстремуми точки будуть точками глобального екстремуму.

Можна застосувати таку схему пошуку безумовних екстремумiв функцiй:

1) Складаємо i розв’язуємо систему рiвнянь (2.13).

2) У стацiонарних точках дослiджуємо на знаковизначенiсть матрицю других похi-

дних; тi точки, в яких матриця додатно визначена, є точками строгого локального

мiнiмуму; стацiонарнi точки, в яких матриця вiд’ємно визначена, є точками строгого

локального максимуму.

3) Аналiзуємо стацiонарнi точки, в яких матриця других похiдних не є строго знако-

визначеною. Якщо матриця невiд’ємно (недодатно) визначена, то вiдповiднi точки

пiдозрiлi на локальний мiнiмум (максимум). Iнколи вивчення поведiнки функцiї в

околi пiдозрiлої точки дає можливiсть вияснити, чи є чи нi точка екстремальною. I

якщо у стацiонарнiй точцi матриця других похiдних не є знаковизначеною, то така

точка не може бути екстремальною.

4) Знайденi точки локального екстремуму дослiджуємо на глобальний екстремум.

Приклад 2.7. Дослiдити на екстремум функцiю

ϕ (x) = x41 + x
4
2 − 2(x1 − x2)

2.

Розраховуємо градiєнт функцiї

∂ϕ (x)
∂x1

= 4x31 − 4(x1 − x2),

∂ϕ (x)
∂x2

= 4x32 + 4(x1 − x2).

Прирiвнявши його до нуля i розв’язавши отриману систему, маємо

x1 =

(︃
0

0

)︃
, x2 =

(︃ √
2

−
√
2

)︃
, x3 =

(︃
−
√
2√
2

)︃
.

Матриця Гессе, матриця других похiдних, має вигляд

∂2ϕ (x)
∂x2

=

(︃
12x21 − 4 4

4 12x22 − 4

)︃
.



Роздiл 2. Мiнiмiзацiя функцiй багатьох змiнних 29

У точцi x1 матриця має вигляд

∂2ϕ(x1)
∂x2

=

(︃
−4 4

4 −4

)︃
.

Вона недодатно визначена. Це означає, що точка x1 пiдозрiла на максимум,ϕ(x1) =

ϕ(0, 0) = 0. Зазначимо, що ϕ(x1, x1) = 2x41 > ϕ(x1) = ϕ(0, 0) = 0 i точки, що

лежать на прямiй x1 = x2 можуть бути обранi дуже близько до початку координат.

Це означає, що у точцi x1 функцiя не може досягати максимуму.

Розглянемо матрицю Гессе у точцi x2.

∂2ϕ(x2)
∂x2

=
∂2ϕ(

√
2,−

√
2)

∂x2
=

(︃
20 4

4 20

)︃
.

Ця матриця додатно визначена, отже, точка x2 є точкою строгого локального мiнi-

муму.

У точцi x3 матриця Гессе має той же вигляд, що i в точцi x2. Це означає, що i в

точцi x3 функцiя має строгий локальний мiнiмум. Так як lim
k→∞

⃦⃦
xk
⃦⃦
= +∞, то згiдно

з другим наслiдком теореми Вейєрштрасса точки x2 i x3 є точками глобального

мiнiмуму функцiї i min
x∈E2

ϕ (x) = −8. �

2.4 Задача на умовний мiнiмум

2.4.1 Мiнiмiзацiя функцiй при обмеженнях типу рiвностей

Розглядається задача

ϕ (x)→ extr (2.14)

x ∈ R =
{

x ∈ En | gi(x) = 0, i = 1,m
}
. (2.15)

Вважаємо, щоm < n.

У деяких випадках для розв’язування такої задачi можна застосувати метод виклю-

чення. Нехай з обмежень-рiвностей можна виразити m якихось компонент вектора x

через iншi n−m компонент. Наприклад,

x1 = f1 (xm+1, . . . , xn) ,

· · ·
xm = fm (xm+1, . . . , xn) .
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Далi пiдкладемо цi вирази у функцiю ϕ (x) i отримаємо задачу на безумовний екстремум

у просторi En−m. Звичайно, скористатись таким алгоритмом можна не завжди i тому

розглянемо бiльш загальний пiдхiд — правило множникiв Лагранжа.

Для задачi (2.14)–(2.15) розглянемо функцiю Лагранжа

L (x, λ0,𝜆) = λ0ϕ (x) +
m∑
i=1

λigi(x),

де λ0 ∈ E1, 𝜆 ∈ Em.

Т е о р е м а 2.14 ([� 3], правило множникiв Лагранжа). Нехай x* — точка

локального екстремуму в задачi (2.14)–(2.15); функцiї ϕ (x) i gi (x) (i = 1,m) не-

перервно диференцiйовнi в околi точки x*. Тодi iснує число λ*0 i вектор 𝜆* ∈ Em,

якi одночасно не дорiвнюють нулевi i такi, що

∂L (x*, λ*0,𝜆
*)

∂x
= 0.

Кожнiй точцi локального екстремуму вiдповiдає нескiнченна кiлькiсть наборiв мно-

жникiв Лагранжа (так як невiдомих на одну бiльше, нiж рiвнянь).

О з н а ч е н н я 2.19. Якщо серед систем множникiв Лагранжа, що вiдповiд-

ають точцi локального екстремуму, немає множникiв Лагранжа з λ*0 = 0, то

така точка називається нормальною точкою екстремуму.

Т е о р е м а 2.15 ([� 3]). Для нормальної точки локального екстремуму вiд-

повiднi множники Лагранжа визначаються єдиним способом з λ*0 = 1.

Т е о р е м а 2.16 ([� 3]). Точка локального екстремуму x* в задачi (2.14)–

(2.15) є нормальною точкою екстремуму тодi i тiльки тодi, коли вектори
∂g1 (x*)

∂x
,

. . . ,
∂gm (x*)

∂x
лiнiйно незалежнi. Якщо обмеження одне, то тодi

∂g (x*)

∂x
̸= 0.

Сформулюємо необхiдну умову оптимальностi другого порядку.

Т е о р е м а 2.17 ([� 3]). Нехай:

1) функцiї ϕ (x), g1 (x), . . . , gm(x) неперервно диференцiйовнi у деякому околi

точки x* ∈ R i двiчi диференцiйовнi у самiй цiй точцi;

2) градiєнти
∂g1 (x*)

∂x
, . . . ,

∂gm (x*)

∂x
лiнiйно незалежнi;

3) x* — точка локального мiнiмуму (максимуму) задачi (2.14)–(2.15).

Тодi
∂L (x*, λ*0,𝜆

*)

∂x
= 0,

(︂
∂2L (x*, λ*0,𝜆

*)

∂x2
y, y
)︂

> 0 (6 0)
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для довiльного вектора y ∈ En, що задовольняє умовi(︂
∂gi (x*)

∂x
, y
)︂

= 0, i = 1,m.

Т е о р е м а 2.18 ([� 3], достатня умова оптимальностi). Нехай:

1) функцiї ϕ (x), g1 (x), . . . , gm (x) двiчi диференцiйовнi у точцi x* ∈ En;

2) для деякого нетривiального набору {λ*0,𝜆
*} виконується умова

∂L (x*, λ*0,𝜆
*)

∂x
= 0;

3) квадратична форма

ℐ =

(︂
∂2L (x*, λ*0,𝜆

*)

∂x2
y, y
)︂
> 0 (< 0)

для всiх y ̸= 0, що задовольняють умовi
(︂
∂gi (x*)

∂x
, y
)︂

= 0, i = 1,m.

Тодi точка x* є точкою строгого локального мiнiмуму (максимуму) функцiї

ϕ (x) на R.

При дослiдженнi на глобальний екстремум досить часто вдається скористатися

теоремою Вейєрштрасса або її наслiдками.

Рекомендується така схема розв’язування задачi з обмеженнями типу рiвностей:

1) Складається функцiя Лагранжа.

2) Виписується необхiдна умова
∂L (x, λ0,𝜆)

∂x
= 0, до неї додаються обмеження-рiвностi

з (2.15). З отриманої системи рiвнянь знаходяться стацiонарнi точки задачi (2.14)–

(2.15), для яких iснує нетривiальний набiр множникiв Лагранжа. Розглядаються

два випадки:

a) λ0 = 0. Цей вироджений випадок зустрiчається на практицi досить рiдко. У

бiльшостi задач випадок λ0 = 0 призводить до несумiсностi системи рiвнянь.

У деяких задачах вдається довести, що точки екстремуму нормальнi i тодi

варiант λ0 = 0 розглядати не потрiбно;

b) розглядається випадок λ0 = 1;

3) Знайденi стацiонарнi точки перевiряють на необхiдну умову оптимальностi другого

порядку. Точки, що не задовольняють умовi, вiдкидаються.

4) Тi стацiонарнi точки, в яких необхiдна умова другого порядку виконується, перевi-

ряють на достатню умову оптимальностi.

5) Знайденi точки мiнiмуму i максимуму дослiджуються на глобальний екстремум.
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Приклад 2.8. Розглянемо задачу

ϕ (x) = 2x21 + x
2
2 → extr, 2x1 + x2 = 1.

Можна спочатку перевiрити нормальнiсть задачi. Для цього скористаємось умовою

нормальностi. Для цього розрахуємо
∂g (x)
∂x

=

(︃
2

1

)︃
. Так як

∂g (x)
∂x

̸= 0 для всiх

припустимих точок, то всi точки нормальнi i задача нормальна. Тепер можна уже

складати функцiю Лагранжа.

А можна пiти iншим шляхом. Складаємо узагальнену функцiю Лагранжа i розгля-

немо випадки λ0 = 0 i λ0 = 1. Маємо

L (x, λ0, λ) = λ0
(︀
2x21 + x

2
2

)︀
+ λ(2x1 + x2 − 1).

Скористаємося правилом множникiв Лагранжа i отримаємо таку систему рiвнянь

∂L (x, λ0, λ)
∂x1

= 4λ0x1 + 2λ = 0,

∂L (x, λ0, λ)
∂x2

= 2λ0x2 + λ = 0,

2x1 + x2 = 1.

(2.16)

Розглянемо випадок з λ0 = 0. Отримаємо, що λ = 0, а це суперечить твердженням

теореми. Отже, λ0 ̸= 0 i тому розглянемо випадок λ0 = 1.

Розв’язавши систему (2.16) з λ0 = 1, отримаємо: x*1 =
1

3
, x*2 =

1

3
, λ = −

2

3
. Розгля-

немо матрицю других похiдних функцiї Лагранжа:

∂2L (x*, 1,−2/3)

∂x2
=

(︃
4 0

0 2

)︃
.

Скористаємось необхiдною умовою другого порядку. Визначимо знак квадратичної

форми ℐ = y⊤∂
2L (x*, λ0, λ)

∂x2
y на гiперплощинi

∂g⊤ (x*)

∂x
y = 0. Отримаємо

ℐ = 4y21 + 2y
2
2,

∂g⊤ (x*)

∂x
y = 2y1 + y2 = 0.

Звiдси y2 = −2y1. Тодi ℐ = 4y21 + 2y
2
2 = 12y21 > 0. Необхiдна умова мiнiмуму

виконується. Достатня умова теж виконується: ϕ = 12y21 > 0 для y ̸= 0. Отже,

розв’язком задачi є точка x* =

(︂
1

3
,
1

3

)︂⊤

. �
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2.4.2 Мiнiмiзацiя функцiй при обмеженнях типу нерiвностей

Так як умови оптимальностi для таких задач досить громiздкi, то розглянемо тiльки

задачу мiнiмiзацiї.

Нехай вn-вимiрному просторi визначенi функцiїϕ (x), g1 (x), . . . , gm (x). Необхiдно

знайти точку x* ∈ En, що задовольняє умовам g1 (x*) 6 0, . . . , gm (x*) 6 0 i таку, що

ϕ (x*) = minϕ (x) , gi (x) 6 0, i = 1,m.

О з н а ч е н н я 2.20. Обмеження gi (x) 6 0 називається активним (жорс-

тким) у точцi x0, якщо gi
(︀
x0
)︀
= 0, i пасивним (нежорстким), якщо gi

(︀
x0
)︀
< 0.

Далi обмеження будемо записувати у векторному виглядi g (x) 6 0, де g —m-

вимiрний вектор.

О з н а ч е н н я 2.21. Припустиму точку x0 назвемо звичайною припусти-

мою при обмеженнях g (x) 6 0, якщо вектори

∂gi1
(︀
x0
)︀

∂x
, . . . ,

∂gik
(︀
x0
)︀

∂x
, 1 6 i1 6 . . . 6 ik 6 m,

що вiдповiдають обмеженням gi1 (x) 6 0, . . . , gik (x) 6 0, активним у точцi x0,

лiнiйно незалежнi.

Сформулюємо необхiднi i достатнi умови мiнiмуму для задачi з обмеженнями типу

нерiвностей.

Т е о р е м а 2.19 (необхiдна умова мiнiмуму). Нехай скалярна функцiя ϕ (x)

im-вимiрна функцiя g (x) визначенi i неперервнi разом з двома першими похiдни-

ми за x. Точка x* — точка локального мiнiмуму — є звичайною припустимою i у

цiй точцi активнi обмеження з номерами i1, . . . , ik. Тодi

1) знайдеться невiд’ємний множник 𝜆* = (λ*1, . . . , λ
*
m)

⊤ > 0такий, що для фун-

кцiї Лагранжа L (x,𝜆) = ϕ (x) + 𝜆⊤g (x) виконується рiвнiсть

∂L (x*,𝜆*)

∂x
= 0;

2) виконуються умови доповнюючої нежорсткостi

λ*igi (x
*) = 0, i = 1,m;

3) квадратична форма ℐ = y⊤∂
2L (x*,𝜆*)

∂x2
y > 0 на гiперплощинi, що задається
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рiвняннями (︂
∂gi1 (x

*)

∂x
, y
)︂

= 0, . . . ,

(︂
∂gik (x

*)

∂x
, y
)︂

= 0.

О з н а ч е н н я 2.22. Припустима точка x* називається умовно-стацiонар-

ною у сформульованiй задачi, якщо для деякого m-вимiрного вектора 𝜆* > 0

виконуються умови

∂L (x*,𝜆*)

∂x
= 0, λ*igi (x

*) = 0, i = 1,m.

Т е о р е м а 2.20 (достатня умова мiнiмiзацiї). Для того, щоб умовно-ста-

цiонарна точка x* була точкою локального мiнiмуму достатньо, щоб квадрати-

чна форма ℐ = y⊤∂
2L (x*,𝜆*)

∂x2
y була додатно визначеною на гiперплощинi

(︂
∂gi1 (x

*)

∂x
, y
)︂

= 0, . . . ,

(︂
∂gik (x

*)

∂x
, y
)︂

= 0, y ̸= 0,

де i1, . . . , ik — номери обмежень, активних у точцi x*.

Приклад 2.9. Необхiдно побудувати коло i квадрат, сума периметрiв яких дорiв-

нює a, так, щоб сума площ круга i квадрата була максимальною.

Розв’язування. Нехай довжина кола дорiвнює x1, а периметр квадрата — x2. Роз-

рахуємо радiус кола i сторону квадрата. Позначимо їх вiдповiдно через r i y. Маємо

2πr = x1, 4y = x2. Тодi r = x1/2π, y = x2/4. Площа круга дорiвнює x21/4π, а квадрата —
x22/16.

Отже, задача має таку математичну постановку:

min−

[︂
x21
4π

+
x22
16

]︂
,

x1 + x2 = a,

−x1 6 0,

−x2 6 0.

(2.17)

Введемо функцiї ϕ (x) = −

[︂
x21
4π

+
x22
16

]︂
, g1(x) ≡ x1 + x2 − a, g2(x) ≡ −x1, g3(x) ≡

−x2. Тодi задача (2.17) має вигляд

minϕ (x),

g1(x) = 0, g2(x) 6 0, g3(x) 6 0, x ∈ R2.
(2.18)

У задачi (2.18) присутнi двi нерiвностi i одна чиста рiвнiсть.
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x1

x2

a

a
Множина

припустимих

точок

0

Так як множина припустимих точок за-

дачi (2.18) обмежена i замкнута, а фун-

кцiя ϕ (x) є неперервною, то за теоремою

Вейєрштрасса задача має розв’язок.

Вектори
∂g1(x)
∂x

=

(︃
1

1

)︃
,

∂g2(x)
∂x

=

(︃
−1

0

)︃
,
∂g3(x)
∂x

=

(︃
0

−1

)︃
попарно лiнiйно незалежнi, а активними одночасно можуть бути g1(x), g1(x) i g2(x)

або g1(x) i g3(x). Тому кожна припустима точка є звичайною. А це означає, що усi

припустимi точки нормальнi. Тому можна складати нормальну функцiю Лагранжа.

L(x,𝜆) = ϕ (x) + λ1g1(x) + λ2g2(x) + λ3g3(x) =

= −

(︂
x21
4π

+
x22
16

)︂
+ λ1 (x1 + x2 − a) − λ2x1 − λ3x2.

Згiдно з необхiдною умовою знайдуться λ1, λ2, λ3; λi > 0, i = 1, 2, 3 такi, що

∂L(x,𝜆)
∂x1

= −
x1

2π
+ λ1 − λ2 = 0,

∂L(x,𝜆)
∂x2

= −
x2

8
+ λ1 − λ3 = 0,

g1(x) ≡ x1 + x2 − a = 0,

λ2g2(x) ≡ −λ2x1 = 0,

λ3g3(x) ≡ −λ3x2 = 0.

Виключимо змiннi x2, λ2, λ3 i отримаємо два рiвняння
(︁
λ1 −

x1

2π

)︁
x1 = 0,(︂

λ1 −
a− x1
8

)︂
(a− x1) = 0.

Розв’язавши цю систему, отримаємо:

1) x*1 =
πa

4+ π
, x*2 =

4a

4+ π
, λ1 =

a

8+ 2π
, λ2 = 0, λ3 = 0;

2) x*1 = a, x*2 = 0, λ1 =
a

2π
, λ2 = 0, λ3 =

a

2π
;
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3) x*1 = 0, x*2 = a, λ1 =
a

8
, λ2 =

a

8
, λ3 = 0.

Квадратична форма має вигляд

ℐ = x⊤∂
2L (x*,𝜆)

∂x2
x = −

1

2π
x21 −

1

8
x22.

Розглянемо кожну з умовно-стацiонарних точок.

1) У першiй точцi активним є тiльки обмеження g1(x) = 0. Гiперплощина
∂g1 (x*)

∂x
x = 0 має вигляд x1 + x2 = 0. Тодi x1 = −x2. У першiй точцi ква-

дратична форма матиме вигляд: ℐ = −

[︂
1

2π
+
1

8

]︂
x22 i ℐ 6 0. Так як необхiдна

умова мiнiмуму не виконується, то ця точка не може бути розв’язком задачi.

2) Перше i третє обмеження активнi у другiй точцi. Гiперплощина визначається

системою x1 + x2 = 0,−x2 = 0.

Так як x1 = x2 = 0, то ℐ = 0. Необхiдна умова мiнiмуму виконується.

3) У третiй точцi активними є перше i друге обмеження. Тодi отримаємо таку

систему x1 + x2 = 0,−x1 = 0,

що визначає гiперплощину. Маємо: x1 = x2 = 0, а значить ℐ = 0. У третiй

точцi теж виконується необхiдна умова мiнiмуму.

Отримали, що у двох припустимих точках виконується необхiдна умова мiнiмуму,

але у жоднiй iз них не виконується достатня. Так як задача має розв’язок i маємо двi

точки, в яких може досягатися мiнiмум, то порiвняємо значення функцiї у цих точках

i оберемо розв’язок. У другiй точцi значення функцiї дорiвнює −
a2

4π
≈ −0.0796a2,

а у третiй —
a2

16
≈ −0.0625a2. Так як −0.0796 < −0.0625, то розв’язком задачi є

друга точка. Це означає, що необхiдно побудувати коло. �

2.5 Мiнiмiзацiя опуклих функцiй

Роздiл нелiнiйного програмування, в якому задачi мiнiмiзацiї формулюються для

опуклих функцiй i опуклих множин, називається опуклим програмуванням.
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Розглянемо основну теорему опуклого програмування для задачi

minϕ (x)

g(x) 6 0, x ∈ R ⊂ En,
(2.19)

де ϕ (x) i компонентиm-вимiрної функцiї g(x) є опуклi функцiї на опуклiй множинi R.

О з н а ч е н н я 2.23. Обмеження задачi (2.19) задовольняють умовi Слей-

тера, якщо iснує вектор x0 ∈ Rтакий, що g
(︀
x0
)︀
< 0.

Розглянемо нормальну функцiю Лагранжа для задачi опуклого програмування.

О з н а ч е н н я 2.24. Сукупнiсть
(︀
x0,𝜆0

)︀
векторiв x0 ∈ R, 𝜆0 > 0 називається

сiдловою точкою функцiї Лагранжа, якщо для всiх x ∈ R i 𝜆 > 0 виконується

нерiвнiсть

L
(︀
x0,𝜆

)︀
6 L

(︀
x0,𝜆0

)︀
6 L

(︀
x,𝜆0

)︀
.

Т е о р е м а 2.21 (Куна — Таккера). Нехай обмеження (2.19) задовольняють

умовi Слейтера. Тодi для того щоб вектор x0 ∈ R був розв’язком основної задачi

опуклого програмування необхiдно i достатньо, щоб iснував вектор 𝜆0 > 0 та-

кий, що пара
(︀
x0,𝜆0

)︀
була сiдловою точкою функцiї Лагранжа L (x,𝜆) = ϕ (x) +

𝜆⊤g(x).

Доведення.

Необхiднiсть. В (m+ 1)-вимiрному просторi побудуємо множини

A = {y = (y0, y) | y0 > ϕ(x), y > g(x) при деякому x ∈ R} ,
B = {y = (y0, y) | y0 = ϕ(x), y = g(x) при деякому x ∈ R} ,

Z =
{

z = (z0, z) | z0 < ϕ
(︀
x0
)︀
, z < 0

}
.

Множини A i Z— опуклi. Дiйсно, нехай
(︀
y10, y

1
)︀
∈ A i

(︀
y20, y

2
)︀
∈ A. Тодi за означе-

нням множини A знайдуться вектори x1 ∈ R i x2 ∈ R такi, що

y10 > ϕ
(︀
x1
)︀
, y1 > g

(︀
x1
)︀
, (2.20)

y20 > ϕ
(︀
x2
)︀
, y2 > g

(︀
x2
)︀
. (2.21)

Побудуємо λy10 + (1− λ)y20, отримаємо

λy10 + (1− λ)y20 > λϕ
(︀
x1
)︀
+ (1− λ)ϕ

(︀
x2
)︀
> ϕ

(︀
λx1 + (1− λ)x2

)︀
= ϕ (x(λ)) ,
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так як функцiя ϕ(x) опукла. Далi,

λy1 + (1− λ)y2 > λg
(︀
x1
)︀
+ (1− λ)g

(︀
x2
)︀
> g

(︀
λx1 + (1− λ)x2

)︀
= g (x(λ))

в силу опуклостi функцiї g(x). Так як x(λ) = λx1 + (1 − λ)x2 ∈ R, то отриманi нерiв-

ностi доводять, що точка
(︀
λy10 + (1− λ)y20, λy1 + (1− λ)y2

)︀
належить множинi A. Отже,

множина A— опукла.

Розглянемо множину Z. Вiзьмемо двi точки з цiєї множини: z1 i z2. Маємо

z1 =
(︀
z10, z

1
)︀
, z2 =

(︀
z20, z

2
)︀

i z10 < ϕ
(︀
x0
)︀
, z1 < 0, z20 < ϕ

(︀
x0
)︀
, z2 < 0.

Тодi

λz1 + (1− λ)z2 =
(︀
λz10 + (1− λ)z20, λz1 + (1− λ)z2

)︀
i

λz10 + (1− λ)z20 < λϕ
(︀
x0
)︀
+ (1− λ)ϕ

(︀
x0
)︀
= ϕ

(︀
x0
)︀
,

λz1 + (1− λ)z2 < λ · 0 + (1− λ) · 0 = 0,

а це i означає, що множина Z опукла.

Множини A i Z не мають спiльних точок. Дiйсно, нехай вони мають спiльну точку

y = z. Тодi якщо y ∈ A i z ∈ Z, то при деякому x ∈ R будуть виконуватися нерiвностi

ϕ (x) 6 y0 = z0 < ϕ
(︀
x0
)︀
,

g (x) 6 y = z < 0,

а це означає, що точка x0 не є точкою мiнiмуму.

За теоремою про вiдокремлення опуклих множин (теорема 2.3) множини A i Z

можна вiдокремити, тобто знайдеться (m+1)-вимiрний вектор c = (c0, c), ‖c‖ = 1 такий,

що

c⊤y > c⊤z (2.22)

для всiх y ∈ A, z ∈ Z. З (2.22) i визначення множини Z отримаємо, що вектор c невiд’єм-

ний, c > 0. Якщо припустити, що iснує вiд’ємна координата ci < 0, то для вектора

z =
(︀
ϕ
(︀
x0
)︀
+ ε, ε, . . . , ε,−β2i , ε, . . . , ε

)︀
з фiксованим ε < 0 i великим β отримаємо, що число c⊤z може бути досить великим, що
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суперечить (2.22).

Множина B належить множинi A, тому нерiвнiсть (2.22) виконується i при y ∈ B,

тобто

c0ϕ(x) + c⊤g(x) > c⊤z для всiх x ∈ R. (2.23)

Так як нерiвнiсть (2.23) виконується для всiх точок множини Z, вона буде виконуватись i

для граничних точок множини Z, зокрема, для точки
(︀
ϕ
(︀
x0
)︀
, 0
)︀
:

c0ϕ(x) + c⊤g(x) > c0ϕ
(︀
x0
)︀

для всiх x ∈ R. (2.24)

Доведемо, що c0 > 0. Якщо c0 = 0, то з c > 0, c ̸= 0 отримаємо, що c > 0, c ̸= 0, i тому

згiдно з (2.24)

c⊤g(x) > 0 для всiх x ∈ R. (2.25)

За умовою Слейтера знайдеться вектор x* ∈ R такий, що g (x*) < 0. Тому c⊤g (x*) < 0,

що суперечить (2.25).

Покладемо 𝜆0 =
c
c0

. Ясно, що 𝜆0 > 0. Тодi з (2.24) отримаємо

ϕ(x) + 𝜆⊤
0 g(x) > ϕ

(︀
x0
)︀

для всiх x ∈ R. (2.26)

Нехай x = x0, отримаємо 𝜆⊤
0 g(x0) > 0. Але з iншого боку 𝜆0 > 0 i g

(︀
x0
)︀
6 0, тодi

𝜆⊤
0 g
(︀
x0
)︀
6 0. Маємо

𝜆⊤
0 g
(︀
x0
)︀
= 0. (2.27)

Нерiвнiсть (2.26) та рiвнiсть (2.27) дають

ϕ
(︀
x0
)︀
+ 𝜆⊤

0 g
(︀
x0
)︀
6 ϕ (x) + 𝜆⊤

0 g (x) для всiх x ∈ R. (2.28)

Так як g
(︀
x0
)︀
6 0, то для всiх 𝜆 > 0 виконується нерiвнiсть 𝜆⊤g

(︀
x0
)︀
6 0. Використову-

ючи (2.27), отримаємо

ϕ
(︀
x0
)︀
+ 𝜆⊤g

(︀
x0
)︀
6 ϕ

(︀
x0
)︀
= ϕ

(︀
x0
)︀
+ 𝜆⊤

0 g
(︀
x0
)︀

для всiх 𝜆 > 0. (2.29)

Поєднуючи (2.28) i (2.29), маємо, що пара
(︀
x0,𝜆0

)︀
є сiдловою точкою функцiї Лагранжа.

Достатнiсть. Маємо, що
(︀
x0,𝜆0

)︀
— сiдлова точка функцiї Лагранжа, тобто

ϕ
(︀
x0
)︀
+ 𝜆⊤g

(︀
x0
)︀
6 ϕ

(︀
x0
)︀
+ 𝜆⊤

0 g
(︀
x0
)︀
6 ϕ (x) + 𝜆⊤

0 g (x) , x ∈ R, 𝜆 > 0. (2.30)
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Лiва частина нерiвностi дає

𝜆⊤g
(︀
x0
)︀
6 𝜆⊤

0 g
(︀
x0
)︀
. (2.31)

З (2.31) отримаємо, що g
(︀
x0
)︀
6 0. Дiйсно, якщо при деякому i (1 6 i 6 m) gi

(︀
x0
)︀
> 0,

то покладемо λj = 0, j ̸= i, j = 1,m, беремо λi досить великим i отримаємо що лiва

частина (2.31) буде як завгодно великою, що порушує (2.31).

З (2.31) зрозумiло, що виконується

𝜆⊤
0 g
(︀
x0
)︀
= 0. (2.32)

Дiйсно, якщо припустити, що 𝜆⊤
0 g
(︀
x0
)︀
< 0, то вiзьмемо 𝜆 =

1

2
𝜆0 i з (2.31) отримаємо

суперечливу нерiвнiсть 0 6
1

2
𝜆⊤
0 g
(︀
x0
)︀
< 0. З урахуванням (2.32) i правої частини (2.30)

отримаємо

ϕ
(︀
x0
)︀
6 ϕ(x) + 𝜆⊤

0 g (x) .

Звiдси маємо, що для всiх x ∈ R, що задовольняють нерiвностi g(x) 6 0, повинна вико-

нуватись нерiвнiсть

ϕ
(︀
x0
)︀
6 ϕ(x), x ∈ R.

Отже, x0 — розв’язок задачi.

Теорему доведено. �

Зауваження 2.1. Якщо функцiя g(x) лiнiйна, то теорема справедлива i без умови

Слейтера.

2.5.1 Задача лiнiйного програмування

Роздiл опуклого програмування, в якому використовуються тiльки лiнiйнi функцiї,

називається лiнiйним програмуванням.

Основною задачею лiнiйного програмування є задача:

min (c, x)

x ∈ R = {x ∈ En | Ax > b, x > 0} ,
(2.33)

де A —m× n-матриця, b —m-вектор, c — n-вектор.

Матриця A = [a1, . . . , an] називається матрицею умов задачi. Її стовпчики ai, i =

1, n називаються векторами умов задачi. Вектор b називається вектором обмежень.
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Задачею, двоїстою до задачi (2.33), називається така задача:

max (b, y)

y ∈ Q =
{

y ∈ Em | A⊤y 6 c, y > 0
}
.

(2.34)

Легко довести, що задача (2.33) є двоїстою до задачi (2.34).

У просторi En множина R— це перетин напiвпросторiв (Ax)i > bi, i = 1,m, xj > 0,

j = 1, n. Перетин напiвпросторiв i дає нам множину R. Лiнiї постiйного рiвня мають

вигляд (c, x) = 𝜆.

x1

x2

0

(c, x) = (c, x*)

(c, x) = (c, x0)

x*

x0

−c

Розглянемо довiльну точку x0 ∈ R.

Їй вiдповiдає значення цiльової функцiї

λ0 =
(︀
c, x0

)︀
. Якщо змiщувати гiперплощи-

ну (c, x) = 𝜆 у напрямку зменшення фун-

кцiї, а це є антиградiєнт (−c), до тих пiр,

поки вона останнiй раз не торкнеться мно-

жини R у точцi x*, то ця точка x* i буде

розв’язком задачi.

Основнi теореми лiнiйного програмування

Т е о р е м а 2.22 (двоїстостi). Пряма i двоїста задачi або обидвi мають розв’я-

зок x* i y*, i тодi (c, x*) = (b, y*), або обидвi не мають розв’язку.

Т е о р е м а 2.23. Для довiльних припустимих x ∈ R i y ∈ Q виконується не-

рiвнiсть (c, x) > (b, y).

Т е о р е м а 2.24. Якщо x* ∈ R, а y* ∈ Q i (c, x*) = (b, y*), то x* i y* — опти-

мальнi розв’язки прямої i двоїстої задач.

Т е о р е м а 2.25. Для iснування розв’язкiв однiєї з двоїстих задач (тобто

обох) необхiдно i достатньо, щоб R ̸= ∅,Q ̸= ∅.

Т е о р е м а 2.26. Якщо (c, x*) = min (c, x) i якщо iснують точки x1, . . . , xM

такi, що xi ∈ R, i = 1,M, x* =
M∑
i=1

αixi, де
M∑
i=1

αi = 1, αi > 0, i = 1,M, то

(c, x*) =
(︀
c, x1

)︀
= . . . =

(︀
c, xM

)︀
.

О з н а ч е н н я 2.25. Точка x множиниR називається кутовою точкою, якщо

в R не iснують точки x1 i x2, x1 ̸= x2 такi, що x = αx1 + (1 − α)x2 для деякого

α ∈ (0, 1).
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Т е о р е м а 2.27. Якщо основна задача лiнiйного програмування має розв’я-

зок x*, то iснує кутова точка x ∈ R, в якiй (c, x) = min (c, x) = (c, x*).

Отже, остання теорема стверджує, що розв’язок задачi необхiдно шукати серед ку-

тових точок. Саме на цiй iдеї i побудований симплекс-метод. Це метод пошуку розв’язку

основної задачi лiнiйного програмування.

З алгоритмом симплекс-методу, його модифiкацiями, особливими випадками мо-

жна ознайомитись у [� 3], [� 6], [� 20].

Наостанок розглянемо основну задачу лiнiйного програмування у загальному ви-

глядi i для неї напишемо двоїсту задачу.

Введемо позначення: I = {i | 1, 2, . . . ,m}, J = {j | 1, 2, . . . , n}. Нехай I1 означає

частину сукупностi iндексiв I, I1 ⊆ I, a I2 = I \ I1. Аналогiчно, J1 ⊆ J, J2 = J \ J1.
Нехай основна задача лiнiйного програмування має вигляд

min (c, x)

(Ax)i > bi, i ∈ I1,
(Ax)i = bi, i ∈ I2,
xj > 0, j ∈ J1.

Тодi двоїста задача має такий вигляд:

max (b, y)

(A⊤y)j 6 cj, j ∈ J1,
(A⊤y)j = cj, j ∈ J2,
yi > 0, i ∈ I1.

2.6 Завдання для самостiйної роботи

2.6.1 Задачi нелiнiйного програмування. Аналiтичнi методи

Завдання 1. Безумовна мiнiмiзацiя функцiй

Дослiдiть задану функцiю на екстремум.

Варiант 1 ϕ(x) = x31 + x
2
2 + x

3
3 + 12x1x2 + 2x3, x ∈ R3

Варiант 2 ϕ(x) = x21 + 2x
2
2 + 5x

2
3 − 2x1x2 − 4x2x3 − 2x3, x ∈ R3
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Варiант 3 ϕ(x) = (x1 − x2 + 1)
2, x ∈ R2

Варiант 4 ϕ(x) = x1x2(a− x1 − x2), x ∈ R2, a ∈ R

Варiант 5 ϕ(x) =
x1

1+ x21 + x
2
2

, x ∈ R2

Варiант 6 ϕ(x) = e2x1(x1 + x22 + 2x2), x ∈ R2

Варiант 7 ϕ(x) =
x41
32

+ x21x
2
2 − x1 − x

2
2, x ∈ R2

Варiант 8 ϕ(x) = x21 − x1 − x1x2 + x
2
2 − x2 + x

4
3 − 4x3, x ∈ R3

Варiант 9 ϕ(x) = x32 − 12x2 + x
2
1e
x2 , x ∈ R2

Варiант 10 ϕ(x) = 3x21 − 12x2 − 2(x1 − 2x2)
3, x ∈ R2

Варiант 11 ϕ(x) = x22x1 − 3x1x2 + 2x
4
1, x ∈ R2

Варiант 12 ϕ(x) = x21 + 4x
3
2 − 2x1x2, x ∈ R2

Варiант 13 ϕ(x) = x21 − x
2
2 + 2e

−x21, x ∈ R2

Варiант 14 ϕ(x) = sin x2 − x21, x ∈ R2

Варiант 15 ϕ(x) = x41 + x
4
2 − (x1 + x2)

4
, x ∈ R2

Варiант 16 ϕ(x) = x21 + x
2
2 + x

2
3 − x1x2 + x1 − 2x3, x ∈ R3

Варiант 17 ϕ(x) = x21 + x
2
2 + 2x

2
3 + x1x2 + 2x1x3 + 3x2x3 − x1, x ∈ R3

Варiант 18 ϕ(x) = 3x1x2 − x21x2 − x1x
2
2, x ∈ R2

Варiант 19 ϕ(x) = x1x2 +
50

x1
+
20

x2
, x ∈ R2

Варiант 20 ϕ(x) = (x22 − x1)
2, x ∈ R2
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Варiант 21 ϕ(x) = ex
2
1−x2 (5− 2x1 + x2) , x ∈ R2

Варiант 22 ϕ(x) = x21 + 4x
3
2 − 2x1x2, x ∈ R2

Варiант 23 ϕ(x) = x41 + x
4
2 − 2x

2
1 − 4x1x2 − 2x

2
2, x ∈ R2

Варiант 24 ϕ(x) = x31 + x
2
2 + x

2
3 + x2x3 − 3x1 + 6x2 + 2, x ∈ R3

Варiант 25 ϕ(x) = 2x31 + 4x1x
2
2 − 10x1x2 + x

2
2, x ∈ R2

Завдання 2. Умовна мiнiмiзацiя функцiй

Дослiдiть задану функцiю на екстремум у вказанiй областi1 за допомогою методу

множникiв Лагранжа.

Варiант 1

1) ϕ(x) = x1x2 на кривiй 3x21 + x
2
2 = 6;

2) ϕ(x) = 2 (x1 − 1)
2+ 3 (x2 − 3)

2 в областiD =
{

x ∈ R2 | x1 + x2 = 6, x1 > 0, x2 > 0
}

.

Варiант 2

1) ϕ(x) =
1

x1
+
1

x2
на кривiй

1

x21
+
1

x22
= 4;

2) ϕ(x) = x21 − x
2
2 в областiD =

{
x ∈ R2 | x21 + x22 6 16, x1 − x2 = 4

}
.

Варiант 3

1) ϕ(x) = x1 + x2 + 2x3 на поверхнi x21 + x
2
2 + x

2
3 = 3;

2) ϕ(x) = (x1 − 3)
2 + (x2 − 5)

2 в областiD =
{

x ∈ R2 | x21 + x22 6 10, x2 − 2x1 = 5
}

.

Варiант 4

1) ϕ(x) = 3x21 + 2x
2
2 − 3x1 + 1 на кривiй x21 + x

2
2 = 4;

2) ϕ(x) = (x1 − 2)
2 + x22 в областiD =

{
x ∈ R2 | x21 + x22 = 1, x1 > 0

}
.

1Символом x позначенi вектори з простору Rn, символами x1, x2, . . . , xn — компоненти цих векторiв.
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Варiант 5

1) ϕ(x) = ex1x2 на прямiй x1 + x2 = 1;

2) ϕ(x) = (x1 − 2)
2 + x22 в областiD =

{
x ∈ R2 | x21 + x22 6 1, x1 > 0

}
.

Варiант 6

1) ϕ(x) = x31x
5
2 на прямiй x1 + x2 = 8;

2) ϕ(x) = 3x21+3x
2
2−2x1−2x2+2 в областiD =

{
x ∈ R2 | x1 + x2 6 4, x1 > 0, x2 > 0

}
.

Варiант 7

1) ϕ(x) = 2x1 + 3x22 + x
2
3 на площинi x1 + x2 + x3 = 8;

2) ϕ(x) = x1x22 + x
2
1x2 − 3x

2
1 − 3x

2
2 в областiD =

{
x ∈ R2 | x1 + x2 > 1, x1 + x2 6 16

}
.

Варiант 8

1) ϕ(x) =
1

2

[︁
(x1 − 1)

2 + x22

]︁
на кривiй −x1 + x

2
2 = 0;

2) ϕ(x) = (x1 + 2)
2 + (x2 − 2)

2 в областiD =
{

x ∈ R2 | x21 + x22 6 1, x1 > 0, x2 6 0
}

.

Варiант 9

1) ϕ(x) = −4x21 − 4x1 − x
2
2 + 8x2 − 5 на прямiй 2x1 − x2 = 6;

2) ϕ(x) = x1 + x2 + x3 в областiD =
{

x ∈ R3 | x21 + x22 − x3 6 0, x3 6 2
}

.

Варiант 10

1) ϕ(x) = x1 + x2 + x3 на поверхнi
1

x1
+
1

x2
+
1

x3
= 1;

2) ϕ(x) = 3x21 + 4x1x2 + 5x
2
2 в областiD =

{
x ∈ R2 | x1 + x2 = 4, x1 > 0

}
.

Варiант 11

1) ϕ(x) = x21 − x
2
2 на поверхнi x21 + 2x

2
2 + 3x

2
3 = 1;

2) ϕ(x) = (x1 + 2)
2+(x2 + 2)

2−10 в областiD =
{

x ∈ R2 | x21 + x22 = 1, x1 > 0, x2 > 0
}

.

Варiант 12

1) ϕ(x) = x1x2x3 на поверхнi x21 + 2x
2
2 + 4x

2
3 = 9;

2) ϕ(x) = (x1 + 3)
2 + (x2 + 3)

2 + 2 в областiD =
{

x ∈ R2 | x21 + x22 = 1, x2 > 0
}

.

Варiант 13

1) ϕ(x) = x21 + 12x1x2 + x
2
2 на кривiй 4x21 + x

2
2 = 25;



46 Роздiл 2. Мiнiмiзацiя функцiй багатьох змiнних

2) ϕ(x) = (x1 + 3)
2 + (x2 + 3)

2 + 2 в областiD =
{

x ∈ R2 | x21 + x22 6 1, x1 6 0
}

.

Варiант 14

1) ϕ(x) = ex1x2 на кривiй x31 + x
3
2 = 16;

2) ϕ(x) = (x1 + 4)
2+(x2 − 4)

2+1 в областiD =
{

x ∈ R2 | 2x1 − x2 6 2, x1 > 0, x2 > 0
}

.

Варiант 15

1) ϕ(x) = x21 + x
2
2 + x

2
3 на поверхнi x3 = 1+ 2x1x2;

2) ϕ(x) = x1 − 2x22 + 4x2 в областiD =
{

x ∈ R2 | 3x1 + 2x2 = −6, x1 6 1
}

.

Варiант 16

1) ϕ(x) = x21 + x
2
2 на кривiй x41 + x

4
2 = 2;

2) ϕ(x) = x21 + (x2 − 4)
2 в областiD =

{
x ∈ R2 | x21 + x22 6 16, x21 + x22 > 4

}
.

Варiант 17

1) ϕ(x) = x21 + x2 на кривiй x21 − x
2
2 = 1;

2) ϕ(x) = x1x2 в областiD =
{

x ∈ R2 | x21 + x22 6 16, x1 > 0, x2 > 0
}

.

Варiант 18

1) ϕ(x) = x21 + x
2
2 + x

2
3 на поверхнi x1x2x3 = 1;

2) ϕ(x) = x1x2 в областiD =
{

x ∈ R2 | x21 + x22 6 16, x1 6 0
}

.

Варiант 19

1) ϕ(x) = ex1x2 на кривiй x21 + x
2
2 = 1;

2) ϕ(x) = x1x2 в областiD =
{

x ∈ R2 | x21 + x22 = 16, x1 > 0, x2 > 0
}

.

Варiант 20

1) ϕ(x) = x31 − x
3
2 на кривiй x21 + x

2
2 = 8;

2) ϕ(x) = e−x1x2/4 в областiD =
{

x ∈ R2 | x21 + x22 6 1, x2 > 0
}

.

Варiант 21

1) ϕ(x) = x1 + x2 на кривiй (x1 − 4)
2 + (x2 − 3)

2 = 4;

2) ϕ(x) = x21 − x
2
2 в областiD =

{
x ∈ R2 | x21 + x22 6 16, x1 + x2 > 4

}
.



Роздiл 2. Мiнiмiзацiя функцiй багатьох змiнних 47

Варiант 22

1) ϕ(x) = x1 + 2x2 − 2x3 на поверхнi x21 + x
2
2 + x

2
3 = 1;

2) ϕ(x) = 2x21 + x
2
2 в областiD =

{
x ∈ R2 | x21 + x22 6 4, 4x21 + x22 > 4

}
.

Варiант 23

1) ϕ(x) = x21 + x
2
2 + x

2
3 на поверхнi x21 + (x2 − 3)

2 + (x3 − 4)
2 = 1;

2) ϕ(x) = x21 + (x2 − 4)
2 в областiD =

{
x ∈ R2 | x21 + x22 6 4, 4x21 + x22 > 4

}
.

Варiант 24

1) ϕ(x) = x1x2 на кривiй 4x21 + x
2
2 = 8;

2) ϕ(x) = x21 + x
2
2 в областiD =

{
x ∈ R2 | 2x21 + (x2 − 4)

2 6 1, x2 > 0
}

.

Варiант 25

1) ϕ(x) = x1x22x
3
3 на площинi x1 + x2 + x3 = 1;

2) ϕ(x) = ex1−x2 − x1 − x2 в областiD =
{

x ∈ R2 | x1 + x2 6 1, x1 > 0, x2 > 0
}

.

Завдання 3. Застосування задач на екстремум

Побудуйте математичну модель задачi та знайдiть її розв’язок.

Варiант 1 У задане пiвколо радiусу R потрiбно вписати прямокутник з найбiльшим

периметром. Якими мають бути сторони такого прямокутника?

Варiант 2 Мiстер Баррi планує упорядкувати зберiгання олiвцiв та маркерiв у своєму

кабiнетi. У нього є п’ять аркушiв картону розмiром 9 × 12 дюймiв кожен, з яких вiн

виготовить п’ять однакових коробок з вiдкритим верхом. Якими повиннi бути розмiри

коробок, щоб їх обсяг був максимальним?

Варiант 3 Поперечний перерiз залiзничного тунелю має форму прямокутника, заверше-

ного пiвколом. При якому радiусi пiвкола площа перерiзу буде найбiльшою? Периметр P

перерiзу вважається заданим.

Варiант 4 Ви керуєте магазином електронiки. У перiод рiздвяних свят ви помiтили, що

одним з найпопулярнiших ваших товарiв є iPod. Одна з моделей продавалася досить до-

бре за цiною 200 $: у середньому за тиждень йшло 100 штук. Оптова вартiсть, за якою ви
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купуєте цю модель, є фiксованою: 125 $ за одиницю. Пiдприємницька iнтуїцiя пiдказує

вам, що можна полiпшити показники прибутку, продаючи товар зi знижкою. Дослiдже-

ння ринку показало, що при кожному зниженнi цiни на 10 $ ви будете у середньому за

тиждень продавати на 20 одиниць товару бiльше. За якою цiною потрiбно продавати iPod

у даний перiод, щоб максимiзувати тижневий прибуток?

Варiант 5 Два села A i B розташованi по рiзнi боки рiчки з паралельними прямолiнiй-

ними берегами (див. малюнок). В якому мiсцi слiд побудувати мiст (перпендикулярний

берегам), щоб шлях з одного села до iншого був найменшим? (Параметри a, b i d фiксо-

ванi. Вважаємо, що стежки вiд кожного села до мосту йдуть прямолiнiйно. Шириною

моста можна знехтувати.)

A

B

a

b

МIСТ

d

Варiант 6 Джейн та Джим iнвестували 20 000 $ у дизайн i просування нової моделi

вудки для риболовлi. Виготовлення однiєї одиницi товару обходиться у 2 $. Потiм за

допомогою консультантiв з маркетингу вони побудували наступну експериментальну мо-

дель залежностi обсягiв продажiв S вiд витрат на рекламу a i вартостi вудки p:

S(a, p) = 2000+ 4
√
a− 20p.

Грунтуючись на данiй моделi, визначте рiвень витрат на рекламу i цiну вудки, при яких

прибуток Джейн та Джима буде найбiльшим.

Варiант 7 Компанiя «Веселi хлопцi» виробляє деякий однорiдний товар, який назива-

ється «штуковинами», використовуючи два види матерiалiв: «аландрiт» та «беконiум».

Кiлькiсть вироблених штуковин виражається формулою2 W = 200a1/2b1/4, де a i b—

кiлькiсть тонн аландрiту та беконiуму вiдповiдно. Припустимо, що вартiсть аландрiту ста-

новить 50 $ за тонну, а вартiсть беконiуму — 100 $ за тонну. Яка максимальна кiлькiсть

2Така залежнiсть вiдома в економiчнiй теорiї як функцiя Кобба — Дугласа.



Роздiл 2. Мiнiмiзацiя функцiй багатьох змiнних 49

штуковин може бути вироблена «Веселими хлопцями», якщо врахувати, що на матерiали

не може бути витрачено бiльше 150 $?

Варiант 8 Квiткова клумба має форму прямокутного трикутника. Визначте розмiри

клумби, що має найбiльшу можливу площу, якщо довжина її огорожi дорiвнює l.

Варiант 9 Джон придбав 420 метрiв огорожi для будiвництва розплiдника. Розплiдник

складається з п’яти однакових сумiжних загонiв, як показано на малюнку нижче. Зна-

йдiть площу кожного загону, при яких площа розплiдника буде найбiльшою.

Варiант 10 Пан Штойбен хоче виготовити акварiум у формi прямокутного паралеле-

пiпеда об’ємом 3 кубiчних метра, причому довжина основи повинна бути вдвiчi бiльше

ширини. Основа i стiнки будуть виготовленi зi скла. При яких розмiрах акварiуму на його

виготовлення пiде найменша кiлькiсть скла? (Товщиною скла можна знехтувати.)

Варiант 11 Два коридора шириною a i b перетинаються пiд прямим кутом. Яка ма-

ксимальна довжина драбини, яку можна пронести (горизонтально) з одного коридору

в iнший?

Варiант 12 Вантажний контейнер має форму прямокутного паралелепiпеда i повинен

мати об’єм 480 кубометрiв. Дно контейнера виготовляється з мiцнiшого матерiалу вартi-

стю 5 $ за квадратний метр, а бiчнi стiнки i кришка — з менш мiцного матерiалу вартiстю

3 $ за квадратний метр. Знайдiть розмiри контейнера, що має найменшу вартiсть виго-

товлення при заданому об’ємi.

Варiант 13 Мiсiс Фергюсон купила дiлянку землi у мiстi Вiнчестер i планує посадити

невеликий яблуневий сад. Вiдомо, що якщо посадити до 60 дерев на данiй дiлянцi землi,

то середнiй урожай з кожного дерева буде близько 100 кг, однак для кожного додатково

посадженого дерева врожайнiсть падає у середньому на 1 кг у результатi «перенаселено-

стi». Панi Фергюсон планує отримати максимальний урожай яблук. Скiльки дерев вона

має посадити?
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Варiант 14 Чарлi щодня вживає тiльки яблука (a) i банани (b). Вiн прагне максимiзу-

вати функцiю корисностi

U(a, b) =
√︀
a+ 4

√︀
b.

Знаючи, що один банан вдвiчi дорожче одного яблука, визначте оптимальний рацiон для

Чарлi як функцiю його денного прибуткуm та цiни банана p. При цьому слiд врахувати,

що доктор прописав Чарлi вживання хоча б одного яблука на день.

Варiант 15 Резервуар для зберiгання має форму цилiндра з напiвсферами на кiнцях,

як показано на малюнку нижче. Обсяг бака повинен дорiвнювати 1000 л. Визначте роз-

мiри бака (радiус i довжину), при яких на його виготовлення пiде мiнiмальна кiлькiсть

матерiалу.

r

r

l

Варiант 16 Консервна банка повинна мати форму цилiндра заданого об’єму V . Зна-

йдiть, при яких розмiрах цiєї банки (дiаметрi основи та висотi) на її виготовлення пiде

мiнiмальна кiлькiсть матерiалу?

Варiант 17 Трансформатор змiнного струму являє собою котушку з хрестоподiбним

залiзним сердечником всерединi. При цьому важливо, щоб площа поперечного перерiзу

сердечника була якомога бiльшою. Знайдiть вiдповiднi розмiри x i y перетину сердечника,

якщо радiус котушки дорiвнює a (див. малюнок нижче).

a x

x

y

Варiант 18 Параболоїд z = x2 + 2y2 + 1 i площина x − y + 2z = 4 перетинаються по

кривiй C. Знайдiть точку на C, найближчу до початку координат.
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Варiант 19 Знайдiть точку на площинi 2x+3y+6z = 10, найближчу до точкиM(−2; 5; 1).

Варiант 20 Будова довжиною l i шириноюw має висоту 6 метрiв посерединi i 3 метри

по кутах, як показано на малюнку. При яких розмiрах будови площа даху i стiн буде

мiнiмальною, якщо пiд будiвництво видiлена площа 200 квадратних метрiв?

w
l

36

Варiант 21 Нехай функцiя T(x, y, z) = 100 + x2 + y2 описує температуру в кожнiй

точцi з координатами (x, y, z) на поверхнi далекої планети Лагранжiан. Сама планета має

форму сфери радiусом 50 000 км. В яких точках температура на поверхнi Лагранжiана

максимальна?

Варiант 22 Форма поверхнi планети Земля у хорошому наближеннi є сплюснутим елi-

псоїдом обертання з великою пiввiссю a = 6 378 245 м (радiус екватора) та малою пiв-

вiссю b = 6 356 863 м (вiдстань вiд площини екватора до полюса). Знайдiть координати

точки на поверхнi Землi, найбiльш вiддаленої вiд її центру3.

Варiант 23 Деякi авiакомпанiї вимагають, щоб лiнiйний розмiр ручної поклажi (тобто

сума довжини, ширини та висоти) не перевищував 45 дюймiв, при цьому вона повинна

вмiщуватися пiд сидiнням. Припустимо, що ручна поклажа має (приблизно) форму пря-

мокутної коробки, причому один з її лiнiйних розмiрiв не перевищує половини iншого

(наприклад, довжина як мiнiмум удвiчi бiльше ширини). Якими повиннi бути допустимi

розмiри ручної поклажi, щоб її об’єм був найбiльшим?

Варiант 24 Флаєр повинен мiстити 50 квадратних сантиметрiв друкованого тексту i

графiки. Поля з кожного боку (зверху i знизу, праворуч i лiворуч) складають по 1.5 см.

При яких розмiрах флаєра на його виготовлення буде витрачено найменшу кiлькiсть

паперу?

3Внаслiдок опуклостi екватора найвiддаленiшими вiд центру точками поверхнi Землi є вершина вулкана
Чiмборасо (6 267 м) в Еквадорi та гора Уаскаран (6 768 м) у Перу. Якби поверхня Землi була iдеальною
сферою, найбiльш вiддаленою точкою вiд центру була б вершина Евересту.
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Варiант 25 Група батькiв планує побудувати дитячий майданчик площею 500 квадра-

тних метрiв. Для того, щоб заощадити на огородженнi, вони хочуть розташувати май-

данчик так, щоб одна його сторона безпосередньо примикала до будiвлi школи, а решту

обгородити парканом. Знайдiть розмiри майданчика, при яких довжина огорож буде най-

меншою.

Завдання 4. Застосування задач на екстремум

Зi шматка дроту довжиною L метрiв треба сконструювати двi заготовки у формi

геометричних фiгур так, щоб їх сумарна площа була найбiльшою. Види фiгур задаються

номером варiанта.

1) сектор кола iз дугою 30∘ та правильний трикутник;

2) коло та рiвнобедрений трикутник iз бiчною стороною, вдвiчi бiльшою за основу;

3) коло та рiвнобедрений прямокутний трикутник;

4) квадрат та рiвнобедрений трикутник iз бiчною стороною, вдвiчi бiльшою за основу;

5) квадрат та рiвнобедрений прямокутний трикутник;

6) пiвколо та рiвнобедрений трикутник iз спiввiдношенням сторiн 1:1:1.5;

7) пiвколо та рiвнобедрений прямокутний трикутник;

8) пiвколо та правильний трикутник;

9) чверть елiпса iз великою пiввiссю, вдвiчi бiльшою за малу, та прямокутник iз спiв-

вiдношенням сторiн 2:1;

10) чверть кола та квадрат;

11) чверть елiпса iз спiввiдношенням пiвосей 2:1 та правильний трикутник;

12) чверть кола та рiвнобедрений трикутник iз спiввiдношенням сторiн 2:2:1;

13) чверть кола та рiвнобедрений прямокутний трикутник;

14) правильний трикутник та прямокутник iз спiввiдношенням сторiн 2:1;

15) коло та прямокутник iз довжиною, вдвiчi бiльшою за ширину;

16) половина елiпса iз великою пiввiссю, вдвiчi бiльшою за малу, та прямокутник iз

довжиною, вдвiчi бiльшою за ширину;

17) пiвколо та квадрат;

18) прямокутний рiвнобедрений трикутник та прямокутник iз довжиною, вдвiчi бiльшою

за ширину;

19) квадрат та елiпс iз великою пiввiссю, вдвiчi бiльшою за малу;

20) правильний трикутник та елiпс iз великою пiввiссю, вдвiчi бiльшою за малу;

21) прямокутний рiвнобедрений трикутник та елiпс iз спiввiдношенням пiвосей 2:1;

22) прямокутник iз довжиною, утричi бiльшою за ширину, та сектор кола iз дугою 60∘;

23) рiвнобедрений трикутник iз основою, в 1.5 рази бiльшою за бiчну сторону, та поло-

вина елiпса iз великою пiввiссю, вдвiчi бiльшою за малу;
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24) квадрат та рiвнобедрений прямокутний трикутник;

25) сектор кола iз дугою 45∘ та квадрат.

2.6.2 Лiнiйне програмування. Симплекс-метод

Завдання 1. Побудова математичних моделей економiчних задач

Сформулюйте математичний опис двох запропонованих практичних ситуацiй у ви-

глядi оптимiзацiйних задач. Побудова моделi повинна включати у себе докладний опис

економiчного змiсту введених змiнних, обмежень i цiльової функцiї.

Варiант 1

1. М’ясокомбiнат виготовляє два типи котлет з iндички. Кожен тип котлет мiстить бiле i темне
м’ясо. Пiвкiлограма котлет першого типу продається за 40 грн. Даний тип котлет повинен
мiстити, щонайменше, 70 % бiлого м’яса. Котлети другого типу продаються по 30 грн за
0.5 кг. Вони повиннi мiстити, щонайменше, 60 % бiлого м’яса. Всього може бути продано
не бiльше 25 кг котлет першого типу i 15 кг котлет другого типу. Для виробництва котлет
використовуються двi породи iндичок, якi купуються на сусiднiй фермi. Iндички першої
породи коштують 100 грн за штуку. Кожна з них дає 2.5 кг бiлого i 1 кг темного м’яса.
Кожна iндичка другої породи коштує 80 грн. Вона дає 1.5 кг бiлого i 1.5 кг темного м’яса.
Сформулюйте модель лiнiйного програмування для максимiзацiї прибутку м’ясокомбiнату.

2. Планове завдання з виготовлення чотирьох видiв костюмiв необхiдно розподiлити мiж трьо-
ма швейними фабриками. Виробничi потужностi i-ї фабрики дозволяють за розглянутий
перiод часу випустити rij костюмiв j-ї моделi. Костюм j-ї моделi продається по cj гр. од. за
штуку, а собiвартiсть виготовлення j-ї моделi костюму на i-й фабрицi становить sij гр. од.
Матрицi R, S, а також вектор c наведенi нижче.

R =

⎛⎝ 200 240 300 150

240 300 200 300

150 240 300 200

⎞⎠ , S =

⎛⎝ 400 400 500 200

250 300 250 400

400 500 400 300

⎞⎠ ,
c =

(︀
500 650 800 800

)︀
.

При розподiлi планового завдання керiвники компанiї прагнуть максимiзувати прибуток вiд
продажу костюмiв. Сформулюйте вiдповiдну оптимiзацiйну задачу.

Варiант 2

1. Компанiя ABC поставляє чистi та змiшанi фруктовi соки оптовими партiями у магазини
«Овочi-фрукти». Список продуктiв, якi поставляються компанiєю, разом з їх складом i
отриманим прибутком (у розрахунку на 1 лiтр продукту) наведено нижче.
Компанiя ABC прагне, щоб не бiльше 40 % усього обсягу реалiзацiї у лiтрах становили
чистi соки, а також, принаймнi, 30 % яблуневого соку було продано у чистому виглядi. У
розпорядженнi ABC 778 лiтрiв яблуневого соку, 389 лiтрiв виноградного соку та 584 лiтри
журавлинного соку. Вартiсть одного лiтра яблуневого соку — 2 грн, виноградного — 4 грн,
журавлинного — 3 грн.
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Сiк Вiдсотковий склад Прибуток (грн/л)

Яблуневий 100 0.9
Виноградний 100 0.6
Журавлинний 100 0.5

Яблунево-виноградний 70/30 0.7
Яблунево-журавлинний 60/40 0.8

«Все-в-одному» 50/20/30 1.0

Сформулюйте модель лiнiйного програмування, що дозволяє визначити кiлькiсть лiтрiв
кожного продукту, яку необхiдно виготовити для максимiзацiї прибутку.

2. Є двi грунтово-клiматичнi зони, площi яких вiдповiдно дорiвнюють 0.8 i 0.6 млн га. Данi
про врожайнiсть зернових культур наведенi у таблицi.

Зерновi культури
Врожайнiсть, ц/га Вартiсть 1 ц,

гр. од.1-а зона 2-а зона

Озимi
Яровi

20
25

25
20

8
7

Визначте розмiри посiвних площ озимих i ярових культур, необхiднi для досягнення макси-
мального виходу продукцiї у вартiсному вираженнi.

Варiант 3

1. Для виробництва двох видiв продукцiї на двох пiдприємствах може бути використано 480 од.
сировини. Норми витрат сировини на один вирiб вiдповiдно дорiвнюють 4 i 3 од., а прибуток
вiд реалiзацiї одного виробу вiдповiдно дорiвнює 5 i 6 гр. од. На кожному з пiдприємств си-
ровина проходить послiдовну обробку, причому використовуються два види технологiчного
обладнання. Витрати часу при обробцi сировини на кожному з типiв обладнання у кожному
з пiдприємств наведенi у таблицi. У нiй же вказано загальний фонд робочого часу кожного
з типiв обладнання на кожному з пiдприємств.

Тип
обладнання

1-е пiдприємство 2-е пiдприємство

Час на
виготовлення
одного виробу

Заг. фонд
робочого

часу

Час на
виготовлення
одного виробу

Заг. фонд
робочого

часу

Вирiб A Вирiб B Вирiб A Вирiб B
I 2 1 360 2 3 420
II 1 3 420 4 5 340

З урахуванням наявної сировини i можливостей використання пiдприємствами технологi-
чного обладнання визначте, скiльки виробiв кожного виду слiд виготовити на кожному з
пiдприємств так, щоб прибуток вiд їх реалiзацiї був максимальним.

2. Для перевезення вантажу на трьох лiнiях можуть бути використанi судна трьох типiв. Про-
дуктивнiсть суден при використаннi їх на рiзних лiнiях характеризується даними, наведени-
ми у таблицi. У нiй же вказанi загальний час, протягом якого судна кожного типу можуть
перебувати в експлуатацiї, i мiнiмально необхiднi обсяги перевезень на кожнiй з лiнiй.
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Тип судна
Продуктивнiсть суден,

млн тонно-миль на добу
Загальний час

експлуатацiї суден, дiб
Лiнiя А Лiнiя В Лiнiя С

I 8 14 11 300
II 6 15 13 300
III 12 12 4 300

Заданий обсяг
перевезень, млн тонно-миль

3000 5400 3300

Потрiбно визначити, якi судна, на якiй лiнiї i протягом якого часу слiд використовувати,
щоб забезпечити максимальне завантаження суден з урахуванням можливого часу їх екс-
плуатацiї.

Варiант 4

1. При складаннi добового рацiону годiвлi тварин можна використовувати свiже сiно (не бiль-
ше 50 кг) i силос (не бiльше 85 кг). Рацiон повинен мати певну поживнiсть (число кормових
одиниць не менше 30) i мiстити поживнi речовини: бiлок (не менше 1 кг), кальцiй (не менше
100 г) i фосфор (не менше 80 г). У наведенiй нижче таблицi мiстяться данi про вмiст зазна-
чених компонентiв у 1 кг кожного продукту харчування i собiвартостi (гр. од. за 1 кг) цих
продуктiв.

Продукти
Кiлькiсть
кормових
одиниць

Бiлок, г/кг Кальцiй, г/кг Фосфор, г/кг
Собiвартiсть,

гр. од./кг

Сiно свiже 0.5 40 1.25 2 1.2
Силос 0.5 10 2.5 1 1.8

Потрiбно визначити оптимальний рацiон з умови мiнiмуму собiвартостi.
2. Пiдприємству задана мiсячна програма на виготовлення чотирьох типiв виробiв у кiлько-

стях вiдповiдно 5000, 2000, 3000 i 1800 штук. На пiдприємствi є три групи верстатiв iз
рiзною продуктивнiстю. Сумарний допустимий час для кожної групи верстатiв становить
вiдповiдно 800, 1000, 1500 годин. Данi про технологiчний процес вказанi у таблицi.

Групи
верстатiв

Норми часу
на виготовлення

одного виробу, год

Витрати
на виготовлення

одного виробу, гр. од.
I II III IV I II III IV

1
2
3

0.5
0.4

0.42

0.15
0.12
0.14

0.4
0.2

0.35

0.6
0.5

0.45

0.12
0.16
0.17

0.2
0.14
0.25

0.3
0.35
0.4

0.25
0.2
0.3

Розподiлiть вироби по верстатах так, щоб мiсячна програма була виконана при найменших
витратах.

Варiант 5

1. Компанiя використовує картон для виробництва штучних квiтiв. Для цього вона поштучно
закуповує аркушi картону площею 1 м2. Аркуш може бути розкроєний трьома рiзними
способами. Перший спосiб розкрою дозволяє виготовити 70 троянд i 20 гвоздик. Другий
спосiб — 60 троянд i 60 гвоздик. I нарештi, третiй спосiб дозволяє виготовити 23 троянди i
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117 гвоздик. Єдиними змiнними витратами, пов’язаними з процесом розкрою, є витрати на
придбання картону, якi становлять 10 грн за м2.
Компанiя продає два типи квiткових наборiв. У перший набiр входять 8 троянд i 4 гвоздики.
У другiй — 3 троянди i 12 гвоздик. Набори продаються по 70 i 50 грн вiдповiдно. Компа-
нiя повинна самостiйно зробити всi квiти, якi використовуються для виробництва наборiв.
Поставки картону обмеженi 1000 аркушами. На плановий перiод компанiя домовилася
продати, щонайменше, 40 наборiв першого типу. Вiдомо також, що вона не може прода-
ти бiльше 200 одиниць кожного з квiткових наборiв. Компанiя також вирiшила слiдувати
полiтицi, при якiй виробництво наборiв першого типу не повинно перевищувати 40 % вiд
виробництва наборiв двох типiв.
Сформулюйте модель лiнiйного програмування для максимiзацiї загального прибутку.

2. Деякiй компанiї належать три ферми, де вирощують овочi, призначенi для подальшої оброб-
ки на двох холодильних заводах компанiї. Одним iз вирощуваних овочiв є боби, якi холо-
дильнi заводи продають по 200 гр. од. за 1 т. У таблицях наведенi витрати виробництва для
кожної ферми i кожного холодильного заводу, максимальнi значення врожаю для кожної
ферми, прогнознi значення попиту на наступний сезон для кожного заводу, а також вартiсть
транспортування бобiв.

Витрати
виробництва,

гр. од./т

Максимальний
врожай, т

Ферми
1 90 2000
2 95 3000
3 87 1500

Витрати
виробництва,

гр. од./т

Прогнозний
попит, т

Заводи
1 20 2750
2 23 3250

Вартiсть транспортування
Завод 1 Завод 2

Ферма 1 10 15
Ферма 2 12 12
Ферма 3 18 9

Побудуйте транспортну модель, яка дозволяє знайти виробничий план на наступний сезон
для ферм i холодильних заводiв, що гарантує максимальний прибуток.

Варiант 6

1. Пiдприємство повинно випускати два види продукцiї А i В, використовуючи при цьому
послiдовно чотири верстати. Данi про технологiчний процес наведено у таблицi.

Верстат
Витрати часу

на 1 од. продукцiї, год Фонд часу, год
Продукцiя А Продукцiя В

1 3 3 15
2 2 6 18
3 4 – 16
4 1 2 8

Прибуток на
од. продукцiї, гр. од.

2 3

Складiть план випуску продукцiї, що забезпечує пiдприємству найбiльший прибуток.
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2. Будiвельний комбiнат виробляє 2 типи облицювальних плит. Для виробництва викори-
стовується кольоровий цемент, мармурова та гранiтна крихта. Споживання компонентiв
задано пропорцiями 10:5:9:4, 17:10:4:5. Останнiй член у пропорцiї задає споживання iнших
матерiалiв (барвники, вода та iн.). Комбiнат має матерiали у кiлькостi 50 000 т кольоро-
вого цементу, 22 000 т мармурової крихти, 30 000 т гранiтної крихти, iншi матерiали без
обмежень. Потрiбно визначити оптимальний план виробництва облицювальних плит, який
дозволяє провести обробку максимальної площi, якщо вiдомо, що на облицювання одного
квадратного метра необхiдно 0.07 т плит першого типу або 0.1 т другого типу. Складiть
математичну модель задачi.

Варiант 7

1. Пiдприємство випускає два види продукцiї. На виготовлення продукцiї витрачається два
види ресурсiв. Запаси ресурсiв 1-го виду становлять 160 од., 2-го виду — 210 од. Норми
витрат 1-го ресурсу, що йде на виготовлення одиницi продукцiї, дорiвнюють 2 од. для про-
дукцiї 1-го виду i 2.67 од. — для продукцiї 2-го виду; норми витрат 2-го ресурсу становлять
3 од. для продукцiї 1-го виду та 2 од. — для продукцiї 2-го виду. Сумарний обсяг випу-
ску повинен бути не менше 40 од. Витрати на виготовлення одиницi продукцiї вiдповiдно
становлять 100 i 140 гр. од.
Потрiбно знайти обсяги виробництва продукцiї 1-го i 2-го виду, при яких сумарнi видатки
виробництва мiнiмальнi.

2. Компанiя виробляє паперову продукцiю. На однiй з виробничих лiнiй рулони паперу ши-
риною 80 i 120 см розрiзають на рулони меншої ширини, але тiєї ж довжини. На поточний
тиждень компанiя отримала замовлення на 40, 60, 45 i 70 рулонiв паперу шириною 50,
45, 32 i 22 см вiдповiдно. Мета — розкроїти 80- i 120-сантиметровi рулони вiдповiдно до
потреб i з мiнiмумом вiдходiв. Вихiдний матерiал шириною 80 см наявний у необмеженiй
кiлькостi, у той час як шириною 120 см — обмежений 50 рулонами.
Сформулюйте модель лiнiйного програмування для мiнiмiзацiї загальних витрат: невикори-
станих залишкiв i вiдходiв вiд перерозкрою.

Варiант 8

1. Фiрма виробляє i продає два види товарiв — панчохи та шкарпетки. Фiрма отримує прибу-
ток у розмiрi 12000 гр. од. вiд виробництва i продажу кожної одиницi товару 1 i 4000 гр. од.
вiд виробництва i продажу кожної одиницi товару 2. Фiрма складається з трьох пiдроздi-
лiв. Трудовi витрати (людино-днi) на виробництво цих товарiв у кожному пiдроздiлi подано
у таблицi.

Пiдроздiл
Трудовитрати,

люд-днiв на 1 од.
Товар 1 Товар 2

1 1 2
2 1 3
3 2 3

Керiвництво розрахувало, що у наступному мiсяцi фiрма буде мати у своєму розпоряджен-
нi наступнi можливостi забезпечення виробництва: 800 люд-днiв у пiдроздiлi 1, 600 — у
пiдроздiлi 2 i 2000 — у пiдроздiлi 3. Сформулюйте оптимiзацiйну задачу, виходячи з макси-
мiзацiї прибутку фiрми.

2. З чотирьох видiв сировини необхiдно скласти сумiш, до складу якої має входити не менше
26 од. хiмiчної речовини A, 30 од. — речовини B i 24 од. — речовини C. Кiлькiсть одиниць
хiмiчної речовини, що мiститься у 1 кг сировини кожного виду, зазначено у таблицi. У нiй
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же наведена цiна 1 кг сировини кожного виду.

Речовина
Кiлькiсть од. речовини

в 1 кг сировини
Сировина 1 Сировина 2 Сировина 3 Сировина 4

A 1 1 – 4
B 2 – 3 5
C 1 2 4 6

Цiна 1 кг сировини,
гр. од.

5 6 7 4

Потрiбно скласти сумiш, яка мiстить не менше потрiбної кiлькостi речовин даного виду i
має мiнiмальну вартiсть.

Варiант 9

1. Цех меблевого комбiнату випускає трельяжi, трюмо i тумбочки пiд телевiзори. Норми ви-
трат матерiалу у розрахунку на один вирiб, планова собiвартiсть, оптова цiна пiдприєм-
ства, плановий (мiсячний) асортимент i трудомiсткiсть одиницi продукцiї наведенi у таблицi.
Запаси деревостружкових плит, дощок ялинових i березових становлять 90, 30 i 314 м3

вiдповiдно. Плановий фонд робочого часу 16 800 людино-годин.

Показники Трельяжi Трюмо Тумбочки

Норми витрат
матерiалу, м3:

деревостружковi плити
дошки ялиновi
дошки березовi

0.032
0.020
0.005

0.031
0.020
0.005

0.038
0.006
0.006

Трудомiсткiсть, люд-год 10.2 7.5 5.8
Планова собiвартiсть, гр. од. 88.81 63.98 29.60

Оптова цiна, гр. од. 93.00 67.00 30.00
Плановий асортимент, шт. 350 290 1200

Виходячи з необхiдностi виконання плану за асортиментом i можливостi його перевикона-
ння за окремими (або навiть всiма) показниками побудуйте модель, на основi якої можна
отримати план виробництва меблiв, який максимiзує прибуток.

2. З вiдходiв виробництва пiдприємство може органiзувати випуск чотирьох видiв продукцiї.
Для цього воно планує використовувати два типи взаємозамiнного обладнання. Кiлькiсть
виробiв кожного виду, яка може бути виготовлена на вiдповiдному обладнаннi протягом
1 год, а також витрати, пов’язанi з виробництвом одного виробу, наведенi у наступнiй та-
блицi.

Тип
обладнання

Кiлькiсть вироблених
на протязi 1 год виробiв

Витрати (гр. од.),
пов’язанi з виробництвом

на протязi 1 год
Пр. 1 Пр. 2 Пр. 3 Пр. 4 Пр. 1 Пр. 2 Пр. 3 Пр. 4

I 8 7 4 5 2.7 2.6 2.7 2.4
II 6 8 6 4 2.6 2.7 2.6 2.5

Устаткування I типу пiдприємство може використовувати не бiльше 80 год, а обладнання
II типу — не бiльше 60 год.
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З огляду на те, що пiдприємству слiд виготовити виробiв кожного виду вiдповiдно не менше
240, 160, 150 i 220 од., визначте, протягом якого часу i на якому обладнаннi слiд виготовляти
кожен з виробiв так, щоб отримати не менше потрiбної кiлькостi виробiв при мiнiмальних
витратах на виготовлення.

Варiант 10

1. Кондитерська фабрика для виробництва трьох видiв карамелi A, B i C використовує три
види сировини: цукровий пiсок, патоку i фруктове пюре. Норми витрати сировини на виро-
бництво 1 кг карамелi заданi у таблицi.

Найменування
сировини

Норми витрат
A B C

Цукровий пiсок 0.6 0.5 0.6
Патока 0.4 0.4 0.3

Фруктове пюре 0.1 0.2 0.2

Запаси сировини на складi вiдповiдно дорiвнюють 800, 600 i 120 кг. Прибуток вiд реалiзацiї
1 кг продукцiї кожного виду визначається значеннями 1.08, 1.12 i 1.28 гр. од. Потрiбно
знайти план виробництва карамелi, що забезпечує максимальний прибуток.

2. Фiрма «Shashlyk Limited» напередоднi травневих свят вiдчуває незвичайний рiст попиту
на два типи мангалiв для приготування шашлику на вiдкритому повiтрi — газовi та вугiльнi.
Фiрма уклала контракт на поставку 20 тис. вугiльних i 10 тис. газових мангалiв.
Виробництво мангалiв обмежується можливостями трудовитрат на обробку у трьох цехах:
виробництва, збiрки та упаковки. У таблицi вказано, скiльки людино-годин витрачається у
кожному цеху на виробництво кожної одиницi продукцiї, а також скiльки людино-годин є у
наявностi.

Цех
Трудовитрати на

один мангал, люд-год/шт.
Кiлькiсть люд-год

у наявностi, на мiсяць
вугiльний газовий

виробництва 0.10 0.20 2500
збiрки 0.15 0.25 4000

упаковки 0.05 0.05 2000

Через обмеженiсть трудових ресурсiв фiрма не може повнiстю задовольнити попит своїми
силами. Тому вона провела переговори з iншим виробником, який на даний час має у своєму
розпорядженнi надлишковi потужностi. Цей виробник погодився поставляти фiрмi у будь-
якому спiввiдношеннi вугiльнi мангали по 50 гр. од. за штуку i газовi мангали по 100 гр. од.
за штуку. Цi цiни перевищують собiвартiсть мангалiв на заводi фiрми «Shashlyk Limited»
на 10 гр. од. за кожен вугiльний i на 15 гр. од. за кожен газовий мангал. Задача фiрми
полягає у тому, щоб знайти таке спiввiдношення закуповуваних i вироблюваних мангалiв,
яке призвело б до мiнiмальних видаткiв при задоволеннi попиту. Сформулюйте вiдповiдну
задачу лiнiйного програмування.

Варiант 11

1. Завод випускає ексклюзивнi складнi ножi двох моделей: A i B. Завод повинен випускати
на мiсяць не менше 400 i 600 ножiв кожної моделi вiдповiдно. Кожна модель приносить
прибуток у розмiрi 40 i 60 гр. од. вiдповiдно. Процес виробництва ножiв складається iз
трьох стадiй: виготовлення деталей, збiрки виробу та його упаковки. Нормативи часу на цi
стадiї заданi таблицею.
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Норми часу (год/шт.)

Модель Стадiя 1 Стадiя 2 Стадiя 3
А
В

0.3
0.35

0.4
0.5

0.1
0.15

Виробничi потужностi заводу дозволяють витрачати на мiсяць не бiльше 600 годин на
випуск деталей, 500 годин на збiрку ножiв i 200 годин на упаковку. Складiть план випуску
ножiв, що забезпечує заводу максимальний прибуток.

2. У трьох пунктах вiдправлення A, B, C зосереджений однорiдний товар. Цей товар необхiдно
перевезти у чотири пункти призначення P, Q, R, S. Запаси товару у пунктах вiдправлення i
потреби пунктiв призначення показанi у таблицi.

Запаси, т Потреби, т

A B C P Q R S
42 36 40 26 41 25 31

Вартостi перевезень 1 т вантажу з i-го пункту вiдправлення в j-й пункт призначення заданi
матрицею.

A B C
P 200 400 300
Q 700 500 800
R 600 900 700
S 550 430 650

Потрiбно знайти план перевезень вантажу, що забезпечує транспортному пiдприємству
мiнiмальну вартiсть перевезень. Врахувати, що у разi нестачi запасiв всi потреби не можуть
бути задоволенi.

Варiант 12

1. Є два види продукцiї П1 i П2, що мiстять поживнi речовини S1, S2, S3, S4 (жири, бiлки, ву-
глеводи, вiтамiни). Вмiст поживних речовин в одиницi кожного виду продукцiї i необхiдний
мiнiмум поживних речовин наведенi у таблицi.

Поживнi
речовини

Вмiст
поживних речовин
в одиницi продукцiї

Необхiдний мiнiмум
поживних речовин

Продукт 1 Продукт 2

S1 1 2 10
S2 3 2 8
S3 2 1 9
S4 2 2 11

Вартiсть одиницi продукцiї П1 i П2 вiдповiдно дорiвнює 3 i 4 гр. од. Потрiбно скласти
найбiльш дешевий рацiон, при якому потреби у поживних речовинах будуть задоволенi.

2. На кожнiй iз чотирьох фiлiй виробничого об’єднання можуть виготовлятися вироби чоти-
рьох видiв. З огляду на необхiднiсть поглиблення спецiалiзацiї, на фiлiях вирiшено зосере-
дити випуск тiльки по одному виду виробiв. Собiвартiсть кожного iз виробiв на кожнiй фiлiї
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рiзна i визначається матрицею

C =

⎛⎜⎜⎝
9 8 9 7

4 6 3 2

7 2 1 4

7 8 5 6

⎞⎟⎟⎠ .
Знайдiть такий розподiл випуску продукцiї мiж фiлiями, щоб загальна собiвартiсть проду-
кцiї була мiнiмальною.

Варiант 13

1. У пекарнi випiкають два типи тортiв: шоколадний i ванiльний. Кожен шоколадний торт про-
дається по 100 грн, а ванiльний — по 50. Для виготовлення шоколадного торта необхiдно
20 хвилин часу i 4 яйця. Ванiльний торт вимагає 40 хвилин часу i 1 яйце. У розпорядженнi
пекарнi є 8 годин часу i 30 яєць.
Сформулюйте модель лiнiйного програмування для максимiзацiї доходу пекарнi.

2. Є три дiлянки землi, на яких можуть бути засiянi кукурудза, пшениця, ячмiнь i просо. Площа
кожної з дiлянок вiдповiдно дорiвнює 600, 180 та 220 га. З урахуванням наявностi насiння,
кукурудзою, пшеницею, ячменем i просом слiд засiяти вiдповiдно 290, 180, 110 i 420 га.
Врожайнiсть кожної з культур для кожної дiлянки рiзна i задається матрицею

C =

⎛⎜⎜⎝
40 45 50

30 28 22

18 22 14

19 15 16

⎞⎟⎟⎠ .
Потрiбно визначити, скiльки гектарiв кожної культури на кожнiй дiлянцi слiд засiяти, щоб
загальний збiр зерна був максимальним.

Варiант 14

1. Сталевi прути довжиною 110 см необхiдно розрiзати на заданi заготовки довжиною 45, 35
i 50 см. Необхiднi кiлькостi заготовок кожного виду становлять вiдповiдно 40, 30 i 20 шт.
Визначити, скiльки прутiв по кожному з можливих способiв слiд розрiзати, щоб отримати
не менше потрiбної кiлькостi заготовок кожного виду при мiнiмальних вiдходах.

2. На чотирьох станцiях є надлишок порожнiх вагонiв у розмiрi вiдповiдно 100, 120, 150
i 50 вагонiв. Необхiдно розподiлити данi вагони по семи станцiям з браком порожняка
(вiдповiдно 70, 50, 60, 30, 50, 70 i 90 вагонiв). Вiдстань мiж кожною станцiєю вiдправлення
(надлишку вагонiв) i кожною станцiєю призначення (нестачi порожняка) представлено у
виглядi матрицi

C =

⎛⎜⎜⎝
15 23 28 13 12 16 21

24 17 24 11 11 12 18

8 19 16 18 9 17 15

12 28 18 16 21 20 25

⎞⎟⎟⎠
Необхiдно скласти план розподiлу вагонiв мiж зазначеними станцiями з мiнiмальним су-
марним пробiгом порожнiх вагонiв.

Варiант 15

1. Фiрма має можливiсть рекламувати свою продукцiю, використовуючи радiо- i телевiзiйну
мережу. Витрати на рекламу у бюджетi фiрми обмеженi сумою 1000 гр. од. на мiсяць. Кожна
хвилина радiореклами обходиться у 5 гр. од., а кожна хвилина телереклами — у 100 гр. од.
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на мiсяць. Фiрма хотiла б використовувати радiомережу принаймнi у два рази частiше,
нiж мережу телебачення. Досвiд минулих рокiв показав, що обсяг збуту, який забезпечує
кожна хвилина телереклами, у 25 разiв бiльше збуту, що забезпечується однiєю хвилиною
радiореклами.
Визначте оптимальний розподiл фiнансових коштiв, якi щомiсяця вiдпускаються на рекла-
му, мiж радiо- i телерекламою.

2. На виробництво надiйшла партiя стержнiв довжиною 250 i 190 см. Необхiдно отримати не
менше 470 вiдрiзкiв по 45 см i не менше 450 вiдрiзкiв по 80 см. Як розрiзати наявнi стержнi,
щоб скоротити до мiнiмуму вiдходи? Побудуйте математичну модель задачi.

Варiант 16

1. Пiротехнiчна компанiя «Великий Переполох» виробляє три основних типи шумовiдтворю-
ючих iграшок: «Шум», «Бабах» i «Тарарам». Для виготовлення «Шума» необхiдно 30 хв
часу i одне перо. «Бабах» вимагає 20 хв часу, два пера i 0.5 г блискучої пудри. «Тарарам»
вимагає 30 хв часу, три пера i 1 г блискучої пудри. Внесок у прибуток одиницi кожного виду
iграшок складає: 0.45 гр. од. для «Шуму», 0.55 гр. од. для «Бабаху» i 0.70 гр. од. для «Та-
рараму». У розпорядженнi «Великого переполоху» є наступнi ресурси: 4800 хв робочого
часу, 90 г блискучої пудри i 360 пiр’їв.
Компанiя впевнена у тому, що максимально можлива кiлькiсть iграшок «Шум», «Бабах» i
«Тарарам», яку вона зможе продати, становить 200, 500 i 300 вiдповiдно.
Побудуйте модель для визначення оптимального плану виробництва продуктiв, що забез-
печує отримання максимального прибутку в умовах наявних обмежень.

2. На трьох хлiбокомбiнатах щодня виробляється 110, 190 i 90 т борошна. Це борошно спо-
живається чотирма хлiбозаводами, щоденнi потреби яких дорiвнюють вiдповiдно 80, 60,
170 i 80 т. Тарифи перевезень 1 т борошна вiд комбiнатiв до заводiв заданi матрицею

C =

⎛⎝ 8 1 9 7

4 6 2 12

3 5 8 9

⎞⎠ .
Необхiдно скласти такий план доставки борошна, при якому загальна вартiсть перевезень
буде мiнiмальною.

Варiант 17

1. На промисловому пiдприємствi виготовляють два типи продукцiї. Вони виробляються за
допомогою обладнання U1, U2, U3, яке протягом дня може працювати вiдповiдно 24 000,
40 000, 27 000 секунд. Норми часу, необхiдного для виробництва одиницi продукцiї за допо-
могою вiдповiдного обладнання, наводяться у таблицi.

Типи продуктiв
Обладнання

U1 U2 U3

1
2

3
6

8
4

9
3

Прибуток вiд реалiзацiї продукту 1 типу становить 9 гр. од., а вiд продукту 2 типу — 6 гр. од.
Розрахуйте, в якому обсязi слiд планувати виробництво, щоб отримати максимальний при-
буток.

2. Виготовлена на п’яти заводах цегла надходить на шiсть будiвельних майданчикiв. Щоденне
виробництво цегли i потреби у нiй вказанi у таблицi нижче. У нiй же вказана вартiсть
перевезення 1000 шт. цегли з кожного iз заводiв до кожного з об’єктiв.
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Заводи
Об’єкти Виробництво цегли,

тис. шт.1 2 3 4 5 6

I 8 7 5 10 12 8 240
II 13 8 10 6 7 13 360
III 12 4 11 9 10 11 180
IV 14 6 12 13 7 14 120
V 9 12 14 15 8 13 150

Потреби у цеглi,
тис. шт.

230 220 130 170 190 110

Складiть план перевезень, згiдно з яким забезпечуються потреби у цеглi на кожному з
об’єктiв при мiнiмальнiй загальнiй вартостi перевезень.

Варiант 18

1. При виробництвi чотирьох видiв кабелю виконується п’ять груп технологiчних операцiй.
Норми витрат на 1 км кабелю даного виду на кожнiй з груп операцiй, прибутки вiд реалiзацiї
1 км кожного виду кабелю, а також загальний фонд робочого часу, протягом якого можуть
виконуватися цi операцiї, вказанi у таблицi.

Технологiчна
операцiя

Норми витрат часу (год)
на обробку 1 км кабелю

Загальний фонд
робочого часу (год)

Тип 1 Тип 2 Тип 3 Тип 4

Волочiння 1.2 1.8 1.6 2.4 7200
Накладення iзоляцiй 1.0 0.4 0.8 0.7 5600

Скручування елементiв
у кабель

6.4 5.6 6.0 8.0 11176

Покриття свинцем 3.0 – 1.8 2.4 3600
Випробування i контроль 2.1 1.5 0.8 3.0 4200
Прибуток вiд реалiзацiї

1 км кабелю (гр. од.)
1.2 0.8 1.0 1.3

Потрiбно визначити такий план випуску кабелю, при якому загальний прибуток вiд реалi-
зацiї продукцiї є максимальним.

2. З двох сортiв бензину утворюються двi сумiшi — А i В. Сумiш А мiстить 60 % бензину
першого сорту i 40 % бензину другого сорту. Сумiш В — 80 % першого сорту i 20 % другого
сорту. Цiна 1 кг сумiшi А — 10 гр. од., а сумiшi В — 12 гр. од. Складiть план утворення
сумiшей, при якому буде отримано максимальний прибуток, якщо у наявностi є 50 т бензину
першого сорту i 30 т бензину другого сорту.

Варiант 19

1. Пiдприємство може виробляти три рiзних види продукцiї у пляшках — А, В i С. При цьому
використовуються чотири види ресурсiв в обмеженiй кiлькостi: робочий час першої дiлянки,
робочий час другої дiлянки, сировина i площа для зберiгання продукцiї у процесi виробни-
цтва на другiй дiлянцi.
Кожен вид продукцiї вимагає обробки на обох дiлянках. На першiй дiлянцi можуть бути
використанi 320 годин робочого часу на тиждень. На другiй дiлянцi працюють п’ятеро
робiтникiв по 8 годин на день 5 днiв на тиждень.
Максимальна кiлькiсть сировини, доступна протягом тижня, — 1167 лiтрiв. Майданчик
для тимчасового (у процесi виробництва) зберiгання продукцiї може вмiстити 400 пляшок
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продукцiї А, якщо нiякi iншi види не виробляються.
Продукцiя А приносить прибуток у розмiрi 12 грн за 10 пляшок. Витрати часу на виробни-
цтво однiєї пляшки на першiй дiлянцi — 1 год. На другiй дiлянцi виробляється двi пляшки
даного виду продукцiї на годину. Для цього необхiдний 1 лiтр сировини.
Продукцiя B приносить прибуток 2 грн на пляшку. Для виробництва однiєї пляшки на
першiй дiлянцi потрiбно 2 години часу; на другiй дiлянцi виробляються 3 пляшки на годину.
Витрати сировини на виробництво продукцiї виду В — 250 мл у розрахунку на пляшку.
Займана площа зберiгання у процесi виробництва у два рази бiльше, нiж для продукцiї А (у
розрахунку на пляшку).
Продукцiя C приносить прибуток у розмiрi 1.5 грн за пляшку. На першiй дiлянцi потрiбно
1/4 години для виробництва однiєї пляшки продукцiї даного виду. На другiй дiлянцi за 1 год
може бути вироблено 4 пляшки продукцiї С. Для її виробництва необхiднi 125 мл сировини.
Площа, яку займає продукцiя С у процесi виробництва (в розрахунку на одну пляшку),
дорiвнює 1/3 вiд площi, необхiдної для продукцiї А.
Сформулюйте модель лiнiйного програмування, яка максимiзує прибуток вiд реалiзацiї
продукцiї.

2. Потужностi заводу з виробництва добрив дозволяють у поточному мiсяцi виробити 1000 т
нiтратiв, 1800 т фосфатiв i 1200 т поташу. В результатi змiшування цих активних iнгредiєнтiв
з iнертними, запаси яких не обмеженi, можуть бути отриманi три типи добрив. У таблицi
зазначено вмiст активних iнгредiєнтiв у сумiшi.

Тип добрива
Вмiст активних
iнгредiєнтiв, % Цiна, тис. гр. од./т

нiтрати фосфати поташ

1 5 10 5 40
2 5 10 10 50
3 10 10 10 60

Цiна,
тис. гр. од./т

160 40 100

Цiна iнертних iнгредiєнтiв складає 5 тис. гр. од./т. Витрати змiшування, упаковки та про-
дажу складають 15 тис. гр. од./т для кожного типу добрива. Iснує угода про постачання
6000 т добрив типу 1. Завод прагне максимiзувати мiсячний прибуток вiд продажу добрив.
Побудуйте математичну модель задачi.

Варiант 20

1. На меблевiй фабрицi зi стандартних листiв фанери необхiдно вирiзати заготовки трьох
видiв у кiлькостях вiдповiдно 24, 31 i 81 шт. Кожен лист фанери може бути розрiзаний на
заготовки двома способами. Кiлькiсть отриманих заготовок при даному способi розкрою
наведено у таблицi. У нiй же вказана величина вiдходiв, якi утворюються при цьому способi
розкрою одного листа фанери.

Вид заготовки
Кiлькiсть заготовок
Спосiб 1 Спосiб 2

I 2 6
II 5 4
III 2 3

Величина вiдходiв, см2 12 16

Визначте, скiльки листiв фанери i за яким способом слiд розкроїти так, щоб було отримано
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не менше потрiбної кiлькостi заготовок при мiнiмальних вiдходах.
2. Для виконання чотирьох типiв землерийних робiт можуть бути використанi екскаватори

чотирьох типiв. Продуктивнiсть екскаватора i-го типу при виконаннi j-ї роботи задається
матрицею

C =

⎛⎜⎜⎝
0.9 0.6 0.7 0.9

0.7 0.8 0.9 0.8

0.8 0.6 0.8 0.9

0.8 0.7 0.8 0.7

⎞⎟⎟⎠ .
З огляду на те, що на кожнiй з робiт може бути зайнятий тiльки один екскаватор i що всi
екскаватори повиннi бути задiянi, знайдiть такий розподiл екскаваторiв мiж роботами, який
забезпечить максимальну продуктивнiсть.

Варiант 21

1. Компанiя «Суперскло» — виробник високоякiсної продукцiї, у тому числi рам для вiкон i
дверей. У складi компанiї три заводи. На першому виготовляють алюмiнiєвi рами, на друго-
му — дерев’янi. Третiй завод спецiалiзується на збiрцi готової продукцiї (у рами вставляє-
ться скло). У зв’язку зi зниженням прибуткiв головний iнженер компанiї вирiшив перепрофi-
лювати виробничу лiнiю. Кiлька неприбуткових видiв продукцiї знiмаються з виробництва,
що вивiльняє виробничi потужностi для виготовлення одного або двох потенцiйно нових
виробiв, на якi є попит.
Один з цих видiв продукцiї — склянi дверi з алюмiнiєвою рамою, другий вид — вiкно з
дерев’яною рамою. Служба маркетингу, провiвши дослiдження, зробила висновок, що ком-
панiя зможе продати будь-який з цих двох видiв продукцiї у такiй кiлькостi, в якiй зможе
зробити на наявних виробничих потужностях. У той же час, оскiльки обидва види продукцiї
можуть бути виробленi на одних i тих же потужностях третього заводу, не зовсiм зрозумiло,
яке поєднання їх випускiв буде найбiльш прибутковим.
Кожна одиниця продукцiї першого виду вимагає однiєї години витрат виробничого часу i
трьох годин часу на збiрку. Даний продукт приносить прибуток 30 грн на одиницю. Кожна
одиниця другого продукту вимагає двох годин виробничого часу, двох годин на збiрку i при-
носить прибуток 50 грн. Загальна доступна тижнева потужнiсть заводiв 1, 2 i 3 становить
4, 12 i 18 годин вiдповiдно.
Сформулюйте математичну модель задачi.

2. Тканина трьох артикулiв виробляється на ткацьких верстатах двох типiв з рiзною проду-
ктивнiстю. Сировиною для виготовлення тканин є пряжа i барвники. Основнi параметри
виробництва, його собiвартiсть i цiни реалiзацiї готового продукту наведенi у таблицi.

Вид
ресурсу

Об’єм
ресурсу

Продуктивнiсть i норми витрат
Артикул 1 Артикул 2 Артикул 3

Верстати I типу 29000 год 20 м/год 10 м/год 25 м/год
Верстати II типу 30000 год 8 м/год 20 м/год 10 м/год

Пряжа (кг) 30000 кг 0.12 кг/м 0.18 кг/м 0.21 кг/м
Барвники (кг) 3000 кг 0.01 кг/м 0.005 кг/м 0.008 кг/м

Цiна 1 м тканини, гр. од. 45 45 60
Собiвартiсть 1 м тканини, гр. од. 24 20 40

Складiть план виробництва тканин, що забезпечує максимальний прибуток.

Варiант 22

1. Цех випускає два типи продукцiї, використовуючи два види напiвфабрикатiв. Продукцiя
використовується при комплектуваннi виробiв, при цьому на кожну одиницю продукцiї
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першого виду потрiбно не бiльше двох одиниць продукцiї другого виду. Норми витрат напiв-
фабрикатiв кожного виду на одиницю продукцiї, загальнi обсяги напiвфабрикатiв i прибуток
вiд одиницi кожної продукцiї представленi у таблицi.

Напiв-
фабрикати

Норми витрат
на одиницю продукцiї

Обсяг
напiвфабрикатiв

Продукцiя 1 Продукцiя 2

1
2

1
6

2
2

800
2400

Прибуток 10 35

Потрiбно визначити план виробництва, що забезпечує максимальний прибуток.
2. Три плодових господарства поставляють апельсини в ящиках чотирьом оптовим покупцям.

Щоденний попит цих покупцiв становить 20, 110, 40 i 110 ящикiв вiдповiдно. Плодовi госпо-
дарства можуть щодня поставляти 60, 120 i 100 ящикiв апельсинiв вiдповiдно. Транспортнi
витрати на один ящик апельсинiв наведенi у таблицi.

Господарства
Покупцi

A B C D
I 1 2 5 3
II 1 6 5 2
III 6 3 7 4

Знайдiть оптимальний план поставок.

Варiант 23

1. Молочний комбiнат освоїв випуск двох нових сортiв сиру: «Нiжний» i «Петровський».
Очiкуваний попит на них може скласти вiдповiдно не бiльше 15 i 12 т на мiсяць. Оскiльки
комбiнат випускає також традицiйнi види продукцiї, кожен з чотирьох цехiв може видiлити
на виробництво сирiв обмежений мiсячний ресурс часу. Кошти, видiленi лiмiти часу, а також
витрати часу роботи кожного цеху на здiйснення технологiчного процесу при виробленнi
1 т сиру кожного сорту наведенi у таблицi, де також представленi оптовi цiни сирiв.

№ цеху
Витрати часу

на вироблення 1 т сиру, год
Мiсячнi лiмiти

часу, год
«Нiжний» «Петровський»

1 2 7 66
2 3 5 45
3 2 4 58
4 1 6 72

Оптова цiна,
тис. гр. од./т

156 168

Ставиться мета: визначити оптимальний обсяг випуску сиру кожного сорту, що забезпечує
максимальну виручку вiд продажу.

2. Фермерський кооператив володiє 130 акрами землi (акр ≈ 0.4 га), на яких вiн виробляє три
основнi зерновi культури: соєвi боби, пшеницю i кукурудзу. Продукцiя, вироблена коопе-
ративом, використовується як для власного споживання, так i для продажу. Кооператив
органiзований таким чином, що потреби його членiв у вищевказаних продуктах повиннi бути
задоволенi у першу чергу, тобто до того, як будь-який з них буде проданий. Всi надлишки
продукцiї продаються за ринковими цiнами.
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У таблицi, наведенiй нижче, для кожного продукту показана: врожайнiсть з акра, кiлькiсть
бушелiв (бушель = 36.3 л), необхiдних членам кооперативу, максимальна потреба ринку (в
бушелях) i очiкуваний прибуток.

Культура
Врожайнiсть

(бушелiв з акра)
Потреби коо-

перативу (бушелiв)
Потреби рин-
ку (бушелiв)

Прибуток
($ за бушель)

Соєвi боби 420 2000 10000 1.50
Пшениця 200 5000 8000 1.80
Кукурудза 70 1000 3000 2.50

Сформулюйте модель лiнiйного програмування, яка дозволить кооперативу визначити кiль-
кiсть акрiв землi, що вiдводяться пiд кожну культуру, для забезпечення максимального
прибутку.

Варiант 24

1. Фiрма виробляє i продає два продукти: Альфа i Гамма, цiни реалiзацiї яких складають 5 $ i
4 $ за одиницю вiдповiдно. Обидва продукти мiстять два iнгредiєнти — Д i К. Альфа мiстить
80 % iнгредiєнта Д i 20 % iнгредiєнта К, у той час як Гамма — 40 i 60 % вiдповiдно. Поточнi
запаси складають 16000 галонiв iнгредiєнта Д i 6000 галонiв iнгредiєнта К. Єдина компанiя,
яка виробляє цi iнгредiєнти i поставляє їх фiрмi, страйкує.
Фiрма хотiла б знати кiлькiсть галонiв продуктiв Альфа i Гамма, яке вона повинна буде
виробити з наявних запасiв для максимiзацiї сумарного прибутку.

2. Для обiгрiву примiщень використовують чотири агрегати, кожен з яких може працювати на
будь-якому з п’яти сортiв палива, наявному у кiлькостях 90, 110, 70, 80 i 150 т. Потреба у
паливi кожного з агрегатiв вiдповiдно дорiвнює 80, 120, 140 i 160 т. Теплотворна здатнiсть
i-го сорту палива при використаннi його на j-му агрегатi задається матрицею

C =

⎛⎜⎜⎝
8 7 9 11 8

6 5 8 7 6

7 11 5 8 7

9 8 7 9 11

⎞⎟⎟⎠ .
Знайдiть такий розподiл палива мiж агрегатами, при якому виходить максимальна кiлькiсть
теплоти вiд використання всього палива.

Варiант 25

1. Автомобiльний завод виробляє легковi та вантажнi автомобiлi. Завод включає три цехи,
виробничi потужностi яких за кожним видом автомобiлiв у розрахунку на мiсяць поданi у
таблицi.

Цех
Виробничi потужностi
у розрахунку на мiсяць

Легковi авто Вантажнi авто

Кузовний
Моторний

Збiрки

100
120
110

200
144
120

Прибуток вiд випуску одиницi легкового автомобiля становить 11 000 гр. од., вантажного —
16 000 гр. од. Розрахуйте обсяги випуску легкових i вантажних автомобiлiв, що забезпечу-
ють максимальний прибуток.
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2. М’ясокомбiнат має у своєму складi чотири заводи, на кожному з яких може виготовлятися
три види ковбасних виробiв. Потужностi кожного iз заводiв вiдповiдно 320, 280, 270 i 350
тонн на добу. Щоденнi потреби у ковбасних виробах кожного виду також вiдомi: вiдповiдно
450, 370 i 400 т. Знаючи собiвартiсть 1 т кожного виду виробiв на кожному заводi, яка
визначається матрицею

C =

⎛⎜⎜⎝
2 3 4

1 5 3

6 4 2

7 8 5

⎞⎟⎟⎠ ,
знайдiть такий розподiл випуску ковбасних виробiв мiж заводами, при якому собiвартiсть
виготовленої продукцiї є мiнiмальною.

Завдання 2. Графiчне розв’язування задач лiнiйного програмування

1. Знайдiть графiчно оптимальний розв’язок задачi 1 iз завдання 1. За необхiдностi по-

трiбно скоротити число змiнних до двох (наприклад, вважати, що всi види продукцiї,

окрiм першого i другого, знятi з виробництва) i переформулювати модель.

2. Спробуйте використати для цiєї задачi iнтерактивний симплекс-метод у Sage.

Завдання 3. Симплекс-метод для задачi ЛП у стандартнiй формi

Розв’яжiть задачу лiнiйного програмування

z = (i+ 1) · x1 + (j+ 1) · x2 → max

при обмеженнях 
(i+ 4) · x1 + i · x2 6 (j+ 3)

x1 + (i+ 1) · x2 6 (j+ 5)

(i+ 2) · x1 + 5 · x2 6 10

xk > 0, k = 1, 2,

де параметри i, j визначаються у залежностi вiд номеру варiантуN:

i = N mod 4, j = N mod 5.

Завдання 4.M-метод для задачi ЛП у загальнiй формi

Розв’яжiть задачу лiнiйного програмування

z = (i+ 1) · x1 + x2 → min
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при обмеженнях 
(i+ 5) · x1 + x2 = (j+ 2)

(i+ 2) · x1 + x2 > (j+ 1)

(i+ 1) · x1 + x2 6 (j+ 1)

xk > 0, k = 1, 2,

де параметри i, j визначаються у залежностi вiд номеру варiантуN:

i = N mod 4, j = N mod 5.

Завдання 5. Застосування пакетiв прикладних програм для розв’язування ЗЛП

Знайдiть оптимальнi розв’язки задач 1 i 2 (див. завдання 1), використовуючи

∙ надбудову Solver (Пошук Розв’язку) для електронних таблиць Google Sheets,

LibreOffice Calc, OpenOffice.org Calc або Excel;

∙ розв’язувачi linear_program, MixedIntegerLinearProgram у Sage або iншi.

2.6.3 Розв’язування транспортних задач

Основне завдання

Постановка задачi Три плодових господарства A1, A2, A3 поставляють апельсини

в ящиках чотирьом оптовим покупцям B1, B2, B3, B4. Вiдомi щоденнi потреби цих по-

купцiв, а також максимально можливi обсяги поставок апельсинiв кожним плодовим

господарством. Крiм того, заданi транспортнi витрати у розрахунку на один ящик апель-

синiв при перевезеннi вiд постачальникiв до споживачiв.

Знайдiть оптимальний план поставок апельсинiв з точки зору мiнiмiзацiї сумарних

витрат на їх транспортування.

1. Побудуйте математичну модель задачi. Якi припущення вводяться у даному випадку

для спрощення моделi?

2. Знайдiть початковий план перевезень методами пiвнiчно-захiдного кута i наймен-

шої вартостi. Який з двох методiв дає кращий початковий розв’язок i чому?

3. Знайдiть оптимальний план перевезень методом потенцiалiв.

4. Перевiрте правильнiсть отриманого розв’язку, використовуючи один з пакетiв при-

кладних програм.

5. Модифiкуйте програму знаходження оптимального плану перевезень з урахуван-

ням наступних додаткових обмежень:
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∙ перевезення вiд деяких постачальникiв до деяких споживачiв забороненi (кон-

кретне обмеження задайте самостiйно);

∙ iснують укладенi контракти на обов’язковi поставки у зазначених обсягах (кон-

кретне обмеження задайте самостiйно);

∙ пропускна здатнiсть шляхiв мiж деякими постачальниками i споживачами

обмежена (конкретне обмеження задайте самостiйно).

Варiанти початкових даних

Ва-

рiант

№

Запаси (ящ.) Попит (ящ.)
Витрати на перевезення одиницi вантажу (гр. од.)

A1 ⇒ Bj A2 ⇒ Bj A3 ⇒ Bj

A1 A2 A3 B1 B2 B3 B4 B1 B2 B3 B4 B1 B2 B3 B4 B1 B2 B3 B4

1 35 45 25 15 20 40 25 4 2 1 3 6 1 2 5 4 3 7 1

2 45 40 75 20 35 40 25 4 1 3 5 6 3 5 7 4 9 6 3

3 25 25 35 20 40 55 20 3 2 3 6 4 2 4 5 8 7 5 4

4 45 25 50 45 20 60 10 1 7 6 2 1 8 3 4 3 5 1 9

5 45 70 40 30 30 25 35 3 6 1 6 3 5 3 2 5 4 6 9

6 20 35 45 75 20 30 10 2 1 4 4 7 1 2 5 8 3 9 2

7 50 65 30 25 35 25 60 1 3 2 7 6 5 8 2 7 4 3 2

8 30 70 35 40 45 55 25 2 7 5 1 3 5 4 3 5 2 1 5

9 35 45 70 20 25 30 20 2 3 1 6 5 3 1 6 7 8 2 5

10 35 45 25 15 20 40 25 4 2 1 3 6 1 2 5 4 3 7 1

11 35 55 25 30 60 10 25 3 2 1 4 5 3 1 6 2 3 6 2

12 50 85 20 75 15 25 70 1 9 6 7 3 5 4 2 3 5 4 9

13 10 25 45 65 40 10 20 7 6 5 6 2 4 3 1 5 3 6 8

14 30 10 25 45 15 60 10 6 9 4 3 1 5 6 8 5 7 6 4

15 25 40 65 10 35 40 15 4 2 3 5 4 3 5 7 4 3 6 2

16 65 15 20 35 40 75 10 5 8 6 9 1 2 4 7 3 6 8 5

17 20 85 45 15 35 65 55 4 6 9 4 5 7 6 8 4 9 3 2

18 50 40 25 10 75 45 40 2 5 3 6 8 5 9 6 4 5 2 1

19 35 40 15 20 35 30 10 7 5 3 1 5 9 8 6 1 4 5 7

20 25 50 70 85 30 40 85 2 5 8 4 6 5 7 5 3 1 5 9

21 55 45 25 65 15 25 40 8 2 4 6 5 3 1 5 7 5 9 5

22 25 30 10 75 10 50 20 2 4 2 3 6 8 8 4 4 2 2 6

23 85 65 50 80 25 10 45 9 5 6 4 7 5 1 5 2 3 4 6

24 20 30 45 15 25 50 35 1 3 7 2 4 1 3 5 2 3 6 2

25 40 50 35 20 30 45 25 5 2 1 4 3 7 2 2 5 1 2 6
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Додаткове завдання

Задача для непарних варiантiв Автозавод виробляє автомобiлi у пунктах A1 i A2 та

має склад у пунктi D. Поставки здiйснюються у пункти B1 i B2. Питомi витрати (у дол.)

На перевезення мiж пунктами наведенi у таблицi.

З

пункту

У пункт

A1 A2 D B1 B2

A1 – 140 100 90 225

A2 145 – 111 110 119

D 105 115 – 113 78

B1 – – 121 – –

B2 – – 82 – –

У пунктi A1 може бути вироблено до 1100 автомобiлiв, у пунктi A2 — до 2900. По-

пит у пунктi B1 становить 2400 автомобiлiв, у пунктi B2 — 1500.

Визначте план перевезень, що враховує можливiсть транспортування автомобiлiв

мiж пунктами виробництва, а також через перевалочний пункт (склад), при якому сумарнi

транспортнi витрати будуть найменшими.

∙ Побудуйте математичну модель задачi. Як звести дану постановку до класичного

вигляду?

∙ Знайдiть оптимальний розв’язок, використовуючи пакет прикладних програм. Зо-

бразiть отриманий план перевезень графiчно.

∙ Модифiкуйте вiдповiдь за умови, що поставки мiж пунктами A1 i A2 неможливi.

∙ Модифiкуйте вiдповiдь, якщо поставки мiж пунктамиB1 iB2 можливi за цiною 5 дол.

у розрахунку на один автомобiль.
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Задача для парних варiантiв Нафтова компанiя видобуває нафту з двох свердловин

A1, A2. Перша свердловина дає до 150 000 барелiв нафти за добу, друга — до 200 000.

Поставки здiйснюються у пунктиB1 iB2. Можливi як прямi поставки, так i через промiжнi

пунктиD1 iD2. Попит пункту B1 становить 160 000 барелiв нафти на добу, пункту B2 —

140 000 барелiв на добу. Вартiсть доставки (в дол.) 1000 барелiв нафти мiж пунктами

наведена у таблицi.

З

пункту

У пункт

A1 A2 D1 D2 B1 B2

A1 – – 10 13 25 28

A2 – – 15 12 26 25

D1 – – – 6 16 17

D2 – – 6 – 14 16

B1 – – – – – 15

B2 – – – – 15 –

Знайдiть план поставок нафти з урахуванням можливостей її видобутку i попиту

споживачiв, при якому сумарнi транспортнi витрати будуть мiнiмальними.

∙ Побудуйте математичну модель задачi. Як звести дану постановку до класичного

вигляду?

∙ Знайдiть оптимальний розв’язок, використовуючи пакет прикладних програм. Зо-

бразiть отриманий план перевезень графiчно.

∙ Припустимо, що перед тим, як нафта буде доставлена у пунктиB1 iB2, вона повинна

бути очищена у пунктахD1 iD2. Очищення 1000 барелiв нафти у пунктiD1 коштує

12 дол., а у пунктiD2 — 10 дол. Припускаючи, що пунктиD1 iD2 мають необмеженi

потужностi з очищення нафти, сформулюйте задачу з промiжними пунктами для

мiнiмiзацiї добових витрат на перевезення i очищення нафти. Знайдiть оптимальний

розв’язок.

∙ Модифiкуйте задачу за умови, що потужностi устаткування для очищення нафти

обмеженi: у пунктiD1 — до 150 000 барелiв на добу, у пунктiD2 — до 180 000 баре-

лiв на добу. Знайдiть оптимальний розв’язок для цiєї ситуацiї.



3
Чисельнi методи мiнiмiзацiї

функцiй багатьох змiнних

3.1 Методи безумовної мiнiмiзацiї

Методи безумовної мiнiмiзацiї рiзняться або вибором напрямку спуску, або спосо-
бом руху вздовж напрямку спуску. Методи спуску мають таку процедуру побудови послi-
довностi

{
xk
}

. За початкову точку обирається, взагалi кажучи, довiльна точка x0 ∈ En.
Послiдовнi наближення x1, x2, . . . знаходимо за схемою

xk+1 = xk + βksk,

де sk — напрямок спуску, βk — довжина кроку руху вздовж sk.

У залежностi вiд максимального порядку похiдної, що бере участь в утвореннi sk,
методи бувають нульового, першого i другого порядкiв.

3.1.1 Метод нульового порядку Нелдера — Мiда

У просторi En задається (n + 1) точка, якi є вершинами регулярного многогран-
ника. Цi точки є пробними у нашому методi. З геометрiї вiдомо, що координати вершин
регулярного многогранника визначаються матрицею D, стовпчики якої є вершинами:

D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 d1 d2 . . . d2 d2

0 d2 d1 . . . d2 d2
...

...
...

. . .
...

...
0 d2 d2 . . . d2 d1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

де d1 =
t

n
√
2

(︀√
n+ 1+ n− 1

)︀
, d2 =

1

n
√
2

(︀√
n+ 1− 1

)︀
, t— вiдстань мiж двома вер-

шинами.
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Наприклад, для n = 2 i t = 1 трикутник має такi координати:

вершини x1 x2

1 0 0

2 0.965 0.259

3 0.259 0.965

Розглянемо алгоритм методу. Нехай xki =
[︀
xki1, . . . , x

k
in

]︀⊤
, i = 1, n+ 1 є вершиною

в Rn на k-му етапi пошуку. Вiдзначимо тi вершини многогранника, в яких ϕ(x) досягає

максимального i мiнiмального значення:

ϕ
(︀
xkh
)︀
= max

[︀
ϕ
(︀
xk1
)︀
, . . . , ϕ

(︀
xkn+1

)︀]︀
,

ϕ
(︀
xkl
)︀
= min

[︀
ϕ
(︀
xk1
)︀
, . . . , ϕ

(︀
xkn+1

)︀]︀
.

Нехай xkn+2 буде центром ваги всiх вершин, за виключенням xh. Координати цього

центру визначаються за формулою

xkn+2,j =
1

n

[︃
n+1∑
i=1

xij − x
k
hj

]︃
, j = 1, n,

де j— номер координати точки.

Крок 1. Вiдбиття Проектуємо xkh через центр ваги вiдповiдно iз спiввiдношенням

xkn+3 = xkn+2 + α
(︀
xkn+2 − xkh

)︀
,

де α > 0 є коефiцiєнт вiдбиття.

Крок 2. Розтягування Якщо ϕ
(︀
xkn+3

)︀
6 ϕ

(︀
xkl
)︀
, то вектор

(︀
xkn+3 − xkn+2

)︀
розтягується

вiдповiдно зi спiввiдношенням

xkn+4 = xkn+2 + γ
(︀
xkn+3 − xkn+2

)︀
,

де γ > 1— коефiцiєнт розтягування. Якщо ϕ
(︀
xkn+4

)︀
< ϕ

(︀
xkl
)︀
, то xkh замiнимо на xkn+4 i

процедура починається з кроку 1 при k = k+ 1. В iншому випадку xkh замiнимо на xkn+3 i

переходимо до кроку 1 при k = k+ 1.
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Крок 3. Стиснення Якщо ϕ
(︀
xkn+3

)︀
> ϕ

(︀
xki
)︀

для всiх i ̸= h, то вектор
(︀
xkh − xkn+2

)︀
стискується у вiдповiдностi з формулою

xkn+5 = xkn+2 + β
(︀
xkh − xkn+2

)︀
,

де 0 < β < 1— коефiцiєнт стиснення. Потiм xkh замiнюємо на xkn+5 i повертаємося до

кроку 1 при k = k+ 1.

Крок 4. Редукцiя Якщо ϕ
(︀
xkn+3

)︀
> ϕ

(︀
xkh
)︀
, то всi вектори

(︀
xki − xkl

)︀
, i = 1, n+ 1 змен-

шуються у два рази вiдповiдно з формулою

xki = xkl + 0.5
(︀
xki − xkl

)︀
, i = 1, n+ 1.

Потiм повертаємося до кроку 1 при k = k+ 1.

Критерiй зупинки має вигляд

{
1

n+ 1

n+1∑
i=1

[︀
ϕ
(︀
xki
)︀
−ϕ

(︀
xkn+2

)︀]︀2}12
6 ε,

де ε— мале число, а xkn+2 — центр ваги на k-му кроцi.

Коефiцiєнт вiдбиття α використовується для проектування вершини з найбiльшим

значенням ϕ(x) через центр ваги многогранника.

Коефiцiєнт γ вводиться для розтягування вектора пошуку у випадку, коли вiдбит-

тя дає вершину зi значенням ϕ(x) меншим, нiж найменше значення ϕ(x), отримане до

вiдбиття.

Коефiцiєнт стиснення β використовується для зменшення вектора пошуку, якщо

операцiя вiдбиття не привела вершини зi значенням ϕ(x) меншим, нiж друге по величинi

(пiсля найменшого) значення ϕ(x), отримане до вiдбиття.

Таким чином, за допомогою операцiї розтягування або стиснення розмiри i форма

многогранника масштабуються так, щоб вони задовольняли топологiї задачi.

Яким же чином обирати α, β i γ? Рекомендацiї такi.

Нелдер i Мiд довели, що при розв’язуваннi задачi з α = 1 використовується менша

кiлькiсть обчислень функцiї, нiж при α < 1. З iншого боку, α не повинне бути набагато

бiльшим 1, тому що:

1) многогранник краще адаптується до топологiї задачi при менших значеннях α, осо-

бливо коли необхiдно змiнювати напрямок пошуку, зiткнувшись зi зiгнутою впади-
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ною;

2) в околi локального мiнiмуму розмiри многогранника повиннi зменшуватися i велике

α у цих випадках уповiльнює збiжнiсть. Отже, обирають α = 1.

Нелдер i Мiд рекомендували брати α = 1, β = 0.5, γ = 2. Розмiри i орiєнтацiя

початкового многогранника впливали на час розв’язування задачi, але значення α, β i γ

мали бiльший вплив.

Павiанi зазначає, що важко визначити правило вибору α, β i γ, але вплив вибору

β на ефективнiсть пошуку бiльший, нiж вибiр γ. Вiн рекомендує такi дiапазони вибору

параметрiв: 0.4 6 β 6 0.6, 2.8 6 γ 6 3.0. При 0 < β < 0.4 iснує ймовiрнiсть того, що

через сплющення многогранника буде мати мiсце передчасне закiнчення процесу. При

β > 0.6 може збiльшитись кiлькiсть крокiв для досягнення точки мiнiмуму.

Зазначимо, що iснує багато методiв нульового порядку мiнiмiзацiї функцiй: рiзнi

варiанти покоординатного спуску, Розенброка i Девiса, Свенна, Кемпi, Пауелла [� 13].

3.1.2 Методи першого порядку

Для того щоб у чисельному методi мiнiмiзацiї функцiї отримати послiдовнiсть точок,

що збiгається при деяких умовах до точки мiнiмуму, необхiдно знати напрямок спуску i

крок руху по напрямку спуску. Вiдомо, що напрямок sk буде напрямком спуску в точцi xk,

якщо виконується умова (︃
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
, sk
)︃
< 0.

За допомогою цього спiввiдношення можна визначити, чи є напрямок sk напрямком спу-

ску.

Також необхiдно знати, як обирати крок βk у формулi для отримання послiдовностi

точок

xk+1 = xk + βksk.

Розглянемо декiлька способiв вибору кроку βk.

1) βk : min
β>0

ϕ
(︀
xk + βsk

)︀
. Тобто необхiдно скористатися одновимiрною мiнiмiзацiєю

функцiї ϕ
(︀
xk + βsk

)︀
за параметром β. Для цього користуємося методами однови-

мiрної мiнiмiзацiї, що розглядалися вище.

2) βk = const i перевiряється умова монотонностi ϕ
(︀
xk+1

)︀
< ϕ

(︀
xk
)︀
. Якщо вона

порушується, то β зменшуємо до тих пiр, поки не вiдновиться монотоннiсть. Час

вiд часу β збiльшують зi збереженням монотонностi.

3) Задаємо деякi числа β, ε, 0 < ε < 1, 0 < β < 1. Далi перевiряємо на кожному кроцi
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нерiвнiсть

ϕ
(︀
xk + βsk

)︀
6 ϕ

(︀
xk
)︀
− εβ

⃦⃦⃦⃦
⃦∂ϕ

(︀
xk
)︀

∂x

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

.

Якщо нерiвнiсть не виконується, то замiнюємо β на βε i перевiрка повторюється.

4) Iнколи величину βk обирають до початку обчислень. Можна скористатися такою

процедурою вибору βk:

βk > 0, k = 0, 1, . . . ,

∞∑
k=0

βk = +∞, ∞∑
k=0

β2k < +∞
(наприклад, βk =

C

k+ 1
). Умова збiжностi ряду

∞∑
k=0

β2k дає досить швидку збiжнiсть

послiдовностi βk до нуля з метою забезпечення збiжностi методу в околi точки мiнi-

муму. Умова розбiжностi
∞∑
k=0

βk забезпечує досягнення точки мiнiмуму при невда-

лому вибору точки x0.

Зазначимо, що у кожному iз методiв може бути i своє правило вибору βk.

Критерiї зупинки

Майже всi оптимiзацiйнi методи дають розв’язок лише у граничному розумiннi. Тому

у програмах, що їх реалiзують, доводиться передбачати спецiальнi правила переривання

розрахунку — критерiї зупинки.

Оптимiзацiйний процес бажано перервати, якщо:

1) досягнута потрiбна точнiсть розв’язку;

2) добре наближення ще не знайдено, але швидкiсть руху до оптимуму досить мала i

немає сенсу рахувати далi;

3) метод почав розбiгатися або зациклився.

Якщо задача погано обумовлена, тобто q =
l

L
≪ 1, де l i L— мiнiмальне i макси-

мальне власнi числа матрицi
∂2ϕ (x*)

∂x2
, то чекати доброго наближення xk до x* даремно.

Тому регулювати точнiсть будемо параметром τ— кiлькiстю правильних розрядiвϕ
(︀
xk
)︀
,

що не перевищують за модулем одиницi, старшi розряди пiсля десяткової точки повин-

нi враховуватись, навiть якщо у них знаходяться нулi. Наприклад, якщо τ = 10−5, то

це означає, що при |ϕ (x*)| > 1 бажано, щоб у ϕ
(︀
xk
)︀

i ϕ (x*) спiвпадали п’ять перших

значущих цифр, а при |ϕ (x*)| 6 1— щоб ϕ
(︀
xk
)︀

i ϕ (x*) рiзнилися не бiльше, нiж на

10−5.

При розв’язуваннi задач безумовної мiнiмiзацiї гладких функцiй критерiй зупинки
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має вигляд:
A1 : ϕ

(︀
xk−1

)︀
−ϕ

(︀
xk
)︀
< τ

(︀
1+

⃒⃒
ϕ
(︀
xk
)︀⃒⃒)︀
,

A : A2 :
⃦⃦

xk−1 − xk
⃦⃦
<

√
τ
(︀
1+

⃦⃦
xk
⃦⃦)︀
,

A3 :

⃦⃦⃦⃦
⃦∂ϕ

(︀
xk
)︀

∂x

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6 3

√
τ
(︀
1+

⃒⃒
ϕ
(︀
xk
)︀⃒⃒)︀
.

Ще раз згадаємо

О з н а ч е н н я 3.1. Лiнiями постiйного рiвня функцiїϕ(x) називається мно-

жина точок x ∈ Rn, для яких виконується рiвнiсть ϕ(x) = const.

Приклад 3.1. Розглянемо функцiю ϕ(x) = x21 + 25x
2
2. Знайдемо лiнiї постiйного

рiвня цiєї функцiї. Маємо x21 + 25x
2
2 = c; далi,

x21
(
√
c)2

+
x22(︂√︂
c

25

)︂2 = 1.

Отже, лiнiями постiйного рiвня функцiї ϕ(x) = x21 + 25x
2
2 є елiпси.

О з н а ч е н н я 3.2. Функцiя y = ϕ(x) називається яристою, якщо її лiнiї

постiйного рiвня витягнутi або вигнутi.

Це геометричне тлумачення яристої функцiї.

О з н а ч е н н я 3.3. Функцiя y = ϕ(x) називається яристою, якщо її матри-

ця Гессе, що розрахована у точцi мiнiмуму, погано обумовлена, тобто g =
l

L
≪ 1,

де l i L— мiнiмальне i максимальне власнi числа цiєї матрицi.

3.1.2.1 Градiєнтний метод

Розглянемо дуже важливий в iдейному вiдношеннi метод безумовної мiнiмiзацiї —

градiєнтний метод. Цей метод рiдко використовується на практицi. Вiн служить моделлю
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для побудови бiльш ефективних методiв.

Нехай функцiя ϕ(x) — неперервно диференцiйовна. Алгоритм градiєнтного методу

має вигляд

xk+1 = xk − βk
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
.

Будемо вважати, що послiдовнiсть точок xk така, що
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
̸= 0. Тобто у жоднiй iз

точок xk не виконується необхiдна умова мiнiмуму.

Зазначимо, що(︃
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
, sk
)︃

=

(︃
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
,−
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x

)︃
= −

⃦⃦⃦⃦
⃦∂ϕ

(︀
xk
)︀

∂x

⃦⃦⃦⃦
⃦ < 0,

а це означає, що sk = −
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
є напрямок спуску (це вiдомо студентам ще на першому

курсi при вивченi дисциплiни «Математичний аналiз»).

Початкова точка обирається довiльно. Якщо βk обирати за першим способом: βk :

min
β>0

ϕ

(︂
xk − β

∂ϕ(k)

∂x

)︂
, то метод називається методом найшвидшого спуску.

У методi найшвидшого спуску напрямок руху вiд точки xk дотикається лiнiї постiй-

ного рiвня функцiї у точцi xk+1.

−∂ϕ(x1)/∂x

−∂ϕ(x0)/∂x

x0

x1

Послiдовнiсть точок x0, x1, . . . , xk, . . . зигзагоподiбно наближається до точки мiнiмуму x*,

i при цьому ланки цього зигзагу ортогональнi мiж собою. Дiйсно, β обирається з умови

мiнiмуму функцiї ψ(β) = ϕ

(︃
xk − β

∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x

)︃
i тому

dψ
dβ

= −
∂ϕ(xk+1)
∂x

∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
= 0.

Таким чином, напрямки спуску на двох послiдовних iтерацiях взаємно ортогональнi.
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Геометрична iнтерпретацiя градiєнтного методу

xkxk+1xk+2

У градiєнтному методi функцiю ϕ(x)

апроксимуємо в околi точки xk лiнiйною фун-

кцiєю, тобто проводимо дотичну до функцiї

ϕ(x) у точцi (xk, ϕ
(︀
xk
)︀
). Далi, замiсть функцiї

ϕ(x) мiнiмiзуємо лiнiйну функцiю. А так як во-

на не має мiнiмуму (−∞), то знаходимо її мi-

нiмум у невеликому околi точки xk. Ця точка

мiнiмуму лiнiйної функцiї i є точкою xk+1 i т. д.

Розглянемо теореми збiжностi.

Т е о р е м а 3.1. Нехай функцiяϕ(x) диференцiйовна, обмежена знизу, а гра-

дiєнт задовольняє умовi Лiпшиця. Тодi послiдовнiсть
{

xk
}

така, що

lim
k→∞

∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
= 0.

Для сильно опуклих функцiй можна отримати бiльш точнi оцiнки.

Т е о р е м а 3.2. Нехай функцiя ϕ(x) сильно опукла, тобто

m‖y‖2 6
(︂
∂2ϕ (x)
∂x2

y, y
)︂

6M‖y‖2, де M > m > 0,

а послiдовнiсть
{

xk
}

будується методом найшвидшого спуску. Тодi
{

xk
}

збiга-

ється до точки мiнiмуму зi швидкiстю геометричної прогресiї зi знаменником

q =
M−m

M+m
, тобто ⃦⃦

xk+1 − x*⃦⃦ 6
M−m

M+m

⃦⃦
xk − x*⃦⃦ .

Зауваження 3.1. За величиниM im можна брати максимальне i мiнiмальне вла-

снi числа матрицi
∂2ϕ (x*)

∂x2
.

Розглянемо квадратичну функцiю ϕ(x) =
1

2
x⊤Ax − b⊤x + c, A > 0. Якщо користу-

ватися методом найшвидшого спуску, то крок βk можна записати у явному виглядi:

βk =

⃦⃦⃦⃦
∂2ϕ (x*)

∂x2

⃦⃦⃦⃦2
(︂

A
∂2ϕ (x*)

∂x2
,
∂2ϕ (x*)

∂x2

)︂ .
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Т е о р е м а 3.3. Для квадратичної функцiї мають мiсце оцiнки:

ϕ
(︀
xk
)︀
−ϕ (x*) 6

(︀
ϕ
(︀
x0
)︀
−ϕ (x*)

)︀(︂L− l
L+ l

)︂2k
,⃦⃦

xk − x*⃦⃦ 6 qk
√︀
2l−1 (ϕ (x0) −ϕ (x*)), q =

L− l

L+ l
,

де l— найменше, а L— найбiльше власнi числа матрицi A.

Зауважимо, що перша оцiнка у теоремi є точною.

Якщо порiвнювати метод найшвидшого спуску з iншими варiантами градiєнтного

методу, то можна прийти до висновку, що метод найшвидшого спуску для квадратичної

функцiї збiгається не швидше, нiж iншi варiанти градiєнтного методу. Цей висновок спра-

ведливий i для неквадратичних функцiй.

Однак, не слiд вважати, що неможливо збiльшити швидкiсть градiєнтного методу

шляхом вибору довжини кроку. Наприклад, якщо для мiнiмiзацiї квадратичної функцiї

застосувати градiєнтний метод з βk =
1

λk+1
, k = 0, 1, . . . , n − 1, де λk — власнi числа

матрицi A i λ1 > λ2 > . . . > λn, то такий варiант методу буде скiнченним i xn = x*.

На практицi краще всього користуватися другим способом вибору кроку.

Якщо лiнiї постiйного рiвня є гiперсфери, то метод найшвидшого спуску збiгається

за один крок.

Отже, якщо функцiї гладкi i опуклi, то варiанти градiєнтного методу збiгаються зi

швидкiстю геометричної прогресiї. Величина q для сильно опуклих функцiй залежить

вiд найбiльшого i найменшого власних чисел матрицi
∂2ϕ (x*)

∂x2
. Знаменник буде малим,

якщо цi числа мало вiдрiзняються одне вiд одного. Якщо ж вони сильно вiдрiзняються

(на порядок), то це означає, що функцiя яриста.

Мала швидкiсть збiгу градiєнтних методiв або зациклювання не дозволяє розв’я-

зувати за їх допомогою складнi задачi мiнiмiзацiї. Градiєнтнi методи використовуються у

комбiнацiї з бiльш ефективними методами на початковiй стадiї мiнiмiзацiї, коли ще точки

xk досить далекi вiд точки мiнiмуму.

Приклад 3.2. Знайти точку мiнiмуму функцiї ϕ(x) = x21 + 25x
2
2 з точнiстю τ = 0.01

методом найшвидшого спуску.

Розв’язування. За початкову точку вiзьмемо точку x0 =

(︃
1

1

)︃
. Тодi

x1 = x0 − β0
∂ϕ
(︀
x0
)︀

∂x
=

(︃
x01

x02

)︃
− β0

(︃
2x01

50x02

)︃
=

(︃
1

1

)︃
− β0

(︃
2

50

)︃
=

(︃
1− 2β0

1− 50β0

)︃
.
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Крок β0 знаходимо з умови

β0 : min
β>0

ϕ

(︃
x0 − β

∂ϕ
(︀
x0
)︀

∂x

)︃
= min

β>0
ϕ

(︃
1− 2β

1− 50β

)︃
=

= min
β>0

[︀
(1− 2β)2 + 25(1− 50β)2

]︀
.

Отримаємо β0 ≈
1

50
. Тодi x1 =

⎛⎝1− 2 · 150
1− 1

⎞⎠ =

(︃
0.96

0

)︃
.

Перевiримо критерiй зупинки. Розглянемо пункт A1:

ϕ
(︀
x0
)︀
−ϕ

(︀
x1
)︀
< τ

(︀
1+

⃒⃒
ϕ
(︀
x1
)︀⃒⃒)︀
.

Маємо

26− 1 <? 0.01(1+ 1),

25 ≮ 0.02.

Перший пункт критерiю зупинки не виконується. Тодi два iншi пункти недоцiльно

перевiряти.

Знайдемо друге наближення.

x2 = x1 − β1
∂ϕ
(︀
x1
)︀

∂x
=

(︃
0.96

0

)︃
− β1

(︃
2 · 0.96
50 · 0)

)︃
=

(︃
0.96− 1.92β

0

)︃
.

β1 : min
β>0

ϕ

(︃
x1 − β

∂ϕ
(︀
x1
)︀

∂x

)︃
= min

β>0
ϕ

(︃
0.96− 1.92β

0

)︃
=

= min
β>0

[︀
(0.96− 1.92β)2 + 25 · 02

]︀
.

Отримаємо β1 = 0.5. Отже, x2 =

(︃
0.96− 1.92 · 0.5

0

)︃
=

(︃
0

0

)︃
.

Перевiримо виконання критерiю зупинки. Наприклад, розглянемо умову A2:⃦⃦
xk−1 − xk

⃦⃦
<

√
τ
(︀
1+

⃦⃦
xk
⃦⃦)︀
.
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Отримали ⃦⃦⃦⃦
⃦
(︃
0

0

)︃
−

(︃
0.96

0

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦ <?

√
0.01

(︃
1+

⃦⃦⃦⃦
⃦00
⃦⃦⃦⃦
⃦
)︃
,

0.96 ≮ 0.33.

Так як нерiвнiсть не виконується, то будемо знаходити третє наближення (хоча

зрозумiло, що точка x2 є точкою мiнiмуму).

x3 = x2 − β2
∂ϕ(x2)
∂x

=

(︃
0

0

)︃
− β2

(︃
0

0

)︃
=

(︃
0

0

)︃
.

Точки x2 i x3 спiвпали. Очевидно, що всi три умови критерiю зупинки виконуються.

Тепер доведемо, що точка x =

(︃
0

0

)︃
є точкою мiнiмуму функцiї ϕ(x) = x21 + 25x

2
2.

Спочатку доведемо, що функцiя є опуклою. Дiйсно,

ℐ = x⊤∂
2ϕ (x)
∂x2

x = 2x21 + 50x
2
2 > 0, x ̸= 0.

Так як
∂2ϕ (x)
∂x2

> 0, то функцiя ϕ(x) = x21 + 25x22 є опуклою. Посилаємось на

теорему: якщо для опуклої функцiї ϕ(x) виконується умова
∂ϕ (x)
∂x

=

(︃
0

0

)︃
, то

точка x — точка мiнiмуму функцiї. Маємо
∂ϕ (x)
∂x

=

(︃
0

0

)︃
. Отже, точка x =

(︃
0

0

)︃
є

точкою мiнiмуму функцiї ϕ(x) = x21 + 25x
2
2. �

Зауваження 3.2. Функцiя ϕ(x) = x21 + 25x
2
2 є яристою. Дiйсно, матриця Гессе має

вигляд:
∂2ϕ (x)
∂x2

=

(︃
2 0

0 50

)︃
. Власнi числа матрицi 2 i 50. Вони вiдрiзняються на порядок.

Якщо взяти кроки
1

50
i
1

2
, то мiнiмум квадратичної функцiї знаходиться за два кроки,

що ми i отримали.

x1

x2
x0 =

(︃
1

1

)︃

x1 =

(︃
0.96

0

)︃

На малюнку представленi лiнiї постiйного рiвня — це

елiпси. Дно яру направлене по осi x1, а стiнки яру —

по осi x2. Спочатку спуск робиться по стiнцi яру, а

потiм по дну яру до точки мiнiмуму.



84 Роздiл 3. Чисельнi методи мiнiмiзацiї функцiй багатьох змiнних

3.1.2.2 Метод спряжених градiєнтiв

Розглянемо двокроковий метод, тобто метод, у якому для знаходження (k+ 1)-го

наближення використовуються (k− 1)-е i k-е наближення:

xk+1 = xk − αk
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
+ βk

(︀
xk − xk−1

)︀
, (3.1)

{αk, βk} : min
α,β
ϕ

(︃
xk − α

∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
+ β

(︀
xk − xk−1

)︀)︃
. (3.2)

Для випадку квадратичної функцiїϕ(x) =
1

2
x⊤Ax−b⊤x+ c, A > 0 задача (3.2) має

такi розв’язки:

αk =

⃦⃦
rk
⃦⃦2 (︀

Apk,pk
)︀
−
(︀
rk,pk

)︀ (︀
Ark,pk

)︀
(Ark, rk) (Apk,pk) − (Ark,pk)2

,

βk =

⃦⃦
rk
⃦⃦2 (︀

Ark,pk
)︀
−
(︀
rk,pk

)︀ (︀
Ark, rk

)︀
(Ark, rk) (Apk,pk) − (Ark,pk)2

,

де rk =
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
= Axk − b, pk = xk − xk−1.

У квадратичному випадку метод (3.1)–(3.2) є скiнченним, тобто дає точний мiнiмум

квадратичної функцiї за скiнченну кiлькiсть iтерацiй, що дорiвнює n.

Для неквадратичних функцiй метод (3.1)–(3.2) збiгається глобально.

Методу спряжених градiєнтiв можна надати i iншу форму:

xk+1 = xk + αksk,

αk : min
α
ϕ
(︀
xk + αsk

)︀
,

sk = −
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
+ βksk−1, s0 = −

∂ϕ
(︀
x0
)︀

∂x
, β0 = 0.

(3.3)

Метод називається методом спряжених градiєнтiв, тому що має мiсце така вла-

стивiсть: вектори
∂ϕ
(︀
xi
)︀

∂x
, i = 0, n− 1 взаємно ортогональнi, а s0, . . . , sn−1 — взаємно

спряженi (
(︀
Asi, sj

)︀
= 0).

Iснує декiлька способiв вибору параметра βk:

1) βk =

⃦⃦⃦⃦
∂ϕ(xk)
∂x

⃦⃦⃦⃦2
⃦⃦⃦
∂ϕ(xk−1)

∂x

⃦⃦⃦2 ;
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2) βk =

(︂
∂ϕ(xk)
∂x ,

∂ϕ(xk)
∂x −

∂ϕ(xk−1)
∂x

)︂
⃦⃦⃦
∂ϕ(xk−1)

∂x

⃦⃦⃦2 ;

3) βk =

(︂
∂2ϕ(xk)
∂x2 sk−1,

∂ϕ(xk)
∂x

)︂
(︁
∂2ϕ(xk)
∂x2 sk−1, sk−1

)︁ .

Для випадку квадратичної функцiї методи (3.1), (3.2) i (3.3) за першим способом

вибору параметру βk при однаковому x0 визначають одну i ту саму послiдовнiсть точок

xk.

Зазвичай для неквадратичних задач метод спряжених градiєнтiв застосовується в

iнший формi. До нього додається процедура оновлення — час вiд часу крок здiйснюється

вздовж градiєнта. При цьому метод перестає бути скiнченним, i напрямки спуску не

будуть взаємно спряженими вiдносно якої-небудь матрицi. Оновлення роблять через

кiлькiсть iтерацiй, що дорiвнює вимiру простору n:

xk+1 = xk + αksk,

αk : min
α
ϕ
(︀
xk + αsk

)︀
,

sk = −
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
+ βks

k−1, s0 = −
∂ϕ
(︀
x0
)︀

∂x
,

βk =

0, k = 0, n, 2n, . . . ,

βk, k ̸= 0, n, 2n, . . . ,

а βk обирається одним iз вказаних вище способiв.

Метод спряжених градiєнтiв з оновленням збiгається глобально; в околi точки мiнi-

муму швидкiсть збiжностi є квадратичною.

Послiдовностi точок, отриманих за першим i другим способами вибору параметру

βk, спiвпадають.

Для задач великого вимiру (k < n) можна гарантувати лише збiжнiсть зi швидкi-

стю геометричної прогресiї. При k < n для квадратичних функцiй можна гарантувати

збiжнiсть зi швидкiстю геометричної прогресiї зi знаменником g =

√
L−

√
l√

L+
√
l
, де L i l—

найбiльше i найменше власнi числа матрицi
∂2ϕ (x*)

∂x2
.

Метод спряжених градiєнтiв є оптимальним по швидкостi збiжностi у класi методiв

першого порядку.
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3.1.3 Методи другого порядку

3.1.3.1 Метод Ньютона

У градiєнтному методi для визначення напрямку руху використовується лише лiнiй-

ний член з розвинення функцiї у ряд Тейлора, тобто використовується найбiльш груба

апроксимацiя функцiї. Тому для функцiй з погано обумовленими матрицями Гессе метод

повiльно збiгається. Якщо використовувати другi частиннi похiднi, то отриманi методи не

будуть «реагувати» на яристiсть функцiй.

Нехай функцiя ϕ(x) двiчi диференцiйовна, скористаємося квадратичною апрокси-

мацiєю функцiї у точцi xk:

ϕk(x) = ϕ
(︀
xk
)︀
+

(︃
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
, x − xk

)︃
+
1

2

(︃
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2
(︀
x − xk

)︀
, x − xk

)︃
.

У градiєнтному методi наступне наближення xk+1 знаходилося з умови мiнiмуму лi-

нiйної апроксимацiї при додаткових обмеженнях на близькiсть до точки xk (так як лiнiйна

функцiя не досягає мiнiмуму на Rn). Для квадратичної функцiї ϕk(x) можна не накла-

дати таких обмежень, так як при
∂2ϕ (x)
∂x2

> 0 функцiя ϕk(x) має безумовний мiнiмум.

Обираємо точку мiнiмуму ϕk(x) за нове наближення. Отже, отримаємо такий алгоритм

xk+1 = xk −

[︃
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2

]︃−1
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
. (3.4)

До цього методу можна прийти i iншим шляхом. Точка мiнiмуму повинна бути

розв’язком системи n рiвнянь з n невiдомими, необхiдна умова безумовного мiнiмуму

першого порядку,
∂ϕ (x)
∂x

= 0.

Одним з методiв розв’язання таких задач є метод Ньютона або дотичних, а саме:

лiнеаризуємо систему у точцi xk i розв’язуємо лiнеаризовану систему, яка має вигляд

∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
+
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2
(︀
x − xk

)︀
= 0,

звiдки

xk+1 = xk −

[︃
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2

]︃−1
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
.

Розглянемо теорему збiжностi.

Т е о р е м а 3.4. Нехай ϕ(x) двiчi диференцiйовна функцiя,
∂2ϕ (x)
∂x2

задоволь-
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няє умовi Лiпшиця з константою M, ϕ(x) — сильно опукла з константою l i

початкове наближення задовольняє умовi

q =
M

2l2

⃦⃦⃦⃦
⃦∂ϕ

(︀
x0
)︀

∂x

⃦⃦⃦⃦
⃦ < 1. (3.5)

Тодi метод збiгається до точки глобального мiнiмуму x* з квадратичною

швидкiстю: ⃦⃦
xk − x*⃦⃦ 6

2l

M
q2

k

.

Зауваження 3.3. Усi умови теореми є суттєвими. Сильна опуклiсть забезпечує

iснування
[︂
∂2ϕ(x)
∂x2

]︂−1
, а невиконання (3.5) може призвести до розбiжностi методу. Якщо

ж вiдмовитися вiд умови Лiпшиця для
∂2ϕ(x)
∂x2

, то збiжнiсть не буде квадратичною (може

збiгатися зi швидкiстю геометричної прогресiї).

Зауваження 3.4. У методi Ньютона нiколи не обертають матрицю
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2
. Зро-

зумiло, що напрямок спуску у методi є таким:

sk = −

[︃
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2

]︃−1
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
.

Тодi (3.4) можна переписати у виглядi:

xk+1 = xk + sk.

Вектор sk знаходимо з системи рiвнянь

∂2ϕ
(︀
xk
)︀

∂x2
sk = −

∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
.

А цю систему можна досить ефективно розв’язати i при

⃦⃦⃦⃦
⃦∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2

⃦⃦⃦⃦
⃦ ∼ ε, де ε > 0— мале

число.

Умови теореми можна послабити тiльки в одному напрямку — глобальнi вимоги до

функцiї ϕ(x) замiнити на локальнi.

Для квадратичної функцiїϕ(x) =
1

2
x⊤Ax−b⊤x+c, A > 0 метод Ньютона збiгається

за один крок при довiльнiй початковiй точцi x0.

Чим ближча функцiя до квадратичної, тим швидше збiгається метод Ньютона. Фор-

мально — чим меншеM, то згiдно з теоремою буде бiльша область збiжностi i тим швид-
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ша збiжнiсть, що визначається величиною q.

Отже, вдалий вибiр початковою наближення x0 гарантує збiжнiсть методу Ньютона.

Однак пошук вдалого початкового наближення — це нетривiальна задача. Тому необхi-

дно якось змiнити метод Ньютона, щоб досягти збiжностi процесу незалежно вiд початко-

вого наближення. Для цього необхiдно крiм вибору напрямку руху−

[︃
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2

]︃−1
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
вибирати i довжину кроку руху. Такий алгоритм називається демпфованим методом Нью-

тона — Рафсона або узагальненим методом Ньютона:

xk+1 = xk − βk

[︃
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2

]︃−1
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x
.

Як i у градiєнтному методi, у методi Ньютона — Рафсона крок обирається так, щоб

забезпечити зменшення цiльової функцiї на кожнiй iтерацiї. Наприклад, використовувати

першi два способи вибору кроку або такий: крок βk обирається так, щоб виконувалася

нерiвнiсть

ϕ

⎛⎝xk − βk

[︃
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2

]︃−1
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x

⎞⎠ 6

6 ϕ
(︀
xk
)︀
− εβk

⎛⎝∂ϕ (︀xk)︀
∂x

,

[︃
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2

]︃−1
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x

⎞⎠ ,
де 0 < ε < 1/2 — деяке число.

Покладемо βk = 1, i якщо ця нерiвнiсть виконується, то βk = 1, а якщо нi, то

зменшуємо βk до тих пiр, поки не виконається нерiвнiсть.

Метод Ньютона може застосовуватися для мiнiмiзацiї таких функцiй, у яких iснує

обмежена обернена матриця других похiдних. Такi властивостi мають сильно опуклi двiчi

неперервно диференцiйовнi функцiї, i виконується умова

m ‖y‖2 6
(︂
∂2ϕ(x)
∂x

y, y
)︂

6M ‖y‖2 , m > 0,

для довiльних x i y ∈ Rn. Тодi функцiї обмеженнi i у них iснує одна точка мiнiмуму.

Т е о р е м а 3.5. Якщо функцiя ϕ(x) така, що виконується умова (3.5) i ма-

триця
∂2ϕ(x)
∂x2

задовольняє умовi Лiпшиця з константою L, крок обирається з

умови (3.4), то послiдовнiсть точок, отриманих методом Ньютона — Рафсо-

на незалежно вiд вибору початкових точки x0 збiгається до точки мiнiмуму з
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квадратичною швидкiстю, тобто

⃦⃦
xk+1 − xk

⃦⃦
6
L

m

⃦⃦
xk − x*⃦⃦ .

3.1.3.2 Модифiкацiї методу Ньютона — Рафсона

Усi труднощi, що виникають при практичнiй реалiзацiї методу Ньютона, умовно мо-

жна розбити на двi групи. Першi пов’язанi з необхiднiстю обчислювати матрицю
∂2ϕ(x)
∂x2

.

Розглянемо двi модифiкацiї методу Ньютона, якi використовують не точнi значення, а де-

якi наближенi аналоги матрицi других похiдних. У результатi зменшується трудомiсткiсть

методу, але погiршується їх збiжнiсть.

До другої групи вiдносяться всi ускладнення, що виникають у зв’язку з порушенням

у процесi обчислень додатної визначеностi матрицi других похiдних.

Перша модифiкацiя Алгоритм методу має вигляд

xk+1 = xk − βk

[︃
∂2ϕ

(︀
x0
)︀

∂x2

]︃−1
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
, βk > 0.

У цiй схемi використовується один раз розрахована матриця
∂2ϕ

(︀
x0
)︀

∂x2
.

Друга модифiкацiя Вона пов’язана з оновленням матрицi других похiдних через певну

кiлькiсть крокiв. Iтерацiйний процес має вигляд

xkt+i+1 = xkt+i − βkt+i

[︃
∂2ϕ

(︀
xkt
)︀

∂x2

]︃−1
∂ϕ(xkt+i)
∂x

,

βkt+i > 0; k = 0, 1, . . .; i = 0, 1, . . . , t− 1, t; t > 0.

Якщо виконуються умови теореми 3.5, то справедлива оцiнка⃦⃦
x(k+1)t − x*⃦⃦ 6 c

⃦⃦
xkt − x*⃦⃦t+1 , c > 0.

Ця оцiнка означає, що послiдовнiсть
{

xk
}

збiгається до розв’язку зi швидкiстю

порядку t+ 1.

Третя модифiкацiя Нехай матриця Гессе функцiїϕ(x) не є додатно визначеною. У цьо-

му випадку послiдовнiсть точок методу Ньютона буде розбiжною. Левенберг i Марквардт
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запропонували додавати до матрицi других похiдних на кожному кроцi величину αkI, де

αk — деяке число, а I — одинична матриця. Тодi iтерацiйний процес матиме вигляд

xk+1 = xk −

[︃
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2
+ αkI

]︃−1
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
.

У цьому алгоритмi довжина кроку дорiвнює 1, а αk обирають так, щоб виконувались

умови

cos

⎛⎝(︃∂ϕ (︀xk)︀
∂x2

+ αkI

)︃−1
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
,
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x

⎞⎠ > ε1 > 0;

ϕ(xk+1) 6 ϕ
(︀
xk
)︀
− ε2

⎛⎝[︃∂2ϕ (︀xk)︀
∂x2

+ αkI

]︃−1
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
,
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x

⎞⎠ , 0 < ε2 <
1

2
.

Перша нерiвнiсть означає, що кут мiж напрямком спуску антиградiєнта у точцi xk

повинен бути гострим, а виконання другої умови гарантує зменшення функцiї на кожнiй

iтерацiї.

При досить великому значеннi αk метод вдалинi вiд точки мiнiмуму веде себе як

градiєнтний i початкову точку можна обирати довiльно, а при наближеннi αk до нуля

метод переходить у звичайний метод Ньютона.

3.1.3.3 Обговорення властивостей методу Ньютона

Встановлено, що метод Ньютона з регулюванням кроку збiгається до розв’язку

незалежно вiд початкової точки x0 i має або зверхлiнiйну швидкiсть збiжностi, або ж

квадратичну в залежностi вiд вимог до функцiї ϕ(x).

Збiжнiсть з довiльної початкової точки є суттєвою перевагою методу Ньютона —

Рафсона у порiвняннi зi звичайним методом Ньютона, в якому збiжнiсть гарантується

лише при наявностi досить хорошого початкового наближення. Крiм того, перевiрити

умови, якi гарантують, що дане початкове наближення забезпечить збiжнiсть процесу,

у методi Ньютона практично важко, тому що вимагається знання таких вiдомостей про

функцiю, якi звичайно невiдомi.

Якщо порiвнювати метод Ньютона i градiєнтнi методи стосовно до розв’язування

задач мiнiмiзацiї опуклих функцiй, то метод Ньютона забезпечує бiльш високу швидкiсть

збiгу послiдовностi точок до розв’язку. Однак бiльш точна суть поняття ефективностi

методу є в оцiнцi загальної кiлькостi обчислень для розв’язування задачi з заданою то-

чнiстю. Отже, про ефективнiсть того чи iншого алгоритму необхiдно судити по кiлькостi
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iтерацiй, необхiдних для розв’язування задачi, i по кiлькостi обчислень на кожнiй iтерацiї.

Кiлькiсть обчислень на iтерацiї методу Ньютона, як правило, значно бiльша, нiж у

градiєнтних методах, за рахунок обчислення i обертання матрицi других похiдних. Але на

отримання розв’язку з досить високим ступенем точностi за допомогою методу Ньютона

необхiдно у десятки, а то i у сотнi раз менше iтерацiй, нiж при використаннi градiєнтних

методiв. А у деяких задачах трудомiсткiсть iтерацiї методу Ньютона може бути непомiр-

но великою за рахунок обчислення матрицi других похiдних (а не її обертання). У цих

випадках для розв’язування задач можна використовувати модифiкацiї методу Ньютона.

В однiй з таких модифiкацiй обчислювати i обертати матрицю Гессе потрiбно лише один

раз, а у другiй це робиться через скiнченну кiлькiсть iтерацiй. При цьому, якщо початкове

наближення вдало обране, то швидкiсть збiгу буде досить високою.

Однак використання модифiкацiї методу Ньютона не є кардинальним розв’язком

питання про скорочення трудомiсткостi розв’язування задачi. Тому виникає питання про

побудову методiв мiнiмiзацiї, якi б по швидкостi збiгу були близькi до методу Ньютона,

але для своєї реалiзацiї вимагали значно меншу кiлькiсть обчислень на кожнiй iтерацiї.

Приклад 3.3. Знайти мiнiмум функцiї ϕ(x) = x21 + 25x
2
2 методом Ньютона з точнi-

стю ε = 0.1.

Розв’язування. За початкову точку вiзьмемо точку x0 =

(︃
1

1

)︃
.

Тодi x1 = x0 −

[︃
∂2ϕ

(︀
x0
)︀

∂x2

]︃−1
∂ϕ
(︀
x0
)︀

∂x
або x1 = x0 + s0,

де s0 = −

[︃
∂2ϕ

(︀
x0
)︀

∂x2

]︃−1
∂ϕ
(︀
x0
)︀

∂x
. Отримаємо систему для визначення s0:

∂2ϕ
(︀
x0
)︀

∂x2
s0 = −

∂ϕ(x0)
∂x

.

Маємо
∂ϕ(x)
∂x

=

(︃
2x1

50x2

)︃
,

∂2ϕ(x)
∂x2

=

(︃
2 0

0 50

)︃
.

Система має вигляд(︃
2 0

0 50

)︃(︃
s01

s02

)︃
= −

(︃
2

50

)︃
, або

2s01 = −2,

50s02 = −50.

Розв’язавши її, отримаємо s01 = −1, s02 = −1. Тодi x1 =

(︃
1

1

)︃
−

(︃
1

1

)︃
=

(︃
0

0

)︃
.
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Критерiй зупинки не виконується, наприклад, пункт A1, i тому знаходимо друге

наближення

x2 = x1 + s1,
∂2ϕ

(︀
x1
)︀

∂x2
s1 =

∂ϕ
(︀
x1
)︀

∂x
,(︃

2 0

0 50

)︃(︃
s11

s12

)︃
=

(︃
0

0

)︃
,

2s11 = 0,50s12 = 0,
x11 = 0, x

1
2 = 0.

Усi пункти критерiю зупинки виконуються. Так як функцiя ϕ(x) = x21 + 25x22 є

опуклою (див. приклад 3.2), то точка

(︃
0

0

)︃
є розв’язком нашої задачi. �

Метод Ньютона є методом другого порядку.

3.1.4 Квазiньютонiвськi методи (методи змiнної метрики)

В основi цих методiв лежить iдея вiдновлення квадратичної апроксимацiї функцiї

по значенням її градiєнтiв у рядi точок. Таким чином методи об’єднують переваги градiєн-

тного методу i методу Ньютона. Цi методи мають таку загальну структуру:

xk+1 = xk − βkHk

∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
, (3.6)

де матриця Hk перераховується рекурентним способом на основi iнформацiї, отриманої

на k-й iтерацiї так, що

Hk −

[︃
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2

]︃−1 → 0 при k→ +∞.
Таким чином, методи переходять у ньютоновськi, i тому мають таку назву.

Т е о р е м а 3.6. Нехай x* — невироджена точка мiнiмуму1 функцiїϕ(x),ϕ(x) —

двiчi неперервно диференцiйовна в околi точки x* i

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦Hk −

[︃
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2

]︃−1 ⃦⃦⃦⃦⃦⃦→ 0 при

k → ∞. Тодi метод (3.6) з βk = 1 локально збiгається до x* швидше довiльної

геометричної прогресiї.

Метод при додатно визначених Hk має глобальну збiжнiсть.

Перейдемо до побудови матриць Hk. Їх будемо будувати так, щоб вони апроксиму-

1Точка x* є невиродженою, якщо

⃦⃦⃦⃦
∂2ϕ (x*)
∂x2

⃦⃦⃦⃦
̸= 0.
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вали

[︃
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2

]︃−1
. Має мiсце спiввiдношення

∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
−
∂ϕ(xk+1)
∂x

=
∂2ϕ(xk+1)
∂x2

(︀
xk − xk+1

)︀
+ o

(︀⃦⃦
xk − xk+1

⃦⃦)︀
.

Якщо матриця
∂2ϕ(xk+1)
∂x2

невироджена, то з точнiстю до членiв бiльш високого

порядку малостi у порiвнянi з
⃦⃦

xk − xk+1
⃦⃦

маємо

[︂
∂2ϕ(xk+1)
∂x2

]︂−1(︂
∂ϕ(xk+1)
∂x

−
∂ϕ(xk)
∂x

)︂
≈ xk+1 − xk.

Якщо функцiя ϕ(x) є квадратичною, тобто ϕ(x) =
1

2
(Ax, x) − (b, x), то наближена

рiвнiсть перетвориться у точну[︂
∂2ϕ(xk+1)
∂x2

]︂−1
∆yk = ∆xk,

де∆yk =
∂ϕ(xk+1)
∂x

−
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
,∆xk = xk+1−xk. Тому природно вимагати, щоб для матрицi

Hk, що наближає

[︃
∂2ϕ

(︀
xk+1

)︀
∂x2

]︃−1
, виконувалась умова

Hk+1∆yk = ∆xk. (3.7)

Ця умова має назву квазiньютонiвської.

Нехай наближення до

[︃
∂2ϕ

(︀
xk+1

)︀
∂x2

]︃−1
перераховується за формулою

Hk+1 = Hk + ∆Hk.

Укажемо будь-яку матрицю∆Hk, що забезпечує (3.7). Для цього перепишемо (3.7) таким

чином:

(Hk + ∆Hk)∆yk = ∆xk,

∆Hk∆yk = ∆xk − Hk∆yk.
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Цiй рiвностi задовольняє, наприклад, така матриця:

∆Hk =
1

(zk, ∆yk)

(︀
∆xk − Hk∆yk

)︀
zk,

де zk — довiльний вектор такий, що
(︀
zk, ∆yk

)︀
̸= 0.

Обираємо zk = ∆xk − Hk∆yk, i тодi отримаємо:

Hk+1 = Hk +

(︀
∆xk − Hk∆yk

)︀⊤ (︀
∆xk − Hk∆yk

)︀
(∆xk − Hk∆yk, ∆yk)

. (3.8)

При такому виборi перерахунку Hk отримуємо метод Бройдена.

Якщо βk обрати за способом 1 (тобто мiнiмiзуємо по одновимiрному напрямку), то

цей метод дає спряженi напрямки. Якщо функцiя ϕ (x) є квадратичною, то за n крокiв

отримаємо, що Hn = A−1.

Цiкава особливiсть цього методу: βk не обов’язково повинно давати мiнiмум по

одновимiрному напрямку, воно має бути довiльним параметром, поки не виникла сингу-

лярнiсть матрицi Hk
2 або знаменник (3.8) не перетворився в нуль.

У випадку, коли функцiя ϕ (x) не є квадратичною, при застосуваннi методу Бройде-

на можуть виникнути такi небажанi явища:

1) Матриця Hk може перестати бути додатно визначеною. Для цього iснують методи,

що перетворюють матрицю Hk у додатно визначену (див. Д. Хiммельблау. Прикла-

дное нелинейное программирование, роз. 3.2).

2) Величина ∆Hk може стати необмеженою (iнколи i для квадратичних функцiй вна-

слiдок похибок округлення).

3) Якщо на k-му кроцi напрямок спуску спiвпадає з напрямком спуску на (k− 1)-му

кроцi, то матриця Hk+1 може бути сингулярною.

Якщо Hk+1 перерахувати за формулою

Hk+1 = Hk +

(︀
∆xk

)︀⊤
∆xk

(∆xk, ∆yk)
−

Hk

(︁(︀
∆yk

)︀⊤
∆yk

)︁
Hk

(Hk∆yk, ∆yk)
, (3.8 ′)

то отримаємо метод Девiдона — Флетчера — Пауелла (ДФП).

Якщо H0 = I, то при оптимiзацiї маємо поступовий перехiд вiд градiєнтного напрям-

ку до ньютонiвського.

При використаннi (3.8 ′) похибка обчислень
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
повинна бути малою, i тодi Hk

2Тобто Hk = 0.
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не стане «поганою». Другий доданок у формулi (3.8 ′) забезпечує виконання умови: Hk →[︂
∂2ϕ (x*)

∂x2

]︂−1
, а третiй доданок забезпечує додатновизначенiсть Hk+1 на всiх етапах.

У випадку квадратичної функцiї в алгоритмi (3.8 ′) використовуються спряженi на-

прямки. Якщо функцiя загального виду, то ефективнiсть методу ДФП є швидше наслiд-

ком використання спряжених напрямкiв, нiж близької апроксимацiї
[︂
∂2ϕ (x)
∂x2

]︂−1
матри-

цею H.

Практика показала, що у деяких задачах неможливо досягти мiнiмуму цiльової

функцiї за допомогою квазiньютонiвських методiв, якщо точнiсть одновимiрного пошуку

недостатня. Тому рекомендується, щоб точнiсть одновимiрного пошуку була еквiвалентна

точностi закiнчення головного алгоритму.

Метод ДФП можна використовувати i у випадку, коли компоненти градiєнта оцiню-

ються за допомогою рiзницевих спiввiдношень.

Iснують ще квазiньютонiвськi методи пiд назвою: Пiрсона 1, Пiрсона 2, Пiрсона 3,

Девiдона, Флетчера, Мургата i Сарджента i iншi. Досить ефективним є метод Бройдена —

Флетчера — Гольдфарба — Шенно (БФГШ).

Вище квазiньютонiвськi методи були отриманi як наближення до методу Ньютона.

Проте на них можна поглянути i з iншого боку.

Якщо поряд з евклiдовою нормою розглянути таку: ‖x‖1 =
√︀

(Ax, x), де матриця

A > 0, то у цiй метрицi градiєнт матиме вигляд

(gradϕ (x))1 = A−1∂ϕ (x)
∂x

.

Тодi у новiй метрицi градiєнтний метод набуває вигляду

xk+1 = xk − βkA−1∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x

i вiдрiзняється вiд алгоритму градiєнтного методу наявнiстю матрицi A−1.

Природно намагатися вибрати метрику так, щоб прискорити збiжнiсть методу. Для

квадратичної функцiї покладають A =
∂2ϕ (x)
∂x2

, тобто отримують (при βk = 1) метод

Ньютона, i градiєнтний метод збiгається за один крок.

Для неквадратичної функцiї метод

xk+1 = xk − βkHk

∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
, Hk > 0

може розглядатися як градiєнтний у метрицi (x, y)1 =
(︀
H−1
k x, y

)︀
, i оптимальним вибором
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метрики є Hk =

[︃
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x2

]︃−1
. Iншими словами, квазiньютонiвськi методи можуть тракту-

ватися як градiєнтнi, у яких на кожному кроцi обирається нова метрика, за можливiстю

близька до найкращої. У зв’язку з цим часто вживають термiн «методи змiнної метрики»

як синонiм квазiньютонiвських методiв.

3.2 Мiнiмiзацiя функцiй з обмеженнями

3.2.1 Метод проекцiї градiєнта

Розглядається задача

minϕ(x), x ∈ R ⊂ En.

Застосування градiєнтного методу може призвести до того, що точка xk+1 при де-

якому k може не належати множинi R.

Однак це явище можна обiйти, якщо отриману точку xk+1 спроектувати на множину

R. Отже, якщо маємо наближення xk, то

xk+1 = 𝒫R
(︃

xk − βk
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x

)︃
, k = 0, 1, . . . . (3.9)

де 𝒫R — оператор проектування.

Параметр βk розраховується як i у градiєнтному методi. Якщо в (3.9) на деякiй

iтерацiї xk+1 = xk, то процес припиняють.

На практицi для пришвидшення збiжностi досить часто користуються бiльш загаль-

ним варiантом методу проекцiї градiєнта:

xk+1 = xk + αk

(︃
𝒫R
(︃

xk − βk
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x

)︃
− xk

)︃
, 0 < αk 6 1. (3.10)

Зазначимо, що у методах (3.9) i (3.10) на кожнiй iтерацiї необхiдно проектувати то-

чку на множину R, тобто розв’язувати задачу мiнiмiзацiї квадратичної функцiї на множинi

R:

min
x∈R

⃦⃦⃦⃦
⃦x −

(︃
xk − βk

∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦
2

. (3.11)

Звичайно, задачу (3.11) не завжди легко розв’язати. Тому методом проекцiї градiєнта ко-
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ристуються тiльки у тих випадках, якщо проекцiї точки на множину легко визначаються.

Наприклад, якщо множина R— сфера в En, паралелепiпед, гiперплощина, напiвпростiр

або додатний октант, то задача проектування точки розв’язується просто i в явному ви-

глядi.

Нехай a — довiльна точка En:

1) Якщо R =
{

x ∈ En |
⃦⃦

x − x0
⃦⃦
6 r
}

— сфера, то

𝒫R(a) = x0 +
a − x0

‖a − x0‖r;

2) Якщо R =
{

x ∈ En | bi 6 xi 6 ci, i = 1, n
}

— координатний паралелепiпед, то

(𝒫R(a))j =


bj, якщо aj < bj,

aj, якщо bj 6 aj 6 cj,

cj, якщо aj > cj;

3) Якщо R =
{

x ∈ En | xi > 0, i = 1, n
}

— невiд’ємний ортант, то

𝒫R(a) = (max (0, a1) , . . . ,max (0, an)) ;

4) Якщо R = {x ∈ En | (b, x) = β} — гiперплощина, b ̸= 0, то

𝒫R(a) = a + (β− (b, a))
b

‖b‖ ;

5) Якщо R = {x ∈ En | (b, x) > β} — напiвпростiр, b ̸= 0, то

𝒫R(a) = a + max (0, β− (b, a))
b

‖b‖2 ;

6) Якщо R = {x ∈ En | Ax = b}, до того ж рядки матрицi лiнiйно незалежнi, то

𝒫R(a) = a − A⊤(AA⊤)−1(Aa − b).

Розглянемо збiжнiсть алгоритму (3.9).

Т е о р е м а 3.7. Нехай множина R опукла i замкнута, функцiя ϕ(x) сильно

опукла з константою γ > 0 i диференцiйовна на R, градiєнт її задовольняє умовi

Лiпшиця ⃦⃦⃦⃦
⃦∂ϕ

(︀
x1
)︀

∂x
−
∂ϕ
(︀
x2
)︀

∂x

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6M

⃦⃦
x1 − x2

⃦⃦
, x1, x2 ∈ R.
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Тодi послiдовнiсть
{

xk
}

, що отримана за формулою (3.9), де x0 — довiльна точка

з R, а βk ≡ β ∈
(︂
0,
4γ

M2

)︂
, збiгається до розв’язку зi швидкiстю геометричної

прогресiї: ⃦⃦
xk+1 − x*⃦⃦ 6 q

⃦⃦
xk − x*⃦⃦ ,

де q =
√︀
1− 4γβ+ β2M2 ∈ (0, 1).

3.2.2 Метод умовного градiєнта

Метод умовного градiєнта може застосовуватись для розв’язання задач мiнiмiзацiї

нелiнiйних функцiй в областi, в якiй задача мiнiмiзацiї лiнiйної функцiї легко розв’язує-

ться.

Розглядається задача мiнiмiзацiї диференцiйовної в обмеженiй, замкнутiй i опуклiй

множинi R функцiї ϕ(x):

minϕ(x), x ∈ R ⊂ En.

Опишемо алгоритм методу. Нехай x0 ∈ R— деяке початкове наближення. Якщо

вiдоме k-е наближення xk, то розглянемо лiнiйну частину розвинення Тейлора функцiї

ϕ(x) в околi точки xk без константи:

ϕk(x) =

(︃
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
, x − xk

)︃

i знайдемо точку xk таку, що

min
x∈R

ϕk(x) =

(︃
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
, xk − xk

)︃
.

Так як множина R замкнута i обмежена, а лiнiйна функцiя неперервна, то точка xk завжди

iснує.

Введемо позначення ηk =

(︃
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
, xk − xk

)︃
. Далi отримаємо

ηk 6

(︃
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
, xk − xk

)︃
= 0.

Тому можливi два випадки: ηk = 0 або ηk < 0.

Якщо ηk = 0, то

(︃
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
, x − xk

)︃
> ηk = 0 для всiх x ∈ R, тобто точка xk
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задовольняє необхiднiй i достатнiй умовам оптимальностi для опуклої диференцiйованої

функцiї на опуклiй множинi. Якщо R не є опуклою, то виконується тiльки необхiдна умова

оптимальностi. Далi необхiдне додаткове дослiдження.

Якщо ηk < 0, то розглядається точка xk+1 = xk + βk
(︀
xk − xk

)︀
∈ R. Вектор xk − xk

називають умовним градiєнтом.

Параметр βk обирається з (0, 1] так, щоб виконувалась умова ϕ
(︀
xk+1

)︀
< ϕ

(︀
xk
)︀
.

Вибiр конкретного βk можна робити, наприклад, з умови одновимiрної мiнiмiзацiї:

βk : min
06β61

ϕ
(︀
xk + β

(︀
xk − xk

)︀)︀
,

або 0 < βk < 1,
∞∑
k=0

βk =∞,
∞∑
k=0

β2k < +∞.

Iснують i iншi способи вибору βk (див. [� 2], [� 11], [� 12]).

Має мiсце така

Т е о р е м а 3.8. Нехай R— опукла, обмежена i замкнута множина, ϕ(x) —

опукла i диференцiйовна функцiя на R, а градiєнт її задовольняє умовi Лiпшиця.

Тодi довiльна гранична точка послiдовностi
{

xk
}

є розв’язком задачi i має мiсце

оцiнка

ϕ
(︀
xk
)︀
−ϕ (x*) 6

c

k
, c > 0— константа.

Зрозумiло, що описаний метод доцiльно використовувати лише у випадку, якщо

задача мiнiмiзацiї лiнiйної функцiї наR розв’язується досить просто. Наприклад, множина

R утворена лiнiйними нерiвностями та рiвностями. У цьому випадку можна застосувати

симплекс-метод. Якщо ж множина має складну структуру, то задача мiнiмiзацiї лiнiйної

функцiї на R має таку ж складнiсть, як i початкова.

Все ж розглянутий метод цiкавий тим, що у ньому використовується лiнiйна апро-

ксимацiя функцiї, що вiдiграє важливу роль у чисельних методах оптимiзацiї.

Iдея лiнiйної апроксимацiї приводить до iдеї квадратичної апроксимацiї. У цьому

випадку точка xk знаходиться з умови

xk : min

[︃(︃
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
, x − xk

)︃
+
1

2

(︃
∂2ϕ

(︀
xk
)︀

∂x2
(︀
x − xk

)︀
, x − xk

)︃]︃
.

Коефiцiєнт βk обирається, як i ранiше.
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3.2.3 Методи штрафних функцiй

Усi методи цiєї групи, не дивлячись на рiзнi варiанти i схеми, мають одну загальну

особливiсть: у цих методах робиться перехiд вiд задачi умовної оптимiзацiї до еквiвален-

тної задачi (або послiдовностi задач) безумовної оптимiзацiї.

Розглянемо деякi з методiв штрафних функцiй: методи внутрiшнiх штрафiв, методи

зовнiшнiх штрафiв, комбiнованi методи.

При використаннi методiв внутрiшнiх штрафiв поточна точка постiйно знаходиться

всерединi припустимої областi за допомогою штрафної функцiї, яка у цьому випадку

називається бар’єрною.

Методи зовнiшнiх штрафiв, навпаки, генерують послiдовнiсть точок, що виходять

за межi припустимої областi, i границя цiєї послiдовностi є припустимий розв’язок.

У комбiнованих методах у процесi мiнiмiзацiї однi з обмежень задовольняються, а

iншi — нi. Однак при досягненнi розв’язку всi умови в межах заданого допуску задоволь-

няються.

3.2.3.1 Метод внутрiшнiх штрафiв

Розглядається задача

minϕ(x)

x ∈ R =
{

x | gi(x) > 0, i = 1, p
}
.

(3.12)

Вiд задачi (3.12) перейдемо до послiдовностi задач безумовної мiнiмiзацiї

minP(x, r), r→ 0,

де штрафна функцiя P(x, r) має вигляд

P(x, r) = ϕ(x) +Φ(x, r).

ФункцiяΦ(x, r) називається штрафом i має такi властивостi:

Φ(x, r) =


∞, якщо x /∈ R,→ 0, якщо x ∈ R, x /∈ ∂R, r→ 0,→∞, якщо x ∈ R, x→ ∂R,

де ∂R— межа множини R.
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У якостi штрафуΦ(x, r) можна обирати такi функцiї:

1) Φ1(x, r) = r
p∑
i=1

ωi

gi(x)
,

2) Φ2(x, r) = r
p∑
i=1

ωi

g2i (x)
,

3) Φ3(x, r) = −r
p∑
i=1

ωi ln(gi(x)),

деωi — додатнi ваговi коефiцiєнти.

Побудувавши штрафну функцiю i визначивши внутрiшню точку, починаємо реалiзо-

вувати процедуру мiнiмiзацiї P(x, r) при заданому початковому значеннi r0. Тодi кiнцева

для першого етапу обчислювальної процедури точка x буде початковою точкою для мiнi-

мiзацiї функцiї P при зменшеному значеннi r i т. д.

Безумовну мiнiмiзацiю штрафної функцiї проводимо довiльним з вiдомих методiв

безумовної мiнiмiзацiї.

На ефективнiсть методу суттєво впливають вибiр початкового значення r, метод

скорочення значення r пiд час мiнiмiзацiї i вибiр вагових коефiцiєнтiвωi. Якщо в P(x, r)

значення r0 обирається дуже малим на початковiй стадiї процесу мiнiмiзацiї, ми прийдемо

до мiнiмуму функцiї ϕ(x), який навряд чи буде поблизу умовного мiнiмуму в точцi x*.

Отже, рух вздовж траєкторiї, яка повинна привести до x*, буде пов’язаний зi значними

часовими витратами. З iншого боку, якщо значення r0 дуже велике, то на перших етапах

обчислювального процесу поточна точка неминуче виявиться дуже далеко за межами

припустимої областi i пошук через необхiднiсть повернення до меж припустимої областi

також буде дуже затяжним. Вважається, що на першому етапi оптимiзацiйного процесу

кут мiж
∂ϕ
(︀
x0
)︀

∂x
i
∂P(x0, r0)
∂x

повинен бути гострим, а значення r повинно збiльшуватись

або зменшуватись шляхом множення чи дiлення початкового значення цього параметра

на деяке число до тих пiр, поки кут мiж
∂ϕ
(︀
xk
)︀

∂x
i
∂P(xk, rk)

∂x
не стане тупим. Крiм того,

повинна виконуватись умова r0 > 10−4. На практицi частiше за все беруть r0 = 50.

Рекомендується при переходi вiд одного етапу обчислювального процесу до наступного

помножити поточне значення r на 0.1 (або на число, що знаходиться мiж 0.02 та 0.1).

Вiдносноωi рекомендацiї зводяться до наступного: значенняωi повиннi обиратися

з таким розрахунком, щоб усi доданки в 1, 2 i 3 пiсля вiдповiдного масштабування були

по можливостi величинами одного порядку.

Знаходження внутрiшньої точки Задача полягає у тому, щоб знайти точку, що задо-

вольняє строгим нерiвностям gi(x) > 0, i = 1,m, як вимагає цього алгоритм внутрiшньої

точки. Нехай задана точка x0, що не задовольняє всiм нерiвностям. Розглянемо двi мно-

жини S = {s | gs(x) 6 0, 1 6 s 6 m } i T = {t | gt(x) > 0, 1 6 t 6 m }. Стратегiя полягає
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у побудовi такої послiдовностi точок, що значення
∑
s∈S
gs(x) збiльшується, але жодне з

виконаних обмежень не порушується.

Для цього ми шукаємо max
∑
s∈S
gs(x) (або min[−

∑
s∈S
gs(x)]), мiнiмiзуючи функцiю

U(x, rk) = −
∑
s∈S

gs(x) +
∑
t∈T

Φ(gt, rk),

де послiдовнiсть {rk} строго прямує до нуля.

Це i є допомiжна задача. На кожному кроцi процедури з’являється нова точка, що

задовольняє одному або бiльше обмеженням з тих, що ранiше не виконувались. Вiд-

повiднi iндекси переходять вiд множини S до множини T , при цьому змiнюється i сама

допомiжна задача. Якщо множина S буде пустою, то внутрiшня точка знайдена. I якщо у

точцi розв’язку допомiжної задачi S ̸= ∅, то умови початкової задачi несумiснi.

3.2.3.2 Метод зовнiшнiх штрафiв

У методi зовнiшнiх штрафiв вiд задачi (3.12) переходимо до послiдовностi задач

безумовної мiнiмiзацiї

minP(x, r), r→ +∞,
де штрафна функцiя P(x, r) має вигляд P(x, r) = ϕ(x) + Ψ(x, r).

Функцiя Ψ(x, r) має таку властивiсть:

Ψ(x, r) =

0, при x ∈ R,→ +∞, при x /∈ R, r→ +∞.
У якостi функцiї Ψ(x, r) можна, наприклад, обирати такi функцiї:

1) Ψ(x, r) = r
m∑
i=1

gi(x), якщо R = {x | g(x) = 0};

2) Ψ(x, r) = r
m∑
i=1

min (0, gi(x)), якщо R = {x | g(x) > 0}.

Параметр rk рекомендується обирати так: r0 = 1, rk = 4rk−1.

Вiдмiннiсть мiж методами внутрiшньої i зовнiшньої точки Методи внутрiшньої i

зовнiшньої точки заснованi на суттєво рiзних принципах. У методах внутрiшньої точки

штрафний член перешкоджає порушенню обмежень, а у методах зовнiшньої точки вiн

потрiбен для того, щоб попередити блукання точок досить далеко вiд припустимої областi.

У цьому розумiннi метод зовнiшньої точки бiльш простий.
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У методах зовнiшньої точки виникають труднощi, пов’язанi з наявнiстю обмежень

у формi нерiвностей, багато з яких нiяк не пов’язанi з розв’язком. Цi обмеження можна

виключити з обчислювального процесу, так як ставши припустимими на деякiй iтерацiї,

вони залишаються припустимими i надалi. Тому, якщо обмеження виконалися як строгi

нерiвностi, то не потрiбно розраховувати для них першу i другу частиннi похiднi, необхiднi

для знаходження безумовних мiнiмумiв штрафних функцiй. Для методiв внутрiшньої то-

чки, навпаки, потрiбна iнформацiя про всi обмеження протягом всього обчислювального

процесу i не доводиться замислюватися, якi з обмежень не впливають на розв’язок.

За цю перевагу алгоритми зовнiшньої точки платять пониженням порядку диферен-

цiйовностi (за x) безумовно мiнiмiзуючої функцiї у довiльнiй межовiй точцi припустимої

областi. У методах внутрiшньої точки, навпаки, порядок диференцiйовностi той же, що i

у функцiй задачi, при умовi, щоΦ(x, r) нескiнченно диференцiйовна.

У методах зовнiшньої точки не вимагається iснування внутрiшностi припустимої

областi, що задається нерiвностями. Тому з обмеженнями у формi рiвностей поводяться

так само просто, як i з обмеженнями у формi нерiвностей.

Очевидно, що при обмеженнях у формi рiвностей методи внутрiшньої точки не мо-

жуть бути прийнятними. Вважається, що мiнiмiзацiя безумовних функцiй у методах зов-

нiшньої точки буде бiльш трудомiсткою, нiж у методах внутрiшньої точки.

3.2.3.3 Комбiнований метод

Для деяких задач, наприклад, для задач з обмеженнями у формi рiвностей, методи

внутрiшньої точки не застосовуються за вiдсутностi внутрiшностi припустимої областi.

Для таких задач хотiлося б «обробляти» кожну пiдмножину обмежень окремо. З iншої

сторони, наприклад, коли виконання деяких обмежень вимагається весь час, доцiльно

застосувати комбiнований алгоритм. Цей алгоритм буде гарантувати виконання деяких

обмежень протягом всього обчислювального процесу. Iншi обмеження будуть виконува-

тись при наближеннi до оптимальної точки. Розглянемо алгоритм комбiнованого методу,

що є комбiнацiєю методiв внутрiшньої i зовнiшньої точок. Нехай розв’язується така за-

дача:
minϕ(x)

gi(x) > 0, i = 1,m,

hi(x) = 0, i = m+ 1, p.

(3.13)

Задача нелiнiйного програмування (3.13) перетворюється у послiдовнiсть задач без

обмежень шляхом побудови, наприклад, таких штрафних функцiй:

1) P(x, r) = ϕ(x) +
1

r

p∑
i=1

h2i (x) − r
m∑
i=1

lngi(x);
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2) P(x, r) = ϕ(x) +
1

r

p∑
i=1

h2i (x) + r
m∑
i=1

1

gi(x)
;

3) P(x, r) = ϕ(x) +
1√
r

p∑
i=1

h2i (x) − r
m∑
i=1

lngi(x);

4) P(x, r) = ϕ(x) +
1√
r

p∑
i=1

h2i (x) + r
m∑
i=1

1

gi(x)
.

Тут параметр r прямує до нуля. При мiнiмiзацiї цих штрафних функцiй можуть

виникнути ускладнення: матриця Гессе функцiїΦ(x, r) при наближеннi до точки мiнiмуму

веде себе досить «погано», i тому напрямки спуску можуть бути помилковими. По-друге,

швидкiсть збiжностi залежить вiд початкового вибору r0 i вiд способу його зменшення.

Iснує декiлька способiв вибору r0.

При дуже великих значеннях r0 мiнiмiзацiйний процес починається з внутрiшнiх

точок, що лежать далеко вiд межi припустимої областi, тодi як при дуже малих r0 поча-

тковий розв’язок буде досить близьким до межi, що задається обмеженнями задачi. З

практичної точки зору найбiльш зручним є такий: r0 = 1. Зменшення r вiдбувається за

алгоритмом rk =
1

4
rk−1.

Момент знаходження minP (x, rk) на кожному етапi обчислювального процесу ви-

значається за допомогою одного з таких критерiїв:

1)

⃒⃒⃒⃒
⃒∂P

(︀
xk, rk

)︀
∂xi

∆xi

⃒⃒⃒⃒
⃒ < ε, i = 1, n;

2)

⃒⃒⃒⃒
⃒∂P

(︀
xk, rk

)︀
∂xi

∆xi

⃒⃒⃒⃒
⃒ < P

(︀
xk−1, rk−1

)︀
− P

(︀
xk, rk

)︀
5

, i = 1, n;

3)

⃒⃒⃒⃒
⃒∂P

(︀
xk, rk

)︀
∂xi

⃒⃒⃒⃒
⃒ < ε, i = 1, n.

3.3 Завдання для самостiйної роботи

3.3.1 Мiнiмiзацiя функцiй багатьох змiнних без обмежень

Знайти точку мiнiмуму заданої функцiї за допомогою двох чисельних методiв. Сере-

довище та мова програмування для реалiзацiї алгоритмiв обираються студентом. Тестовi

функцiї та методи задаються викладачем.

У програмi, окрiм точки мiнiмуму, прорахувати кiлькiсть iтерацiй та кiлькiсть обчи-

слень значень функцiї i, за наявностi, її градiєнта та матрицi Гессе.

Порiвняти результати чисельного експерименту для обох методiв та зробити ви-

сновки.
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Перелiк методiв:

∙ метод Нелдера — Мiда;

∙ градiєнтний метод iз постiйним кроком;

∙ градiєнтний метод iз регулюванням кроку;

∙ метод найшвидшого спуску;

∙ метод спряжених градiєнтiв iз рiзними способами вибору кроку;

∙ метод змiнної метрики (Девiдона — Флетчера — Пауелла);

∙ метод Ньютона;

∙ метод Ньютона — Рафсона (три модифiкацiї);

∙ метод Левенберга — Марквардта.





Частина II

МIНIМIЗАЦIЯ
ФУНКЦIОНАЛIВ

s(x)→

y

xA

B



4
Варiацiйне числення

4.1 Основна задача варiацiйного числення.

Рiвняння Ейлера

Багато задач сьогодення зводиться до мiнiмiзацiї функцiоналiв. У цих задачах розв’яз-

ком буде не скiнченновимiрний вектор, а функцiя, на якiй досягається екстремум фун-

кцiоналу.

Розглянемо основну задачу варiацiйного числення.

О з н а ч е н н я 4.1. Скалярнi функцiї y = y(x), визначенi i неперервнi на вiд-

рiзковi [a;b] разом з першими похiдними y ′(x) i що приймають на кiнцях вiдрiзка

заданi значення y(a) = c, y(b) = d, називаються припустимими кривими.

Задача мiнiмiзацiї функцiоналу

𝒥 (y) =

b∫
a

F(x, y(x), y ′(x)) dx (4.1)

на множинi припустимих кривих y(x), x ∈ [a;b] називається основною задачею варiа-
цiйного числення.

О з н а ч е н н я 4.2. Припустиму криву y0(x), x ∈ [a;b] називають сильною

мiнiмаллю функцiоналу (4.1), якщо для деякого ε > 0 для всiх припустимих кри-

вих y(x), x ∈ [a;b] таких, що⃒⃒
y(x) − y0(x)

⃒⃒
6 ε, x ∈ [a;b] (4.2)

виконується нерiвнiсть

𝒥 (y(x)) > 𝒥 (y0(x)). (4.3)
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Якщо нерiвнiсть (4.3) виконується тiльки для припустимих кривих y(x), x ∈
[a;b], якi крiм (4.2) задовольняють ще умовi

⃒⃒⃒
y ′(x) − y0

′
(x)
⃒⃒⃒
6 ε, x ∈ [a;b], то

кажуть, що y0(x), x ∈ [a;b] є слабка мiнiмаль функцiоналу (4.1).

Сильна мiнiмаль є i слабкою, тому всi необхiднi умови слабкого мiнiмуму будуть i

необхiдними умовами сильного мiнiмуму. Далi будемо розглядати необхiднi умови слаб-

кого мiнiмуму.

Вважаємо, що функцiя F(x, y, y ′) по сукупностi своїх аргументiв належить класу

C2[a;b].

О з н а ч е н н я 4.3. Нехай y = y(x), x ∈ [a;b] — припустима крива основної

задачi варiацiйного числення. Функцiю δy(x), x ∈ [a;b] називають варiацiєю

кривої y = y(x), якщо функцiя y(x) = y(x) + δy(x) є припустимою кривою.

При дослiдженнi слабких мiнiмалей зручно варiацiю кривої δy(x) розглядати у ви-

глядi

δy(x) = εh(x), x ∈ [a;b],

де ε— дiйсне число. Далi функцiю h(x) будемо називати варiацiєю кривої. Зрозумiло, що

h(x) задовольняє умовам: h(x) ∈ C1, x ∈ [a;b]; h(a) = h(b) = 0.

О з н а ч е н н я 4.4. Нехай 𝒥 (y) — функцiонал, що визначений на припусти-

мих кривих. Якщо y(x) i h(x) фiксованi, x ∈ [a;b] i функцiонал має розвинення

𝒥 (y+ εh) = 𝒥 (y) + εδ𝒥 (y) +
ε2

2
δ2𝒥 (y) + o(ε2), (4.4)

то коефiцiєнт δ𝒥 (y) при ε називається першою варiацiєю функцiоналу 𝒥 (y)

на кривiй y(x) i варiацiї h(x). Коефiцiєнт δ2𝒥 (y) при
1

2
ε2 у розвиненнi (4.4) нази-

вається другою варiацiєю функцiоналу 𝒥 (y).

Перша i друга варiацiї функцiоналу мають вигляд:

δ𝒥 (y) =

b∫
a

[︂
∂F(x, y, y ′)

∂y
h(x) +

∂F(x, y, y ′)

∂y ′ h ′(x)

]︂
dx,

δ2𝒥 (y) =

b∫
a

[︂
∂2F(x, y, y ′)

∂y2
h2(x) + 2

∂2F(x, y, y ′)

∂y∂y ′ h(x)h ′(x) +
∂2F(x, y, y ′)

∂y ′2
h ′2(x)

]︂
dx.

Т е о р е м а 4.1 (необхiднi умови слабкого мiнiмуму в термiнах варiацiй фун-
кцiоналу). На слабкiй мiнiмалi y0(x), x ∈ [a;b] i довiльнiй варiацiї h(x), x ∈ [a;b]
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перша варiацiя функцiоналу дорiвнює нулевi (умова стацiонарностi):

δ𝒥
(︀
y0(x)

)︀
= 0,

а друга варiацiя — невiд’ємна:

δ2𝒥
(︀
y0(x)

)︀
> 0.

Користуватись результатом теореми досить складно, тому що у вирази першої i

другої варiацiй входить невiдома функцiя h(x). Тому будемо намагатись отримати бiльш

простi для користування необхiднi умови слабкого мiнiмуму.

Лема Лагранжа. Якщо рiвнiсть
b∫
a

c(x)k(x) dx = 0 виконується для неперерв-

ної функцiї c(x), x ∈ [a;b] i всiх функцiй k(x), x ∈ [a;b] класу C1, k(a) = k(b) = 0,

то c(x) ≡ 0, x ∈ [a;b].

Теорема Ейлера (необхiдна умова слабкого мiнiмуму). Для того, щоб при-

пустима крива y = y(x), x ∈ [a;b] давала слабкий мiнiмум функцiоналу (4.1) основ-

ної задачi варiацiйного числення, необхiдно, щоб вона задовольняла рiвнянню

Ейлера
∂F(x, y, y ′)

∂y
−

d
dx
∂F(x, y, y ′)

∂y ′ = 0.

Доведення. Скористаємося необхiдною умовою слабкого мiнiмуму в термiнах варiацiй:

δ𝒥 (y) = 0. Маємо

b∫
a

[︂
∂F(x, y, y ′)

∂y
h(x) +

∂F(x, y, y ′)

∂y ′ h ′(x)

]︂
dx = 0.

Далi,

b∫
a

∂F(x, y, y ′)

∂y ′ h ′(x) dx =

⎡⎢⎢⎣u =
∂F(x, y, y ′)

∂y ′ dv = h ′(x) dx

du =
d

dx
∂F(x, y, y ′)

∂y ′ v = h(x)

⎤⎥⎥⎦ =

=
∂F(x, y, y ′)

∂y ′ h(x)

⃒⃒⃒⃒
⃒
b

a

−

b∫
a

[︂
d

dx
∂F(x, y, y ′)

∂y ′

]︂
h(x) dx = [h(a) = h(b) = 0] =

= −

b∫
a

[︂
d

dx
∂F(x, y, y ′)

∂y ′

]︂
h(x) dx.
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Остаточно отримаємо

δ𝒥 (y) =

b∫
a

[︂
∂F(x, y, y ′)

∂y
−

d
dx
∂F(x, y, y ′)

∂y ′

]︂
h(x) dx = 0.

Використавши лему Лагранжа, отримаємо, що розв’язок основної задачi варiацiйного

числення з необхiднiстю задовольняє рiвнянню

∂F(x, y, y ′)

∂y
−

d
dx
∂F(x, y, y ′)

∂y ′ = 0. (4.5)

Теорему доведено. �

Рiвняння (4.5) має назву рiвняння Ейлера.

Припустима крива, що задовольняє рiвнянню Ейлера, називається екстремаллю.

Рiвняння (4.5) можна написати у розгорнутому виглядi:

∂F(x, y, y ′)

∂y
−
∂2F(x, y, y ′)

∂x∂y ′ −
∂2F(x, y, y ′)

∂y∂y ′ y ′ −
∂2F(x, y, y ′)

∂y ′2
y ′′ = 0.

Доведення теореми Ейлера має недолiки, на якi вперше вказав Дюбуа-Реймонд.

При iнтегруваннi по частинам неявно вважалось, що функцiя
∂F(x, y, y ′)

∂y ′ є гладкою. У

розгорнутому виглядi
d

dx
∂F(x, y, y ′)

∂y ′ має доданок з y ′′(x), але у постановцi задачi цього

не передбачалось. Для строгого доведення теореми Ейлера використовується

Лема Дюбуа-Реймонда. Якщо рiвнiсть
b∫
a

c(x)k(x) dx = 0 виконується для

неперервної функцiї c(x), x ∈ [a;b] i для всiх неперервних функцiй k(x), x ∈ [a;b],

що задовольняють умовi
b∫
a

k(x) dx = 0, то необхiдно, щоб c(x) ≡ const, x ∈ [a;b].

Рiвняння Ейлера у виглядi (4.5) називається рiвнянням Ейлера у диференцiаль-
нiй формi. Далi розглянемо рiвняння Ейлера в iнтегральнiй формi.

Т е о р е м а 4.2 (рiвняння Ейлера в iнтегральнiй формi). Слабка мiнiмальy0 =

y0(x), x ∈ [a;b] основної задачi задовольняє iнтегральному рiвнянню Ейлера

∂F(x, y, y ′)

∂y ′ =

x∫
a

∂F(s, y, y ′)

∂y
ds+ const.

Доведення. Знову розглядаємо першу варiацiю на кривiй, що є розв’язком основної
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задачi варiацiйного числення:

δ𝒥 (y) =

b∫
a

[︂
∂F(x, y, y ′)

∂y
h(x) +

∂F(x, y, y ′)

∂y ′ h ′(x)

]︂
dx = 0.

Розглянемо

b∫
a

∂F(x, y, y ′)

∂y
h(x) dx =

⎡⎢⎢⎣u = h(x) dv =
∂F(x, y, y ′)

∂y
dx

du = h ′(x) dx v =
x∫
a

∂F(s, y, y ′)

∂y
ds

⎤⎥⎥⎦ =

=

⎡⎣h(x) x∫
a

∂F(s, y, y ′)

∂y
ds

⎤⎦⃒⃒⃒⃒⃒
b

a

−

b∫
a

x∫
a

∂F(s, y, y ′)

∂y
ds h ′(x) dx = [h(a) = h(b) = 0] =

= −

b∫
a

x∫
a

∂F(s, y, y ′)

∂y
ds h ′(x) dx.

Отримали

δ𝒥 (y) =

b∫
a

⎡⎣− x∫
a

∂F(s, y, y ′)

∂y
ds+

∂F(x, y, y ′)

∂y ′

⎤⎦h ′(x) dx = 0.

Застосувавши лему Дюбуа-Реймонда, отримаємо рiвняння Ейлера в iнтегральнiй формi:

∂F(x, y, y ′)

∂y ′ −

x∫
a

∂F(s, y(s), y ′(s))

∂y
ds = const. (4.6)

Теорему доведено. �

Рiвняння (4.6) напишемо у виглядi

∂F(x, y, y ′)

∂y ′ =

x∫
a

∂F(s, y(s), y ′(s))

∂y
ds+ const. (4.7)

Iнтеграл справа є функцiя класу C1[a;b]. Тому i лiва частина має неперервну повну похiдну

за x. Якщо взяти похiдну за x вiд обох частин (4.7), то отримаємо рiвняння Ейлера у

диференцiальнiй формi.

У першому доведеннi вважалось, що
∂F(x, y, y ′)

∂y ′ диференцiйовна вздовж розв’язку,

а у другому доведеннi доведено наявнiсть цiєї властивостi.
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Розгорнутий вигляд рiвняння Ейлера має другу похiдну y(x), тобто y ′′(x). Але у

постановцi задачi y(x) ∈ C1[a;b]. Доведемо, що екстремаль належить класу C2[a;b].

О з н а ч е н н я 4.5. Екстремаль y = y(x) називається неособливою, якщо

вздовж неї виконується нерiвнiсть

∂2F(x, y(x), y ′(x))

∂y ′2 ̸= 0, x ∈ [a;b].

Т е о р е м а 4.3 (Гiльберта). Неособлива екстремаль належить класу C2[a;b].

Тепер усi проблеми, що пов’язанi з рiвнянням Ейлера, повнiстю розв’язанi.

Приклад 4.1. Знайти екстремалi функцiоналу

𝒥 (y) =

1∫
0

(︀
y ′2 + xy

)︀
dx, y(0) = 0, y(1) = 1.

Розв’язування. Рiвняння Ейлера має вигляд

x− 2y ′′ = 0.

Загальний розв’язок цього рiвняння такий: y =
1

12
x3 + C1x+ C2. Використовуючи

межовi умови, отримаємо:  C2 = 0,
1

2
+ C1 + C2 = 1,

звiдки C1 =
11

12
, C2 = 0. Отримали, що мiнiмум функцiоналу може досягатись на

кривiй y =
1

12
x3 +

11

12
x. �

4.1.1 Частковi випадки рiвняння Ейлера

Розглянемо частковi випадки iнтегрування рiвняння Ейлера.

1) Пiдiнтегральна функцiя не залежить вiд y.
У цьому випадку рiвняння Ейлера має вигляд

d
dx
∂F(x, y, y ′)

∂y ′ = 0,

звiдки
∂F(x, y, y ′)

∂y ′ = C. Це рiвняння першого порядку. Розв’язавши його вiдносно
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y ′, отримаємо y ′ = f(x, c). Звiдки y(x) знаходимо квадратурою.

Приклад 4.2. Знайти екстремалi функцiоналу

𝒥 (y) =

2∫
1

y ′2x2 dx, y(1) = 1, y(2) = 3.

Розв’язування. Так як функцiя F(x, y, y ′) не залежить вiд y, то рiвняння Ей-

лера має вигляд
d

dx
∂F(x, y, y ′)

∂y ′ = 0,

тобто
d

dx
2y ′x2 = 0. Отримаємо, що 2y ′x2 = C1 або y ′ =

C1

2x2
. Звiдси y =

−
C1

2x
+ C2.

Використовуючи межовi умови, отримаємо систему
1 = −

C1

2
+ C2,

3 = −
C1

4
+ C2.

Остаточно, C1 = 8, C2 = 5; y = −
4

x
+ 5. �

2) Пiдiнтегральна функцiя не залежить вiд x.
Рiвняння Ейлера має вигляд

∂F(y, y ′)

∂y
−
∂2F(y, y ′)

∂y∂y ′ y ′ −
∂2F(y, y ′)

∂y ′2 y ′′ = 0.

Домножимо вираз лiвої частини на y ′ i отримаємо точну похiдну

d
dx

(︂
F(y, y ′) − y ′∂F(y, y

′)

∂y ′

)︂
= 0,

тодi отримаємо таке рiвняння

F(y, y ′) − y ′∂F(y, y
′)

∂y ′ = C1.
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Приклад 4.3. Знайти екстремалi функцiоналу

𝒥 (y) =

1∫
0

yy ′2 dx, y(0) = 0, y(1) = 1.

Розв’язування. Рiвняння Ейлера має вигляд yy ′2 = C1. Тодi
√
y dy =√

C1 dx, або y = x2/3. �

3) Функцiя F не залежить вiд y ′.

Тодi рiвняння Ейлера матиме вигляд
∂F(x, y)

∂y
= 0, воно не диференцiальне, тому до

розв’язку не входять константи i межовi умови можуть не виконуватись.

Приклад 4.4. Знайти екстремаль функцiоналу

𝒥 (y) =

2∫
1

(︀
2xy− y2

)︀
dx, y(1) = 1, y(2) = 7.

Розв’язування. Рiвняння Ейлера має вигляд x− y = 0, звiдки y = x. Крива

y = x задовольняє умовi y(1) = 1, але умовi y(2) = 7 не задовольняє. Отже,

варiацiйна задача розв’язку не має. �

4) Функцiя F залежить лише вiд y ′.
Тодi рiвняння Ейлера має вигляд

∂2F(y ′)

∂y ′2 y ′′ = 0.

Якщо
∂2F(y ′)

∂y ′2 y ′′ ̸= 0, то екстремалями є прямi y = C1x+ C2.

Приклад 4.5. Знайти екстремаль функцiоналу

𝒥 (y) =

1∫
0

√︀
1+ y ′2 dx, y(0) = 0, y(1) = 1.

Цей функцiонал визначає довжину кривої, що з’єднує цi двi точки.

Розв’язування. Так як
∂2F(y ′)

∂y ′2 =
1

(1+ y ′2)3/2
̸= 0, то рiвняння Ейлера має

вигляд y ′′ = 0 i y = C1x+ C2. Враховуючи умови, отримаємо y = x. �

5) Функцiя F залежить вiд y ′ лiнiйно,
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тобто

F(x, y, y ′) =M(x, y) + y ′N(x, y).

У цьому випадку рiвняння Ейлера має вигляд

∂M

∂y
−
∂N

∂x
= 0.

Отримане рiвняння не є диференцiальним, тому отримана крива не завжди задо-

вольняє межовим умовам i тодi задача не має розв’язку. Якщо ж у деякiй областi
∂M

∂y
−
∂N

∂x
≡ 0, то вираз F(x, y, y ′) =M(x, y) dx+N(x, y) dy є повним диференцi-

алом, i функцiонал

𝒥 (y) =

b∫
a

F(x, y, y ′) dx =

(b,d)∫
(a,c)

M(x, y) dx+N(x, y) dy

не залежить вiд шляху iнтегрування: значення функцiоналу 𝒥 (y) однакове на всiх

припустимих кривих. У цьому випадку варiацiйна задача не має сенсу.

Приклад 4.6. Знайти екстремаль функцiоналу

𝒥 (y) =

2∫
1

(y2 + 2xyy ′) dx, y(1) = 2, y(2) = 4.

Розв’язування. Функцiонал залежить лiнiйно вiд y ′. Маємо

∂M

∂y
= 2y,

∂N

∂x
= 2y, тодi

∂M

∂y
−
∂N

∂x
≡ 0.

Отже, пiдiнтегральний вираз є повним диференцiалом, i iнтеграл не залежить

вiд шляху iнтегрування. Варiацiйна задача не має сенсу. �

4.2 Умови мiнiмуму в класi кусково-гладких функцiй

Основна задача може не мати розв’язку в класi гладких припустимих кривих. Тому

будемо розглядати ширший клас припустимих кривих, а саме — кусково-гладких. Це

такi неперервнi функцiї y(x), x ∈ [a;b], y(a) = c, y(b) = d, що мають неперервнi похi-

днi всюди на [a;b] за виключенням, можливо, скiнченної кiлькостi точок, у яких похiднi

мають розриви першого роду. Має мiсце

Т е о р е м а 4.4 (Вейєрштрасса — Ердмана). Нехай y = y(x), x ∈ [a;b] — не-
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перервна функцiя, похiдна якої неперервна всюди на [a;b] за виключенням точок

x1, . . . , xk. Якщо на кривiй y = y(x) функцiонал (4.1) досягає слабкого мiнiмуму, то

необхiдно, щоб

1) функцiя y = y(x) в iнтервалах мiж точками a, x1, . . . , xk, b задовольняла

рiвнянню Ейлера;

2) У точках x1, . . . , xk кривої y = y(x) виконувались умови Вейєрштрасса —

Ердмана:

∂F(x, y(x), y ′(x))

∂y ′

⃒⃒⃒⃒
x=xi−0

=
∂F(x, y(x), y ′(x))

∂y ′

⃒⃒⃒⃒
x=xi+0

, i = 1, k;

F(x, y(x), y ′(x)) − y ′(x)
∂F(x, y(x), y ′(x))

∂y ′

⃒⃒⃒⃒
x=xi−0

=

= F(x, y(x), y ′(x)) − y ′(x)
∂F(x, y(x), y ′(x))

∂y ′

⃒⃒⃒⃒
x=xi+0

.

4.3 Дослiдження другої варiацiї.

Умови Лежандра та Якобi

Нижче розглядаються двi необхiднi умови слабкого мiнiмуму, що випливають з

невiд’ємностi другої варiацiї функцiоналу. Має мiсце така

Теорема Лежандра. Якщо на припустимiй кривiй y = y(x), x ∈ [a;b] фун-

кцiонал основної задачi досягає слабкого мiнiмуму, то вздовж цiєї кривої вико-

нується умова Лежандра

∂2F(x, y(x), y ′(x))

∂y ′2 > 0, x ∈ [a;b].

Приклад 4.7. Розглянемо умови прикладу 4.1.

𝒥 (y) =

1∫
0

(︀
y ′2 + xy

)︀
dx, y(0) = 0, y(1) = 1.

Отримали, що припустима крива y =
1

12
x3+

11

12
x може доставляти слабкий мiнiмум
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функцiоналу. Розглянемо необхiдну умову Лежандра:

∂2F(x, y(x), y ′(x))

∂y ′2

⃒⃒⃒⃒
y= 1

12
x3+ 11

12
x

= 2 > 0.

Необхiдна умова Лежандра виконується. Отже, припустима крива y = 1
12
x3 + 11

12
x

може доставляти слабкий мiнiмум функцiоналу. �

О з н а ч е н н я 4.6. Вздовж припустимої кривої y = y(x) виконується поси-

лена умова Лежандра, якщо
∂2F(x, y(x), y ′(x))

∂y ′2
> 0, x ∈ [a;b].

Якщо позначити пiдiнтегральний вираз у другiй варiацiї через

w(x, h, h ′) = h2
∂2F(x, y(x), y ′(x))

∂y2
+ 2hh ′∂

2F(x, y(x), y ′(x))

∂y∂y ′ + h ′2∂
2F(x, y(x), y ′(x))

∂y ′2 ,

то друга варiацiя функцiоналу основної задачi вздовж припустимої кривої y = y(x),

x ∈ [a;b] матиме вигляд

δ2𝒥 (y, h) =

b∫
a

w(x, h, h ′) dx. (4.8)

О з н а ч е н н я 4.7. Задача мiнiмiзацiї другої варiацiї (4.8) на варiацiях h(x),

x ∈ [a;b] припустимої кривої y(x), x ∈ [a;b] називається приєднаною задачею

про мiнiмум.

Так як δ2𝒥
(︀
y0(x), h

)︀
> 0 на слабкiй мiнiмалi при всiх варiацiях h(x), x ∈ [a;b],

то приєднана задача про мiнiмум вздовж слабкої мiнiмалi y0(x) завжди має розв’язок

h0(x) ≡ 0, x ∈ [a;b] i δ2𝒥
(︀
y0(x), h0(x)

)︀
= 0.

Рiвняння Ейлера
∂w(·)
∂h

−
d

dx
∂w(·)
∂h ′ = 0 (4.9)

для функцiоналу (4.8) називається рiвнянням Якобi основної задачi варiацiйного чи-
слення. Його можна записати у виглядi

a(x)h ′′ + b(x)h ′ + c(x)h = 0,

де

a(x) =
∂2F(x, y(x), y ′(x))

∂y ′2 , b(x) =
d

dx
a(x),

c(x) =
d

dx
∂2F(x, y(x), y ′(x))

∂y ′∂y
−
∂2F(x, y(x), y ′(x))

∂y2
.
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О з н а ч е н н я 4.8. Кажуть, що вздовж припустимої кривої y = y(x), x ∈
[a;b] точка x ∈ [a;b] спряжена з точкою a, якщо iснує такий нетривiальний

розв’язок h(x) ̸≡ 0, x ∈ [a;b] рiвняння Якобi (4.9), що h(a) = h(x) = 0.

Теорема Якобi. Вздовж неособливої мiнiмалi y0(x), x ∈ [a;b] не iснує точок

x ∈ (a;b), спряжених з точкою a.

Приклад 4.8. Розглянемо приклад 4.1. Ми довели, що припустима крива

y =
1

12
x3 +

11

12
x

задовольняє двом необхiднiм умовам — Ейлера i Лежандра i є неособливою. Отже,

вона може доставляти слабкий мiнiмум функцiоналу

𝒥 (y) =

1∫
0

(︀
y ′2 + xy

)︀
dx, y(0) = 0, y(1) = 1.

Складемо рiвняння Якобi. Маємо a(x) = 2, b(x) = 0, c(x) = 0, тодi рiвняння Якобi

має вигляд h ′′ = 0 i h(x) = C1x+ C2. Так як h(0) = 0, то C2 = 0, i тодi h(x) = C1x.

x

h(x)

0 1

На малюнку представлено розв’язок рiвняння Якобi.

На промiжку (0; 1) h(x) не перетворюється в нуль,

тобто на промiжку (0; 1) не iснує точок, спряжених з

точкою 0. Необхiдна умова Якобi виконується. �

Приклад 4.9. Дослiджується задача

𝒥 (y) =

2π∫
0

(︀
y ′2 − y2

)︀
dx→ min, y(0) = y(2π) = 0.

Рiвняння Ейлера має вигляд y ′′ + y = 0. Його розв’язок y(x) = C1 sin x+ C2 cos x.

Використовуючи умови, знаходимо невiдомi C1 i C2:

y(0) = C2 = 0, y(2π) = C2 = 0.

Екстремаль має вигляд y = C1 sin x, x ∈ [0; 2π]. На нiй виконується умова Лежан-
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дра
∂2F(x, y(x), y ′(x))

∂y ′2

⃒⃒⃒⃒
y=C1 sin x

= 2 > 0

i вона є неособливою. Рiвняння Якобi має вигляд

h ′′ + h = 0, h(0) = 0, h(2π) = 0.

Розв’язком цього рiвняння є функцiя h(x) = C sin x. Вiн перетворюється в нуль в

точцi x = π. Значить, точка x = π є спряженою з точкою нуль. Необхiдна умова

Якобi не виконується. �

О з н а ч е н н я 4.9. Припустима крива y = y(x), x ∈ [a;b] задовольняє поси-

ленiй умовi Якобi, якщо вздовж неї не iснує точок x ̸= a з (a;b], спряжених з

точкою a.

Т е о р е м а 4.5 (достатня умова слабкого мiнiмуму). Для того, щоб припу-

стима крива y = y(x) доставляла слабкий мiнiмум в основнiй задачi варiацiйного

числення, достатньо, щоб

1) крива y = y(x), x ∈ [a;b] задовольняла рiвнянню Ейлера;

2) вздовж y = y(x) виконувалась посилена умова Лежандра;

3) на (a;b] не було точок, спряжених з точкою a, тобто виконувалась посиле-

на умова Якобi.

Приклад 4.10. Розглядаються умови прикладу 4.1:

𝒥 (y) =

2∫
1

(︀
y ′2 + 2xy

)︀
dx, y(1) = 2, y(2) = 4.

Вище отримали, що усi три необхiднi умови слабкого мiнiмуму виконуються. Бiльше

того, виконується посилена умова Лежандра:

∂2F(x, y, y ′)

∂y ′2

⃒⃒⃒⃒
y= 1

12
x3+ 11

12
x

= 2 > 0

i на (0; 1] нетривiальний розв’язок рiвняння Якобi не перетворюється в нуль, тобто

на (0; 1] вiдсутнi точки, спряженi з точкою 0.

Отже, усi три необхiднi умови слабкого мiнiмуму i достатня умова виконуються.

Це означає, що припустима крива y =
1

12
x3 +

11

12
x доставляє слабкий мiнiмум

функцiоналу. �
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4.4 Iзопериметрична задача

Розглянемо таку задачу: серед кривих y = y(x), y ∈ C1, x ∈ [a;b], що задовольня-

ють умовам y(a) = C1, y(b) = C2, на яких функцiонал

𝒦(y) =

b∫
a

G(x, y, y ′) dx (4.10)

приймає задане значення l, знайти ту, на якiй функцiонал

𝒥 (y) =

b∫
a

F(x, y, y ′) dx (4.11)

досягає екстремуму.

Вважається, що функцiї G(x, y, y ′) i F(x, y, y ′) мають неперервнi похiднi першого i

другого порядкiв для a 6 x 6 b i довiльних y i y ′. Також розв’язок задачi не є екстремал-

лю функцiонала (4.10).

Алгоритм розв’язання сформульованої задачi дає

Т е о р е м а 4.6. Якщо крива y = y(x) дає екстремум функцiоналу (4.11), за-

довольняє умовам

b∫
a

G(x, y, y ′) dx = l, y(a) = C1, y(b) = C2

i не є екстремаллю функцiоналу (4.10), то iснує така константа λ, що ця крива

y = y(x) є екстремаллю функцiоналу

b∫
a

[F(x, y, y ′) + λG(x, y, y ′)] dx.

Приклад 4.11. Знайти екстремаль в iзопериметричнiй задачi

min𝒥 (y) =

1∫
0

y ′2 dx,

1∫
0

y dx = 2, y(0) = 1, y(1) = 3. (4.12)
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Розв’язування. Розглянемо функцiонал

1∫
0

[︀
y ′2 + λy

]︀
dx. (4.13)

Згiдно з теоремою 4.6, розв’язком задачi є екстремаль функцiоналу (4.13). Рiвняння

Ейлера має вигляд

λ− 2y ′′ = 0.

Проiнтегрувавши його, отримаємо

y(x) =
λ

4
x2 + C1x+ C2.

Постiйнi C1, C2 i λ знайдемо з умов (4.12): C1 =
1

2
, C2 = 1, λ = 6. Отже, шукана

екстремаль має вигляд y(x) =
3

2
x2 +

1

2
x + 1. Очевидно, що отримана екстремаль

не є екстремаллю функцiоналу
1∫
0

y dx. �

4.5 Задача з рухомими межами

Розглянемо задачу знаходження екстремуму функцiоналу 𝒥 (y) =
b∫
a

F(x, y, y ′) dx,

визначеного на гладких кривих y = y(x), кiнцi яких лежать на заданих кривих y = ϕ(x)

i y = ψ(x), ϕ(x) i ψ(x) ∈ C1, x ∈ [a;b]. Точки a i b не заданi.

Т е о р е м а 4.7. Нехай крива y = y(x) дає екстремум функцiоналу серед усiх

кривих класу C1, що з’єднують кривi ϕ(x) i ψ(x). Тодi крива y = y(x) є екстрема-

ллю функцiоналу i у точках a i b— точках перетину кривої y = y(x) з кривими

ϕ(x) i ψ(x) — виконуються умови трансверсальностi:[︂
F(x, y(x), y ′(x)) +

∂F(x, y(x), y ′(x))

∂y ′ (ϕ ′(x) − y ′(x))

]︂
x=a

= 0,[︂
F(x, y(x), y ′(x)) +

∂F(x, y(x), y ′(x))

∂y ′ (ψ ′(x) − y ′(x))

]︂
x=b

= 0.

Отже, алгоритм розв’язування задачi такий:

1) Написати i розв’язати вiдповiдне рiвняння Ейлера. Отримаємо сукупнiсть кривих

y = f(x,C1, C2), що залежать вiд невiдомих параметрiв C1, C2.



Роздiл 4. Варiацiйне числення 123

2) З умов трансверсальностi i перетину екстремалi з кривими y = ϕ(x) i y = ψ(x)

f (a,C1, C2) = ϕ(a), f (b,C1, C2) = ψ(b)

визначимо параметри C1, C2, a i b.

Приклад 4.12. Знайти вiдстань вiд параболи y = x2 до прямої y = x− 10.

Розв’язування. Задача зводиться до мiнiмiзацiї функцiоналу

𝒥 (y) =

b∫
a

√︀
1+ y ′2 dx

при умовi, що кiнцi екстремалi рухаються по кривим ϕ(x) = x2 i ψ(x) = x− 10.

x

y

0

y = x2

a

b

10

−10

y
=
x
−
10

Так як функцiя F(x, y, y ′) залежить тiльки вiд y ′, то згiдно з частковим випадком

екстремаль має вигляд y = C1x + C2. Параметри C1, C2, a i b знаходяться з умов

трансверсальностi i перетину екстремалi з кривими ϕ(x) = x2 i ψ(x) = x − 10.

Отримаємо таку систему рiвнянь:

√︀
1+ C21 + (2a− C1)

C1√︀
1+ C21

= 0,√︀
1+ C21 + (1− C1)

C1√︀
1+ C21

= 0,

C1a+ C2 = a
2,

b− 10 = C1b+ C2.
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Розв’язавши цю систему, отримаємо такi значення параметрiв:

C1 = −1, C2 =
3

4
, a =

1

2
, b =

43

8
.

Отже, рiвняння екстремалi таке: y = −x +
3

4
. А так як очевидно, що задача має

розв’язок, то вiдстань мiж параболою y = x2 i прямою y = x− 10 буде дорiвнювати

𝒥 (y) =

48/3∫
1/2

√︀
1+ (−1)2 dx =

39
√
2

8
.

�

Iснують i iншi постановки варiацiйних задач. Їх можна знайти у [� 4], [� 8].

4.6 Завдання для самостiйної роботи

4.6.1 Основна задача варiацiйного числення

Дослiдiть на екстремум функцiонал, використовуючи необхiднi та достатнi умови

слабкого екстремуму.

Варiант 1 𝒥 [y] =

1∫
0

(︀
2y ′2 + 7y ′ + x

)︀
dx, y(0) = 0, y(1) = 1

Варiант 2 𝒥 [y] =

2∫
1

(︀
4y ′2 + 4 cosy ′)︀ dx, y(1) = 1, y(2) = 3

Варiант 3 𝒥 [y] =

1∫
0

(︀
5y ′2 − 2 cosy ′ + x2 − 1

)︀
dx, y(0) = 2, y(1) = 5

Варiант 4 𝒥 [y] =

1∫
0

(︀
2y ′2 + 4y− y2

)︀
dx, y(0) = 0, y(1) = 1

Варiант 5 𝒥 [y] =

2∫
1

(︀
7y ′2 + 7x3 − x

)︀
dx, y(1) = 0, y(2) = 2
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Варiант 6 𝒥 [y] =

3∫
2

(︀
2y ′2 − xy+ x

)︀
dx, y(2) = 0, y(3) = 2

Варiант 7 𝒥 [y] =

2∫
1

(︀
9y ′2 + 2x2 − xy

)︀
dx, y(1) = 1, y(2) = 8

Варiант 8 𝒥 [y] =

7∫
2

(︀
7y ′2 − 4xy+ 1

)︀
dx, y(2) = 0, y(7) = 2

Варiант 9 𝒥 [y] =

3∫
0

(︀
xy ′2 + x3

)︀
dx, y(0) = 1, y(3) = 0

Варiант 10 𝒥 [y] =

2∫
1

(︀
4y ′2 − 7x2 + y

)︀
dx, y(1) = 0, y(2) = 3

Варiант 11 𝒥 [y] =

7∫
0

(︀
5y ′2 + cosy ′ + x3

)︀
dx, y(0) = 1, y(7) = 2

Варiант 12 𝒥 [y] =

1∫
0

(cosy ′ + siny ′) dx, y(0) = 1, y(1) = 2

Варiант 13 𝒥 [y] =

3∫
1

(︂
1

cosy ′ + x− 1

)︂
dx, y(1) = 0, y(3) = 2

Варiант 14 𝒥 [y] =

4∫
0

(︂
1+ 2x2 +

1

siny ′

)︂
dx, y(0) = 0, y(4) = 21

Варiант 15 𝒥 [y] =

1∫
0

(tgy ′ + x) dx, y(0) = 1, y(1) = 5

Варiант 16 𝒥 [y] =

3∫
2

(︀
ctgy ′ + x2 − 1

)︀
dx, y(2) = 1, y(3) = 4

Варiант 17 𝒥 [y] =

2∫
1

(︂
1

cosy ′ + siny ′
)︂

dx, y(1) = 1, y(2) = 5

Варiант 18 𝒥 [y] =

2∫
0

(siny ′ + x) dx, y(0) = 1, y(2) = 3
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Варiант 19 𝒥 [y] =

2∫
1

(︀
y ′2 − siny ′)︀ dx, y(1) = 1, y(2) = 1

Варiант 20 𝒥 [y] =

3∫
1

(︀
2y ′2 + 2 cosy ′)︀ dx, y(1) = 0, y(3) = 4

Варiант 21 𝒥 [y] =

4∫
2

(︀
7y ′2 + tgy ′)︀ dx, y(2) = 10, y(4) = 5

Варiант 22 𝒥 [y] =

1∫
0

(︀
y ′2 − siny ′ − x

)︀
dx, y(0) = 1, y(1) = 4

Варiант 23 𝒥 [y] =

2∫
1

(︀
2y ′2 + cosy ′ + x2

)︀
dx, y(1) = 1, y(2) = 5

Варiант 24 𝒥 [y] =

7∫
2

(︀
17y ′2 + ctgy ′ − x

)︀
dx, y(2) = 0, y(7) = 2

Варiант 25 𝒥 [y] =

10∫
9

(︀
y ′2 + tgy ′ + cosy ′)︀ dx, y(9) = 1, y(10) = 4

4.6.2 Iзопериметрична задача

Знайдiть припустимi екстремалi iзопериметричної задачi. Проаналiзуйте поведiнку

функцiоналу на отриманих кривих.

Варiант 1 𝒥 [y] =

1∫
0

(︀
y2 + y ′2)︀ dx, y (0) = 0, y (1) = 4e,

1∫
0

yex dx = 1+ e2

Варiант 2 𝒥 [y] =

2∫
1

x3y ′2 dx, y (1) = 4, y (2) = 1,

2∫
1

y dx = 2

Варiант 3 𝒥 [y] =

π∫
0

y ′2 dx, y (0) = 1, y (π) = −1,

π∫
0

y cos x dx =
π

2

Варiант 4 𝒥 [y] =
1

2

1∫
0

y ′2 dx, y (0) = 0, y (1) = 0,

1∫
0

xy ′ dx = 2
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Варiант 5 𝒥 [y] =

1∫
0

y ′2 dx, y (0) = 0, y (1) = 0,

1∫
0

y dx = −1

Варiант 6 𝒥 [y] =

1∫
0

y ′2 dx, y (0) = 0, y (1) =
1

4
,

1∫
0

(︀
y− y ′2)︀ dx =

1

12

Варiант 7 𝒥 [y] =

2∫
1

x2y ′2 dx, y (1) = 1, y (2) = 2,

2∫
1

xy dx =
7

3

Варiант 8 𝒥 [y] =

1∫
0

y ′2 dx, y (0) = 0, y (1) = e− 3,

1∫
0

yex dx = 0

Варiант 9 𝒥 [y] =

π∫
0

y sin x dx, y (0) = 0, y (π) = 0,

π∫
0

y ′2 dx =
π

2

Варiант 10 𝒥 [y] =

1∫
0

y ′2 dx, y (0) = 0, y (1) = 2,

1∫
0

xy dx = 1

Варiант 11 𝒥 [y] =

1∫
0

(︀
y ′2 + y2

)︀
dx, y (0) = 0, y (1) =

1

e
,

1∫
0

ye−x dx =
1− 3e−2

4

Варiант 12 𝒥 [y] =

π/6∫
0

(︀
y ′2 − 9y2

)︀
dx, y (0) = 1, y

(︁π
6

)︁
= 0,

π/6∫
0

2y dx = 1

Варiант 13 𝒥 [y] =

1∫
0

(︀
2xy+ y ′2)︀ dx, y (0) = 0, y (1) = 3,

1∫
0

xy dx = 1

Варiант 14 𝒥 [y] =

2∫
1

xy ′2 dx, y (1) = 0, y (2) = 12,

2∫
1

xy dx = 9

Варiант 15 𝒥 [y] =

1∫
0

y ′2 dx, y (0) = 0, y (1) = 1,

1∫
0

xy dx = 0

Варiант 16 𝒥 [y] =

1∫
0

(︀
y ′2 + y2

)︀
dx, y (0) = 0, y (1) = e,

1∫
0

yex dx =
e2 + 1

4

Варiант 17 𝒥 [y] =

1∫
0

y ′2 dx, y (0) = 0, y (1) = 1,

1∫
0

yex dx = 0
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Варiант 18 𝒥 [y] =

1∫
0

y ′2 dx, y (0) = 2e+ 1, y (1) = 2,

1∫
0

ye−x dx = e

Варiант 19 𝒥 [y] =

1∫
0

y ′2 dx, y (0) = 1, y (1) = 6,

1∫
0

y dx = 3

Варiант 20 𝒥 [y] =

π∫
0

y sin x dx, y (0) = 0, y (π) = π,

π∫
0

y ′2 dx =
3π

2

Варiант 21 𝒥 [y] =

1∫
0

y ′2 dx, y (0) = 0, y (1) = 2,

1∫
0

y2 dx = 4

Варiант 22 𝒥 [y] =

π∫
0

y ′2 dx, y (0) = 0, y (π) = 1,

π∫
0

y sin x dx = 0

Варiант 23 𝒥 [y] =

1∫
0

y ′2 dx, y (0) = −4, y (1) = 4,

1∫
0

xy dx = 0

Варiант 24 𝒥 [y] =

1∫
0

(︀
x2 + y ′2)︀ dx, y (0) = 0, y (1) = 0,

1∫
0

y2 dx = 2

Варiант 25 𝒥 [y] =

π∫
0

y ′2 dx, y (0) = 0, y (π) = π,

π∫
0

y sin x dx = 0

4.6.3 Варiацiйна задача з рухомими межами

Варiант 1 Знайти найкоротшу вiдстань вiд точки (1; 0) до кола (x− 2)2 + y2 = 9.

Варiант 2 Знайти найкоротшу вiдстань вiд точки (−1; 5) до кривої y =
√
x.

Варiант 3 Знайти криву, на якiй функцiонал 𝒥 [y] =

2∫
0

(︀
xy ′ + y ′2)︀dx може досягати

екстремуму, якщо лiвий кiнець кривої закрiплений у точцi (0; 5), а правий ковзає по прямiй

y = x+ 2.

Варiант 4 Знайти криву, на якiй функцiонал 𝒥 [y] =

b∫
0

(︀
y ′2 + y2

)︀
dx може досягати

екстремуму, якщо лiвий кiнець кривої закрiплений у початку координат, а правий ковзає
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по прямiй y = −x− 1.

Варiант 5 Знайти криву, на якiй функцiонал 𝒥 [y] =

b∫
0

√︀
1+ y ′2

y
dx може досягати

екстремуму, якщо лiвий кiнець кривої закрiплений у точцi (0; 1), а правий ковзає по прямiй

y = −x− 1.

Варiант 6 Знайти криву, на якiй функцiонал 𝒥 [y] =

1∫
0

y ′ (y ′ − x)dx може досягати

екстремуму, якщо лiвий та правий кiнцi кривої ковзають по прямим y = −x i y = x

вiдповiдно.

Варiант 7 Знайти криву, на якiй функцiонал 𝒥 [y] =

b∫
0

(︀
y ′2 + y

)︀
dx може досягати екс-

тремуму, якщо лiвий кiнець кривої закрiплений у початку координат, а правий ковзає по

прямiй y = x.

Варiант 8 Знайти криву, на якiй функцiонал 𝒥 [y] =

b∫
0

√︀
1+ y ′2

x− 1
dx може досягати екс-

тремуму, якщо лiвий кiнець кривої закрiплений у початку координат, а правий рухається

по колу (x− 5)2 + (y− 1)2 = 4.

Варiант 9 Знайти криву, на якiй функцiонал 𝒥 [y] =

b∫
0

y ′3 dxможе досягати екстремуму,

якщо лiвий кiнець кривої закрiплений у початку координат, а правий ковзає по прямiй

y = −x+ 1.

Варiант 10 Знайти найкоротшу вiдстань вiд точки (−1; 3) до прямої y = 1− 3x.

Варiант 11 Знайти найкоротшу вiдстань мiж елiпсом 4x2+y2 = 9 та прямою y = x− 5.

Варiант 12 Знайти найкоротшу вiдстань мiж колом x2 + y2 = 1 та прямою x+ y = 4.

Варiант 13 Знайти криву, на якiй функцiонал 𝒥 [y] =

b∫
0

√︀
1+ y ′2

x− 3
dx може досягати

екстремуму, якщо лiвий кiнець кривої закрiплений у початку координат, а правий ковзає

по прямiй y = −4x+ 4.

Варiант 14 Знайти найкоротшу вiдстань мiж параболою y = x2 + 2 та прямою y = x.

Варiант 15 Знайти найкоротшу вiдстань мiж колом x2 + y2 = 1 та прямою x+ y = 4.
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Варiант 16 Знайти криву, на якiй функцiонал 𝒥 [y] =

b∫
0

√︀
1+ y ′2

y
dx може досягати

екстремуму, якщо лiвий кiнець кривої закрiплений у точцi (0; 1), а правий ковзає по прямiй

y = x− 1.

Варiант 17 Знайти криву, на якiй функцiонал 𝒥 [y] =

b∫
0

y ′2 dx може досягати екстре-

муму, якщо лiвий кiнець кривої закрiплений у початку координат, а правий рухається по

кривiй, що задана рiвнянням (x− 1)y2 + 2 = 0.

Варiант 18 Знайти криву, на якiй функцiонал 𝒥 [y] =

b∫
0

√︀
1+ y ′2

y
dx може досягати

екстремуму, якщо лiвий кiнець кривої закрiплений у початку координат, а правий ковзає

по прямiй y = x− 10.

Варiант 19 Знайти криву, на якiй функцiонал 𝒥 [y] =

b∫
0

(︀
y ′2 + y2

)︀
dx може досягати

екстремуму, якщо лiвий кiнець кривої закрiплений у початку координат, а правий ковзає

по прямiй y = 1.

Варiант 20 Знайти найкоротшу вiдстань мiж параболою y = x2 та прямою y = x− 5.

Варiант 21 Знайти найкоротшу вiдстань вiд точки (1; 0) до елiпса 4x2 + 9y2 = 36.

Варiант 22 Знайти криву, на якiй функцiонал 𝒥 [y] =

b∫
0

y ′2 dx може досягати екстрему-

му, якщо лiвий кiнець кривої закрiплений у початку координат, а правий ковзає по прямiй

y = −x− 1.

Варiант 23 Знайти найкоротшу вiдстань мiж кривими x2+ y2 = 1 та (x− 10)2+ y2 = 4.

Варiант 24 Знайти найкоротшу вiдстань мiж параболою y = x2 та прямою y = x− 1.

Варiант 25 Знайти найкоротшу вiдстань вiд точки (0; 0) до кривої y =
1

x2
.



5
Задача оптимального

керування

5.1 Постановка основних задач оптимального

керування

Нехай рух деякого об’єкту описується системою

ẋ(t) = f(x,u, t), t ∈ T = [t0; t1] , x (t0) = x0, (5.1)

де x — n-вектор, u — r-вектор, t— скаляр. Функцiя f(x,u, t) неперервна разом з пер-

шою похiдною
∂f(x,u, t)

∂x
.

О з н а ч е н н я 5.1. Припустимим керуванням назвемо r-вимiрну кусково-

неперервну функцiю u(t), t ∈ T , що приймає значення з заданої множини U ⊂ Rr.

Кожному припустимому керуванню u(t), t ∈ T вiдповiдає розв’язок x(t), t ∈ T

системи (5.1). Якiсть процесу x(t), t ∈ T оцiнюється критерiєм якостi 𝒥 (u). Вектор x(t)

називають фазовим.

Задачу оптимального керування можна сформулювати так: серед припустимих

керувань знайти те, на якому критерiй якостi досягає мiнiмального значення.

Це керування називається оптимальним, а вiдповiдна йому траєкторiя — оптимальною

траєкторiєю.

У залежностi вiд критерiю якостi отримуємо рiзнi задачi оптимального керування.

Якщо 𝒥 (u) = ϕ (x (t1)), то задача називається задачею термiнального керування

або Майєра, 𝒥 (u) =
t1∫
t0

g(x,u, t) dt— задачею Лагранжа. Задача Больца — це задача

оптимального керування з критерiєм якостi 𝒥 (u) = ϕ (x (t1)) +
t1∫
t0

g(x,u, t) dt.
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Якщо ввести змiнну

xn+1(t) =

t∫
t0

g(x,u, t) dt,

що задовольняє рiвнянню

ẋn+1(t) = g(x,u, t), xn+1 (t0) = 0,

то задача Лагранжа зводиться до задачi Майєра:

min xn+1 (t1) ,

ẋ(t) = f(x,u, t),

ẋn+1(t) = g(x,u, t),

x (t0) = x0, xn+1 (t0) = 0, u ∈ U.

Аналогiчним способом задача Больца зводиться до задачi Майєра. Далi будемо

розглядати задачу Майєра.

5.2 Прирiст критерiю якостi на припустимих

керуваннях

Якщо керування u = u(t), t ∈ T є оптимальним, а u(t) — довiльне припустиме

керування, то

∆𝒥 (u) = 𝒥 (u(t)) − 𝒥 (u(t)) > 0. (5.2)

Нехай

∆u(t) = u(t) − u(t), ∆x(t) = x(t) − x(t). (5.3)

Тут x(t) — траєкторiя, що вiдповiдає припустимому керуванню u(t), a x(t) — оптимальна

траєкторiя. Далi, ∆x (t0) = x (t0) − x (t0).

Використовуючи (5.3) i розвинення Тейлора, отримаємо

∆𝒥 (u) = ϕ (x (t1)) −ϕ (x (t1)) = ϕ (x (t1) + ∆x (t1)) −ϕ (x (t1)) =

=
∂ϕ⊤ (x (t1))

∂x
∆x (t1) + o (‖∆x (t1)‖) , (5.4)

де o(α) — величина, що lim
α→0

o(α)

α
= 0.

Запишемо очевидну тотожнiсть для функцiї∆x(t), t ∈ T i довiльної кусково-гладкої
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n-вимiрної функцiї 𝜓(t), t ∈ T :

d
dt
𝜓⊤(t)∆x(t) = 𝜓̇⊤(t)∆x(t) +𝜓⊤(t)∆ẋ(t). (5.5)

Враховуючи вираз (5.5) i те, що ∆x (t0) = 0, отримаємо

𝜓⊤ (t1)∆x (t1) =

t1∫
t0

[︀
𝜓̇⊤(t)∆x(t) +𝜓⊤(t)∆ẋ(t)

]︀
dt. (5.6)

Функцiя 𝜓(t) довiльна, тому нехай

𝜓 (t1) = −
∂ϕ (x (t1))

∂x
. (5.7)

Тодi з (5.4), (5.6) i (5.7) отримаємо, що

∆𝒥 (u) = −

t1∫
t0

[︀
𝜓̇⊤(t)∆x(t) +𝜓⊤(t)∆ẋ(t)

]︀
dt+ o (‖∆x (t1)‖) . (5.8)

З (5.3) маємо

∆ẋ(t) = f(x(t) + ∆x(t),u(t) + ∆u(t), t) − f(x(t),u(t), t), ∆x (t0) = 0. (5.9)

Введемо функцiю Гамiльтона системи (5.1)

ℋ(x,𝜓,u, t) = 𝜓⊤(t)f(x,u, t).

Тодi, використовуючи розвинення Тейлора, отримаємо

𝜓⊤(t)∆ẋ(t) = ℋ(x(t) + ∆x(t),𝜓(t),u(t) + ∆u(t), t) −ℋ(x(t),𝜓(t),u(t), t) =

= ℋ(x(t),𝜓(t),u(t) + ∆u(t), t) +
∂ℋ⊤(x(t),𝜓(t),u(t) + ∆u(t), t)

∂x
∆x(t)+

+o1 (‖∆x (t)‖) −ℋ(x(t),𝜓(t),u(t), t) =

= ∆uℋ(x(t),𝜓(t),u(t), t) +
∂ℋ⊤(x(t),𝜓(t),u, t)

∂x
∆x(t) + o1 (‖∆x (t)‖) .

Довизначимо функцiю 𝜓(t), t ∈ T таким чином:

𝜓̇(t) = −
∂ℋ(x(t),𝜓(t),u(t), t)

∂x
(5.10)
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i пiдкладемо значення 𝜓̇(t) у (5.8). Отримаємо такий вираз приросту критерiю якостi:

∆𝒥 (u) = −

t1∫
t0

∆uℋ(x(t),𝜓(t),u(t), t) dt+ η, (5.11)

де

η = η1 + η2 + η3; η1 = o (‖∆x (t1)‖) , η2 = −

t1∫
t0

o1 (‖∆x (t)‖) dt,

η3 = −

t1∫
t0

∂∆uℋ⊤(x(t),𝜓(t),u(t), t)
∂x

∆x(t) dt.

(5.12)

Система диференцiальних рiвнянь (5.10) називається спряженою системою до си-

стеми (5.1), вектор 𝜓(t) — iмпульсом або вектором спряжених змiнних.

Введемо поняття варiацiї керування:

∆u(t) =

v − u(t), t ∈ [θ, θ+ ε) ,

0, t /∈ [θ, θ+ ε) ,
(5.13)

де v — елемент множини U, θ— точка iнтервалу [t0; t1), ε > 0— достатньо мале число

таке, що θ+ ε < t1. Цю варiацiю називають голчатою.

t

∆u(t)

t0 t1θ θ+ ε0

Зазначимо, що варiацiя у варiацiйному численнi мала на великому вiдрiзку, а у

оптимальному керуваннi вона велика на малому вiдрiзку.

5.2.1 Оцiнка приросту припустимої траєкторiї на голчатiй варiацiї

Оцiнимо прирiст траєкторiї ∆x(t) на голчатiй варiацiї керування (5.13). Розглянемо

три випадки.



Роздiл 5. Задача оптимального керування 135

1) t ∈ [t0, θ]. Згiдно з рiвнянням (5.9) на цьому вiдрiзку ∆x(t) ≡ 0, так як воно є

розв’язком диференцiального рiвняння

∆ẋ(t) = f(x(t) + ∆x(t),u(t), t) − f(x(t),u(t), t)

з умовою ∆x (t0) = 0.

2) t ∈ [θ, θ+ ε). На цьому iнтервалi функцiя ∆x(t) є розв’язком рiвняння

∆ẋ(t) = f(x(t) + ∆x(t), v(t), t) − f(x(t),u(t), t), ∆x(θ) = 0.

За теоремою про iнтегральну неперервнiсть розв’язку диференцiального рiвняння

виконується асимптотичне спiввiдношення ∆x(t) ∼ ε, t ∈ [θ, θ+ ε).

3) t ∈ [θ+ ε, t1). На цьому вiдрiзку ∆x(t) задовольняє рiвнянню

∆ẋ(t) = f(x(t) + ∆x(t),u(t), t) − f(x(t),u(t), t), ∆x(θ+ ε) ∼ ε.

Використовуючи неперервну залежнiсть розв’язку диференцiального рiвняння вiд

початкових умов, отримаємо, що ∆x(t) ∼ ε, t ∈ [θ+ ε, t1).

5.3 Принцип максимуму Понтрягiна

Т е о р е м а 5.1 (принцип максимуму Понтрягiна). Нехай u0(t), t ∈ T — оп-

тимальне керування задачi Майєра, x0(t), t ∈ T — оптимальна траєкторiя,𝜓0(t),

t ∈ T — розв’язок системи

𝜓̇(t) = −
∂ℋ
(︀
x0(t),𝜓(t),u0(t), t

)︀
∂x

, 𝜓 (t1) = −
∂ϕ
(︀
x0 (t1)

)︀
∂x

. (5.14)

Тодi виконується умова максимуму

ℋ
(︀
x0(t),𝜓0(t),u0(t), t

)︀
= max

u∈U
ℋ
(︀
x0(t),𝜓0(t),u, t

)︀
, t ∈ T.

Доведення. Оцiнимо прирiст критерiю якостi. На голчатiй варiацiї (5.13) прирiст визна-
чений формулами (5.11) i (5.12). Згiдно з пунктами 1), 2), 3) доданки залишкового члена
η мають вигляд

η1 = o (‖∆x (t1)‖) = o1(ε), η2 = −

t1∫
t0

o1 (‖∆x (t)‖) dt = o2(ε),
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η3 = −

θ+ε∫
θ

∂∆vℋ⊤(x(t),𝜓(t),u(t), t)
∂x

∆x(t) dt = o3(ε).

Перший доданок в (5.11), використовуючи формулу Тейлора, можна записати так:

θ+ε∫
θ

∆vℋ(x(t),𝜓(t),u(t), t) dt = ε∆vℋ(x(θ),𝜓(θ),u(θ), θ) + o(ε).

Остаточно отримаємо

∆𝒥 (u) = −ε∆vℋ(x(θ),𝜓(θ),u(θ), θ) + ̃︀o(ε). (5.15)

Нехай u(t), t ∈ T — оптимальне керування. Тодi для малих ε таких, що θ+ ε < t1,
на голчатiй варiацiї (5.13) виконується нерiвнiсть ∆𝒥 (u) > 0. Це буде виконуватись,
враховуючи (5.15), якщо

∆vℋ(x(θ),𝜓(θ),u(θ), θ) 6 0. (5.16)

Дiйсно, якщо припустити, що

∆vℋ(x(θ),𝜓(θ),u(θ), θ) = α > 0,

то з (5.15) отримаємо

∆𝒥 (u) = ε
[︂
−α+

̃︀o(ε)
ε

]︂
< 0

при достатньо малому ε > 0, що неможливо.

Нерiвнiсть (5.16) отримана для довiльного v, v ∈ U i у кожнiй точцi t = θ, θ ∈ [t0; t1).
Тодi нерiвнiсть (5.16) можна записати у виглядi

ℋ
(︀
x0(t),𝜓0(t),u0(t), t

)︀
= max

u∈U
ℋ
(︀
x0(t),𝜓0(t),u(t), t

)︀
, t ∈ T. (5.17)

Теорему доведено. �

О з н а ч е н н я 5.2. Припустиме керування u(t), t ∈ T задовольняє умовi ма-
ксимуму, якщо для нього виконується умова (5.17).

Зазначимо, що керування, яке задовольняє умовi (5.17), називається екстремаль-
ним; воно не обов’язково оптимальне.

Тепер можна сформулювати алгоритм знаходження екстремального керування i
екстремальної траєкторiї.
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1) Складаємо функцiю Гамiльтона ℋ(x,𝜓,u, t) = 𝜓⊤f(x,u, t).
2) Екстремальне керування знаходимо з умови максимуму

ℋ(x(t),𝜓(t),u(t), t) = max
u∈U

ℋ(x(t),𝜓(t),u, t).

3) Пiдкладаємо значення екстремального керування у системи (5.1) i (5.14), отримає-
мо крайову задачу

ẋ = f(x,u(x,𝜓, t), t), x (t0) = x0,

𝜓̇ = −
∂f⊤(x,u(x,𝜓, t), t)

∂x
𝜓, 𝜓 (t1) = −

ϕ (x (t1))

∂x
.

Якщо ця крайова задача має розв’язок, то оптимальна траєкторiя знаходиться се-
ред розв’язкiв крайової задачi.

Приклад 5.1. Написати крайову задачу принципу максимуму для задачi Майєра

min
|u|65

(3x1(4) + 5x2(4)) , t ∈ [0, 4],

ẋ1 = 2x1 − 3x2 + 2u,

ẋ2 = 5x1 + 8u,

x1(0) = 6, x2(0) = 7.

Розв’язування. Складаємо функцiю Гамiльтона

ℋ(x,𝜓,u, t) = (2x1 − 3x2 + 2u)ψ1 + (5x1 + 8u)ψ2 =

= 2x1ψ1 − 3x2ψ1 + 5x1ψ2 + u(2ψ1 + 8ψ2).

Знаходимо екстремальне керування u0(t):

u0(t) = 5 sign (2ψ1(t) + 8ψ2(t)) .

Отримаємо таку крайову задачу:

ẋ1 = 2x1 − 3x2 + 10 sign (2ψ1 + 8ψ2) ,

ẋ2 = 5x1 + 40 sign (2ψ1 + 8ψ2) ,

ψ̇1 = −2ψ1 − 5ψ2,

ψ̇2 = 3ψ1,

x1(0) = 6, x2(0) = 7, ψ1(4) = −3, ψ2(4) = −5.

�
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Розглянемо необхiднi умови оптимальностi для рiзних постановок задач оптималь-

ного керування.

№

з/п

Постановка задачi Необхiднi умови

си
ст

ем
а

функцiо-
нал ча

с область
кiнцевих

положень

гамiль-
тонiан 1 2 3 4

1

ẋ
=

f(
x,

u
,t
),

x
( t
0
)
=

x0

𝒥
=
ϕ
( x

( t
1
))

t 1
ф

iк
со

ва
не

En
ℋ
(x
,𝜓
,u
,t
)
=
𝜓

⊤
f(

x,
u
,t
)

ẋ0
=
∂
ℋ
∂
𝜓

⃒⃒⃒⃒ 0
,
𝜓
0
=

−
∂
ℋ ∂
x

⃒⃒⃒⃒ 0

ℋ
(︀ x0
,𝜓

0
,u

0
,t
)︀ =m

ax
u
∈
U
ℋ
(︀ x0
,𝜓

0
,u
,t
)︀

𝜓0 (t1) = −
∂ϕ
(︀
x0 (t1)

)︀
∂x

2 x1 Умови на 𝜓 (t1) вiдсутнi

3

g
i(

x
( t
1
) )

6
0
,
i
=
1
,m

,

h
i(

x
( t
1
) )

=
0
,
i
=
1
,l

𝜓0 (t1) = −
∂ϕ
(︀
x0 (t1)

)︀
∂x

−

−
m∑
i=1

µi
∂gi
(︀
x0 (t1)

)︀
∂x

−

−
l∑
i=1

γi
∂hi

(︀
x0 (t1)

)︀
∂x

4

𝒥
=
ϕ
( x

( t
1
)
,t
1
)

t 1
не

ф
iк

со
ва

не

En
ℋ
(︀
x0 (t1) ,u0 (t1) , t1

)︀
=

= −
∂ϕ
(︀
x0 (t1) , t1

)︀
∂t

𝜓 (t1) = −
∂ϕ
(︀
x0(t01), t

0
1

)︀
∂x

5

ẋ
=

f(
x,

u
,t
),

x
( t
0
)
=

x0

𝒥
=

t 1 ∫ t 0

L
(x
,u
,t
)

dt t 1
ф

iк
со

ва
не

En

ℋ
(x
,𝜓
,u
,t
)
=
𝜓

⊤
f(

x,
u
,t
)
−
L
(x
,u
,t
)

ẋ
0
=
∂
ℋ
∂
𝜓

⃒⃒⃒⃒ 0
,
𝜓
0
=

−
∂
ℋ ∂
x

⃒⃒⃒⃒ 0

ℋ
(︀ x0
,𝜓

0
,u

0
,t
)︀ =m

ax
u
∈
U
ℋ
(︀ x0
,𝜓

0
,u
,t
)︀ 𝜓 (t1) = 0

6 x1 Умови на 𝜓 (t1) вiдсутнi

7

t 1
не

ф
iк

со
ва

не En ℋ
(︀
x0 (t1) ,𝜓0 (t1) ,

u0 (t1) , t1
)︀
= 0

𝜓 (t1) = 0

8 x1 Умови на 𝜓 (t1) вiдсутнi

5.4 Оптимiзацiя лiнiйних систем. Керованiсть системи

Далi будемо розглядати лiнiйну автономну систему ẋ = Ax + Bu, де матрицi A i B є

постiйними.
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О з н а ч е н н я 5.3. Автономний лiнiйний процес керування

ẋ = Ax + Bu

називається керованим, якщо для кожної пари точок x0 i x1 з En iснує припусти-

ме керування u(t) на деякому скiнченному iнтервалi 0 6 t 6 t1 таке, що вiдпо-

вiдна траєкторiя x(t) переводить систему з точки x(0) = x0 у точку x (t1) = x1

за скiнченний час.

Сформулюємо критерiй керованостi для лiнiйних автономних систем.

Т е о р е м а 5.2. Лiнiйний автономний процес

ẋ = Ax + Bu,

де A — n× n-матриця, B — n× r-матриця, є керованим тодi i тiльки тодi, коли

ранг n× nm-матрицi [︀
B,AB,A2B, . . . ,An−1B

]︀
дорiвнює n.

Приклад 5.2. Визначити, чи є лiнiйний автономний процес

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u

керованим.

Розв’язування. Маємо A =

(︃
0 1

0 0

)︃
, B =

(︃
0

1

)︃
. Складаємо матрицю

[B,AB] =

(︃
0 1

1 0

)︃
,

ранг якої дорiвнює 2 = n. Процес керований. �

Приклад 5.3. Визначити, чи керована система

ẋ1 = x1 − 2x2 + 3u1,

ẋ2 = 2x1 + x2 − u2.
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Розв’язування. Маємо A =

(︃
1 −2

2 1

)︃
, B =

(︃
3 0

0 −1

)︃
. Тодi

[B,AB] =

(︃
3 0 3 2

0 −1 6 1

)︃
.

Ранг цiєї матрицi дорiвнює 2 i дорiвнює n. Система керована. �

Iснує така властивiсть керованих систем:

𝜓⊤(t)B ̸≡ 0, t > 0, якщо 𝜓(t) ̸≡ 0.

5.5 Достатня умова оптимальностi

Розглянемо задачу на швидкодiю для лiнiйної автономної системи

ẋ = Ax + Bu,

x(0) = x0, x (t1) = 0,

u(t) ∈ U, t1 → min,

(5.18)

де A — n× n-матриця, B — n× r-матриця, x ∈ En, u ∈ U ⊂ Er, 0 ∈ intU.

Функцiя Гамiльтона має вигляд

ℋ(x,𝜓,u, t) = 𝜓⊤Ax +𝜓⊤Bu.

Спряжена система така:

𝜓̇ = −A⊤𝜓. (5.19)

Принцип максимуму Понтрягiна стверджує, що знайдеться такий ненульовий розв’я-

зок 𝜓0(t) системи (5.19), що

𝜓0
⊤

Bu0(t) = max
u∈U

𝜓0
⊤

Bu.

Доведемо, що принцип максимуму для лiнiйних автономних керованих систем є не

тiльки необхiдною, але i достатньою умовою оптимальностi. Має мiсце

Т е о р е м а 5.3. Нехай u(t), t ∈ T — припустиме керування, вздовж якого

виконується умова максимуму

𝜓⊤(t)Bu(t) = max
u∈U

𝜓(t)Bu, t ∈ T,
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де x(t), t ∈ [0, t1] — розв’язок системи (5.18), що вiдповiдає керуванню u(t) i за-

довольняє умовi x (t1) = 0; 𝜓(t), t ∈ T — деякий ненульовий розв’язок системи

(5.19).

Тодi u(t), t ∈ T — оптимальне керування, що переводить траєкторiю x(t) з

положення x0 у початок координат за мiнiмальний час.

Доведення. Розглянемо тотожнiсть

d
dt
𝜓⊤(t)x(t) = 𝜓̇⊤(t)x(t) +𝜓⊤(t)ẋ(t) =

= −𝜓⊤(t)Ax(t) +𝜓⊤(t)Ax(t) +𝜓⊤(t)Bu = 𝜓⊤(t)Bu,

яка виконується у всiх точках неперервностi керування u(t), t ∈ T . Далi отримаємо

𝜓⊤(t)x(t) −𝜓⊤(s)x(s) =

t∫
s

𝜓⊤(τ)Bu(τ) dτ (5.20)

для всiх t > s > 0.

Нехай керування u(t), t ∈ [0, t1] не є оптимальним, тобто iснує припустиме керува-

ння u(t), t ∈ [0, θ], яке переводить траєкторiю x(t) системи (5.18) з x0 в 0 за час θ, θ < t1.

Тодi, використовуючи (5.20), отримаємо

𝜓⊤(θ)x(θ) =
[︀
𝜓⊤(θ)x(θ) −𝜓⊤(0)x(0)

]︀
−
[︀
𝜓⊤(θ)x(θ) −𝜓⊤(0)x(0)

]︀
=

=

θ∫
0

[︀
𝜓⊤(τ)Bu(τ) −𝜓⊤(τ)Bu(τ)

]︀
dτ. (5.21)

Так як керування u(t), t ∈ [0, t1] задовольняє принципу максимуму, то пiдiнтеграль-

ний вираз у (5.21) невiд’ємний, i тодi

𝜓⊤(θ)x(θ) > 0. (5.22)

З iншого боку, так як система керована, то 𝜓⊤(τ)B ̸≡ 0 i max
u∈U

𝜓⊤(τ)Bu > 0 при

𝜓⊤(τ)B ̸≡ 0. Тодi отримаємо

𝜓⊤(θ)x(θ) = 𝜓⊤(θ)x(θ) −𝜓⊤ (t1) x (t1) = −

t1∫
θ

𝜓⊤(τ)Bu(τ) dτ < 0.

Ця нерiвнiсть суперечить (5.22). Теорема доведена. �
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5.6 Синтез лiнiйних систем, оптимальних по швидкодiї

Доведена вище теорема дозволяє здiйснити синтез оптимальних систем, тобто по-

будувати оптимальне керування як функцiю фазових координат: u = u(x).

Така задача досить просто розв’язується для двовимiрних систем.

Розглянемо задачу переводу системи

ẋ1 = x2,

ẋ2 = u
(5.23)

з довiльної точки x0 у точку x1 = (1; 1)⊤ за мiнiмальний час при умовi, що керування

задовольняє умовi |u(t)| 6 1.

Так як система (5.23) є керованою (див. приклад 5.2), то принцип максимуму не

тiльки необхiдна, але i достатня умова оптимальностi.

Функцiя Гамiльтона має вигляд ℋ(x,𝜓,u, t) = ψ1x2 + ψ2u. Припустиме керува-

ння u = signψ2 дає максимум функцiї Гамiльтона. Функцiї ψ1(t) i ψ2(t) є розв’язками

системи

ψ̇1 = 0, ψ̇2 = −ψ1.

Розв’язок системи такий: ψ1(t) = C1, ψ2(t) = −C1t + C2. Оптимальне керування таке:

u0(t) = signψ2 = sign (−C1t+ C2).

На промiжку часу, на якому u0(t) = +1, з системи (5.23) отримаємо рiвняння

dx1
dx2

= x2.

Iнтегрування його дає x1 =
1

2
x22 + α1.

Отже, при u0(t) = +1 рух точок системи проходить по параболi знизу вгору (ẋ2 =

1 > 0).

Якщо проiнтегрувати систему при u0(t) = −1, то отримаємо сукупнiсть траєкторiй

x1 = −
1

2
x22 + α2.

У кожної iз сукупностей траєкторiй є лише одна траєкторiя, що проходить через

точку x1 = (1; 1)⊤. Нас буде цiкавити тiльки та частина траєкторiї, що входить у точку



Роздiл 5. Задача оптимального керування 143

x1 = (1; 1)⊤. Цi частини траєкторiї позначенi l1 i l−1 (мал. 1).

x1

x2

0

l−1

x1 = (1; 1)⊤

l1

Мал. 1

Якщо початкова точка x0 знаходиться на l1 або l−1, то, обираючи керування +1 або

−1 будемо рухатись у точку x1 = (1; 1)⊤ за мiнiмальний час. Крива l−1x1l1 називається

лiнiєю перемикання. Якщо початкова точка знаходиться справа вiд лiнiї l−1x1l1, то оби-

раємо керування (−1) i рухаємось до лiнiї l1. На нiй керування перемикаємо на (+1) i

рухаємося по нiй до точки x1 (мал. 2).

x1

x2

0

l−1

x1 = (1; 1)⊤

l1

x0

u = −1

x0

u = +1

Мал. 2

Якщо точка x0 знаходиться злiва вiд лiнiї перемикання, то обираємо керування

(+1) i рухаємося до лiнiї перемикання l−1, перемикаємо керування на (−1) i по кривiй

рухаємося до точки x1.

Отже, керування обирається у залежностi вiд положення системи, тобто u = u(x).
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5.7 Завдання для самостiйної роботи

5.7.1 Побудова крайової задачi принципу максимуму

Нехай стан об’єкту описується системою диференцiальних рiвнянь1

dx(t)
dt

= f (x(t), u(t), t) , (5.24)

де t ∈ [t0, T ] — часова змiнна, x(t) = (x1(t), x2(t))
⊤ ∈ R2 — вектор стану, u(t) ∈ R1 —

функцiя керування.

Розглядається задача оптимального керування заданим об’єктом: знайти мiнiмум

функцiоналу

𝒥 (u) ≡ 𝒥 (x(t), u(t), t) = ϕ (x(T), T) +

T∫
t0

g (x(t), u(t), t) dt (5.25)

при диференцiальних зв’язках (5.24), початкових умовах x(0) = x0 та обмеженнях на

керування u(t) ∈ U, t ∈ [t0, T ].

Завдання Використовуючи принцип максимуму Понтрягiна, зведiть задану задачу ви-

гляду (5.24)–(5.25) до крайової задачi.

Варiант 1 ẋ1 = u,ẋ2 = −x1 + 2u;
x1(0) = 2, x2(0) = 2;

|u| 6 1; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) = x22(1).

Варiант 2 ẋ1 = x2,ẋ2 = x1 + u;
x1(0) = 2, x2(0) = 2;

u ∈ {−1, 0, 1} ; t ∈ [0, 4]; 𝒥 (u) =

4∫
0

(x1 + u) dt.

1Похiдну за часом будемо далi позначати крапкою:
dx(t)

dt
≡ ẋ.
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Варiант 3 ẋ1 = x2,ẋ2 = u;
x1(0) = 0, x2(0) = 0;

|u| 6 1; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) =

1∫
0

x1 dt.

Варiант 4 ẋ1 = 2u,ẋ2 = x1;
x1(0) = 0, x2(0) = 2;

−2 6 u 6 1; t ∈ [0, 2]; 𝒥 (u) =
1

2
x22(2) +

2∫
0

(︀
x21 + u

2
)︀

dt.

Варiант 5 ẋ1 = x2,ẋ2 = u;
x1(0) = 0, x2(0) = 0;

|u| 6 1; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) = x21(1).

Варiант 6 ẋ1 = x2,ẋ2 = u;
x1(0) = −1, x2(0) = −1;

|u| 6 1; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) = x21(1) + x
2
2(1).

Варiант 7 ẋ1 = −x2 + u
2,

ẋ2 = x1 + 2u;
x1(0) = 0, x2(0) = 1;

u ∈ {−1, 0, 1} ; t ∈ [0, π]; 𝒥 (u) = x2(π) +

π∫
0

u dt.
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Варiант 8 ẋ1 = x2,ẋ2 = −x1 + u;
x1(0) = 1, x2(0) = 1;

|u| 6 1; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) =

1∫
0

u2 dt.

Варiант 9 ẋ1 = −u,

ẋ2 = x1 + u;
x1(0) = 0, x2(0) = 0;

0 6 u 6 2; t ∈ [0, 2]; 𝒥 (u) = x2(2).

Варiант 10 ẋ1 = x2,ẋ2 = u;
x1(0) = 1, x2(0) = 2;

|u| 6 1; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) = x21(1).

Варiант 11 ẋ1 = −x2,

ẋ2 = u;
x1(0) = 0, x2(0) = 0;

−1 6 u 6 4; t ∈ [0, π]; 𝒥 (u) = x1(π) + x2(π).

Варiант 12 ẋ1 = x2,ẋ2 = u;
x1(0) = 3, x2(0) = 0;

|u| 6 2; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) =

1∫
0

(︀
x21 + x

2
2

)︀
dt.

Варiант 13 ẋ1 = x2 − u,ẋ2 = x1 + u;
x1(0) = 2, x2(0) = 0;

|u| 6 2; t ∈ [0, 3]; 𝒥 (u) = −x2(3) +

3∫
0

(x1 + x2 + 2u) dt.
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Варiант 14 ẋ1 = −2x2 + u,

ẋ2 = x1;
x1(0) = 1, x2(0) = 0;

|u| 6 1; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) =

1∫
0

(︀
x21 + x

2
2 + u

2
)︀

dt.

Варiант 15 ẋ1 = x2,ẋ2 = x1 + u
2;

x1(0) = 1, x2(0) = 0;

−1 6 u 6 2; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) = x1(1) + x2(1).

Варiант 16 ẋ1 = x2,ẋ2 = x1 + u;
x1(0) = 1, x2(0) = 1;

|u| 6 1; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) = x1(1) + x2(1).

Варiант 17 ẋ1 = x2,ẋ2 = u;
x1(0) = 0, x2(0) = 0;

|u| 6 2; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) =

1∫
0

x2 dt.

Варiант 18 ẋ1 = x2 + u,ẋ2 = x1 + u;
x1(0) = 2, x2(0) = 2;

|u| 6 1; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) = x21(1) +

1∫
0

u2 dt.

Варiант 19 ẋ1 = x2,ẋ2 = u;
x1(0) = 0, x2(0) = 0;

|u| 6 2; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) =

1∫
0

x1 dt.



148 Роздiл 5. Задача оптимального керування

Варiант 20 ẋ1 = x2,ẋ2 = x1 + 2u;
x1(0) = 0, x2(0) = 1;

|u| 6 2; t ∈ [0, 4]; 𝒥 (u) =

4∫
0

(︀
2x21 + u

2
)︀

dt.

Варiант 21 ẋ1 = x2 + 2u,ẋ2 = −x1 + u
2;

x1(0) = 1, x2(0) = 0;

u ∈ {−1, 0, 2} ; t ∈ [0, π]; 𝒥 (u) = x1(π) +

π∫
0

u dt.

Варiант 22 ẋ1 = x2,ẋ2 = −x1 + u;
x1(0) = 1, x2(0) = 1;

|u| 6 1; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) = x21(1) + x
2
2(1).

Варiант 23 ẋ1 = −u,

ẋ2 = x1 + 2u;
x1(0) = 0, x2(0) = 0;

|u| 6 1; t ∈ [0, 1]; 𝒥 (u) = x2(1).

Варiант 24 ẋ1 = −u,

ẋ2 = x1 + 3u;
x1(0) = 0, x2(0) = 0;

−1 6 u 6 2; t ∈ [0, 2]; 𝒥 (u) = x2(2) +

2∫
0

(︀
4x1 + u

2
)︀

dt.
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Варiант 25 ẋ1 = −x2,

ẋ2 = x1 + 2u;
x1(0) = 2, x2(0) = 1;

−1 6 u 6 2; t ∈ [0, 4]; 𝒥 (u) = x2(4) +

4∫
0

u dt.

5.7.2 Задача синтезу оптимального керування

Розглянемо матерiальну точку масою m, яка рухається по прямiй без спротиву.

Поставимо задачу переводу такої точки iз довiльного положення x0 до початку координат

за мiнiмальний час. Початкову швидкiсть v0 точки вважаємо вiдомою. Точка керується

деякою зовнiшньою силою F, яку можна змiнювати у певному дiапазонi [F1, F2].

Формалiзуємо задачу. Iз другого закону Ньютона для класичної механiки випливає,

що F⃗ = ma⃗, де a⃗— прискорення точки. Нехай x(t) — координата точки у момент часу t.

Тодi її швидкiсть у момент t є ẋ(t), а прискорення — ẍ(t). Перепишемо рiвняння руху у

скалярнiй формi:

mẍ(t) = F(t), F(t) ∈ [F1, F2] , t ∈ [0, T ] (5.26)

при початкових умовах x(0) = x0, ẋ(0) = v0. Тут T — час закiнчення руху, який потрiбно

визначити. При цьому x(T) = 0, ẋ(T) = 0.

Перепишемо рiвняння (5.26) у виглядi ẍ(t) =
F(t)

m
та введемо позначення: x(t) ≡

x1(t), ẋ ≡ x2(t), u(t) ≡
1

m
F(t). Отримаємо систему

ẋ1(t) = x2(t),ẋ2(t) = u(t)
(5.27)

з початковими умовами

x1(0) = x0, x2(0) = v0 (5.28)

та обмеженнями на функцiю u(t)

u(t) ∈
[︂
F1

m
,
F2

m

]︂
. (5.29)

Виходячи з умови задачi, у кiнцевий момент часу T координата та швидкiсть точки



150 Роздiл 5. Задача оптимального керування

повиннi дорiвнювати нулю, тобто

x1(T) = 0, x2(T) = 0, (5.30)

а час руху повинен бути мiнiмальним:

T → min . (5.31)

Задача (5.27)–(5.31) є задачею оптимального керування. Потрiбно знайти керу-

вання u(t), що задовольняє обмеженням (5.29), яке переводить об’єкт, що описується

системою (5.27), з початкового положення (5.28) у кiнцеве положення (5.30) за мiнiмаль-

ний час (5.31).

Завдання Розв’язати задачу вигляду (5.27)–(5.31) при заданих початкових умовах i

обмеженнях на керування. Проiлюструвати розв’язок графiчно.

Варiант 1 x1(0) = −1, x2(0) = 0; −1 6 u 6 1

Варiант 2 x1(0) = 3, x2(0) = 2; −1 6 u 6 2

Варiант 3 x1(0) = −1, x2(0) = 1; −3 6 u 6 1

Варiант 4 x1(0) = 1, x2(0) = 0; −2 6 u 6 1

Варiант 5 x1(0) = 1, x2(0) = 0; |u| 6
1

2

Варiант 6 x1(0) = 1, x2(0) = 0; −2 6 u 6 1

Варiант 7 x1(0) = 1, x2(0) = 0; −1 6 u 6 3

Варiант 8 x1(0) = 1, x2(0) = 1; −3 6 u 6 1

Варiант 9 x1(0) = 1, x2(0) = 0; |u| 6 2

Варiант 10 x1(0) = −2, x2(0) = 0; −1 6 u 6 1
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Варiант 11 x1(0) = 1, x2(0) = 3; |u| 6 2

Варiант 12 x1(0) = −1, x2(0) = 0; |u| 6 2

Варiант 13 x1(0) = −1, x2(0) = 1; |u| 6 1

Варiант 14 x1(0) = −2, x2(0) = 0; |u| 6 2

Варiант 15 x1(0) = −1, x2(0) = 0; −3 6 u 6 2

Варiант 16 x1(0) = 4, x2(0) = 2; −2 6 u 6 1

Варiант 17 x1(0) = 2, x2(0) = 0; |u| 6 2

Варiант 18 x1(0) = −2, x2(0) = 2; −1 6 u 6 3

Варiант 19 x1(0) = 1, x2(0) = 0; |u| 6
3

2

Варiант 20 x1(0) = 2, x2(0) = 0; |u| 6 2

Варiант 21 x1(0) = −1, x2(0) = 2; |u| 6 1

Варiант 22 x1(0) = −1, x2(0) = 0; −2 6 u 6 1

Варiант 23 x1(0) = 5, x2(0) = 1; |u| 6 1

Варiант 24 x1(0) = 2, x2(0) = 2; −2 6 u 6 1

Варiант 25 x1(0) = −2, x2(0) = 1; −1 6 u 6 2
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