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1. Вступ

В останні десятиліття інтенсивно розвивається теорія дифеоморфізмів
афіннозв’язних і риманових просторів, якi надiленi афінорними структурами різних
типів. Так, детально досліджувалися голоморфнопроективні відображення келеро
вих просторів із збереженням комплексної структури.

Разом з тим увагу багатьох геометрів привертають й інші
диференційногеометричні структури на многовидах: еструктури, fструктури, ква
терніонні та інші.

Властивості тензорів Рімана і Річчі, отримані нами для псевдоріманових просто
рів, наділених майже ермітовою абсолютно парралельною YHC−структурою, мо
жуть використовуватися при дослідженнях дифеоморфізмів риманових просторів із
спеціальними афінорними структурами.

Отримана нами структура аффінора, метричного тензора та символів Крістофеля
ріманового простору з вказаною структурою зазвичай застосовуються для пошуку
метрик спеціальних класів риманових просторів, що допускають певне відображе
ння.
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2. Основні поняття і визначення

Простором An афінної зв’язності називається дійсний многовид Xn класу Cr,
в якому визначено об’єкт афінної зв’язності Γ. Це означає, що в кожній локальній
системі координат (xi), i = 1, n, наXn задана сукупність функцій Γh

ij(x),що зміню
ються при будьякому перетворенні координат виду:

x′i = x′i(xj), i,j = 1, n,

згідно із законом:

Γ′h
ij(x

′) = Γα
βγ

∂xβ

∂x′i
∂xγ

∂x′j
∂x′h

∂xα
+

∂2xα

∂x′i∂x′j
∂x′h

∂xα
.

Якщо Γh
ij(x) = Γh

ji(x), тоAn називається простором афінної зв’язності без скруту.
Рімановим простором Vn називається дійсний многовид Xn класу Cr, в якому

визначено поле двічі коваріантного симетричного неособливого тензора gij, який
називається метричним тензором простору. У кожній локальній системі координат
на Xn його компоненти є відомими функціями классу Cr−1 від координат поточної
точкиW ∈ Xn, що задовольняють умовам:

gij = gji,

det||gij|| ̸= 0,

і при переході до нової системи координат:

x′i = x′i(xj), i,j = 1, n

змінюються таким чином:

g′ij(x
′) = gαβ(x)

∂xα

∂x′i
∂xβ

∂x′j
.

На Vn за допомогою метричного тензора формулами

Γh
ij = ghαΓij,α

Γij,k =
1

2
(−∂gij

∂xk
+

∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj

)
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визначаються символи Крістофеля другого роду, що є об’єктами афінної зв’язності
Γ на Vn (її називають рімановою зв’язністю).

За допомогою об’єкту зв’язності Γ на Vn будується тензор Рімана типа
(
1

3

)
:

Rh
·ijk = −

∂Γh
ij

∂xk
+

∂Γh
ik

∂xj
− Γα

ijΓ
h
kα + Γα

ikΓ
h
jα

що задовольняє умовам:
Rh

·ijk +Rh
·ikj = 0

Rh
·(ijk) = 0 (2.1)

Rh
·i(jk,l) = 0,

де «,» – знак коваріантної похідної за зв’язністю Γ.

Тензор типа
(
0

4

)
Rhijk = ghαR

α
·ijk

називається тензором кривини Vn який окрім умов на тензор Рімана, задовольняє
співвідношенням:

Rhijk +Rihjk = 0

Rhijk +Rhikj = 0

Rhijk −Rjkhi = 0

Тензор типа
(
0

2

)
Rij = Rα

·ijα

називається тензором Річчі простору Vn. Він за необхідністю симетричний:

Rij = Rji,

а його слід:
R = Rαβg

αβ

називається скалярною кривиною простору Vn.

Символами Кронекера δhi називається тензор типа
(
1

1

)
, який задовольняє спів

відношенню: δhi =

{
1, h = i

0, h ̸= i
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Секційна кривизна Vn в даному двовимірному напрямкуE2{λ1,λ2} задається фор
мулою:

K =
Rαβγδλ

α
1λ

β
2λ

γ
1λ

δ
2

(gαγgβδ − gαδgβγ)λα
1λ

β
2λ

γ
1λ

δ
2

.
Рімановий простір Vn називається простором сталої кривини, якщо в кожній

точціM(x) ∈ Vn секційна кривина стала, тобтоK(x) = const.
Для того, щоб рімановий простір мав сталу кривину, необхідно і достатньо, щоб

його тензор Рімана мав вигляд:

Rhijk = K (ghjgik − ghkgij)

Надалі нам знадобиться тотожність Річчі для тензора типу
(
1

1

)
, що вира

жає в тензорній формі незалежність змішаних частинних похідних другого порядку
компонент тензора від порядку диференціювання

F h
i,[jk] = −F h

i,jk + F h
i,kj = −F α

i R
h
·ajk + F h

αR
α
·ijk

Рімановий простір Vn називається (локально) приведеним, якщо в деякому околі
D кожної його точки M може бути вибрана така система координат y1, y2, . . . , yn

відносно якої основна метрична форма має вигляд:

I = gab(x
c)dxadxb + gαβ(x

γ)dxαdxβ,a, b, c = 1, k, α, β, γ = k + 1, n.

Тут gab передбачаються залежними тільки від x1, x2, ..., xk, а gαβ – тільки від
xk+1, xk+2, ..., xn. Тим самим приведений рімановий простір Vn згідно означенню
представляє собою добуток ріманового простору Vm (віднесеного до координат
x1, x2, ..., xk) з основною метричною формою gab(x

c)dxadxb на рімановий простір
Vn−m(віднесеного до координатxk+1, xk+2, ..., xn) з метричноюформою gαβ(x

γ)dxαdxβ.
Дійсний диференційований многовид Xn класу Cr вважається наділеним афі

норною структурою [6], якщо на ньому задано поле F тензора типу
(
1

1

)
.

Афінорна структураF називається інтегрованою (локально) [6], якщо в деякому
околі кожної точки многовиду існує така система координат, щодо якої всі компо
ненти F h

i в цій області є сталими. Відомо, що необхідною і достатньою ознакою
локальної інтегрованості F h

i є існування на Xn симетричної афінної зв’язності Γ,
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щодо якої ця структура абсолютно паралельна [6], тобто

F h
i,j = 0

У літературі, як правило, розглядаються афінорні структури при різних алгебра
їчних і диференціальних умовах. Так, наприклад, структура F h

i така, що

F h
αF

α
i = eδhi

називається еструктурою (еліптичного типу при e = −1, параболічного типу
при e = 0, структурою гіперболічного типу  при e = 1) [6].

Домовимося операцію згортання з афінором позначати наступним чином:

Si = SαF
α
i ,

Si = SαF i
α.

В сучасній літературі, присвяченій вивченню афінорних структур на рімановому
просторі, як правило, афінорна структура узгоджується з метрикою. Ми розглядає
мо структуру четвертого порядку на рімановому просторі (Vn, gij), яка задовольняє
таким алгебраїчним умовам:

F h
αF

α
β F

β
γ F

γ
i ± F h

αF
α
i = 0.

Fij + Fji = 0 (Fij = giαF
α
j )

В подальшому будемо розглядати тільки випадок

F h
αF

α
β F

β
γ F

γ
i − F h

αF
α
i = 0

Домовимося цю структуру називати структурой ЯноХоуЧена або
YHC−структурою.

Будемо вважати розглянуті в подальшому афінорні структури абсолютно пара
лельними (коваріантно сталими) в Vn, тобто

F h
i,j ≡ 0
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3. Властивості тензорів Рімана і Річчі ріманових просторів з абсолютно
параленьною YHC−структурою

Розглянемо рімановий простір (Vn, gij, F
h
i ), на якому визначена афінорна стру

ктура F виду:
F h
αF

α
β F

β
γ F

γ
i − F h

αF
α
i = 0 (3.1)

Fij + Fji = 0 (Fij = giαF
α
j ) (3.2)

F h
i,j ≡ 0 (3.3)

В ріманових просторах, наділених YHC− структурою при умові коваріантної
сталості афінора F природним чином виникають умови на тензори Рімана і Річчі.

В нашому випадку, з огляду на F h
i,j ≡ 0, маємо F h

i,jk ≡ 0 і, значить,
F h
i,[jk] = F h

i,jk − F h
i,kj ≡ 0. Застосовуючи тотожність Річчі, звідси отримуємо:

Rh
· ijk −Rh

· ijk = 0 (3.4)

або відповідно до (2.1):
Rhijk +Rhijk = 0, (3.4′)

Зробимо в (3.4) сполучення за індексом k враховуючи (3.2):

Rhijk +Rhijk = 0

Згідно (3.4′), маємо:
Rhijk −Rhijk = 0. (3.5)

Звідси на підставі алгебраїчної тотожності Бьянкі після альтернування по i,j маємо:

Rh[ij]k = Rhkji (3.6)

та
Rh[ij]k = Rhkji (3.7)

З (3.5) отримуємо:
Rh[ij]k −Rh[ij]k = 0,

але, згідно (3.6) та (3.7), отримаємо, що

Rhijk = Rhijk.
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Тоді, враховуючи (3.4′):
R

hijk
= R

hijk
(3.8)

А з визначення YHC−структури (3.1)− (3.3) випливає:

R
hijk

= R
hijk

,

тогда, с учетом (3.8), получаем, что

R
hijk

= R
h i jk

Згортаючи (3.4′) з метричним тензором gjk:

Rhi = −Rhi, (3.9)

і сполучимо за h:
R

hi
= −Rhi

За властивостю (3.4′), отримаємо:

R
hi
= R

hi

Таким чином, отримали, що з властивості (3.4′) випливає: операція сполучення
для тензора Рімана володіє косою симетрією для першого індексу з другим і для
третього індексу з четвертим. Схожий висновок для властивості (3.9)  опреация
сполучення для тензора Річчі володіє косою симетрією.
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4. Канонічний вид афінора в ріманових просторах з абсолютно параленьною
YHC−структурой

Нехай ρ – власне значення афінора,
1

F відповідне власному вектору λ, тобто:

F h
αλ

α = ρλh, (4.1)

Згортаючи цю рівність з F h
k за індексом h тричі, отримуємо:

F h
αF

α
β F

β
γ F

γ
δ λ

δ = ρF h
αF

α
β F

β
γ λ

γ = ρ2F h
αF

α
β λ

β = ρ3F h
αλ

α = ρ4λh, (4.2)

тоді, скориставшись (2.1), отримаємо: ρ4 = ρ2, і, значить, власні значення афінора
F такі:

ρ1 = 0, ρ2 = 1, ρ3 = −1.

Нехай їх кратність k1, k2, k3. Причому k1 + k2 + k3 = n.

У відповідності до вище вказаного, в кожній точці x простору Vn матриця афі
нора за допомогою спеціального вибору базиса дотичного простору TxVn

може бути
приведена до виду:

(F h
i ) =

k11{
k12{
k2 {
k3 {


0 0 0 0

Ek1 0 0 0

0 0 Ek2 0

0 0 0 −Ek3

 , k11 = k12 =
1
2(n− k2 − k3) (4.3)

Звідси випливає, що F α
α = k2 − k3, а при k2 = k3 : F

α
α = 0.

Надалі будемо користуватися саме цією системою координат і називати її ада
птованою до аффінору. Для

2

F маємо в даному базисі
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2

(F h
i )=

k11{
k12{
k2 {
k3 {


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 Ek2 0

0 0 0 Ek3

 , (4.4)

причому
2

F α
α= k2 + k3.

Для
3

F маємо в даному базисі

(
3

F h
i ) =

k11{
k12{
k2 {
k3 {


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 Ek2 0

0 0 0 −Ek3

 ,

причому
3

F α
α= k2 − k3, а при k2 = k3 :

3

F α
α= 0.
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5. Метричний тензор ріманових просторів з абсолютно параленьною
YHC−структурою в адаптованій системі координат

В випадку абсолютно параленьної структури F приводиться до виду, вказаному
в попередньому параграфі, в деякому околі кожної точки простору, оскільки стру
ктура в цьому випадку інтегрована. В такій спеціальній системі координат набуває
специфіки матриця метричного тензора.

Згідно (3.2), дослідимо структуру метричного тензора використовуючи резуль
тати попереднього розділу. Позначимо

(ghi) =


A11 A12 A13 A14

A21 A22 A23 A24

A31 A32 A33 A34

A41 A42 A43 A44


З визначення метричного тензора випливає:

Aij = AT
ji. (5.1)

Запишемо умову (3.2) в матричній формі:

(ghαF
α
i ) = −(giαF

α
h ),

де

(F h
i ) =

k11{
k12{
k2 {
k3 {


0 0 0 0

Ek1 0 0 0

0 0 Ek2 0

0 0 0 −Ek3


Залежність між блоками метричного тензора така:

A12 = −A21, A33 = −A33, A44 = −A44,

A13 = A14 = A22 = A23 = A24 = A31 = A32 = A41 = A42 = 0,



13

враховуючи (5.1), отримаємо, що

A12 = −A21,

A13 = A14 = A22 = A23 = A24 = A31 = A32 = A33 = A41 = A42 = A44 = 0.

Отже маємо:

(gih) =


A11 A12 0 0

−A12 0 0 0

0 0 0 A34

0 0 A43 0

 . (5.2)
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6. Символи Крістоффеля ріманових просторів з абсолютно параленьною
YHC− структурою в адаптованій системі координат

Розглянемо рімановий простір (Vn, gij, F
h
i ), на якому визначена афінорна стру

ктура F виду (3.1)  (3.3).
З огляду на те,що афінор

1

F коваріантно сталий вVn, отримаємо специфіку об’єкта
в ріманової зв’язності Γ в даній системі координат. Розіб’ємо систему рівнянь

2

F h
i,j=

∂
2

F h
i

∂xj
+

2

F α
i Γh

jα−
2

F h
α Γα

ji = 0 (6.1)

i, j, h, α = 1, n

на групи, вважаємо
a1, b1, c1, d1, ... = 1, k1,

a2, b2, c2, d2,... = k1 + 1, n.

Враховуючи, що в вибраній системі координат компоненти афінора мають вигляд
(4.4), вірні наступні рівності:

∂
2

F h
i

∂xj
= 0,

2

F a1
b1
=

2

F a1
b2
=

2

F a2
b1
= 0,

2

F a2
b2
= δa2b2 ,

2

F h
i,j =

∂
2

F h
i

∂xj
+

2

F α
i Γh

jα−
2

F h
α Γα

ji = 0,

маємо:
1) при h = a1, i = b1, j = c1 :

2

F a1
b1,c1

=
2

F d1
b1

Γa1
c1d1

+
2

F d2
b1

Γa1
c1d2

−
2

F a1
d1

Γd1
c1b1

−
2

F a1
d2

Γd2
c1b1

= 0 ⇒
2

F a1
b1,c1

= 0,

2) при h = a1, i = b1, j = c2 :
2

F a1
b1,c2

=
2

F d1
b1

Γa1
c2d1

+
2

F d2
b1

Γa1
c2d2

−
2

F a1
d1

Γd1
c2b1

−
2

F a1
d2

Γd2
c2b1

= 0 ⇒
2

F a1
b1,c2

= 0,

3) при h = a1, i = b2, j = c1 :
2

F a1
b2,c1

=
2

F d1
b2

Γa1
c1d1

+
2

F d2
b2

Γa1
c1d2

−
2

F a1
d1

Γd1
c1b2

−
2

F a1
d2

Γd2
c1b2

= 0 ⇒ Γa1
c1b2

= 0,
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4) при h = a1, i = b2, j = c2 :
2

F a1
b2,c2

=
2

F d1
b2

Γa1
c2d1

+
2

F d2
b2

Γa1
c2d2

−
2

F a1
d1

Γd1
c2b2

−
2

F a1
d2

Γd2
c2b2

= 0 ⇒ Γa1
c2b2

= 0,

5) при h = a2, i = b1, j = c1 :
2

F a2
b1,c1

=
2

F d1
b1

Γa2
c1d1

+
2

F d2
b1

Γa2
c1d2

−
2

F a2
d1

Γd1
c1b1

−
2

F a2
d2

Γd2
c1b1

= 0 ⇒ Γa2
c1b1

= 0,

6) при h = a2, i = b1, j = c2 :
2

F a2
b1,c2

=
2

F d1
b1

Γa2
c2d1

+
2

F d2
b1

Γa2
c2d2

−
2

F a2
d1

Γd1
c2b1

−
2

F a2
d2

Γd2
c2b1

= 0 ⇒ Γa2
c2b1

= 0,

7) при h = a2, i = b2, j = c1 :
2

F a2
b2,c1

=
2

F d1
b2

Γa2
c1d1

+
2

F d2
b2

Γa2
c1d2

−
2

F a2
d1

Γd1
c1b2

−
2

F a2
d2

Γd2
c1b2

= 0 ⇒
2

F a2
b2,c1

= 0,

8) при h = a2, i = b2, j = c2 :
2

F a2
b2,c2

=
2

F d1
b2

Γa2
c2d1

+
2

F d2
b2

Γa2
c2d2

−
2

F a2
d1

Γd1
c2b2

−
2

F a2
d2

Γd2
c2b2

= 0 ⇒
2

F a2
b2,c2

= 0,

З цих умов безпосередньо випливає, що

Γa1
c1b2

= Γa1
c2b2

= Γa2
c1b1

= Γa2
c2b1

= 0. (6.2)
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7. Специфіка ріманових просторів з абсолютно параленьною
YHC−структурою

Розглянемо рімановий простір(Vn, gij, F
h
i ), на якому визначена афінорна стру

ктура F виду (3.1)− (3.3).
З огляду на (6.2) зв’язок між символами Крістоффеля I i II рода маємо:

Γa1
c1b2

= Γa1
c2b2

= Γa2
c1b1

= Γa2
c2b1

= 0.

Із структури метричного тензора (5.2) випливає, що |ga1b1| ̸= 0, |ga2b2| ̸= 0, тому
остання рівність говорить про те, що

Γc1b2,d1 =
1

2

(
−∂gc1b2

∂xd1
+

∂gb2d1
∂xc1

+
∂gd1c1
∂xb2

)
=

∂gd1c1
∂xb2

= 0.

Можемо зробити висновок, що ga1b1 не залежить від змінних (xc2), тобто

ga1b1 = ga1b1(x
c1).

Далі із

Γc2b2,d1 =
1

2

(
−∂gc2b2

∂xd1
+

∂gb2d1
∂xc2

+
∂gd1c2
∂xb2

)
=

∂gc2b2
∂xd1

= 0 ⇒ ga2b2 = ga2b2(x
c2).

Можемо зробити висновок, що ga2b2 не залежить від змінних (xc1), тобто

ga2b2 = ga2b2(x
c2).

Розглянемо псевдорімановий простір V2k1 з метричним тензором

(gab(x
c)) =

(
gA1 B1

gA1 B1+k1

−gA1 B1+k1 0

)
, (7.1)

і афінорною структурою

F a
b =

(
0 0

Ek1 0

)
, (7.2)

A1, B1 = 1, k1,

a, b, c = 1,n.
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Безпосереднім обчисленням перевіряється, що афінор F a
b і V2k1 задовольняє умовам

F a
αF

α
b = 0,

F a
b≀c = 0,

Fab + Fba = 0,

де ” ≀” знак коваріантної похідної по зв’язності V2k1. Таким чином, (V2k1, gab(x
c), F a

b )

являється келеровим простором параболічного типу відносно афінораF a
b , при цьому

(7.1), (7.2) вигляд матриць gab(x
c) і F a

b в системі координат xc,  адаптованою до
афінора F a

b .
Розглянемо псевдорімановий простір Vn−2k1 з метричним тензором

(gpq(x
r)) =

(
0 gA2 B2

gB2 A2
0

)
, (7.3)

і афінорною структурою

F p
q =

(
Ek2 0

0 −Ek3

)
, (7.4)

A2, B2 = 1, n− 2k1 − k3,

p,q,r = 1,n.

Безпосереднім обчисленням перевіряється, що афінор F p
q і Vn−2k1 задовольняє умо

вам
F p
αF

α
q = δpq ,

F p
q≀r = 0,

Fpq + Fqp = 0,

де ” ≀ ” знак коваріантної похідної по зв’язності Vn−2k1. Таким чином,
(Vn−2k1, gpq(x

r), F p
q ) являється келеровим простором гіперболічного типу відносно

афінора F p
q , при цьому (7.3), (7.4) вигляд матриць gpq(xr) і F p

q в системі координат
xr,  адаптованою до афінора F p

q .
Має місце

Теорема 1. Псевдорімановий простір (Vn, gij, F
h
i ), в якому афінор F h

i задовольняє
умовам (3.1), (3.3) , локально приводимий і представляє собою добуток
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(Vn, gij(x
h), F h

i (x
h)) = (V2k1, gab(x

c), F a
b )× (Vn−2k1, gpq(x

r), F p
q ),

де келеровий простір V2k1 параболічного типу з метричним тензором gab(x
c) і афі

нором F a
b (x

c), a, b, c = 1, n− 2k1, який в адаптованій до F a
b системі координат (xc)

має вигляд (7.1), (7.2) і келеровий простір Vn−2k1 гіперболічного типу з метричним
тензором gpq(x

r) і афінором F p
q (x

r), p, q, r = n− 2k1 + 1, n, який в адаптованій до
F p
q системі координат (xr) має вигляд (7.3), (7.4).
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8. Про існування абсолютно паралельної афінорної YHC− структури на
рімановому просторі сталої кривини

Розглянемо (Vn, gij, F
h
i ) сталої кривини і з’ясуємо, чи може на ньому існувати

афінорна структура, що задовольняє умовам (3.1)− (3.3).
Тензор Рімана в просторі сталої кривини має вигляд

Rhijk = K(ghjgik − ghkgij). (8.1)

З (8.1) випливає:
Rhijk = K(ghjgik − ghkgij)

Rhijk = K(ghjgik − ghkgij) (8.2)

В §3 були отримані властивості тензора Рімана ріманового простору
з YHC−структурою. Зокрема

Rhijk +Rhijk = 0,

З огляду на (8.2) ця рівність виглядає таким чином:

K(ghjgik − ghkgij) +K(ghjgik − ghkgij) = K(ghjgik − ghkgij + ghjgik − ghkgij) = 0

Згортаючи отриману рівність з тензором gik за індексами i, k отримаємо

K(nghj − ghj − ghj) = K(n− 2)ghj = 0.

Звідси випливає, що або ghj = 0, абоK = 0 при n ̸= 2. Але ghj ̸= 0, а n ≥ 4 в цілому
для простору з афінором при умовах (3.1).

ОтжеK = 0.
Теорема 2. Ріманові простори сталої кривини, відмінні від пласких, не допускають
коваріантно сталу YHC− структуру.
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