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ВСТУП

Дипломна робота присвячена розв’язанню антиплоскої задачi теорiї
пружностi для складеної смуги, на верхню грань якої дiє механiчне наван-
таження, а мiж матерiалами розташована трiщина. Дана задача є типовою
модельною задачею, оскiльки смуга може використовуватися в багатьох
конструкцiях. Вихiдна задача зводиться до одновимiрної разривної кра-
йової задачi за допомогою iнтегрального перетворення. Для знаходження
розв’язку побудовано функцiю Грiна. Отримано вирази для функцiй пере-
мiщення та напружень, що мiстять невiдому функцiю стрибка перемiщень
на трiщинi. Сформульовано сингулярне iнтегральне рiвняння вiдносно цiєї
функцiї та видiлена сингулярна частина рiвняння.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглянемо антиплоскьу задачу для складеного тiла з мiжфа-
зною трiщиною. Воно складається з двох материалiв с модулями
пружностi 𝐺1 та 𝐺2.

∆𝑤(𝑥,𝑦) =
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0, − 𝑎 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < ℎ, 𝑦 ̸= 𝑏

Нижня частина закрiплена, а до верхньої прикладено дотичне напруження.

𝑤

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= 0; 𝜏𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=ℎ

= 𝐺2
𝜕𝑤

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=ℎ

= 𝑝(𝑥)

Боковi частини 𝑥 = ±𝑎 закрiпленi

𝑤(−𝑎) = 𝑤(𝑎) = 0

Умови сполучення шарiв:

< 𝑤 >= 𝑤(𝑥,𝑏− 0)− 𝑤(𝑥,𝑏+ 0) = 𝑋(𝑥)

< 𝜏𝑦𝑧 >= 𝐺1
𝜕𝑤

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏−0

−𝐺2
𝜕𝑤

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏+0

= 0
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РОЗДIЛ 2

ОСНОВНА ЧАСТИНА

Iнтегральне перетворення

Скористаємось скiнченим sin - перетворенням за змiнною 𝑥 на (−𝑎,𝑎).

𝑤𝑛(𝑦) =

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑤(𝑥,𝑦) sin𝛼𝑥𝑑𝑥, 𝛼 =
𝜋𝑛

𝑎

З формулою обернення:

𝑤(𝑥,𝑦) =
1

𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑤𝑛(𝑦) sin𝛼𝑥

Розривна крайова задача

Отримаємо розривну крайову задачу

𝑤′′
𝑛(𝑦)− 𝛼2𝑤𝑛(𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < ℎ, 𝑦 ̸= 𝑏

З крайовими умовами:

𝑤𝑛(0) = 0, 𝑤′
𝑛(ℎ) =

𝑝𝑛
𝐺2

Та умовами сполучення:

< 𝑤𝑛 >= 𝑋𝑛 =

∫︁ 𝑐

−𝑐

𝑋(𝑥) sin𝛼𝑥

< 𝜏𝑦𝑧,𝛼 >= 𝐺1𝑤
′
𝑛(𝑏− 0)−𝐺2𝑤

′
𝑛(𝑏+ 0) = 0
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Побудова функцiї Грiна

Функцiю Грiна будемо шукати в виглядi

𝐺(𝑦,𝜉) = Φ𝑛(𝑦)−
1∑︁

𝑘=0

𝜓𝑘(𝑦)𝑈𝑘[Φ]

Фундаментальна функцiя має вигляд:

Φ𝑛(𝑦,𝜉) = − 1

2𝛼
𝑒−𝛼|𝑦−𝜉|

𝜕Φ

𝜕𝑦
=

1

2
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝜉)𝑒−𝛼|𝑦−𝜉|

𝑈0[Φ] = Φ

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= − 1

2𝛼
𝑒−𝛼𝜉

𝑈1[Φ] =
𝜕Φ

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=ℎ

=
𝛼

2
𝑠𝑖𝑔𝑛(ℎ− 𝜉)𝑒−𝛼|ℎ−𝜉|

Знайдемо базисну систему рiшень

𝜓0(𝑦) =
ch(𝛼(ℎ− 𝑦))

ch𝛼ℎ

𝜓1(𝑦) =
sh(𝛼𝑦)

𝛼 ch(𝛼ℎ)

Тож функцiя Грiна задачi має вигляд

𝐺𝑛(𝑦,𝜉) =
1

2𝛼
(−𝑒−𝛼|𝑦−𝜉| + 𝑒−𝛼𝜉 𝑐ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

ch𝛼ℎ
− 𝑒−𝛼(ℎ−𝜉) sh𝛼𝑦

𝛼 ch𝛼ℎ
)

А її похiднi:

𝜕𝐺(𝑦,𝜉)

𝜕𝑦
=
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝜉)𝑒−𝛼|𝑦−𝜉|

2
− 𝑒𝛼𝜉

2

sh𝛼(ℎ− 𝑦)

ch𝛼ℎ
− 𝑒−𝛼(ℎ−𝜉)

2

ch𝛼𝑦

ch𝛼ℎ

𝜕𝐺(𝑦,𝜉)

𝜕𝜉
=
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝜉 − 𝑦)𝑒−𝛼|𝑦−𝜉|

2
− 𝑒−𝛼𝜉

2

𝑐ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

ch𝛼ℎ
− 𝑒−𝛼(ℎ−𝜉)

2

sh𝛼𝑦

ch𝛼ℎ
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𝜕2𝐺(𝑦,𝜉)

𝜕𝑦𝜕𝜉
=
𝛼𝑒−𝛼|𝑦−𝜉|

2
+
𝛼𝑒−𝛼𝜉

2

𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

ch𝛼ℎ
− 𝛼𝑒−𝛼(ℎ−𝜉)

2

ch𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ

Розв’язок розривної крайової задачi запишемо як:

𝑤𝑛(𝑦) =
𝑝𝑛
𝐺2
𝜓1(𝑦)− 𝐴1𝐺𝑛(𝑦,𝑏) +𝑋𝑛

𝜕𝐺

𝜕𝜉
(𝑦,𝜉)

⃒⃒⃒⃒
𝜉=𝑏

=

=
𝑝𝑛
𝐺2

sh𝛼𝑛𝑦

𝛼𝑐ℎ𝛼ℎ
− 1

2
𝑋𝑛

(︂
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| +

𝑐ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ(𝛼ℎ)
𝑒−𝛼𝑏

+
𝑠ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
+

1

2
𝐴1

(︂
𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| − 𝑐ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 +

𝑠ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼𝑦
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂

Тодi 𝑤′
𝑛(𝑦):

𝑤′
𝑛(𝑦) =

𝑝𝑛
𝐺2

𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
+
𝛼𝑋𝑛

2

(︂
𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| +

𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
−

−1

2
𝐴1

(︂
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| +

𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
𝐴1 знайдемо з умови

< 𝜏𝑦𝑧,𝑛 >= (
𝐺1

𝐺2
−1)𝑝𝑛

𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
+
𝛼𝑋𝑛

2
(𝐺2−𝐺1)

(︂
1+

𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏− 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
+

+
𝐴1

2

(︂
(𝐺1 +𝐺2) + (𝐺2 −𝐺1)(

𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 +

𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
= 0

Позначимо ∆ = 𝐺2+𝐺1+(𝐺2−𝐺1)

(︂
𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏+

𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
, тодi

𝐴1 = 2

(︂
1−𝐺1

𝐺2

)︂
𝑝𝑛

𝑐ℎ𝛼𝑏

∆𝑛𝑐ℎ𝛼𝑛ℎ
−(𝐺2−𝐺1)

𝛼𝑋𝑛

∆𝑛

(︂
1+

sh𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏− 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂

Пiдставимо в 𝑤′
𝑛(𝑦) i отримаємо

𝑤′
𝑛(𝑦) =𝑀𝑛(𝑦)𝑝𝑛 +𝐾𝑛(𝑦)𝑋𝑛

𝑀𝑛(𝑦) =
𝑐ℎ𝛼𝑦

𝐺2𝑐ℎ𝛼ℎ
− (1− 𝐺1

𝐺2
)
𝑐ℎ𝛼𝑏

∆𝑛𝑐ℎ𝛼ℎ

(︂
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)𝑒−𝛼|𝑦−𝑏|+



8

+
𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
𝐾𝑛(𝑦) =

𝛼

2

(︂
𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| +

𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
+

+(𝐺2−𝐺1)
𝛼

2∆𝑛

(︂
1+

𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏− 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
·
(︂
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦− 𝑏)𝑒−𝛼|𝑦−𝑏|−

−𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂

Обернення розв’язку

За формулою обеернення отримаємо рiшення крайової задачi у про-
сторi оригiналiв.

𝑤(𝑥,𝑦) =
1

𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑤𝑛(𝑦)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦
=

1

𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑤′
𝑛(𝑦) sin𝛼𝑥

За умовою на трiщинi

𝜏𝑦𝑧(𝑥,𝑏+ 0) = 𝐺2
𝜕𝑤

𝜕𝑦
=
𝐺2

𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑤′
𝑛(𝑦)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 = 0

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑀𝑛(𝑦)𝑝𝑛 +𝐾𝑛(𝑏+ 0)𝑋𝑛

)︂
𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥 = 0

𝑋𝑛 =

∫︁ 𝑐

−𝑐

𝑋(𝜂) sin𝛼𝜂𝑑𝜂

Змiнюючи порядок сумування та iнтегрування отримаємо∫︁ 𝑐

−𝑐

𝑋(𝜂)

(︂
𝐾𝑛(𝑏+ 0) sin𝛼𝜂 sin𝛼𝑥

)︂
𝑑𝜂 = −

∞∑︁
𝑛=1

𝑃𝑛𝑀𝑛(𝑏+ 0)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥
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Отримали iнтегральне рiвняння∫︁ 𝑐

−𝑐

𝑋(𝜂)𝑅(𝑥,𝜂)𝑑𝜂 = 𝑇 (𝑥)

𝑅(𝑥,𝜂) = 𝐾𝑛(𝑏+ 0) sin𝛼𝜂 sin𝛼𝑥

𝑇 (𝑥) = −
∞∑︁
𝑛=1

𝑃𝑛𝑀𝑛(𝑏+ 0)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥

Для вiдокремлення з ядра рiвняння сингулярної частини запишемо
𝐾𝑛(𝑦) у виглядi:

𝐾𝑛(𝑦) =
𝛼𝑛

2

(︂
1 +

(𝐺2 −𝐺1)

∆𝑛

)︂
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| +𝑁𝑛(𝑦)

𝑁𝑛(𝑦) =
𝛼

2

(︂
𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
+

+
𝛼(𝐺2 −𝐺1)

2∆𝑛

(︂
𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
·
(︂
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)𝑒−𝛼|𝑦−𝑏|−

−𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏−𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂
−𝛼(𝐺2 −𝐺1)

2∆𝑛

(︂
sh𝛼(ℎ− 𝑦)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏+

𝑐ℎ𝛼𝑦

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼|ℎ−𝑏|

)︂

Ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝑁𝑛(𝑦) sin𝛼𝑥 sin𝛼𝜂 сходиться рiвномiрно i можно перейти до 𝑦 −→

𝑏+ 0.

𝑁𝑛(𝑏) =
𝛼

2

(︂
𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏 − 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒𝛼(ℎ−𝑏)

)︂(︂
1 +

𝐺2 −𝐺1

∆𝑛

(︂
1−

−𝑠ℎ𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏− 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼(ℎ−𝑏)

)︂)︂
−𝛼(𝐺2 −𝐺1)

2∆𝑛

(︂
sh𝛼(ℎ− 𝑏)

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼𝑏+

𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ
𝑒−𝛼|ℎ−𝑏|

)︂
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Представимо

1 +
𝐺2 −𝐺1

∆𝑛
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏) = 1 +

𝐺2 −𝐺1

𝐺2 +𝐺1
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)−

−(𝐺2 −𝐺1)
2

𝐺2 +𝐺1

𝑠ℎ𝛼(ℎ−𝑏)
𝑐ℎ𝛼ℎ 𝑒−𝛼𝑏 + 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ𝑒
−𝛼(ℎ−𝑏)

∆𝑛
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)

Розглянемо
∞∑︁
𝑛=1

𝛼

2

(︂
1 +

𝐺2 −𝐺1

𝐺2 +𝐺1
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)

)︂
𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| sin𝛼𝑥 sin𝛼𝜂, ряд роз-

бiгається при 𝑦 −→ 𝑏+ 0. При 𝑦 ̸= 𝑏 вiн збiгається рiвномiрно, перепишемо

∞∑︁
𝑛=1

𝛼

2

(︂
1 +

𝐺2 −𝐺1

𝐺2 +𝐺1
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)

)︂
𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| sin𝛼𝑥 sin𝛼𝜂 =

= − 𝑑

𝑑𝑥2

∞∑︁
𝑛=1

1

2𝛼

(︂
1 +

𝐺2 −𝐺1

𝐺2 +𝐺1
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑦 − 𝑏)

)︂
𝑒−𝛼|𝑦−𝑏| sin𝛼𝑥 sin𝛼𝜂

Переходячи до 𝑦 −→ 𝑏+ 0, отримаємо − 𝐺2

𝐺2 +𝐺1

∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼
sin𝛼𝑥 sin𝛼𝜂

Перетворимо, скористуючись формулою 5.4.2.9 из А.П. Пруднiков "Iнте-
грали та ряди"

∞∑︁
𝑛=1

cos𝑛𝑥

𝑛
= −𝑙𝑛(2𝑠𝑖𝑛(|𝑥|

2
)), 𝑥 ̸= 0

∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼
sin𝛼𝑥 sin𝛼𝜂 =

𝑎

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

sin(𝑛 · 𝜋𝑥
𝑎 ) sin(𝑛 · 𝜋𝜂

𝑛 )

𝑛
=

=
𝑎

2𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(︂
cos𝑛𝜋

𝑎(𝑥− 𝜂)

𝑛
−

cos𝑛𝜋
𝑎(𝑥+ 𝜂)

𝜂

)︂
=

=
𝑎

2𝜋

(︂
− 𝑙𝑛(2 sin |𝜋

𝑎
(𝑥− 𝜂)|) + 𝑙𝑛(2 sin |𝜋

𝑎
(𝑥+ 𝜂)|)

)︂
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Отже рiвняння прийме вигляд

𝐺2

2𝜋(𝐺1 +𝐺2)

𝑑2

𝑑𝑥2

∫︁ 𝑐

−𝑐

𝑋(𝜂)

(︂
𝑙𝑛(2 sin

𝜋

𝑎
|𝑥− 𝜂|)− 𝑙𝑛(2 sin

𝜋

𝑎
|𝑥+ 𝜂|)

)︂
𝑑𝜂+

+

∫︁ 𝑐

−𝑐

(︂ ∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑁𝑛(𝑏)−

(𝐺2 −𝐺1)
2

𝐺2 +𝐺1

𝑠ℎ𝛼(ℎ−𝑏)
𝑐ℎ𝛼ℎ 𝑒−𝛼𝑏 + 𝑐ℎ𝛼𝑏

𝑐ℎ𝛼ℎ𝑒
−𝛼(ℎ−𝑏)

∆𝑛

)︂
sin𝛼𝑥 sin𝛼𝜂

)︂
𝑑𝜂 =

= −
∞∑︁
𝑛=1

𝑃𝑛𝑀𝑛(𝑏+ 0)𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥, − 𝑐 < 𝑥 < 𝑐
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ВИСНОВКИ

В дипломнiй роботi була розглянута антиплоска задача теорiї пру-
жностi для складеної смуги з мiжфазною трiщиною, яка була зведена до
розв’язку iнтегрального рiвняння вiдносно невiдомого стрибка перемiще-
ння на трiщинi. В iнтегральному рiвняння була вiдокремлена сингулярна
частина. В подальших роботах, пiсля розв’язання iнтегрального рiвняння
зможемо побудувати графiки отриманого рiшення
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