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ВСТУП

Диференцiальнi системи, побудованi на основi регулярних i сингуляр-
них жмуткiв матриць, нинi становлять один iз фундаментальних об’єктiв
дослiдження сучасної прикладної та теоретичної математики. Їхня поява
зумовлена необхiднiстю опису широкого спектра динамiчних процесiв, у
яких еволюцiя системи визначається не лише властивостями диференцi-
ального рiвняння, а й структурою матричних операторiв, що можуть бути
як невиродженими, так i сингулярними. Подiбнi моделi вiдiграють ключо-
ву роль у математичнiй фiзицi, оптимальному та адаптивному керуваннi,
теорiї автоматичного регулювання, технiчнiй механiцi, бiосистемах, еконо-
мiчнiй динамiцi та iнших галузях, де необхiдно поєднати аналiтичнi методи
з коректною iнтерпретацiєю фiзичних чи iнженерних процесiв.

Початок систематичного вивчення таких систем пов’язують iз працями
Ф. Р. Гантмахера, який на основi елементарних дiльникiв жмутка матриць
запропонував спосiб побудови повного розв’язку для систем виду

𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡),

де 𝐴 i 𝐵 — сталi матрицi розмiру 𝑚 × 𝑛, вектор-функцiя 𝑓 : 𝐷 → ℜ𝑚,

визначена на областi 𝐷 = {(𝑡,𝑥) : 0 < |𝑡| ≤ 𝑎, ‖𝑥‖ ≤ 𝑏}, 0 < 𝑎, 𝑏 = const.

Вiн встановив зв’язок мiж алгебраїчною структурою жмутка 𝐴+ 𝜆𝐵

та властивостями вiдповiдної диференцiальної системи. Надалi цi резуль-
тати були суттєво розширенi для випадкiв, коли жмуток залежить вiд
часу, тобто для систем зi змiнними матрицями 𝐴(𝑡) + 𝜆𝐵(𝑡), що призвело
до формування окремого напряму — теорiї функцiональних матриць та
сингулярних операторiв.

Питання про класифiкацiю жмуткiв, побудову канонiчних форм i
опис спектральних характеристик стали центральними у дослiдженнях
С. Кемпбелла, R. März, M. Hanke, а також у працях українських науковцiв
— А. М. Самойленка, Н. I. Шкiля, В. П. Яковця, Г.Є. Самкова, Н. В. Шарай,
I. I. Старуни та iнших. Важливо пiдкреслити, що у випадку прямокутних
матриць 𝐴 або 𝐵 задача Кошi для системи може втрачати стандартнi
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властивостi розв’язностi, що потребує спецiальних методiв редукцiї, побу-
дови узагальнених обернень та розбиття системи на диференцiальну та
алгебраїчну пiдсистеми.

Сингулярнi диференцiальнi рiвняння та вiдповiднi задачi Кошi актив-
но дослiджувалися ще в XIX столiттi, починаючи з робiт Ш. Брiо, Ж. Буке,
I. Бендiксона, А. Пуанкаре та О. М. Ляпунова, якi заклали основи аналiзу
поведiнки розв’язкiв поблизу особливостей та вироджень. Згодом цi iдеї
були розвинутi у напрямi побудови регуляризованих систем, теорiї iндекса
жмутка, а також вивчення iмпульсних розв’язкiв та умов їхнього усунення.

Нинi теорiя сингулярних жмуткiв i пов’язаних iз ними диференцi-
альних систем включає широкий спектр методiв: вiд перетворень типу
Вейєрштрасса—Кронекера, використання локальних та глобальних кано-
нiчних форм, до функцiонально-аналiтичного пiдходу, що спирається на
властивостi операторiв у банахових чи гiльбертових просторах. Саме поєд-
нання алгебраїчних i аналiтичних методiв дозволяє встановлювати умови
iснування, єдиностi та стiйкостi розв’язкiв, що є важливим як у теорiї, так
i в чисельнiй практицi.

У цiй квалiфiкацiйнiй роботi розглядається задача Кошi для системи
звичайних диференцiальних рiвнянь виду⎧⎪⎨⎪⎩𝐴𝑥+𝐵

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡,𝑥),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

де 𝐴,𝐵 ∈ R𝑚×𝑛, а вектор-функцiя 𝑓 : 𝐷 → R𝑚 є неперервною в областi

𝐷 = {(𝑡,𝑥) : 0 < |𝑡| ≤ 𝑎, ‖𝑥‖ ≤ 𝑏}, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0.

Основна увага придiляється аналiзу структури жмутка 𝐴+ 𝜆𝐵, ви-
явленню його регулярних i сингулярних блокiв, побудовi вiдповiдних ка-
нонiчних представлень та дослiдженню того, як цi властивостi впливають
на розв’язнiсть вихiдної системи. Значну роль вiдiграють методи, що до-
зволяють перетворити початкову задачу до еквiвалентної, але простiшої
структури, за якої можна застосувати класичнi теореми про iснування та
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єдинiсть розв’язкiв.

Отже, метою даної роботи є не лише отримання явних або параме-
тризованих розв’язкiв задачi Кошi, але й аналiз алгоритмiчних процедур
зведення системи до нормальних форм, дослiдження властивостей вiдповiд-
них операторiв та з’ясування, яким чином сингулярнiсть жмутка впливає
на локальну та глобальну поведiнку розв’язкiв. Результати дослiдження
спрямованi на поглиблення теоретичних основ та розширення методичного
iнструментарiю для подальшого застосування в математичному моделюван-
нi та теорiї динамiчних систем.



6

РОЗДIЛ 1

ТЕОРIЯ ЖМУТКIВ МАТРИЦЬ I

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ СИСТЕМ

1.1 Многочленнi матрицi та їх еквiвалентностi

Означення 1.1. Многочленною матрицею (або 𝜆-матрицею) назива-
ють прямокутну матрицю 𝐴(𝜆) = ‖𝑎𝑖𝑘(𝜆)‖, елементи якої є многочленами
вiд параметра 𝜆:

𝐴(𝜆) = ‖𝑎(0)𝑖𝑘 𝜆
𝑙 + 𝑎

(1)
𝑖𝑘 𝜆

𝑙−1 + · · ·+ 𝑎
(𝑙)
𝑖𝑘 ‖. (1.1)

Позначаючи через 𝐴𝑗 = ‖𝑎(𝑗)𝑖𝑘 ‖ матричнi коефiцiєнти, можна подати
𝐴(𝜆) як

𝐴(𝜆) = 𝐴0𝜆
𝑙 + 𝐴1𝜆

𝑙−1 + · · ·+ 𝐴𝑙−1𝜆+ 𝐴𝑙.

Для многочленних матриць вводять елементарнi операцiї, якi є аналогами
звичайних елементарних операцiй над числовими матрицями. Серед них:
множення рядка на ненульове число, додавання до рядка iншого рядка,
помноженого на многочленну матрицю, а також перестановка рядкiв. Цi
операцiї еквiвалентнi множенню 𝜆-матрицi лiворуч на певну квадратну
матрицю зi сталим ненульовим визначником. Аналогiчно визначаються
правi елементарнi операцiї, що вiдповiдають множенню на матрицю справа.
Матрицi, якi реалiзують такi операцiї, називають елементарними. Кожна з
них має сталий ненульовий визначник, тому будь-яка елементарна операцiя
має обернену.

Означення 1.2. Двi многочленнi матрицi 𝐴(𝜆) i 𝐵(𝜆) називаються

• лiвоеквiвалентними, якщо iснує квадратна матриця 𝑃 (𝜆) зi сталим
ненульовим визначником така, що

𝐵(𝜆) = 𝑃 (𝜆)𝐴(𝜆); (1.2)
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• правоеквiвалентними, якщо

𝐵(𝜆) = 𝐴(𝜆)𝑄(𝜆); (1.3)

• еквiвалентними, якщо

𝐵(𝜆) = 𝑃 (𝜆)𝐴(𝜆)𝑄(𝜆), (1.4)

де 𝑃 (𝜆) i 𝑄(𝜆) — квадратнi многочленнi матрицi зi сталими ненульо-
вими визначниками.

Нехай 𝜆-матриця 𝐴(𝜆) має ранг 𝑟. Позначимо через 𝐷𝑗(𝜆) найбiльший
спiльний дiльник усiх мiнорiв 𝑗-го порядку (𝑗 = 1, . . . ,𝑟). Тодi послiдовнiсть

𝐷𝑟(𝜆), 𝐷𝑟−1(𝜆), . . . , 𝐷1(𝜆), 𝐷0(𝜆) ≡ 1,

задовольняє властивiсть подiльностi: кожен наступний многочлен дiлиться
на попереднiй. Визначимо многочлени

𝑖1(𝜆) =
𝐷𝑟(𝜆)

𝐷𝑟−1(𝜆)
, 𝑖2(𝜆) =

𝐷𝑟−1(𝜆)

𝐷𝑟−2(𝜆)
, . . . , 𝑖𝑟(𝜆) = 𝐷1(𝜆). (1.5)

Означення 1.3. Многочлени 𝑖1(𝜆), . . . ,𝑖𝑟(𝜆) називають iнварiантни-
ми многочленами матрицi 𝐴(𝜆). Вони не змiнюються при переходi до
будь-якої еквiвалентної матрицi.

Розкладемо кожний iнварiантний многочлен у добуток неприведених
множникiв у полi 𝐾:

𝑖𝑗(𝜆) =
𝑠∏︁

𝑘=1

𝜑𝑘(𝜆)
𝛼𝑗𝑘, 𝑗 = 1, . . . ,𝑟, (1.6)

де 𝜑1(𝜆), . . . ,𝜑𝑠(𝜆) — попарно рiзнi неприведенi многочлени, а степенi
𝛼𝑗𝑘 утворюють спадну послiдовнiсть для кожного 𝑘.

Означення 1.4. Множники 𝜑𝑘(𝜆)𝛼𝑗𝑘 , вiдмiннi вiд одиницi, називають
елементарними дiльниками матрицi 𝐴(𝜆) у полi 𝐾.
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1.2 Жмутки матриць: базовi поняття та класи-
фiкацiя

Розглянемо чотири матрицi 𝐴,𝐵,𝐴1, 𝐵1 однакового розмiру 𝑚 × 𝑛,
елементи яких належать числовому полю 𝐾. Поставимо задачу: за яких
умов iснують двi квадратнi невиродженi матрицi 𝑃 та 𝑄 вiдповiдних роз-
мiрностей 𝑚 i 𝑛, для яких виконуються спiввiдношення

𝑃𝐴𝑄 = 𝐴1, 𝑃𝐵𝑄 = 𝐵1. (1.7)

Уводячи на розгляд жмуток матриць 𝐴+ 𝜆𝐵, рiвностi (1.7) можна
об’єднати в одну умову:

𝑃 (𝐴+ 𝜆𝐵)𝑄 = 𝐴1 + 𝜆𝐵1. (1.8)

Означення 1.5. Два жмутки прямокутних матриць 𝐴+𝜆𝐵 i 𝐴1+𝜆𝐵1

одного i того ж розмiру 𝑚× 𝑛 називаються строго еквiвалентними, якщо
iснують квадратнi матрицi 𝑃 та 𝑄 зi сталими ненульовими визначниками
такi, що виконується рiвнiсть (1.8).

Строга еквiвалентнiсть жмуткiв є узагальненням еквiвалентностi 𝜆-
матриць i фактично означає збiг iнварiантних многочленiв або елементарних
дiльникiв вiдповiдних жмуткiв.

Будь-який жмуток 𝐴+ 𝜆𝐵 розмiру 𝑚× 𝑛 належить одному з двох
основних типiв:

• регулярнi жмутки,
• сингулярнi жмутки.

Означення 1.6. Жмуток 𝐴 + 𝜆𝐵 називається регулярним, якщо
виконуються такi умови:

(1) 𝐴 i 𝐵 — квадратнi матрицi одного й того ж порядку 𝑛;
(2) визначник det(𝐴+ 𝜆𝐵) не є тотожно нульовим многочленом.

У випадках, коли хоча б одна з умов порушується (тобто 𝑚 ̸= 𝑛 або
det(𝐴+ 𝜆𝐵) ≡ 0), жмуток називають сингулярним.
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1.3 Необхiднi результати з теорiї звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь

Розглянемо рiвняння 𝐹 (𝑥,𝑦) = 0, де функцiя 𝐹 визначена в деякiй
областi. Якщо для кожного 𝑥 з певного промiжку iснує таке 𝑦, що разом iз
𝑥 задовольняє рiвняння 𝐹 (𝑥,𝑦) = 0, то спiввiдношення визначає однозна-
чну чи багатозначну функцiю 𝑦 = 𝑓(𝑥), для якої рiвнiсть 𝐹 (𝑥, 𝑓(𝑥)) = 0

виконується тотожно.

Означення 1.8. Функцiю 𝑦 = 𝑓(𝑥) називають неявною, якщо во-
на задається нерозв’язаним вiдносно 𝑦 рiвнянням 𝐹 (𝑥,𝑦) = 0. Якщо ж
залежнiсть 𝑦 вiд 𝑥 записана явно, таку функцiю називають явною.

Перейдемо до теореми про iснування неявної функцiї та її диференцi-
йовностi. Розглянемо систему рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐹1(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛; 𝑦1, . . . ,𝑦𝑚) = 0,

𝐹2(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛; 𝑦1, . . . ,𝑦𝑚) = 0,
...

𝐹𝑚(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛; 𝑦1, . . . ,𝑦𝑚) = 0.

(1.9)

Теорема 1.1. Нехай виконуються умови:

1) функцiї 𝐹𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚, визначенi й неперервнi в областi

𝐷 = {(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛; 𝑦1, . . . ,𝑦𝑚) : |𝑥𝑗 − 𝑥0𝑗 | ≤ ∆𝑗, |𝑦𝑘 − 𝑦0𝑘| ≤ ∆′
𝑘};

2) усi частковi похiднi 𝐹𝑘 iснують та неперервнi на 𝐷;
3) точка (𝑥01, . . . ,𝑥

0
𝑛; 𝑦

0
1, . . . ,𝑦

0
𝑚) задовольняє систему (1.9);

4) Якобiан

𝐽 =
𝐷(𝐹1, . . . ,𝐹𝑚)

𝐷(𝑦1, . . . ,𝑦𝑚)

у точцi (𝑥01, . . . ,𝑦0𝑚) є ненульовим.

Тодi справедливi такi твердження:

1) у деякiй околi точки (𝑥01, . . . ,𝑥
0
𝑛) система (1.9) однозначно визначає
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функцiї
𝑦𝑘 = 𝜙𝑘(𝑥1, . . . ,𝑥𝑛), 𝑘 = 1, . . . ,𝑚,

диференцiйовнi за всiма змiнними 𝑥𝑗;
2) при пiдстановцi 𝑥𝑗 = 𝑥0𝑗 одержуємо

𝜙𝑘(𝑥
0
1, . . . ,𝑥

0
𝑛) = 𝑦0𝑘;

3) функцiї 𝜙𝑘 мають неперервнi частковi похiднi в околi точки (𝑥01, . . . ,𝑥
0
𝑛).

Розглянемо тепер задачу Кошi для системи диференцiальних рiвнянь
першого порядку: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑦1
𝑑𝑥

= 𝑓1(𝑥; 𝑦1, . . . ,𝑦𝑛),

...
𝑑𝑦𝑛
𝑑𝑥

= 𝑓𝑛(𝑥; 𝑦1, . . . ,𝑦𝑛),

𝑦1(𝑥0) = 𝑦01,
...

𝑦𝑛(𝑥0) = 𝑦0𝑛.

(1.10)

Область розгляду функцiй позначимо

𝐷1 = {(𝑥; 𝑦1, . . . ,𝑦𝑛) : |𝑥− 𝑥0| ≤ 𝑎, |𝑦𝑘 − 𝑦0𝑘| ≤ 𝑏}, 𝑎 > 0, 𝑏 > 0.

Означення 1.9. Функцiя 𝑓(𝑥; 𝑦1, . . . ,𝑦𝑛) задовольняє умовi Лiпшица
на𝐷1, якщо iснує константа 𝐿 > 0 така, що для всiх (𝑥; 𝑦′1, . . . ,𝑦

′
𝑛), (𝑥; 𝑦

′′
1 , . . . ,𝑦

′′
𝑛) ∈

𝐷1 виконується нерiвнiсть

|𝑓(𝑥; 𝑦′1, . . . ,𝑦′𝑛)− 𝑓(𝑥; 𝑦′′1 , . . . ,𝑦
′′
𝑛)| ≤ 𝐿

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝑦′𝑗 − 𝑦′′𝑗 |.

Теорема 1.2 (Пiкара–Кошi). Нехай 𝑓𝑘 ∈ 𝐶(𝐷1) та 𝑓𝑘 задоволь-
няють умовi Лiпшица на 𝐷1. Позначимо 𝑀 = max𝐷1

|𝑓𝑘|. Тодi в iнтервалi
|𝑥 − 𝑥0| ≤ ℎ, де ℎ = min(𝑎,𝑏/𝑀), задача (1.10) має єдиний неперервно
диференцiйований розв’язок.
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Розглянемо також систему⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑦1
𝑑𝑥

= 𝑓1(𝑥; 𝑦1, . . . ,𝑦𝑛;𝜆1, . . . ,𝜆𝑚),

...
𝑑𝑦𝑛
𝑑𝑥

= 𝑓𝑛(𝑥; 𝑦1, . . . ,𝑦𝑛;𝜆1, . . . ,𝜆𝑚),

(1.11)

де параметри (𝜆1, . . . ,𝜆𝑚) належать областi

𝑄 = {𝜆1, . . . ,𝜆𝑚 : 𝜆
(0)
𝑘 ≤ 𝜆𝑘 ≤ 𝜆

(1)
𝑘 , 𝑘 = 1, . . . ,𝑚}.

Теорема 1.3. (про неперервну залежнiсть розв’язкiв системи
вiд параметрiв)

Припустимо, що функцiї 𝑓𝑘(𝑥; 𝑦1,...,𝑦𝑛;𝜆1,...,𝜆𝑚), 𝑘 = 1,. . . ,𝑛 системи
(1.11) задовольняють наступним 2-ум умовам:

1) Функцiї 𝑓𝑘, 𝑘 = 1,. . . ,𝑛 неперервнi множинi 𝐷1 ×𝑄 i, отже, обмеженi,
тобто
|𝑓𝑘(𝑥; 𝑦1,...,𝑦𝑛,𝜆1,...,𝜆𝑚)| ≤𝑀 при (𝑥; 𝑦1,...,𝑦𝑛;𝜆1,...,𝜆𝑚) ∈ 𝐷1 ×𝑄, а М
— постiйне додатнє число, що не залежить вiд параметрiв.

2) Функцiї 𝑓𝑘 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝑦1,...,𝑦𝑛(𝐷1 ×𝑄), 𝑘 = 1,...,𝑛 рiвномiрно щодо
𝜆 = (𝜆1,...,𝜆𝑚),𝜆 ∈ 𝑄

Тодi для кожного фiксованого 𝜆 ∈ 𝑄 система (1.11) має єдиний
розв’язок 𝑦𝑛 = 𝑦𝑛(𝑥;𝜆1,...,𝜆𝑚), що задовольняє початковим умовам 𝑦𝑖(𝑥0) =

𝑦0𝑖 , 𝑖 = 1,...,𝑛.

Цей розв’язок неперервно диференцiйований за 𝑥 на iнтервалi |𝑥−
𝑥0| ≤ ℎ та неперервно залежить вiд параметрiв 𝜆1,...,𝜆𝑚 з множини 𝑄,
причому збiжнiсть є рiвномiрною: для будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝛿 > 0 таке, що

|𝑦𝑘(𝑥;𝜆1 +∆𝜆1,...,𝜆𝑚)− 𝑦𝑘(𝑥;𝜆1,...,𝜆𝑚)| < 𝜀, 𝑘 = 1,...,𝑛.

якщо |∆𝜆1| < 𝛿, . . . ,|∆𝜆𝑚| < 𝛿.



12

РОЗДIЛ 2

РЕГУЛЯРНI ТА СИНГУЛЯРНI МАТРИЧНI

ЖМУТКИ: СТРУКТУРА I КАНОНIЧНI

ПЕРЕТВОРЕННЯ

2.1 Регулярнi жмутки та критерiї їх строгої
еквiвалентностi

Розглянемо випадок, коли жмутки 𝐴+ 𝜆𝐵 та 𝐴1 + 𝜆𝐵1 складаються
з квадратних матриць (𝑚 = 𝑛) i матрицi 𝐵, 𝐵1 є невиродженими. За цих
умов поняття еквiвалентностi та строгої еквiвалентностi жмуткiв збiгаю-
ться. Тому критерiй для 𝜆-матриць безпосередньо приводить до такого
твердження.

Теорема 2.1. Два жмутки квадратних матриць одного порядку 𝐴+

𝜆𝐵 та 𝐴1 + 𝜆𝐵1, для яких |𝐵| ≠ 0 i |𝐵1| ≠ 0, є строго еквiвалентними тодi
й тiльки тодi, коли вони мають однаковi елементарнi дiльники в полi 𝐾.

З означення регулярного жмутка (означення 1.5) випливає, що в
загальному випадку рiвнiсть |𝐵| = 0 можлива, навiть якщо 𝐴 також ви-
роджена. Щоб з’ясувати, чи зберiгається твердження теореми 2.1 для всiх
регулярних жмуткiв, розглянемо приклад.

Приклад

𝐴+ 𝜆𝐵 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
2 1 3

3 2 5

3 2 6

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦+ 𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
1 1 2

1 1 2

1 1 3

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ , 𝐴1 + 𝜆𝐵1 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
2 1 1

1 2 1

1 1 1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦+ 𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
1 1 1

1 1 1

1 1 1

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ .

Обидва жмутки мають єдиний елементарний дiльник 𝜆+1, проте не є строго
еквiвалентними, оскiльки rank𝐵 = 2, а rank𝐵1 = 1. З рiвностi виду (1.8)
при строгiй еквiвалентностi випливає рiвнiсть рангiв 𝐵 та 𝐵1, чого тут
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немає. При цьому

|𝐴+ 𝜆𝐵| ≡ |𝐴1 + 𝜆𝐵1| ≡ 𝜆+ 1,

тобто обидва жмутки регулярнi за означенням 1.5. Таким чином, теорема
2.1 не поширюється на всi регулярнi жмутки.

Щоб сформулювати критерiй строгої еквiвалентностi для загального
регулярного випадку, введемо поняття нескiнченних елементарних дiльни-
кiв. Розглянемо однорiдний жмуток 𝜇𝐴 + 𝜆𝐵. Його визначник ∆(𝜆,𝜇) =

|𝜇𝐴+ 𝜆𝐵| є однорiдним многочленом. Нехай 𝐷𝑘(𝜆,𝜇) — найбiльшi спiльнi
дiльники всiх мiнорiв 𝑘-го порядку (𝑘 = 1, . . . ,𝑛). Тодi iнварiантнi много-
члени:

𝑖1(𝜆,𝜇) =
𝐷𝑛

𝐷𝑛−1
, 𝑖2(𝜆,𝜇) =

𝐷𝑛−1

𝐷𝑛−2
, . . .

є однорiдними щодо 𝜆 та 𝜇.

Розкладаючи їх на степенi неприведених однорiдних многочленiв поля
𝐾, отримаємо елементарнi дiльники 𝑒𝑎(𝜆,𝜇). Пiдстановка 𝜇 = 1 повертає
нас до елементарних дiльникiв 𝑒𝑎(𝜆) жмутка 𝐴+𝜆𝐵. Навпаки, для кожного
дiльника 𝑒𝑎(𝜆) степеня 𝑞 вiдповiдний однорiдний дiльник має вигляд

𝑒𝑎(𝜆,𝜇) = 𝜇𝑞𝑒𝑎

(︂
𝜆

𝜇

)︂
.

Усi дiльники жмутка 𝜇𝐴+ 𝜆𝐵 можна отримати таким чином, за винятком
дильникiв виду 𝜇𝑞, якi виникають тодi й тiльки тодi, коли |𝐵| = 0. Їх
називають нескiнченними елементарними дiльниками жмутка 𝐴+ 𝜆𝐵.

Оскiльки зi строгої еквiвалентностi жмуткiв 𝐴 + 𝜆𝐵 та 𝐴1 + 𝜆𝐵1

випливає строга еквiвалентнiсть вiдповiдних однорiдних жмуткiв 𝜇𝐴+ 𝜆𝐵

та 𝜇𝐴1 + 𝜆𝐵1, то збiгатися повиннi як кiнцевi, так i нескiнченнi елементарнi
дiльники.

Нехай тепер два регулярнi жмутки 𝐴 + 𝜆𝐵 та 𝐴1 + 𝜆𝐵1 мають усi
однаковi елементарнi дiльники. Використовуючи замiну параметрiв

𝜆 = 𝛼1𝜆̃+ 𝛼2𝜇̃, 𝜇 = 𝛽1𝜆̃+ 𝛽2𝜇̃, 𝛼1𝛽2 − 𝛼2𝛽1 ̸= 0,
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одержуємо жмутки вигляду 𝜇̃𝐴+ 𝜆̃𝐵̃ та 𝜇̃𝐴1 + 𝜆̃𝐵̃1. Регулярнiсть дозволяє
пiдiбрати параметри так, що |𝐵̃| ̸= 0 та |𝐵̃1| ̸= 0. Застосовуючи теорему 2.1
до цих жмуткiв, дiстаємо строгий еквiвалент вихiдних.

Теорема 2.2. Два регулярнi жмутки 𝐴+ 𝜆𝐵 та 𝐴1 + 𝜆𝐵1 є строго
еквiвалентними тодi й тiльки тодi, коли вони мають однаковi кiнцевi та
нескiнченнi елементарнi дiльники.

У прикладi обидва жмутки мають той самий кiнцевий дiльник 𝜆+ 1,
але рiзнi нескiнченнi дiльники: у першого — 𝜇2, у другого — 𝜇,𝜇. Тому вони
не є строго еквiвалентними.

Розглянемо тепер довiльний регулярний жмуток 𝐴+ 𝜆𝐵. Iснує 𝑐, для
якого 𝐴+ 𝑐𝐵 ̸= 0. Пишемо жмуток у виглядi 𝐴1 + (𝜆− 𝑐)𝐵, де |𝐴1| ≠ 0, i
перетворюємо його злiва множенням на 𝐴−1

1 : 𝐸 + (𝜆− 𝑐)𝐴−1
1 𝐵.

Перетворенням подiбностi отримуємо квазiдiагональну форму

𝐸 + (𝜆− 𝑐){𝐽0,𝐽1} = {𝐸 − 𝑐𝐽0 + 𝜆𝐽0,𝐸 − 𝑐𝐽1 + 𝜆𝐽1}, (2.1)

де {𝐽0,𝐽1}— квазiдiагональна нормальна форма матрицi 𝐴−1
1 𝐵 , 𝐽0— жор-

данова нiльпотентна (тобто 𝐽 𝑙
0 = 0 при деякому цiлому 𝑙 > 0) матриця, а

|𝐽1 ̸= 0| .

Подальшими перетвореннями жмуток приводиться до блочної форми

𝐸 +̂︂𝜆𝐽0 = {𝑁𝑢1, . . . ,𝑁𝑢𝑠,𝐽 + 𝜆𝐸}, (2.2)

де 𝑁 (𝑢) = 𝐸(𝑢) + 𝜆𝐻(𝑢).

де 𝐸(𝑢) — одинична матриця порядку 𝑢, 𝐻(𝑢) — матриця порядку 𝑢, у
якої елементи першої наддiагоналi дорiвнюють одиницi, а всi iншi елементи
дорiвнюють нулю.

Другий дiагональний блок у правiй частинi (2.1) множенням на 𝐽−1
1 ,

а потiм перетворенням подiбностi може бути приведений до виду 𝐽 + 𝜆𝐸,
де 𝐽 — матриця, що має нормальну форму, а Е — одинична матриця.

Теорема 2.3. Будь-який регулярний жмуток 𝐴+ 𝜆𝐵 строго еквiва-
лентний квазiдiагональному жмутку
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{𝑁𝑢1,𝑁𝑢2,...,𝑁𝑢𝑠, 𝐽 + 𝜆𝐸} (𝑁 (𝑢) = 𝐸(𝑢) + 𝜆𝐻(𝑢)), (2.3)

де блоки 𝑁𝑢𝑠 вiдповiдають нескiнченним елементарним дiльникам
𝜇𝑢1, . . . ,𝜇𝑢𝑠, а блок 𝐽 + 𝜆𝐸 — кiнцевим елементарним дiльникам жмутка.

2.2 Приведення сингулярного жмутка

Розглянемо сингулярний жмуток матриць 𝐴 + 𝜆𝐵 розмiру 𝑚 × 𝑛.
Позначимо через 𝑟 його ранг, тобто найбiльший порядок мiнорiв, що не
дорiвнюють тотожно нулю. Оскiльки жмуток сингулярний, то виконується
хоча б одна з нерiвностей 𝑟 < 𝑛 або 𝑟 < 𝑚. Нехай 𝑟 < 𝑛. Тодi стовпцi
𝜆-матрицi 𝐴+ 𝜆𝐵 лiнiйно залежнi, i рiвняння

(𝐴+ 𝜆𝐵)𝑥 = 0, (2.4)

де 𝑥 — шуканий стовпець, має нетривiальний розв’язок. Кожен ненульовий
розв’язок 𝑥(𝜆) задає певну лiнiйну залежнiсть мiж стовпцями матрицi
𝐴+ 𝜆𝐵. Далi розглядатимемо лише тi розв’язки, якi є многочленами за 𝜆,
i серед них виберемо розв’язок найменшого степеня 𝜀:

𝑥(𝜆) = 𝑥0 − 𝜆𝑥1 + 𝜆2𝑥2 − · · ·+ (−1)𝜀𝜆𝜀𝑥𝜀, 𝑥𝜀 ̸= 0. (2.5)

Пiдставляючи (2.5) у (2.4) та прирiвнюючи до нуля коефiцiєнти при одна-
кових степенях 𝜆, одержуємо систему рiвностей

𝐴𝑥0 = 0, 𝐵𝑥0 − 𝐴𝑥1 = 0, 𝐵𝑥1 − 𝐴𝑥2 = 0, . . . , 𝐵𝑥𝜀−1 − 𝐴𝑥𝜀 = 0, (2.6)

𝐵𝑥𝜀 = 0.

Розглядаючи це як систему лiнiйних однорiдних рiвнянь вiдносно
елементiв стовпцiв 𝑥0,−𝑥1,𝑥2, . . . ,(−1)𝜀𝑥𝜀, бачимо, що матриця коефiцiєнтiв
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має вигляд

𝑀𝜀 =𝑀𝜀[𝐴+ 𝜆𝐵] =

𝜀+1⏞  ⏟  ⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝐴 0 · · · · · · 0

𝐵 𝐴 · · · · · · · · ·

0 𝐵 . . . ...

... . . . . . . . . . 0

· · · · · · · · · 𝐵 𝐴

0 0 · · · 0 𝐵

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

. (2.7)

Її ранг позначимо через 𝜌𝜀. Оскiльки iснує ненульовий розв’язок, маємо
𝜌𝜀 < (𝜀+ 1)𝑛. Водночас, завдяки мiнiмальностi степеня 𝜀, для матриць

𝑀0 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ 𝐴

𝐵

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ , 𝑀1 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
𝐴 0

𝐵 𝐴

0 𝐵

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ , . . . , 𝑀𝜀−1 =

𝜀⏞  ⏟  ⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝐴 0 · · · · · · 0

𝐵 𝐴 · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

. . . . . . . . . . . . . . .

· · · · · · · · · 𝐴 0

0 · · · · · · 𝐵 𝐴

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

(2.8)
виконується

𝜌0 = 𝑛, 𝜌1 = 2𝑛, . . . , 𝜌𝜀−1 = 𝜀𝑛.

Отже, число 𝜀 є найменшим iндексом 𝑘, для якого в нерiвностi 𝜌𝑘 ≤
(𝑘 + 1)𝑛 вперше з’являється строгий знак «<».

Теорема 2.4. Якщо рiвняння (2.4) має ненульовий розв’язок мiнi-
мального степеня 𝜀 > 0, то жмуток 𝐴+ 𝜆𝐵 строго еквiвалентний жмутку
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вигляду ⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝐿𝜀 0

0 𝐴+ 𝜆𝐵̂

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ , (2.9)

де 𝐴,𝐵̂ — сталi прямокутнi матрицi, а жмуток 𝐴+ 𝜆𝐵̂ такий, що рiвняння
(𝐴+ 𝜆𝐵̂)𝑥 = 0 не має розв’язкiв степеня, меншого за 𝜀,

Доведення. Спочатку покажемо, що жмуток 𝐴+ 𝜆𝐵 строго еквiва-
лентний жмутку ⃦⃦⃦⃦

⃦⃦⃦𝐿𝜀 𝐷 + 𝜆𝐹

0 𝐴+ 𝜆𝐵̂

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ ,

де 𝐷,𝐹 — сталi прямокутнi матрицi вiдповiдних розмiрiв, а потiм дове-
демо, що додатковi блоки можуть бути усунутi перетвореннями строгої
еквiвалентностi, що й приведе до форми (2.9).

Далi встановимо, що рiвняння (𝐴+𝜆𝐵̂)𝑥̂ = 0 не має розв’язкiв степеня
< 𝜀, а на завершення покажемо, що подальшими перетвореннями отриманий
жмуток можна привести до квазiдiагонального вигляду типу (2.7).

1) Переформулюємо першу частину доведення в операторнiй формi.
Розглянемо жмуток лiнiйних операторiв 𝐴+ 𝜆𝐵 : R𝑛 → R𝑚. Рiвняння (2.4)
перепишемо як

(𝐴+ 𝜆𝐵)𝑥 = 0, (2.10)

а розв’язок мiнiмального степеня — як

𝑥(𝜆) = 𝑥0 − 𝜆𝑥1 + 𝜆2𝑥2 − · · ·+ (−1)𝜀𝜆𝜀𝑥𝜀. (2.11)
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Система (2.6) тодi набуває вигляду

𝐴𝑥0 = 0, 𝐴𝑥1 = 𝐵𝑥0, 𝐴𝑥2 = 𝐵𝑥1, . . . ,𝐴𝑥𝜀 = 𝐵𝑥𝜀−1, 𝐵𝑥𝜀 = 0. (2.12)

Покажемо, що вектори

𝐴𝑥1,𝐴𝑥2, . . . ,𝐴𝑥𝜀 (2.13)

лiнiйно незалежнi. Iз цього одразу випливатиме лiнiйна незалежнiсть

𝑥0,𝑥1, . . . ,𝑥𝜀. (2.14)

Справдi, з 𝐴𝑥0 = 0 та рiвностi 𝛼0𝑥0 + 𝛼1𝑥1 + · · · + 𝛼𝜀𝑥𝜀 = 0 одержуємо
𝛼1𝐴𝑥1 + · · · + 𝛼𝜀𝐴𝑥𝜀 = 0. Через незалежнiсть векторiв (2.13) маємо 𝛼1 =

· · · = 𝛼𝜀 = 0. Оскiльки 𝑥0 ≠ 0 (iнакше 𝜆−1𝑥(𝜆) був би розв’язком меншого
степеня), то й 𝛼0 = 0.

Виберемо вектори (2.13) та (2.14) як першi базиснi вектори в R𝑚 та
R𝑛 вiдповiдно. У нових базисах операторам 𝐴 та 𝐵 вiдповiдатимуть матрицi

i, вiдповiдно, 𝜆-матриця 𝐴+𝜆𝐵̃ матиме блоковий вигляд (2.9). Залишається
довести лiнiйну незалежнiсть векторiв (2.13). Припустимо протилежне й
нехай 𝐴𝑥ℎ (ℎ ≥ 1) — перший вектор, який залежить вiд попереднiх:

𝐴𝑥ℎ = 𝛼1𝐴𝑥ℎ−1 + · · ·+ 𝛼ℎ−1𝐴𝑥0.

Користуючись спiввiдношеннями (2.12), цю рiвнiсть можна переписати у
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виглядi
𝐵𝑥ℎ−1 = 𝛼1𝐵𝑥ℎ−2 + · · ·+ 𝛼ℎ−1𝐵𝑥0,

тобто 𝐵𝑥*ℎ−1 = 0 для

𝑥*ℎ−1 = 𝑥ℎ−1 − 𝛼1𝑥ℎ−2 − · · · − 𝛼ℎ−1𝑥0.

Аналогiчними мiркуваннями вводяться вектори 𝑥*ℎ−2, . . . ,𝑥
*
0, i отримуємо

ланцюжок спiввiдношень

𝐵𝑥*ℎ−1 = 0, 𝐴𝑥*ℎ−1 = 𝐵𝑥*ℎ−2, . . . ,𝐴𝑥
*
1 = 𝐵𝑥*0, 𝐴𝑥*0 = 0. (2.15)

Звiдси випливає, що

𝑥*(𝜆) = 𝑥*0 − 𝜆𝑥*1 + · · ·+ (−1)ℎ−1𝜆ℎ−1𝑥*ℎ−1

є ненульовим розв’язком (2.10) степеня ≤ ℎ − 1 < 𝜀, що суперечить мiнi-
мальностi 𝜀. Отже, вектори (2.13) лiнiйно незалежнi.

2) Покажемо, що рiвняння (𝐴+ 𝜆𝐵̂)𝑥̂ = 0 не має розв’язкiв степеня
< 𝜀. Зауважимо спочатку, що рiвняння 𝐿𝜀𝑦 = 0 також має ненульовий
розв’язок мiнiмального степеня 𝜀, що легко переконатися, розглядаючи
вiдповiдну систему скалярних рiвнянь

𝜆𝑦1 + 𝑦2 = 0, 𝜆𝑦2 + 𝑦3 = 0,...,𝜆𝑦𝜀 + 𝑦𝜀+1 = 0

[𝑦 = (𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝜀+1)], 𝑦𝑘 = (−1)𝑘−1𝑦1𝜆
𝑘−1 (𝑘 = 1,2,...,𝜀+ 1).

Якщо жмуток має трикутну форму (2.9), то й вiдповiднi матрицi 𝑀𝑘

(пiсля перестановок рядкiв i стовпцiв) мають вигляд⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝑀𝑘[𝐿𝜀] 𝑀𝑘[𝐷 + 𝜆𝐹 ]

0 𝑀𝑘[𝐴+ 𝜆𝐵̂]

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ . (2.16)

При 𝑘 = 𝜀−1 ранг матрицi (2.16) дорiвнює 𝜀𝑛. Звiдси слiдує, що всi стовпцi
𝑀𝜀−1[𝐿𝜀] та 𝑀𝜀−1[𝐴+ 𝜆𝐵̂] лiнiйно незалежнi, а отже, (𝐴+ 𝜆𝐵̂)𝑥̂ = 0 не має
розв’язкiв степеня ≤ 𝜀− 1.
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3) Замiнимо тепер жмуток (2.9) строго еквiвалентним⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝐸1 𝑌

0 𝐸2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝐿𝜀 𝐷 + 𝜆𝐹

0 𝐴+ 𝜆𝐵̂

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝐸3 −𝑋

0 𝐸4

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦𝐿𝜀 𝐷 + 𝜆𝐹 + 𝑌 (𝐴+ 𝜆𝐵̂)− 𝐿𝜀𝑋

0 𝐴+ 𝜆𝐵̂

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ ,

(2.17)
де 𝐸1,𝐸2,𝐸3,𝐸4 — одиничнi матрицi вiдповiдних порядкiв, а 𝑋,𝑌 — постiйнi
прямокутнi матрицi. Теорема буде доведена, якщо показати, що 𝑋,𝑌 можна
вибрати так, щоб виконувалась

𝐿𝜀𝑋 = 𝐷 + 𝜆𝐹 + 𝑌 (𝐴+ 𝜆𝐵̂). (2.18)

Вводячи позначення

𝐷 = ||𝑑𝑖𝑘||, 𝐹 = ||𝑓𝑖𝑘||, 𝑋 = ||𝑥𝑗𝑘||

𝑖 = 1,2,...,𝜀, 𝑘 = 1,2,...,𝑛− 𝜀− 1, 𝑗 = 1,2,...,𝜀+ 1,

𝑌 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

𝑦1

𝑦2

...

𝑦𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
, 𝐴 = (𝛼1,𝛼2,...,𝛼𝑛−𝜀−1), 𝐵̂ = (𝑏1,𝑏2,...,𝑏𝑛−𝜀−1).

Тодi матричне рiвняння (2.18) можна замiнити системою скалярних
рiвнянь, прирiвнюючи елементи 𝑘-го стовпця в лiвiй та правiй частинах
(2.18) (𝑘 = 1,2, . . . ,𝑛− 𝜀− 1):

𝑥2𝑘 + 𝜆𝑥1𝑘 = 𝑑1𝑘 + 𝜆𝑓1𝑘 + 𝑦1𝛼𝑘 + 𝜆𝑦1𝑏𝑘,

𝑥3𝑘 + 𝜆𝑥2𝑘 = 𝑑2𝑘 + 𝜆𝑓2𝑘 + 𝑦2𝛼𝑘 + 𝜆𝑦2𝑏𝑘,

𝑥4𝑘 + 𝜆𝑥3𝑘 = 𝑑3𝑘 + 𝜆𝑓3𝑘 + 𝑦3𝛼𝑘 + 𝜆𝑦3𝑏𝑘, (2.19)

. . .

𝑥𝜀+1,𝑘 + 𝜆𝑥𝜀𝑘 = 𝑑𝜀𝑘 + 𝜆𝑓𝜀𝑘 + 𝑦𝜀𝛼𝑘 + 𝜆𝑦𝜀𝑏𝑘, 𝑘 = 1,2, . . . ,𝑛− 𝜀− 1.



21

У лiвих частинах усiх цих рiвностей стоять лiнiйнi двочлени за змiнною
𝜆, причому вiльний член кожного з перших 𝜀 − 1 двочленiв збiгається з
коефiцiєнтом при 𝜆 у наступному. Отже, тi самi спiввiдношення мають
виконуватися i для правих частин, звiдки одержуємо систему

𝑦1𝛼𝑘 − 𝑦2𝑏𝑘 = 𝑓2𝑘 − 𝑑1𝑘,

𝑦2𝛼𝑘 − 𝑦3𝑏𝑘 = 𝑓3𝑘 − 𝑑2𝑘,

. . . (2.20)

𝑦𝜀−1𝛼𝑘 − 𝑦𝜀𝑏𝑘 = 𝑓𝜀𝑘 − 𝑑𝜀−1,𝑘, 𝑘 = 1,2, . . . ,𝑛− 𝜀− 1.

Якщо спiввiдношення (2.20) виконуються, то з рiвностей (2.19) можна
послiдовно визначити всi потрiбнi елементи матрицi 𝑋. Залишається пока-
зати, що система (2.20) вiдносно елементiв матрицi 𝑌 завжди має розв’язок
для довiльних 𝑑𝑖𝑘 i 𝑓𝑖𝑘 (𝑖 = 1, . . . ,𝜀, 𝑘 = 1, . . . ,𝑛− 𝜀− 1).

Справдi, матриця, утворена коефiцiєнтами при невiдомих елементах
рядкiв 𝑦1,− 𝑦2,+ 𝑦3,− 𝑦4, . . . , пiсля транспонування має вигляд

i збiгається з матрицею 𝑀𝜀−2 для жмутка прямокутних матриць (2.8). Її
ранг дорiвнює (𝜀−1)(𝑛−𝜀−1), оскiльки, як було доведено ранiше, рiвняння
(𝐴 + 𝜆𝐵̂)𝑥̂ = 0 не має розв’язкiв степеня < 𝜀. Отже, ранг системи (2.20)
дорiвнює числу рiвнянь, i така система при будь-яких вiльних членах є
розв’язною.

Теорему доведено.

Нехай тепер 𝐴+ 𝜆𝐵 — довiльний сингулярний жмуток розмiру 𝑚×𝑛.
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Спочатку припустимо, що мiж його стовпцями й рядками немає жодних
лiнiйних залежностей з постiйними коефiцiєнтами. Якщо 𝑟 < 𝑛, то рiвняння
(𝐴 + 𝜆𝐵)𝑥 = 0 має ненульовий розв’язок мiнiмального степеня 𝜀1 > 0, i
жмуток можна перетворити до вигляду⎛⎜⎝𝐿𝜀1 0

0 𝐴1 + 𝜆𝐵1

⎞⎟⎠ .

Якщо рiвняння (𝐴1 + 𝜆𝐵1)𝑥 = 0 має ненульовий розв’язок мiнiмально-
го степеня 𝜀2 ≥ 𝜀1, то, застосовуючи теорему 2.4 до жмутка 𝐴1 + 𝜆𝐵1,
одержуємо ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐿𝜀1 0 0

0 𝐿𝜀2 0

0 0 𝐴2 + 𝜆𝐵2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Повторюючи процедуру, дiстанемо квазiдiагональний вигляд⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝐿𝜀1 0

𝐿𝜀2

. . .

. . .

. . .

𝐿𝜀𝑝

0 𝐴𝑝 + 𝜆𝐵𝑝

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

, (2.21)

де 0 < 𝜀1 ≤ 𝜀2 ≤ · · · ≤ 𝜀𝑝, а рiвняння (𝐴𝑝 + 𝜆𝐵𝑝)𝑥
(𝑝) = 0 не має ненульових

розв’язкiв.

Якщо рядки жмутка 𝐴𝑝 + 𝜆𝐵𝑝 лiнiйно залежнi, то для транспонова-
ного жмутка 𝐴′

𝑝 + 𝜆𝐵′
𝑝 аналогiчно отримуємо представлення типу (2.21)

з iндексами 0 < 𝜂1 ≤ · · · ≤ 𝜂𝑞. У результатi вихiдний жмуток 𝐴 + 𝜆𝐵
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приводиться до квазiдiагональної форми

(2.22)

з регулярним блоком 𝐴0 + 𝜆𝐵0.

Якщо у даному жмутку 𝑟 = 𝑛, тобто стовпцi 𝐴+𝜆𝐵 лiнiйно незалежнi,
то в поданнi (2.22) першi 𝑝 блокiв типу 𝐿𝜀 зникають (𝑝 = 0). Аналогiчно,
при 𝑟 = 𝑚, коли лiнiйно незалежними є рядки, у (2.22) вiдсутнi блоки
вигляду 𝐿′

𝜂 (𝑞 = 0).

Розглянемо тепер загальний випадок, коли мiж рядками та стовпцями
жмутка 𝐴+𝜆𝐵 можливi лiнiйнi залежностi з постiйними коефiцiєнтами. По-
значимо через 𝑔 i ℎ вiдповiдно максимальнi кiлькостi незалежних постiйних
розв’язкiв рiвнянь

(𝐴+ 𝜆𝐵)𝑥 = 0, (𝐴′ + 𝜆𝐵′)𝑦 = 0.

Розглянемо перше векторне рiвняння (𝐴+𝜆𝐵)𝑥 = 0, де 𝐴 i 𝐵 — лiнiйнi
оператори з 𝑅𝑛 в 𝑅𝑚. Нехай 𝑒1, . . . ,𝑒𝑔 — усi незалежнi постiйнi розв’язки.
Вiзьмемо їх як першi базиснi вектори в 𝑅𝑛. У такому базисi першi 𝑔 стовпцiв
матрицi 𝐴+ 𝜆𝐵̃ стають нульовими:

𝐴+ 𝜆𝐵̃ =
(︀
0, 𝐴1 + 𝜆𝐵̃1

)︀
. (2.23)
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Аналогiчно, у жмутку 𝐴1+𝜆𝐵̃1 першi ℎ рядкiв можна також обнулити.
Тодi виходить жмуток виду:

(2.24)

у якому жмуток 𝐴0+𝜆𝐵0 вже не мiстить лiнiйних залежностей мiж рядками
та стовпцями з постiйними коефiцiєнтами. До нього можна застосувати
розклад типу (2.22).

Отже, в загальному випадку жмуток𝐴+𝜆𝐵 приводиться до канонiчної
форми

(2.25)

де iндекси при блоках 𝐿𝜀 та 𝐿′
𝜂 обираються так, щоб вважати 𝜀1 = · · · =

𝜀𝑔 = 0 i 𝜂1 = · · · = 𝜂ℎ = 0.

Якщо тепер замiнити регулярний жмуток 𝐴0 + 𝜆𝐵0, який входить у
(2.25), його канонiчною формою (2.3), то остаточно отримуємо квазiдiаго-
нальне подання

(2.26)

в якому матриця 𝐽 має жорданову (або природну) нормальну форму, а блоки
𝑁 (𝑢) = 𝐸(𝑢) + 𝜆𝐻(𝑢) вiдповiдають нескiнченним елементарним дiльникам
жмутка.

Теорема 2.5. Кожний сингулярний жмуток 𝐴+𝜆𝐵 може бути строго
еквiвалентним перетворений до канонiчного квазiдiагонального вигляду



25

(2.26):

Щоб визначити канонiчну форму (2.26) без виконання всiх промiжних
крокiв приведення, у наступному параграфi, слiдом за Кронекером, введемо
поняття мiнiмальних iндексiв жмутка.

2.3 Мiнiмальнi iндекси та iнварiанти жмуткiв

Розглянемо сингулярний жмуток прямокутних матриць 𝐴+𝜆𝐵. Нехай
задано 𝑘 многочленних стовпцiв 𝑥1(𝜆), 𝑥2(𝜆),...,𝑥𝑘(𝜆), якi є розв’язками
рiвняння

(𝐴+ 𝜆𝐵)𝑥 = 0 (2.27)

i утворюють матрицю 𝑋 = [𝑥1(𝜆), 𝑥2(𝜆),...,𝑥𝑘(𝜆)]. Тодi цi стовпцi вважаю-
ться лiнiйно залежними, якщо ранг матрицi 𝑋 менший за 𝑘. Це еквiвалентно
iснуванню 𝑘 многочленiв 𝑝1(𝜆), 𝑝2(𝜆),...,𝑝𝑘(𝜆), не всiх тотожно нульових, та-
ких, що

𝑝1(𝜆)𝑥1(𝜆) + 𝑝2(𝜆)𝑥2(𝜆) + ...+ 𝑝𝑘(𝜆)𝑥𝑘(𝜆) = 0.

Якщо ж rank𝑋 = 𝑘, то жодної нетривiальної залежностi такого вигляду не
iснує, i 𝑥1(𝜆), 𝑥2(𝜆),...,𝑥𝑘(𝜆) є лiнiйно незалежними.

Серед усiх ненульових розв’язкiв рiвняння (2.27) виберемо 𝑥1(𝜆) з
мiнiмальним можливим степенем, який позначимо через 𝜀1. Далi, роз-
глядаючи лише розв’язки, лiнiйно незалежнi вiд 𝑥1(𝜆), обираємо 𝑥2(𝜆)

мiнiмального степеня 𝜀2. Зрозумiло, що 𝜀1 ≤ 𝜀2. Продовжуючи таким
чином, серед розв’язкiв, якi не належать лiнiйнiй оболонцi вже обраних
𝑥1(𝜆), 𝑥2(𝜆), . . . , послiдовно добираємо 𝑥3(𝜆), 𝑥4(𝜆), . . . мiнiмальних степе-
нiв 𝜀3,𝜀4, . . . . Оскiльки число лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвняння (2.27)
не перевищує 𝑛, цей процес завершується пiсля скiнченного числа крокiв.

У результатi отримуємо фундаментальний набiр розв’язкiв рiвняння
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(2.27)
𝑥1(𝜆), 𝑥2(𝜆),...,𝑥𝑝(𝜆) (2.28)

з пов’язаною з ним послiдовнiстю степенiв

𝜀1 ≤ 𝜀2 ≤ ...𝜀𝑝. (2.29)

Сам ряд (2.28) (з точнiстю до множення на ненульовi скаляри та замiни
базису в пiдпросторi розв’язкiв) може бути рiзним, але важливим є те, що
послiдовнiсть степенiв 𝜀1, . . . ,𝜀𝑝 виявляється iнварiантною.

Щоб побачити це, вiзьмемо iнший фундаментальний ряд розв’язкiв
того ж рiвняння:

𝑥1(𝜆),𝑥2(𝜆)...

зi степенями
𝜀1,𝜀2,...

i порiвняємо їх. Нехай серед степенiв (2.29) маємо розбиття

𝜀1 = ... = 𝜀𝑛1
< 𝜀𝑛1+1 = ... = 𝜀𝑛2

< ...

i аналогiчне групування для другого ряду:

𝜀1 = ... = 𝜀𝑛1
< 𝜀𝑛1+1 = ... = 𝜀𝑛2

< ...

Насамперед випливає 𝜀1 = 𝜀1. Кожен стовпець 𝑥̃𝑖(𝜆) (𝑖 = 1,2,...,𝑛̃1) лежить
у лiнiйнiй оболонцi стовпцiв 𝑥1(𝜆), 𝑥2(𝜆),...,𝑥𝑛1

(𝜆), бо якщо це було б не
так, то 𝑥𝑛1+1(𝜆) можна було б замiнити на 𝑥̃𝑖(𝜆) iз меншим степенем, що
суперечить мiнiмальностi побудови. У зворотному напрямку аналогiчне
мiркування показує, що будь-який 𝑥𝑖(𝜆) (𝑖 = 1,2,...,𝑛1) є лiнiйною комбi-
нацiєю стовпцiв 𝑥̃1(𝜆), 𝑥̃2(𝜆),...,𝑥̃𝑛1+1(𝜆). Звiдси отримуємо рiвнiсть 𝑛1 = 𝑛̃1

i 𝜀𝑛1+1 = 𝜀𝑛+1. Аналогiчно, продовжуючи для наступних блокiв степенiв,
дiстаємо 𝑛2 = 𝑛̃2 i 𝜀𝑛2+1 = 𝜀𝑛2+1 тощо, що й доводить збiг усiєї послiдовностi.

Кожен розв’язок 𝑥𝑘(𝜆)(𝑘 = 1,2,...,𝑞) iз фундаментального ряду (2.28)
задає одну лiнiйну залежнiсть степеня 𝜀 мiж стовпцями матрицi 𝐴+ 𝜆𝐵.
Тому числа 𝜀1,𝜀2,...,𝜀𝑝 прийнято називати мiнiмальними iндексами для
стовпцiв жмутка 𝐴+ 𝜆𝐵.
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Аналогiчну процедуру застосовують для рядкiв жмутка 𝐴+ 𝜆𝐵. Рiв-
няння (𝐴+ 𝜆𝐵)𝑥 = 0 замiнюється на (𝐴′ + 𝜆𝐵′)𝑦 = 0, i мiнiмальнi iндекси
𝜂1,𝜂2,...,𝜂𝑞 визначаються як мiнiмальнi iндекси для стовпцiв транспонованого
жмутка 𝐴′ + 𝜆𝐵′.

Мiнiмальнi iндекси зберiгаються при строгiй еквiвалентностi. Нехай
заданi два жмутки 𝐴+𝜆𝐵 i 𝑃 (𝐴+𝜆𝐵)𝑄, де 𝑃 та𝑄 — невиродженi квадратнi
матрицi. Рiвняння (2.26) для першого жмутка, пiсля множення злiва на 𝑃 ,
запишемо як

𝑃 (𝐴+ 𝜆𝐵)𝑄𝑄−1𝑥 = 0

Отже, якщо 𝑥 пробiгає всi розв’язки рiвняння (2.26), то вектори 𝑄−1𝑥

утворюють повний набiр розв’язкiв рiвняння 𝑃 (𝐴+𝜆𝐵)𝑄𝑧 = 0. Це означає,
що жмутки 𝐴 + 𝜆𝐵 i 𝑃 (𝐴 + 𝜆𝐵)𝑄 мають однаковi мiнiмальнi iндекси
для стовпцiв. Той самий висновок для рядкiв випливає при переходi до
транспонованих жмуткiв.

Перейдемо до обчислення мiнiмальних iндексiв для канонiчної квазi-
дiагональної матрицi

(2.30)

де 𝐴0 + 𝜆𝐵0 — регулярний жмуток, що має нормальну форму (2.3).

Перш нiж переходити до аналiзу мiнiмальних iндексiв квазiдiагональ-
ної матрицi, зазначимо, що повний їх набiр (як для стовпцiв, так i для
рядкiв) формується шляхом об’єднання мiнiмальних iндексiв усiх дiагональ-
них блокiв, з яких ця матриця складається. Зокрема, блок 𝐿𝜀 має рiвно
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один ненульовий iндекс, що належить до стовпцiв, тодi як усi його рядки
залишаються лiнiйно незалежними. Для блоку 𝐿′

𝜂 ситуацiя дзеркальна: тут
є один iндекс, пов’язаний уже з рядками, а стовпцi не створюють лiнiй-
них залежностей. Що стосується регулярного жмутка 𝐴0 + 𝜆𝐵0, то вiн
мiнiмальних iндексiв не мiстить.

Таким чином, мiнiмальнi iндекси стовпцiв квазiдiагональної матрицi
(2.30) мають структуру

𝜀1 = ... = 𝜀𝑔 = 0, 𝜀𝑔+1,...,𝜀𝑝,

а вiдповiднi iндекси для рядкiв:

𝜂1 = ... = 𝜂ℎ = 0, 𝜂ℎ+1,...,𝜂𝑞.

Додамо також, що блоки типу 𝐿𝜀 не породжують елементарних дiль-
никiв, оскiльки серед їхнiх мiнорiв максимальної величини 𝜀 одночасно
трапляються мiнор, рiвний 1, i мiнор, що дорiвнює 𝜆𝜀. Аналогiчна вла-
стивiсть характерна i для транспонованих блокiв 𝐿′

𝜀. Вiдтак елементарнi
дiльники всiєї квазiдiагональної структури формуються об’єднанням диль-
никiв її дiагональних частин, а тому збiгаються з елементарними дiльниками
регулярного ядра 𝐴0 + 𝜆𝐵0.

Отже, канонiчний вигляд жмутка (2.30) повнiстю визначається на-
бором його мiнiмальних iндексiв 𝜀1,...,𝜀𝑝, 𝜂1,...,𝜂𝑞 разом з елементарними
дiльниками вiдповiдного жмутка (або будь-якого строго еквiвалентного йо-
му 𝐴+𝜆𝐵). У зв’язку з тим, що канонiчна форма однозначно задає жмуток
з точнiстю до строгої еквiвалентностi, отримуємо наступне твердження.

Теорема 2.6 (Кронекера). Два жмутки прямокутних матриць 𝐴+

𝜆𝐵 та 𝐴1 + 𝜆𝐵1 розмiру 𝑚× 𝑛 є строго еквiвалентними тодi й лише тодi,
коли вони мають однаковий набiр мiнiмальних iндексiв та збiгаються їхнi
«кiнцевi» й «нескiнченнi» елементарнi дiльники.

Для конкретного жмутка 𝐴+ 𝜆𝐵 з мiнiмальними iндексами

𝜀1 = 0,𝜀2 = 1,𝜀3 = 2,𝜂1 = 0,𝜂2 = 0,𝜂3 = 2
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та елементарними дiльниками 𝜆2,(𝜆+ 2)2,𝜇3:

Зазначимо вiдповiднiсть мiж блоками та мiнiмальними iндексами:

(𝐼)− 𝜀1 = 0, (𝐼𝑉 )− 𝜂1 = 0,

(𝐼𝐼)− 𝜀2 = 1, (𝑉 )− 𝜂2 = 0,

(𝐼𝐼𝐼)− 𝜀3 = 2, (𝑉 𝐼)− 𝜂3 = 2.

Крiм того, останнiй блок вiдповiдає елементарному дiльнику (𝜆+ 2)2,
а блоки (VI) та (V) — дiльникам 𝜆2 та 𝜇3 вiдповiдно.
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РОЗДIЛ 3

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI СИСТЕМИ ЗI СТАЛИМИ

МАТРИЧНИМИ ЖМУТКАМИ: IСНУВАННЯ,

СТРУКТУРА ТА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ

Розглянемо задачу Кошi для системи з 𝑚 звичайних диференцiальних
рiвнянь першого порядку такого вигляду:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑥𝑘 +
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑖𝑘
𝑑𝑥𝑘
𝑑𝑡

= 𝑓𝑖(𝑡,𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛), 𝑖 = 1,...,𝑚,

𝑥𝑘(𝑡) → 0, 𝑡→ 0, 𝑘 = 1,...,𝑛.

(3.1)

Запишемо цю задачу у компактнiй векторнiй формi:⎧⎪⎨⎪⎩𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡,𝑥),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,
(3.2)

де 𝐴,𝐵 ∈ ℜ𝑚×𝑛, 𝐴 = ||𝑎𝑖𝑘||, 𝐵 = ||𝑏𝑖𝑘||, 𝑖 = 1,...,𝑚, 𝑘 = 1,...,𝑛, 𝑥 =

(𝑥1,...,𝑥𝑛)
𝑇 , а вектор-функцiя

𝑓 : 𝐷 → ℜ𝑚,

визначена на областi

𝐷 = {(𝑡,𝑥) : 0 < |𝑡| ≤ 𝑎, ‖𝑥‖ ≤ 𝑏}, 0 < 𝑎, 𝑏 = const.

Лiва частина системи в (3.2) асоцiюється з постiйним жмутком ма-

триць 𝐴+𝐵
𝑑

𝑑𝑡
.

Надалi будемо аналiзувати окремо випадки, коли жмуток 𝐴+𝐵
𝑑

𝑑𝑡
є

регулярним, а коли — сингулярним.
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3.1 Випадок систем iз регулярним жмутком
матриць

Нехай жмуток матриць 𝐴+𝐵
𝑑

𝑑𝑡
є регулярним. Це означає, що, згiдно

з означенням регулярного жмутка, 𝑚 = 𝑛 i виконується умова |𝐴+𝐵 𝑑
𝑑𝑡 | ≠ 0.

Позначимо 𝜆 =
𝑑

𝑑𝑡
, тодi вiдповiдний жмуток можна переписати у виглядi

𝐴+ 𝜆𝐵.

Згiдно з теоремою 2.3 про приведення регулярного жмутка до канонi-
чного квазiдiагонального вигляду, iснують невиродженi матрицi 𝑃,𝑄 ∈ ℜ𝑛×𝑛

такi, що

Тепер виконаємо змiну невiдомих у системi задачi (3.2). Введемо нову
вектор-функцiю 𝑧 = 𝑧(𝑡), поклавши 𝑥 = 𝑄𝑧, а потiм домножимо одержану
систему диференцiальних рiвнянь злiва на 𝑃 . У результатi маємо:⎧⎪⎨⎪⎩(𝐴+ 𝐵̃

𝑑

𝑑𝑡
)𝑧 = 𝑓(𝑡,𝑧),

𝑧(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,
(3.3)

де 𝑓(𝑡,𝑧) = 𝑃𝑓(𝑡,𝑄𝑧), 𝑧 = (𝑧1,...,𝑧𝑚), 𝑓 = (𝑓1,...,𝑓𝑚), а жмутки 𝐴 + 𝜆𝐵̃

та 𝐴+ 𝜆𝐵 є строго еквiвалентними.

Беручи до уваги структуру канонiчного квазiдiагонального регуляр-
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ного жмутка, систему (3.3) можна подати у виглядi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑁 (𝑢𝑖)

(︂
𝑑

𝑑𝑡

)︂
𝑖
𝑧 =

𝑖

𝑓(𝑡,𝑧), 𝑖 = 1,...,𝑠,(︀
𝐽 +

𝑑

𝑑𝑡
𝐸
)︀𝑠+1
𝑧 =

𝑠+1

𝑓 (𝑡,𝑧),

𝑘

𝑧(𝑡) → 0, 𝑘 = 1,...,𝑠+ 1,

(3.4)

де

Для фiксованого 𝑠 перший блок жмутка 𝐴+ 𝐵̃
𝑑

𝑑𝑡
задає пiдсистему

вигляду ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑠
𝑧𝑗 +

𝑑

𝑑𝑡

𝑠
𝑧𝑗+1 =

𝑠

𝑓𝑗(𝑡,𝑧), 𝑗 = 1,...,𝑢𝑠−1,

𝑠
𝑧𝑢𝑠

=
𝑠

𝑓𝑢𝑠
(𝑡,𝑧).

3.2 Випадок систем iз сингулярним жмутком
матриць

Нехай жмуток 𝐴 + 𝐵
𝑑

𝑑𝑡
є сингулярним. Вiдповiдно до означення,

це означає, що або 𝑚 ̸= 𝑛, або ж при 𝑚 = 𝑛 виконується тотожнiсть
|𝐴+ 𝜆𝐵| ≡ 0.

Згiдно з теоремою 2.5 про приведення сингулярного жмутка до ка-
нонiчного квазiдiагонального вигляду, iснують невиродженi матрицi 𝑃 та
𝑄, для яких виконуються спiввiдношення 𝑃𝐴𝑄 = 𝐴, 𝑃𝐵𝑄 = 𝐵̃, причому
𝑃 ∈ R𝑚×𝑚, 𝑄 ∈ R𝑛×𝑛.

Проведемо замiну невiдомих у системi (3.2): покладемо 𝑥 = 𝑄𝑧, де
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𝑧 = 𝑧(𝑡) — нова вектор-функцiя. Пiсля множення обох частин перетвореної
системи на матрицю 𝑃 одержуємо:

⎧⎪⎨⎪⎩𝐴𝑧 + 𝐵̃
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡,𝑧),

𝑧(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

де 𝑓(𝑡,𝑧) = 𝑃𝑓(𝑡,𝑄𝑧),𝑧 = (𝑧1,...,𝑧𝑛),𝑓 = (𝑓1,...,𝑓𝑚).

Ураховуючи канонiчну структуру сингулярного квазiдiагонального
жмутка, маємо:

(3.5)

а канонiчна форма вiдповiдного жмутка 𝐴+ 𝐵̃
𝑑

𝑑𝑡
у матричному ви-

глядi:
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Розкладемо введенi позначення 𝑧 у системi (3.4) згiдно з блоками:
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Розмiр блоку 𝐽 + 𝐸
𝑑

𝑑𝑡
визначається рiвностями

𝜃 = 𝑛− 𝑔 − 𝜀𝑔+1 − 1− · · · − 𝜀𝑝 − 1− 𝜂ℎ+1 − · · · − 𝜂𝑞 − 𝑢1 − · · · − 𝑢𝑠,

𝑟 = 𝑚− 𝑢𝑠 − · · · − 𝑢1 − ℎ− 𝜀𝑔+1 − · · · − 𝜀𝑝 − 𝜂ℎ+1 − 1− · · · − 𝜂𝑞 − 1.

Уведемо допомiжнi позначення:
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та замiним:

1 + 𝑖 = 𝑖̂, 1 + 𝑝− 𝑔 + 𝑗 = 𝑗̂, 1 + 𝑝− 𝑔 + 𝑞 − ℎ+ 𝑘 = 𝑘,

1 + 𝑝− 𝑔 + 𝑞 − ℎ+ 𝑠+ 1 = 𝑠.

Тодi система (3.5) може бути подана у виглядi

𝑓(𝑡,𝑧) = 0
1

𝑓𝜈(𝑡,𝑧) = 0, 𝜈 = 1, . . . ,ℎ ⊗ ]𝐼⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑

𝑑𝑡

𝑖̂
𝑧𝑗 +

𝑖̂
𝑧𝑗+1 =

𝑖̂

𝑓𝑗(𝑡,𝑧),

𝑖 = 1, . . . ,𝑝− 𝑔, 𝑗 = 1, . . . ,𝜀𝑔+𝑖

⎤⎥⎥⎦ II

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑

𝑑𝑡

𝑗̂
𝑧1 =

𝑗̂

𝑓(𝑡,𝑧),

𝑗̂
𝑧𝑙−1 +

𝑑

𝑑𝑡

𝑗̂
𝑧𝑙 =

𝑗̂

𝑓𝑙(𝑡,𝑧),

𝑧𝜂ℎ+𝑗 =
𝑗̂

𝑓 𝜂ℎ+𝑗+1(𝑡,𝑧),

𝑗 = 1, . . . ,𝑔 − ℎ; 𝑙 = 2, . . . ,𝜂ℎ+𝑗 ⊗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
III (3.6)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑘
𝑧𝑤 +

𝑑

𝑑𝑡

𝑘
𝑧𝑤+1 =

𝑘

𝑓𝑤(𝑡,𝑧), 𝑤 = 1, . . . ,𝑢𝑘−1,

𝑘
𝑧𝑢𝑘

=
𝑘

𝑓𝑢𝑘
(𝑡,𝑧), 𝑘 = 1, . . . ,𝑠 ⊗

⎤⎥⎥⎥⎦ IV
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(︂
𝐽 +

𝑑

𝑑𝑡
𝐸

)︂
𝑠
𝑧 =

𝑠

𝑓(𝑡,𝑧) ]V

𝑧(𝑡) → 0, 𝑡→ 0

Система має комбiнований характер i мiстить як функцiональнi, так i
диференцiальнi рiвняння. Функцiональнi рiвняння позначенi символом ⊗.

Функцiональна пiдсистема утворюється першим блоком, останнiми
рiвняннями кожної з систем третього блоку, а також фiнальними рiвняннями
четвертого блоку. Сумарно вона має вигляд:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

𝑓 𝜈(𝑡,𝑧) = 0, 𝜈 = 1, . . . ,ℎ,

𝑗̂
𝑧𝜂ℎ+𝑗 =

𝑗̂

𝑓 𝜂ℎ+𝑗+1(𝑡,𝑧), 𝑗 = 1, . . . ,𝑔 − ℎ,

𝑘
𝑧𝑢𝑘

=
𝑘

𝑓𝑢𝑘
(𝑡,𝑧), 𝑘 = 1, . . . ,𝑠

Число рiвнянь у функцiональнiй частинi дорiвнює 𝑡 = ℎ+ 𝑞− ℎ+ 𝑠 =

𝑞 + 𝑠.

Диференцiальна частина формується другим блоком, усiма рiвняння-
ми третього блоку, окрiм останнiх у кожнiй пiдсистемi, а також аналогiчно
— рiвняннями четвертого блоку, без фiнальних, i рiвняннями п’ятого блоку.
У пiдсумку:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑

𝑑𝑡

𝚤̂
𝑧𝑗 +

𝚤̂
𝑧𝑗+1 =

𝚤̂

𝑓 𝑗(𝑡,𝑧), 𝑖 = 1, . . . ,𝑝− 𝑔, 𝑗 = 1, . . . ,𝜀𝑔+𝑖,

𝑑

𝑑𝑡

𝚥
𝑧1 =

𝚥

𝑓 1(𝑡,𝑧), 𝑗 = 1, . . . ,𝑔 − ℎ,

𝚥
𝑧𝑙−1 +

𝑑

𝑑𝑡

𝚥
𝑧𝑙 =

𝚥

𝑓 𝑙(𝑡,𝑧), 𝑙 = 2, . . . ,𝜂ℎ+𝑗,

𝑘
𝑧𝑤 +

𝑑

𝑑𝑡

𝑘
𝑧𝑤+1 =

𝑘

𝑓 𝑙(𝑡,𝑧), 𝑘 = 1, . . . ,𝑠, 𝑤 = 1, . . . ,𝑢𝑘−1,(︂
𝐽 +

𝑑

𝑑𝑡
𝐸

)︂
𝑠
𝑧 =

𝑠

𝑓(𝑡,𝑧)

Кiлькiсть таких рiвнянь становить 𝑚− 𝑡.

Таким чином, з урахуванням зроблених перетворень та початкової
умови задачi (3.1), сингулярна задача Кошi приводиться до функцiонально-
диференцiальної системи

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓(𝑡,𝑧1,𝑧2) = 0,

𝑑

𝑑𝑡
𝑧2 = 𝜙(𝑡,𝑧1,𝑧2),

𝑧1(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

𝑧2(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

(3.7)

де

𝑡 ⊆ R, 𝑧1 : (0; 𝑡0] → R𝑝, 𝑧2 : (0; 𝑡0] → R𝑙, 𝑝+ 𝑙 = 𝑛,

𝜓 : (0; 𝑡0]× R𝑝 × R𝑙 → R𝑘, 𝜙 : (0; 𝑡0]× R𝑝 × R𝑙 → R𝑙, 𝑘 + 𝑙 = 𝑚.
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𝜓 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

𝑓 𝜈(𝑡,𝑧), 𝜈 = 1, . . . ,ℎ

𝑗
𝑧𝜂ℎ+𝑗 −

𝑗

𝑓 𝜂ℎ+𝑗+1(𝑡,𝑧), 𝑗 = 1, . . . ,𝑞 − ℎ

𝑢𝑘
𝑧 −

𝑘

𝑓(𝑡,𝑧), 𝑘 = 1, . . . ,𝑠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝜙 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑖̂

𝑓 𝑗(𝑡,𝑧)−
𝑖̂

𝑧𝑗+1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑝− 𝑔, 𝑗 = 1, . . . ,𝜀𝑔+𝑖

𝑗̂

𝑓 1(𝑡,𝑧), 𝑗 = 1, . . . ,𝑔 − ℎ

𝑗̂

𝑓 𝑙(𝑡,𝑧)−
𝑗̂

𝑧𝑙−1, 𝑙 = 2, . . . ,𝜂ℎ+𝑗

𝑘

𝑓𝑤(𝑡,𝑧)−
𝑘
𝑧𝑤, 𝑘 = 1, . . . ,𝑠; 𝑤 = 1, . . . ,𝑢𝑘−1

𝑠

𝑓(𝑡,𝑧)− 𝐽 · 𝑠
𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

3.3 Функцiонально-диференцiальнi властивостi
сингулярної пiдсистеми

Розглянемо початкову задачу (3.7).

Означення. Нехай вектор-функцiя 𝜓 є неперервною в областi 𝐷1 ⊆
R𝑛+1, де

𝐷1 = {(𝑡,𝑧1,𝑧2) : 𝑡 ∈ (0,𝑡0], ‖𝑧1‖ < 𝛼, ‖𝑧2‖ < 𝛽}, 𝛼,𝛽 > 0.

Будемо вважати, що функцiя 𝜓 задовольняє умовi 𝑆1, якщо виконую-
ться такi вимоги:

1) iснує функцiя 𝜓 у точцi (0,0,0), причому 𝜓(0,0,0) = 0;
2) у межах областi 𝐷1 iснують i є неперервними всi частковi похiднi 𝜓

за компонентами 𝑧1 та 𝑧2.

Означення. Нехай вектор-функцiя 𝜙 неперервна в тiй самiй областi
𝐷1 ⊆ R𝑛+1, 𝐷1 = {(𝑡,𝑧1,𝑧2) : 𝑡 ∈ (0,𝑡0], ‖𝑧1‖ < 𝛼, ‖𝑧2‖ < 𝛽}, 𝛼,𝛽 > 0.
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Кажуть, що 𝜙 задовольняє умовi 𝑆2, якщо:

1) функцiю 𝜙 доозначено в точцi (0,0,0) та виконується рiвнiсть 𝜙(0,0,0) =
0;

2) вектор-функцiя 𝜙 є неперервною щодо 𝑡, а також неперервно дифе-
ренцiйованою по 𝑧1 i 𝑧2 у всiй областi 𝐷1.

Почнемо дослiдження задачi (3.7) з аналiзу функцiональної пiдзадачi⎧⎨⎩𝜓(𝑡,𝑧1,𝑧2) = 0,

𝑧1(0) = 0, 𝑧2(0) = 0.
(3.8)

Тобто розглянемо умови, за яких задачу (3.8) можна розв’язати вiд-
носно вектор-функцiї 𝑧1, або вiдносно 𝑧2, або лише щодо певної частини
їх компонент. Пiсля цього, повернувшись до задачi (3.7), встановимо до-
статнi умови iснування її розв’язку та дослiдимо можливу кiлькiсть таких
розв’язкiв.

Теорема 3.1. Припустимо, що 𝑘 = 𝑝, а векторнi функцiї 𝜓 та 𝜙

задовольняють умовам 𝑆1 i 𝑆2 вiдповiдно. Крiм того, нехай виконується
нерiвнiсть

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧1)

⃒⃒⃒⃒
(0,0,0)

̸= 0. (3.9)

Тодi початкова задача (3.7) має єдиний розв’язок на вiдрiзку 𝑡 ∈ [0,𝑡1], де
0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0.

Доведення. Оскiльки функцiя 𝜓 задовольняє вимогам умови 𝑆1

та одночасно виконується (3.9), то згiдно з теоремою про неявне задання
функцiї система

𝜓(𝑡,𝑧1,𝑧2) = 0 (3.10)

може бути однозначно розв’язана в областi𝐷1 вiдносно змiнної 𝑧1. Унаслiдок
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цього отримуємо подання

𝑧1 = 𝜉(𝑡,𝑧2), 𝜉(𝑡,𝑧2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜉1(𝑡,𝑧2)

...

𝜉𝑝(𝑡,𝑧2)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

де кожна з компонент 𝜉𝑘(𝑡,𝑧2), 𝑘 = 1, . . . ,𝑝, є неперервною за 𝑡 i неперервно
диференцiйованою за 𝑧2 у множинi

𝐷2 = {(𝑡,𝑧2) : 𝑡 ∈ [0,𝑡2], ||𝑧2|| < 𝛽2, 0 < 𝑡2 ≤ 𝑡0, 0 < 𝛽2 ≤ 𝛽},

а також задовольняє умову 𝜉𝑘(0,0) = 0.

Пiдставивши представлення 𝑧1 = 𝜉(𝑡,𝑧2) у диференцiальну частину
задачi (3.7), приходимо до задачi Кошi:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑

𝑑𝑡
𝑧2 = 𝜙(𝑡,𝜉(𝑡,𝑧2),𝑧2) ≡ 𝜉(𝑡,𝑧2),

𝑧2(0) = 0,

(3.11)

де 𝜉 ∈ 𝐶𝑡(𝐷2) i 𝜉 ∈ 𝐶1
𝑧2
(𝐷2).

Враховуючи регулярнiсть i гладкiсть правої частини цiєї системи,
умови теореми Пiкара–Кошi виконуються. Отже, задача Кошi (3.11) має
єдиний розв’язок 𝑧2 = 𝜙(𝑡) на iнтервалi 𝑡 ∈ [0,𝑡1], де 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ 𝑡0,
причому

𝜙 ∈ 𝐶1[0,𝑡1], 𝜙 : [0,𝑡1] → R𝑙.

Унаслiдок цього вихiдна задача (3.7) на [0,𝑡1] також має єдиний
розв’язок, який задається спiввiдношеннями⎧⎨⎩𝑧1(𝑡) = 𝜉(𝑡,𝜙(𝑡)),

𝑧2(𝑡) = 𝜙(𝑡).

Теорему доведено.

Теорема 3.2. Припустимо, що 𝑘 = 𝑗 та 1 ≤ 𝑗 < 𝑝, а векторнi функцiї
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𝜓 i 𝜙 задовольняють умовам 𝑆1 i 𝑆2 вiдповiдно. Якщо додатково виконується
спiввiдношення

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧11,𝑧12,...,𝑧1𝑗)

⃒⃒⃒⃒
(0,...,0)

̸= 0, (3.12)

то задача (3.7) має принаймнi один розв’язок на iнтервалi 𝑡 ∈ [0,𝑡1], де
0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0.

Доведення. Оскiльки функцiї 𝜓 та 𝜙 задовольняють умовам 𝑆1 i 𝑆2,
а також виконується нерiвнiсть (3.12), то застосування теореми про неявну
функцiю дозволяє розв’язати систему (3.10) вiдносно перших 𝑗 компонент
𝑧1. У результатi маємо подання

𝑧1𝑖 = 𝜉𝑖(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2), 𝑖 = 1, . . . ,𝑗.

Функцiї 𝜉𝑖 є неперервними за 𝑡 та мають неперервнi частиннi похiднi за
змiнними 𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2 у областi

𝐷3 = {(𝑡,𝑧1,𝑧2) : 𝑡 ∈ [0,𝑡3], ||𝑧1|| < 𝛼3, ||𝑧2|| < 𝛽3, 0 < 𝑡3 ≤ 𝑡0,

0 < 𝛼3 ≤ 𝛼, 0 < 𝛽3 ≤ 𝛽},

причому виконуються умови

𝜉𝑘(0,0) = 0, 𝜉𝑖(0,0, . . . ,0) = 0.

Пiдставивши знайденi вирази для компонент 𝑧1𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑗, у дифе-
ренцiальну частину системи (3.7), одержуємо задачу Кошi⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑

𝑑𝑡
𝑧2 = 𝜙

(︀
𝑡,𝜉1(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2), . . . , 𝜉𝑗(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2),𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2

)︀
,

𝑧2(0) = 0.

(3.13)
При цьому для кожної 𝜉𝑖 виконується

𝜉𝑖 ∈ 𝐶𝑡(𝐷3), 𝜉𝑖 ∈ 𝐶1
𝑧2
(𝐷3), 𝑖 = 1, . . . ,𝑗.

З огляду на умову 𝑆2, систему (3.13) можна розглядати як задачу
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Кошi для звичайних диференцiальних рiвнянь зi змiнною 𝑧2 та параметрами

𝑧1𝑗+1(𝑡), . . . ,𝑧1𝑝(𝑡),

якi належать класу 𝐶1
[0,𝑡1]

, де 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡3 ≤ 𝑡0.

Для кожного фiксованого набору параметричних функцiй iснує єдиний
розв’язок задачi Кошi (3.13):

𝑧2 = 𝜙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝),

де 𝜙 — неперервно диференцiйовна функцiя,

𝜙 : [0,𝑡1] → R𝑙.

Таким чином, розв’язок вихiдної задачi (3.8) задається формулами⎧⎨⎩𝑧1(𝑡) = 𝜉(𝑡,𝜙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝)),

𝑧2(𝑡) = 𝜙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝),

тобто отримано (𝑝− 𝑗)–параметричне сiмейство розв’язкiв, що залежить
вiд (𝑝− 𝑗) довiльних 𝐶1-функцiй.

Теорему доведено.

Теорема 3.3. Нехай 𝑘 = 𝑝+ 𝑗, де 1 ≤ 𝑗 < 𝑙, i нехай векторнi функцiї
𝜓 та 𝜙 задовольняють умовам 𝑆1 i 𝑆2. Припустимо також, що виконується
умова

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧1,𝑧21,...,𝑧2𝑗)

⃒⃒⃒⃒
(0,...,0)

̸= 0. (3.14)

Тодi задача (3.7) має принаймнi один розв’язок на вiдрiзку 𝑡 ∈ [0,𝑡1], де
0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0.

Доведення. Оскiльки функцiя 𝜓 задовольняє вимогам 𝑆1 i виконує-
ться умова (3.14), то згiдно з теоремою про неявну функцiю систему (3.10)
можна однозначно локально розв’язати вiдносно всiх компонент векторiв 𝑧1
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та перших 𝑗 компонент вектора 𝑧2. У такому разi

𝑧1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑧11

...

𝑧1𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑧2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧21

...

𝑧2𝑗

𝑧2𝑗+1

...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

i має мiсце представлення:

𝑧1𝑘 = 𝜉1𝑘(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙), 𝑘 = 1,...,𝑝,

𝑧2𝑖 = 𝜉2𝑖(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙), 𝑖 = 1,...,𝑗.

Усi функцiї 𝜉1𝑘 та 𝜉2𝑖 неперервнi по 𝑡 та мають неперервнi частковi
похiднi по аргументах 𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙 у областi

𝐷4 = {(𝑡,𝑧2) : 𝑡 ∈ [0,𝑡4], ||𝑧2|| < 𝛽4, 0 < 𝑡4 ≤ 𝑡0, 0 < 𝛽4 ≤ 𝛽},

i задовольняють умовам

𝜉1𝑘(0,...,0) = 0, 𝜉2𝑖(0,...,0) = 0.

Пiдставляючи отриманi вирази для 𝑧1𝑘 i 𝑧2𝑖 у диференцiальну частину
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системи (3.7), дiстаємо задачу Кошi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑
𝑑𝑡𝜉2𝑖(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙) = 𝜙𝑖(𝑡,𝜉1(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),𝜉21(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉2𝑗(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),

𝜉2𝑗+1(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉2𝑙(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)), 𝑖 = 1,...,𝑗

𝑑
𝑑𝑡𝑧2𝑗+1 = 𝜙𝑗+1(𝑡,𝜉1(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),𝜉21(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉2𝑗(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),

𝜉2𝑗+1(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉2𝑙(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)), 𝑖 = 1,...,𝑗

· · · · · ·
𝑑
𝑑𝑡𝑧2𝑙 = 𝜙𝑙(𝑡,𝜉1(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),𝜉21(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉2𝑗(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),

𝜉2𝑗+1(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉2𝑙(𝑡,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)), 𝑖 = 1,...,𝑗

𝑧2𝑔(0) = 0, 𝑔 = 𝑗 + 1,...,𝑙

(3.15)

Оскiльки 𝜉 ∈ 𝐶𝑡(𝐷4) та 𝜉 ∈ 𝐶1
𝑧2
(𝐷4), останнi (𝑙 − 𝑗) рiвнянь утво-

рюють звичайну задачу Кошi, для якої виконуються передумови теореми
Пiкара–Кошi. Отже, iснує єдиний розв’язок:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧2𝑗+1

...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜙(𝑡), (3.16)

де 𝜙 ∈ 𝐶1
[0,𝑡1]

та 𝜙 : [0,𝑡1] → R𝑙, 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡4 ≤ 𝑡0.

Пiсля цього пiдставляємо знайденi значення у спiввiдношення для 𝑧1
та перших 𝑗 компонент 𝑧2:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧1 = 𝜉1(𝑡,𝜙(𝑡))⎛⎜⎜⎜⎝
𝑧21
...

𝑧2𝑗

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝜉2𝑖(𝑡,𝜙(𝑡)),𝑖 = 1,...,𝑗

Пiсля цього пiдставимо знайденi значення 𝑧2𝑙, . . . ,𝑧2𝑗 у першi 𝑗 рiвнянь
диференцiальної частини системи. Усi цi рiвняння разом утворюють умову
узгодженостi для задачi Кошi. Якщо пiсля пiдстановки функцiй 𝑧2𝑙, . . . ,𝑧2𝑗
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кожне з цих рiвнянь виконується тотожно, то розв’язок задачi отримано.

Теорему доведено.

Теорема 3.4. Нехай 𝑘 = 𝑙, а векторнi функцiї 𝜓 та 𝜙 задовольняють
умовам 𝑆1 i 𝑆2 вiдповiдно. Припустимо також, що виконується нерiвнiсть

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧2)

⃒⃒⃒⃒
(0,0,0)

̸= 0. (3.17)

Тодi задача (3.7) має принаймнi один розв’язок на промiжку 𝑡 ∈ [0,𝑡1], де
0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0.

Доведення. Оскiльки 𝜓 задовольняє умовi 𝑆1 та виконується умова
(3.17), то з теореми про неявну функцiю випливає, що рiвняння (3.10) може
бути однозначно розв’язане вiдносно 𝑧2 у деякому околi точки (0,0,0):

𝑧2 = 𝜉(𝑡,𝑧1), 𝜉(𝑡,𝑧1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜉1(𝑡,𝑧1)

...

𝜉𝑙(𝑡,𝑧1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Компоненти 𝜉𝑘(𝑡,𝑧1), 𝑘 = 1, . . . ,𝑙, є безперервними по 𝑡 та мають неперервнi
частковi похiднi за змiнними 𝑧1 на множинi

𝐷5 = {(𝑡,𝑧1) : 𝑡 ∈ [0; 𝑡5],||𝑧1|| < 𝛼5,0 < 𝑡5 ≤ 𝑡0, 0 < 𝛼5 ≤ 𝛼}

Крiм того, 𝜉𝑘(0,0) = 0 для всiх 𝑘.

Пiдставляючи 𝑧2 = 𝜉(𝑡,𝑧1) у диференцiальну частину задачi (3.7),
отримуємо задачу Кошi:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑

𝑑𝑡
𝜉(𝑡,𝑧1) = 𝜙(𝑡,𝑧1,𝜉(𝑡,𝑧1)) = 𝜁(𝑡,𝑧1),

𝜉(𝑡,𝑧1) → 0, 𝑡→ 0,

(3.18)

де 𝜉 ∈ 𝐶𝑡(𝐷5), 𝜉 ∈ 𝐶1
𝑧1
(𝐷5), 𝜁(𝑡,𝑧1) — неперервно диференцiйована функцiя

на 𝐷5.
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Беручи похiдну (3.19):

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+
𝜕𝜉

𝜕𝑧1

𝑑𝑧1
𝑑𝑡

= 𝜁(𝑡,𝑧1), (3.19)

розглянемо можливi варiанти.

а) Якщо матриця
⃒⃒⃒
𝑑𝜉
𝑑𝑧1

⃒⃒⃒
(0,0)

̸= 0 є невиродженою, тодi з (3.19) маємо

𝜕𝜉

𝜕𝑧1

𝜕𝑧1
𝜕𝑡

= 𝜁(𝑡,𝑧1)−
𝜕𝜉

𝜕𝑡

𝜕𝑧1
𝜕𝑡

=

(︂
𝜕𝜉

𝜕𝑧1

)︂−1(︂
𝜁(𝑡,𝑧1)−

𝜕𝜉

𝜕𝑡

)︂
Правi частини є 𝐶1-функцiями, тож умови теореми Пiкара–Кошi виконано.
Отже, iснує єдиний розв’язок:

⎧⎨⎩𝑧1 = 𝜙(𝑡)

𝑧2 = 𝜉(𝑡,𝜙(𝑡))

б) Якщо
⃒⃒⃒
𝑑𝜉
𝑑𝑧1

⃒⃒⃒
(0,0)

= 0, то рiвняння (3.19) перестає бути розв’язним

щодо 𝑑𝑧1
𝑑𝑡 , i виникає нова сингулярна система типу

𝐴(𝑡,𝑧1)
𝑑𝑧1
𝑑𝑡

+𝐵(𝑡,𝑧1)𝑧1 = 𝑓(𝑡,𝑧1),

яка повторює структуру вихiдної, але мiстить менше рiвнянь. Це знову
приводить до задачi iснування та узгодженостi.

в) Розглянемо уточнену структуру системи.

1) Якщо 𝑗 = 𝑝, тобто кiлькiсть компонент збiгається з розмiрнiстю 𝑧1,

то det
𝜕𝜉

𝜕𝑧1
̸= 0, i ми повертаємося до випадку а).
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2) Якщо 𝑗 < 𝑝, маємо:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕𝜉1
𝜕𝑧11

𝜕𝜉2
𝜕𝑧12

...
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑧1𝑗

𝜕𝜉1
𝜕𝑧21

𝜕𝜉2
𝜕𝑧22

...
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑧2𝑗

... ...

𝜕𝜉1
𝜕𝑧𝑗1

𝜕𝜉2
𝜕𝑧𝑗2

...
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑧𝑗𝑗

𝜕𝜉1
𝜕𝑧𝑗+11

𝜕𝜉2
𝜕𝑧𝑗+12

...
𝜕𝜉𝑗

𝜕𝑧𝑗+1𝑗

... ...

𝜕𝜉1
𝜕𝑧𝑝1

𝜕𝜉2
𝜕𝑧𝑝2

...
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑧𝑝𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 𝜁(𝑡,𝑧1)

Матриця часткових похiдних розпадається на двi частини: перша
визначає можливiсть розв’язання, друга — умови узгодженостi для системи
Кошi: ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜕𝜉1
𝜕𝑧𝑗+1,1

· · · 𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑧𝑗+1,𝑗

... . . . ...

𝜕𝜉1
𝜕𝑧𝑝1

· · · 𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑧𝑝𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜁(𝑡,𝑧1).

3) Якщо 𝑗 > 𝑝, умова узгодженостi приймає вигляд⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕𝜉𝑝+1

𝜕𝑧𝑗+11
· · · 𝜕𝜉𝑗

𝜕𝑧𝑗+1,𝑗

... . . . ...

𝜕𝜉𝑝+1

𝜕𝑧𝑝1
· · · 𝜕𝜉𝑗

𝜕𝑧𝑝𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜁(𝑡,𝑧1),

що також є умовою спiльностi системи (3.7).

Теорему доведено.

Теорема 3.5. Нехай 𝑘 = 𝑗, де 1 < 𝑗 ≤ 𝑙, i векторнi функцiї 𝜓 та 𝜙
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задовольняють умовам 𝑆1 i 𝑆2. Припустимо також, що виконується умова

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧21,...,𝑧2𝑗)

⃒⃒⃒⃒
(0,...,0)

̸= 0. (3.20)

Тодi задача (3.7) має розв’язок на вiдрiзку 𝑡 ∈ [0,𝑡1], де 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0.

Доведення. Оскiльки 𝜓 задовольняє умову 𝑆1 та виконується не-
рiвнiсть (3.20), то, застосовуючи теорему про неявну функцiю, отримуємо
можливiсть локально однозначно виразити першi 𝑗 компонент вектора 𝑧2
через змiннi 𝑡, 𝑧1 та залишковi компоненти 𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙:

𝑧2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧21

...

𝑧2𝑗

𝑧2𝑗+1

...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑧21

...

𝑧2𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜉(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜉1(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)

...

𝜉𝑗(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Кожна функцiя 𝜉𝑖 є безперервною за 𝑡 та має неперервнi частковi
похiднi за iншими аргументами у множинi

𝐷6 = {(𝑡,𝑧1,𝑧2) : 0 < 𝑡 ≤ 𝑡6, ‖𝑧1‖ < 𝛼6, ‖𝑧2‖ < 𝛽6},

де 0 < 𝑡6 ≤ 𝑡0, 𝛼6 ≤ 𝛼, 𝛽6 ≤ 𝛽, i при цьому 𝜉𝑖(0,0,...,0) = 0 для всiх 𝑖 = 1,...,𝑗.

Пiсля пiдстановки виразiв 𝑧2𝑖 = 𝜉𝑖(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙) у диференцiальну
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частину задачi (3.7) отримаємо систему Кошi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝜉𝑖(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗 ,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)
𝑑𝑡 = 𝜙𝑖(𝑡,𝑧1,𝜉1(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉𝑙(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)),

𝑖 = 1,...,𝑗⎡⎢⎢⎢⎣
𝑑
𝑑𝑡𝑧2𝑗+1 = 𝜙𝑗+1(𝑡,𝑧1,𝜉1(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉𝑙(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙))

· · ·
𝑑
𝑑𝑡𝑧2𝑙 = 𝜙𝑙(𝑡,𝑧1,𝜉1(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),...,𝜉𝑙(𝑡,𝑧1,𝑧2𝑗,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙))

⎤⎥⎥⎥⎦ (*)

𝑧2𝑔(0) = 0, 𝑔 = 𝑗 + 1,...,𝑙

Оскiльки права частина блоку (*) задовольняє вимоги умови 𝑆2, то
для останнiх 𝑙 − 𝑗 компонент системи виконуються припущення теореми
Пiкара–Кошi. Отже, ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧2𝑗+1

...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜙(𝑡,𝑧1),

де 𝜙 ∈ 𝐶1
[0,𝑡1]

, а 𝑧1(𝑡) виступає як вiльний параметр.

Пiсля пiдстановки знайдених компонент у першi 𝑗 рiвнянь системи
отримуємо диференцiальнi рiвняння вiдносно 𝑧1. Подальший аналiз зале-
жить вiд значення 𝑝.

При 𝑝 = 𝑗 маємо структуру, аналогiчну розглянутiй у теоремi 3.4:

• якщо
⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜉

𝑑𝑧1

⃒⃒⃒⃒
(0,0)

̸= 0, то задача Кошi для 𝑧1 має єдиний розв’язок

𝑧1 = 𝜁(𝑡); тодi вiдомi й усi компоненти 𝑧2;
• якщо визначник дорiвнює нулю, виникає сингулярна система аналогi-

чного типу.

Теорему доведено.

Теорема 3.6. Нехай 𝑘 = 𝑖+ 𝑗, де 𝑖 ≤ 𝑗 < 𝑝, а вектор-функцiї 𝜓 та 𝜙
задовольняють умовам 𝑆1 i 𝑆2 вiдповiдно. Припустимо, що виконується

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧11,...,𝑧1𝑖,𝑧2)

⃒⃒⃒⃒
(0,...,0)

̸= 0. (3.21)
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Тодi задача (3.7) має розв’язок на вiдрiзку 𝑡 ∈ [0,𝑡1], де 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0.

Доведення. Оскiльки вектор-функцiя 𝜓 задовольняє умовi 𝑆1 та має
мiсце нерiвнiсть (3.21), то, згiдно з теоремою про неявну функцiю, систему
(3.10) можна локально i однозначно розв’язати на множинi 𝐷1 вiдносно
компонент вектора 𝑧2 та перших компонент 𝑧1, а саме 𝑧1𝑖, 𝑖 = 1,...,𝑗:

𝑧1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧11

...

𝑧1𝑗

𝑧1𝑗+1

...

𝑧1𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑧2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑧21

...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Тобто маємо представлення⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑧11
...

𝑧1𝑗

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝜉1(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜉11(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝)

...

𝜉1𝑗(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑧21
...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝜉2(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜉21(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝)

...

𝜉2𝑙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝)

⎞⎟⎟⎟⎠ .

(3.22)

Функцiї 𝜉1𝑖(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝), 𝑖 = 1,...,𝑗, та 𝜉2𝑘(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝), 𝑘 = 1,...,𝑙, є безпе-
рервними за 𝑡 i мають неперервнi частковi похiднi за всiма iншими аргу-
ментами на множинi

𝐷7 = {(𝑡,𝑧1) : 𝑡 ∈ [0; 𝑡7], ‖𝑧1‖ < 𝛼7, 0 < 𝑡7 ≤ 𝑡0, 0 < 𝛼7 ≤ 𝛼},

причому 𝜉1𝑖(0,...,0) = 0 для 𝑖 = 1,...,𝑗 та 𝜉2𝑘(0,...,0) = 0 для 𝑘 = 1,...,𝑙.

Пiдставляючи вирази (3.22) у диференцiальну пiдсистему задачi (3.7),
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одержуємо

𝑑

𝑑𝑡
𝜉2(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝) = 𝜙(𝑡,𝜉11(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝),...,𝜉1𝑝(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝),

𝜉2(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝))𝜁(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝).

Таким чином, приходимо до задачi Кошi для 𝑙 диференцiальних рiв-
нянь з (𝑝− 𝑗) невiдомими функцiями:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝜉2𝑘
𝜕𝑡

+
𝜕𝜉2𝑘
𝜕𝑧1𝑗+1

𝜕𝑧1𝑗+1

𝜕𝑡
+ ...+

𝜕𝜉2𝑘
𝜕𝑧1𝑝

𝑑𝑧1𝑝
𝑑𝑡

= (𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝),

𝑘 = 1,...,𝑙,

𝑧1(0) = 0.

У скалярному виглядi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝜉21
𝜕𝑡

+
𝜕𝜉21
𝜕𝑧1𝑗+1

𝜕𝑧1𝑗+1

𝜕𝑡
+ ...+

𝜕𝜉21
𝜕𝑧1𝑝

𝑑𝑧1𝑝
𝑑𝑡

= 𝜁1(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝),

...
𝜕𝜉2𝑙
𝜕𝑡

+
𝜕𝜉2𝑙
𝜕𝑧1𝑗+1

𝜕𝑧1𝑗+1

𝜕𝑡
+ ...+

𝜕𝜉2𝑙
𝜕𝑧1𝑝

𝑑𝑧1𝑝
𝑑𝑡

= 𝜁𝑙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝),

𝑧1(0) = 0.

Еквiвалентно можна записати:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
grad

(︂
𝜕𝜉2
𝜕𝑡

)︂
+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕𝜉21
𝜕𝑧1𝑗+1

· · · 𝜕𝜉21
𝜕𝑧1𝑝

... · · · ...
𝜕𝜉2𝑙
𝜕𝑧1𝑗+1

· · · 𝜕𝜉2𝑙
𝜕𝑧1𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑑𝑧1𝑗+1

𝑑𝑡
...

𝑑𝑧1𝑝
𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜁1
...

𝜁𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑧1(0) = 0,
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де ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕𝜉21
𝜕𝑧1𝑗+1

· · · 𝜕𝜉21
𝜕𝑧1𝑝

... · · · ...
𝜕𝜉2𝑙
𝜕𝑧1𝑗+1

· · · 𝜕𝜉2𝑙
𝜕𝑧1𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ≡ 𝐴(𝑡,𝑧1𝑗+1,𝑧1𝑝).

Розглянемо два випадки.

а) Нехай |𝐴| ≠ 0 у точцi (0,...,0). Тодi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑑𝑧1𝑗+1

𝑑𝑡
...

𝑑𝑧1𝑝
𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝐴−1

⎛⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎜⎝
𝜁1
...

𝜁𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠− grad

(︂
𝜕𝜉2
𝜕𝑡

)︂⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑧1𝑖(0) = 0, 𝑖 = 𝑗 + 1,...,𝑝.

(3.23)

Можливi такi пiдвипадки:

1) 𝑙 = 𝑝− 𝑗.
З огляду на те, що 𝜉 ∈ 𝐶𝑡(𝐷7), 𝜉 ∈ 𝐶1

𝑧1𝑖
(𝐷7) та 𝜁(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝) ∈

𝐶1(𝐷7), виконанi умови теореми 1.2 про iснування та єдинiсть розв’язку
задачi Кошi для системи (3.23). Отже, знаходимо

𝑧1𝑖 = (𝜙)𝑖(𝑡), 𝑖 = 𝑗 + 1,...,𝑝,

де (𝜙)𝑖 ∈ 𝐶1
[0,𝑡1]

, (𝜙)𝑖 : [0,𝑡1] → ℜ𝑝.

Пiсля пiдстановки цих функцiй у спiввiдношення (3.21) одержуємо
розв’язок початкової задачi Кошi (3.7).

2) 𝑙 > 𝑝− 𝑗.
У цьому випадку вся система, записана вище, виступає умовою сумi-
сностi задачi Кошi (3.7). Для будь-яких (𝑝− 𝑗) рiвнянь виконуються
умови теореми 1.2, отже можна знайти всi (𝑝− 𝑗) невiдомих. Потiм пе-
ревiряємо, чи задовольняє отриманий розв’язок повну систему. Якщо
пiсля пiдстановки одержуємо тотожностi, то, пiдставляючи знайденi
функцiї у (3.21), маємо розв’язок вихiдної задачi.
При цьому деякi з (𝑝− 𝑗) невiдомих, а саме (𝑝− 𝑗 − 𝑙), виявляються
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вiльними параметрами. У результатi розв’язок задачi Кошi (3.22)
задається 𝑙 компонентами, кожна з яких залежить вiд (𝑝 − 𝑗 − 𝑙)

вiльних параметрiв. Пiдставивши цi функцiї у (3.21), отримуємо (𝑝−
𝑗 − 𝑙)–параметричне сiмейство розв’язкiв початкової задачi.

б) Якщо |𝐴| = 0, то система є сингулярною, i маємо сингулярну задачу
аналогiчного типу.

Теорему доведено.

Теорема 3.7. Нехай 𝑘 = 𝑖 + 𝑗, де 1 < 𝑗 < 𝑝, 1 < 𝑖 < 𝑙, а вектор-
функцiї 𝜓 та 𝜙 задовольняють умовам 𝑆1 i 𝑆2 вiдповiдно. Припустимо, що
виконується умова

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧11,...,𝑧1𝑗,𝑧21,...,𝑧2𝑖)

⃒⃒⃒⃒
(0,...,0)

̸= 0. (3.24)

Тодi задача (3.7) має розв’язок на вiдрiзку 𝑡 ∈ [0,𝑡1], де 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0.

Доведення. Оскiльки вектор-функцiя 𝜓 задовольняє умовi 𝑆1 i вико-
нується нерiвнiсть (3.26), то, згiдно з теоремою про неявнi функцiї, систему
(3.10) можна локально та однозначно розв’язати на множинi 𝐷1 вiдносно
компонент 𝑧2𝑟, 𝑟 = 2,...,𝑖, та компонент 𝑧1𝑘, 𝑘 = 1,...,𝑗:

𝑧1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧11

...

𝑧1𝑗

𝑧1𝑗+1

...

𝑧1𝑝

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑧2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧21

...

𝑧2𝑖

𝑧2𝑖+1

...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Iнакше кажучи, систему (3.10) можна розв’язати вiдносно 𝑧1𝑘, 𝑘 = 1,...,𝑗,
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𝑗 < 𝑝, та 𝑧2𝑟, 𝑟 = 2,...,𝑖, 𝑖 < 𝑙. Маємо⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑧11
...

𝑧1𝑘

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝜉1𝑘(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑧21
...

𝑧2𝑟

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝜉2𝑟(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),

(3.25)

де функцiї 𝜉1𝑘(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙) та 𝜉2𝑟(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙) є без-
перервними за 𝑡 i неперервно диференцiйованими за всiма iншими змiнними
на множинi

𝐷8 = {(𝑡,𝑧1,𝑧2) : 𝑡 ∈ [0; 𝑡8], ‖𝑧1‖ < 𝛼8,

‖𝑧2‖ < 𝛽8, 0 < 𝑡8 ≤ 𝑡0, 0 < 𝛼8 ≤ 𝛼, 0 < 𝛽8 ≤ 𝛽},

та задовольняють початковi умови 𝜉1𝑘(0,...,0) = 0 для 𝑘 = 1,...,𝑗 i 𝜉2𝑟(0,...,0) =
0 для 𝑟 = 1,...,𝑖.

Пiдставивши вирази (3.27) у диференцiальну пiдсистему задачi (3.7),
приходимо до задачi Кошi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑
𝑑𝑡𝜉2𝑟(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙) =

𝜙𝑟(𝑡,𝜉11(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),..., 𝜉1𝑝(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),

𝜉21(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙),..., 𝜉2𝑙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)),𝑟 = 1,...,𝑖

𝑑
𝑑𝑡𝑧2𝑖+1 = 𝜁𝑖+1(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)

...

𝑑
𝑑𝑡𝑧2𝑙 = 𝜁𝑙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙)

𝑧1(0) = 0, 𝑧2(0) = 0

(3.26)

Розглянемо останнi (𝑙 − 𝑖) рiвнянь цiєї системи. Оскiльки

𝜁(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝,𝑧2𝑗+1,...,𝑧2𝑙) ∈ 𝐶1(𝐷9),



56

то виконуються умови теореми 1.3, i задача Кошi для цих рiвнянь має
єдиний розв’язок: ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧2𝑖+1

...

𝑧2𝑙

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝜙(𝑡,𝑧1𝑗+1,...,𝑧1𝑝),

де 𝜙 — неперервно диференцiйована функцiя, 𝜙 : [0,𝑡1] → ℜ𝑙, 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡8 ≤
𝑡0.

Пiсля цього пiдставляємо знайденi 𝑧2𝑖+1,...,𝑧2𝑙 у першi 𝑖 диференцi-
альних рiвнянь системи (3.26). У результатi отримуємо 𝑖 диференцiальних
рiвнянь з (𝑝 − 𝑗) невiдомими функцiями 𝑧1𝑗+1(𝑡),...,𝑧1𝑝(𝑡). Далi ситуацiя
повнiстю збiгається з розглянутою у теоремi 3.6: за вiдповiдних умов iсну-
вання та єдиностi розв’язку задачi Кошi (3.7) отримуємо (за потреби —
параметричне) сiмейство розв’язкiв вихiдної задачi.

Теорему доведено.

Теорема 3.8. Нехай для вектор-функцiй 𝜓 та 𝜙 виконуються умови
𝑆1 та 𝑆2 вiдповiдно i виконується спiввiдношення

𝐷(𝜓)

𝐷(𝑧1,𝑧2)

⃒⃒⃒⃒
(0,0,0)

̸= 0. (3.27)

Крiм того, припустимо, що вздовж розв’язку системи (3.10) диференцiальна
пiдсистема задачi (3.7) на деякому промiжку звертається в тотожнiсть.

Тодi задача (3.7) має, i притому єдиний, розв’язок на вiдрiзку 𝑡 ∈ [0,𝑡1],
де 0 < 𝑡1 ≤ 𝑡0.

Доведення. Оскiльки вектор-функцiя 𝜓 задовольняє умовi 𝑆1 i ви-
конується нерiвнiсть (3.27), то, застосовуючи теорему про неявну фун-
кцiю, одержуємо, що систему (3.19) можна на множинi 𝐷1 єдиним чином
розв’язати вiдносно змiнних 𝑧1 i 𝑧2. Тобто iснують функцiї⎧⎨⎩𝑧1 = 𝜉1(𝑡),

𝑧2 = 𝜉2(𝑡),
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якi задовольняють цю систему.

Пiдставляючи 𝑧1 = 𝜉1(𝑡) i 𝑧2 = 𝜉2(𝑡) у диференцiальну пiдсистему
задачi (3.7), приходимо до задачi Кошi вигляду⎧⎨⎩𝜉1(𝑡) = 𝜙(𝑡,𝜉1(𝑡),𝜉2(𝑡)),

𝜉2(0) = 0,

де 𝑡 ∈ [0,𝑡9], 0 < 𝑡9 ≤ 𝑡0, а функцiї 𝜉1(𝑡) та 𝜉2(𝑡) є неперервними за 𝑡 i
неперервно диференцiйованими за 𝑡 на вказаному промiжку.

Таким чином, умови теореми гарантують iснування єдиного розв’язку
задачi (3.7) на деякому вiдрiзку [0,𝑡1].

Теорему доведено.
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3.4 Диференцiальна задача Кошi: умови iсну-
вання i єдиностi розв’язкiв

Дослiдження задачi (3.7) слiд почати з перевiрки, чи можна розв’язати
вiдповiдну систему диференцiальних рiвнянь. Вихiдна задача пiддається
розв’язанню лише тодi, коли задача Кошi допускає хоча б один розв’язок.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑
𝑑𝑡𝑧2 = 𝜙(𝑡,𝑧1,𝑧2)

𝑧1(𝑡) → 0, 𝑡→ 0

𝑧2(𝑡) → 0, 𝑡→ 0

(3.28)

Припустiмо, що

𝑡 ⊆ R, 𝑧1 : (0, 𝑡0] → R𝑝, 𝑧2 : (0, 𝑡0] → R𝑙, 𝑝+ 𝑙 = 𝑛.

Нехай функцiя 𝜙 є неперервною на множинi

𝑇 × 𝑍1 × 𝑍2, 𝑇 = (0, 𝑡0].

Для кожного 𝑡1 ∈ (0, 𝑡0) припустимо, що

𝜙 : [𝑡1, 𝑡0] → R𝑙

є рiвномiрно неперервною на вiдрiзку [𝑡1, 𝑡0] при фiксованих (𝑧1, 𝑧2) ∈ 𝑍1×𝑍2,
де

𝑍1 = {𝑧1(𝑡) : ‖𝑧1(𝑡)‖ ≤ 𝑎}, 𝑎 = const, 𝑎 > 0,

𝑍2 = {𝑧2(𝑡) : ‖𝑧2(𝑡)‖ ≤ 𝑏}, 𝑏 = const, 𝑏 > 0.

Розглянемо можливiсть перейти вiд задачi (3.28) до iнтегрального
рiвняння

𝑧2(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏 (3.29)

i встановити, що задача (3.28) i рiвняння (3.29) є рiвносильними (3.28)

Нехай 𝑧2(𝑡, 𝑧1(𝑡)) — один iз розв’язкiв задачi (3.28), визначений на
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множинi 𝑇 × 𝑍1. У цьому разi маємо спiввiдношення

𝑑𝑧2
𝑑𝑡

=
𝑑

𝑑𝑡
𝑧2(𝑡, 𝑧1(𝑡)) = 𝜙(𝑡, 𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡, 𝑧1(𝑡))) , (3.30)

а також умови

𝑧1(𝑡) → 0 при 𝑡→ 0, 𝑧2(𝑡) → 0 при 𝑡→ 0.

Iнтегруючи рiвнiсть (3.30), отримаємо вираз

𝑧2(𝑡, 𝑧1(𝑡)) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏, 𝑧1(𝜏))) 𝑑𝜏. (3.31)

Подальше диференцiювання вiдношення (3.31) за змiнною 𝑡 повертає
нас до рiвностi (3.30). Таким чином, iнтегральне рiвняння (3.31) повнiстю
еквiвалентне диференцiальному рiвнянню (3.30), якщо врахувати вiдповiднi
початковi умови.

Означення. Нехай задано вiдображення

𝜙 : 𝑇 × 𝑍1 × 𝑍2 → 𝑇 × 𝑍2.

Кажуть, що це вiдображення має властивiсть Лiпшиця, якщо iснує кон-
станта 𝐿 > 0, для якої виконується нерiвнiсть⃦⃦⃦

𝜙
(︀
𝑡, 𝑧1, ̃︀𝑧2)︀− 𝜙

(︀
𝑡, 𝑧1,̃︀̃︀𝑧2)︀⃦⃦⃦ ≤ 𝐿

⃦⃦⃦̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2⃦⃦⃦ ,
для будь-яких

(𝑡, 𝑧1, ̃︀𝑧2), (𝑡, 𝑧1,̃︀̃︀𝑧2) ∈ 𝑇 × 𝑍1 × 𝑍2.

Це означає, що змiна значення вiдображення за третьою змiнною обмежена
сталою 𝐿, тобто 𝜙 не є «надто чутливою» до варiацiй компоненти 𝑧2.

Теорема 3.9. Нехай виконуються такi умови:

1) Вiдображення 𝜙 є неперервним на множинi 𝑇 ×𝑍1×𝑍2, i для нього
виконується лiпшицева оцiнка за змiнною 𝑧2:⃦⃦

𝜙(𝑡, 𝑧1, ̃︀𝑧2)− 𝜙(𝑡, 𝑧1,̃︀̃︀𝑧2)⃦⃦ ≤ 𝐿 ‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖
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рiвномiрно для всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑡0] та для кожної функцiї 𝑧1(𝑡) класу 𝐶(R𝑝),
причому

𝑧1(𝑡) → 0 коли 𝑡→ 0.

2) Iснує число 𝑞 ∈ (0,1), таке що

𝐿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞, 𝑡 ∈ (0, 𝑡0].

3) Для всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑡0] справджується рiвнiсть

𝜙(𝑡, 𝑧1(𝑡), 0) = 0.

Тодi задача Кошi (3.28) має єдиний розв’язок, який позначимо 𝑧*2(𝑡, 𝑧1(𝑡)).

Доведення.

Визначимо вiдображення

Φ(𝑧2)(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏,

яке пов’язує функцiю 𝑧2 з iнтегралом, що мiстить шуканий розв’язок.

Основна iдея полягає в тому, що знаходження функцiї 𝑧*2(𝑡, 𝑧1(𝑡)), яка
задовольняє рiвнiсть Φ(𝑧2) = 𝑧2, еквiвалентне побудовi розв’язку задачi Ко-
шi (3.28). Тобто розв’язок задачi визначається як нерухома точка оператора
Φ.

Щоб показати iснування такої точки, потрiбно встановити, що опера-
тор Φ є неперервним, переводить певну замкнену множину у саму себе та
має властивiсть стиcнення.

Нехай 𝐾 позначає простiр усiх неперервних функцiй на областi 𝑇 ×𝑍1.
Введемо норму

‖𝑧2‖ = sup
𝑗=1,...,𝑙

{︁
|𝑧2𝑗(𝑡)| : 𝑡 ∈ (0, 𝑡0]

}︁
,



61

а для функцiї 𝑧1(𝑡) визначимо аналогiчну норму

‖𝑧1‖ = sup
𝑖=1,...,𝑝

{︁
|𝑧1𝑖(𝑡)| : 𝑡 ∈ (0, 𝑡0]

}︁
.

Розглянемо множину 𝐵 ⊂ 𝐾, що складається з функцiй, якi задоволь-
няють умову ‖𝑧1‖ ≤ 𝑎 i для яких ‖𝑧2‖ ≤ 𝑏.

Оператор Φ(𝑧2)(𝑡) є неперервним за означенням, якщо для кожного
𝜀 > 0 знайдеться таке 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0, що з умови

‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖ < 𝛿 =⇒ ‖Φ(̃︀𝑧2)− Φ(̃︀̃︀𝑧2)‖ < 𝜀.

Щоб довести неперервнiсть, скористаємося припущеннями 1 та 2 з
теореми. Маємо:

‖Φ(̃︀𝑧2)− Φ(̃︀̃︀𝑧2)‖ =

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), ̃︀𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏 − ∫︁ 𝑡

0

𝜙
(︁
𝜏, 𝑧1(𝜏),̃︀̃︀𝑧2(𝜏))︁ 𝑑𝜏 ⃦⃦⃦⃦

≤
∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦
𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), ̃︀𝑧2(𝜏))− 𝜙

(︁
𝜏, 𝑧1(𝜏),̃︀̃︀𝑧2(𝜏))︁⃦⃦⃦ 𝑑𝜏 ≤

∫︁ 𝑡

0

𝐿 ‖̃︀𝑧2(𝜏)− ̃︀̃︀𝑧2(𝜏)‖ 𝑑𝜏.
Оцiнимо верхню межу:

‖Φ(̃︀𝑧2)−Φ(̃︀̃︀𝑧2)‖ < sup
𝜏∈(0,𝑡0]

‖̃︀𝑧2(𝜏)−̃︀̃︀𝑧2(𝜏)‖∫︁ 𝑡

0

𝐿𝑑𝜏 ≤ ‖̃︀𝑧2−̃︀̃︀𝑧2‖𝐿 ⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞𝛿 = 𝜀.

Отже, Φ є неперервним оператором.

Покажемо тепер, що Φ переводить множину 𝐵 у саму себе, тобто
Φ(𝐵) ⊆ 𝐵. Для цього потрiбно встановити, що iз умови ‖𝑧2‖ ≤ 𝑏 випливає
‖Φ(𝑧2)‖ ≤ 𝑏.

Використовуючи припущення 3 з теореми i рiвнiсть:

𝜙(𝑡, 𝑧1(𝑡), 0) = 0, 𝑡 ∈ (0, 𝑡0],
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а також умову Лiпшиця за змiнною 𝑧2, отримаємо:

‖Φ(𝑧2)‖ =

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
≤

∫︁ 𝑡

0

‖𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏))‖ 𝑑𝜏 ≤

≤
∫︁ 𝑡

0

𝐿 ‖𝑧2‖ 𝑑𝜏 ≤ 𝐿𝑏

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
< 𝑏.

Отже, Φ(𝐵) ⊆ 𝐵.

Перейдемо до доведення того, що Φ є стискуючим оператором за умов
теореми 1 i 2. Оператор буде стискуючим, якщо для будь-яких функцiй ̃︀𝑧2 ĩ︀̃︀𝑧2 виконується

‖Φ(̃︀𝑧2)− Φ(̃︀̃︀𝑧2)‖ ≤ 𝑞 ‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖.
Дiйсно, оцiнимо рiзницю мiж значеннями оператора Φ на двох фун-

кцiях ̃︀𝑧2 та ̃︀̃︀𝑧2:
‖Φ(̃︀𝑧2)− Φ(̃︀̃︀𝑧2)‖ =

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), ̃︀𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏 − ∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏),̃︀̃︀𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏 ⃦⃦⃦⃦ ≤

≤
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

⃦⃦⃦
𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), ̃︀𝑧2(𝜏))− 𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏),̃︀̃︀𝑧2(𝜏))⃦⃦⃦ 𝑑𝜏 ⃒⃒⃒⃒ ≤ ⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝐿 ‖̃︀𝑧2(𝜏)− ̃︀̃︀𝑧2(𝜏)‖ 𝑑𝜏 ⃒⃒⃒⃒ ≤
≤ sup

𝑡∈(0,𝑡0]
‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖ · ⃒⃒⃒⃒𝐿 ∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞 ‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖.

Таким чином показано, що оператор Φ не лише переводить множину
𝐵 у саму себе, але й є стискуючим на цiй множинi. Тому, застосовуючи
принцип стискуючих вiдображень, для кожної фiксованої функцiї 𝑧1(𝑡), що
має перелiченi вище властивостi, iснує єдина функцiя

𝑧*2(𝑡, 𝑧1(𝑡)) ∈ 𝐵,

яка є нерухомою точкою оператора:

𝑧*2(𝑡, 𝑧1(𝑡)) = Φ(𝑧*2)(𝑡).

Отже, теорему доведено.
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Теорема 3.10. Припустiмо, що виконуються такi умови:

1) Функцiя 𝜙 є неперервною на множинi 𝑇 × 𝑍1 × 𝑍2 i задовольняє
лiпшицеву нерiвнiсть за змiнною 𝑧2:⃦⃦

𝜙(𝑡, 𝑧1, ̃︀𝑧2)− 𝜙(𝑡, 𝑧1,̃︀̃︀𝑧2)⃦⃦ ≤ 𝐿(𝑡) ‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖,
рiвномiрно для всiх 𝑡 ∈ (0,𝑡0] та всiх функцiй 𝑧1(𝑡) класу 𝐶(R𝑝), причому
𝑧1(𝑡) → 0, 𝑡→ 0, 𝐿(𝑡) > 0, 𝐿(𝑡) — неперервна функцiя на iнтервалi (0,𝑡0].

2) Iснує число 𝑞 ∈ (0,1) таке, що для всiх 𝑡 ∈ (0,𝑡0] виконується⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝐿(𝜏) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞.

3) Для всiх 𝑡 ∈ (0,𝑡0] справджується умова

𝜙(𝑡, 𝑧1(𝑡), 0) ≡ 0.

Тодi задача Кошi (3.28) має єдиний розв’язок, який позначимо 𝑧*2(𝑡, 𝑧1(𝑡)).

Доведення.

Зафiксуємо оператор

Φ(𝑧2)(𝑡) = −
∫︁ 0

𝑡

𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏.

Нас цiкавить питання, чи iснує в цього оператора нерухома точка
𝑧*2(𝑡, 𝑧1(𝑡)); саме ця функцiя i буде розв’язком задачi Кошi (3.28).

Щоб обґрунтувати теорему, слiд виконати такi кроки: показати, що
оператор Φ неперервний, що вiн вiдображає деяку замкнену пiдмножину
простору в саму себе та що Φ є оператором стиснення.

Нехай 𝐾 — лiнiйний простiр неперервних вектор-функцiй, визначених
на множинi 𝑇 × 𝑍1, з нормою

‖𝑧2‖ = sup
𝑗=1,...,𝑙

{︀
|𝑧𝑗(𝑡)| : 𝑡 ∈ (0,𝑡0]

}︀
,
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а для вектор-функцiї 𝑧1(𝑡) вiдповiдно

‖𝑧1‖ = sup
𝑖=1,...,𝑝

{︀
|𝑧1𝑖(𝑡)| : 𝑡 ∈ (0,𝑡0]

}︀
.

Позначимо через 𝐵 ⊂ 𝐾 пiдмножину тих функцiй, для яких за умови
‖𝑧1‖ ≤ 𝑎 виконується обмеження ‖𝑧2‖ ≤ 𝑏.

Оператор Φ(𝑧2)(𝑡) є неперервним у сенсi визначення, тобто для будь-
якого 𝜀 > 0 iснує таке число 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0, що з умови

‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖ < 𝛿 =⇒ ‖Φ(̃︀𝑧2)− Φ(̃︀̃︀𝑧2)‖ < 𝜀.

Щоб довести неперервнiсть оператора, використаємо умови 1 i 2 тео-
реми.

Розглянемо оцiнку:

‖Φ(̃︀𝑧2)− Φ(̃︀̃︀𝑧2)‖ =

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), ̃︀𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏 − ∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏),̃︀̃︀𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏 ⃦⃦⃦⃦ ≤

⃒⃒⃒⃒
≤

∫︁ 𝑡

0

⃦⃦
𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), ̃︀𝑧2(𝜏))− 𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏),̃︀̃︀𝑧2(𝜏))⃦⃦ 𝑑𝜏 ⃒⃒⃒⃒ ≤ ⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝐿(𝜏) ‖̃︀𝑧2(𝜏)− ̃︀̃︀𝑧2(𝜏)‖ 𝑑𝜏 ⃒⃒⃒⃒ .
Оскiльки норма ‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖ є сталою вiдносно 𝜏 , а 𝐿(𝜏) неперервна та

додатна, маємо:

‖Φ(̃︀𝑧2)− Φ(̃︀̃︀𝑧2)‖ < sup
𝑡∈(0,𝑡0]

‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖ · ⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝐿(𝜏) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞 𝛿 = 𝜀.

Отже, Φ є неперервним оператором.

Далi доведемо, що оператор Φ переводить множину 𝐵 у саму себе,
тобто Φ(𝐵) ⊆ 𝐵. Для цього достатньо встановити, що з умови ‖𝑧2‖ ≤ 𝑏

випливає нерiвнiсть ‖Φ(𝑧2)‖ ≤ 𝑏.

Звернемося до умови 3 теореми, згiдно з якою 𝜙(𝑡, 𝑧1(𝑡),0) = 0, 𝑡 ∈
(0,𝑡0].

Поєднуючи її з умовою 1, що гарантує оцiнку ‖𝜙(𝑡,𝑧1,𝑧2)‖ ≤ 𝐿(𝑡) ‖𝑧2‖, 𝑡 ∈
(0,𝑡0],
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рiвномiрно за всiма функцiями 𝑧1(𝑡) ∈ 𝐶(R𝑝), якi задовольняють
𝑧1(𝑡) → 0, 𝑡→ 0 i ‖𝑧1‖ ≤ 𝑎, отримуємо:

‖Φ(𝑧2)‖ =

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), 𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
≤

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

‖𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏),𝑧2(𝜏))‖ 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒
≤

≤ ‖𝑧2‖
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝐿(𝜏) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑏

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝐿(𝜏) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
< 𝑏.

Отже, дiйсно Φ(𝐵) ⊆ 𝐵.

Переходимо до доведення того, що оператор Φ є стискуючим за умо-
вами 1 i 2.

Оператор буде стискуючим, якщо для будь-яких функцiй ̃︀𝑧2 та ̃︀̃︀𝑧2
виконується нерiвнiсть

‖Φ(̃︀𝑧2)− Φ(̃︀̃︀𝑧2)‖ ≤ 𝑞 ‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖.
Справдi,

‖Φ(̃︀𝑧2)− Φ(̃︀̃︀𝑧2)‖ =

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), ̃︀𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏 − ∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏),̃︀̃︀𝑧2(𝜏)) 𝑑𝜏 ⃦⃦⃦⃦ ≤

⃒⃒⃒⃒
≤

∫︁ 𝑡

0

⃦⃦
𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏), ̃︀𝑧2(𝜏))− 𝜙(𝜏, 𝑧1(𝜏),̃︀̃︀𝑧2(𝜏))⃦⃦ 𝑑𝜏 ⃒⃒⃒⃒ ≤ ⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝐿(𝜏) ‖̃︀𝑧2(𝜏)− ̃︀̃︀𝑧2(𝜏)‖ 𝑑𝜏 ⃒⃒⃒⃒ ≤
≤ sup

𝑡∈(0,𝑡0]
‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖ ⃒⃒⃒⃒

𝐿(𝜏)

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞 ‖̃︀𝑧2 − ̃︀̃︀𝑧2‖.

Таким чином встановлено, що Φ є стискуючим оператором на множинi
𝐵.

Згiдно з принципом стискуючих вiдображень, для кожної фiксова-
ної функцiї 𝑧1(𝑡), яка задовольняє умови теореми, iснує єдина функцiя
𝑧*2(𝑡,𝑧1(𝑡)) ∈ 𝐵, яка є нерухомою точкою оператора Φ, тобто

𝑧*2(𝑡,𝑧1(𝑡)) = Φ(𝑧*2)(𝑡).

Отже, теорему доведено.
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Звiдси випливає, що знайдена нерухома точка оператора Φ є розв’язком
задачi Кошi (3.28).

Оскiльки для кожної функцiї 𝑧1(𝑡) ∈ 𝐶(R𝑝), яка задовольняє умови
теореми, знайдено вiдповiдну єдину функцiю 𝑧2(𝑡,𝑧1(𝑡)), то, пiдставляючи
її у функцiональну систему (3.8), одержуємо рiвняння

𝜓(𝑡, 𝑧1, 𝑧2(𝑡,𝑧1(𝑡))) = 0.

Якщо ця система розв’язується вiдносно 𝑧1, то 𝑧1(𝑡) = ̃︀̃︀𝜙(𝑡), де ̃︀̃︀𝜙 -
неперервна в правiй пiвоколи нуля, i тодi 𝑧2 = 𝑧2(𝑡,̃︀̃︀𝜙(𝑡)) = 𝜙(𝑡), що означає,
що задача (3.7) має розв’язок.

У протилежному разi питання розв’язностi задачi (3.7) зводиться до
задачi ⎧⎨⎩𝜓(𝑡, 𝑧1, 𝑧2(𝑡,𝑧1(𝑡))) = 0,

𝑧1(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

яка за структурою збiгається iз задачею (3.8).

У пiдсумку, розв’язавши задачу (3.7) i знайшовши шукану функцiю
замiною 𝑥 = 𝑄𝑧, отримуємо розв’язок вихiдної задачi (3.2).
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3.5 Обмеженiсть та особливостi поведiнки
розв’язкiв задачi Кошi

Розглянемо задачу Кошi в векторнiй формi:

⎧⎪⎨⎪⎩𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡,𝑥),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,
(3.32)

де 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑇 = (0,𝑡0], 𝑡0 > 0, а матрицi 𝐴 i 𝐵 належать R𝑚×𝑛, 𝑚 ̸= 𝑛.
Позначимо

𝑥 = (𝑥1, . . . ,𝑥𝑛)
𝑇 , 𝑓 = (𝑓1, . . . ,𝑓𝑚),

i нехай функцiя 𝑓 є неперервною на множинi 𝑇 ×𝑋, де 𝑋 ⊂ R𝑛.

Нехай також
𝑓(𝑡,𝑥) = 𝐹 (𝑡,𝑥) + 𝑥(𝑡),

де 𝐹 — неперервна функцiя на 𝑇 ×𝑋. Тодi рiвняння можна переписати у
виглядi

𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝐹 (𝑡,𝑥(𝑡)). (3.33)

Отже, задача (3.32) набуває форми

⎧⎪⎨⎪⎩𝐴𝑥+𝐵
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹 (𝑡,𝑥) + 𝑥(𝑡),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0.
(3.34)

Перeйдемо тепер вiд (3.34) до рiвносильного iнтегрального(3.34) фор-
мулювання. Iнтегруючи, одержуємо:

𝑥(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥(𝜏) +𝐵𝑥̇(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥(𝜏))

)︀
𝑑𝜏. (3.35)

Далi встановимо еквiвалентнiсть задачi (3.34) та iнтегрального рiвня-
ння (3.33). Справдi, проiнтегрувавши рiвняння (3.33) за 𝑡, приходимо до
формули (3.35), а, навпаки, продиференцiювавши (3.35), одержуємо (3.33).
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Отже, iнтегральне рiвняння (3.35) є повнiстю еквiвалентним диференцiаль-
ному рiвнянню (3.33) разом з вiдповiдними умовами.

Теорема 3.11. Припустiмо, що виконуються такi умови:

1) Для будь-яких функцiй 𝑥1(𝑡) i 𝑥2(𝑡) класу 𝐶(R𝑛), якi задовольня-
ють 𝑥1(𝑡) → 0, 𝑥2(𝑡) → 0 при 𝑡 → 0, виконується рiвномiрна за 𝑡 ∈ (0,𝑡0]

оцiнка
‖𝐹 (𝑡,𝑥1)− 𝐹 (𝑡,𝑥2)‖ ≤ 𝐿 ‖𝑥1 − 𝑥2‖, 𝐿 > 0.

2) Iснує число 𝑞 ∈ (0,1) таке, що для всiх 𝑡 ∈ (0,𝑡0] маємо нерiвнiсть

(︀
‖𝐴‖+ ‖𝐵‖+ 𝐿

)︀ ⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞.

3) Для всiх 𝑡 ∈ [0,𝑡0] виконується

𝐹 (𝑡,0) ≡ 0.

Тодi задача Кошi (3.32) має єдиний розв’язок 𝑥*(𝑡).

Доведення.

Позначимо через 𝑉 простiр усiх неперервних вектор-функцiй 𝑥(𝑡),
визначених на (0,𝑡0], i введемо на цьому просторi норму

‖𝑥‖ = max{sup {|𝑥𝑘(𝑡)|, 𝑘 = 1, . . . ,𝑛, 𝑡 ∈ (0,𝑡0]} , (3.36)

sup {|𝑥′𝑘(𝑡)|, 𝑘 = 1, . . . ,𝑛, 𝑡 ∈ (0,𝑡0]}}

.

Нехай
𝑋 = {𝑥(𝑡) : ‖𝑥‖ ≤ 𝑐 }, 𝑐 = const.

Визначимо оператор 𝑀 таким чином:

𝑀(𝑥)(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥(𝜏) +𝐵𝑥̇(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥(𝜏))

)︀
𝑑𝜏.
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Поставимо питання: чи iснує у цього оператора нерухома точка 𝑥*(𝑡)?
Саме така функцiя i буде розв’язком задачi Кошi (3.32).

Щоб обґрунтувати iснування нерухомої точки, необхiдно встановити:

• неперервнiсть оператора 𝑀 ;
• те, що 𝑀 вiдображає замкнену множину 𝑋 у саму себе;
• те, що 𝑀 є оператором стиску.

Почнемо з доведення неперервностi. Оператор 𝑀 буде неперервним,
якщо для довiльних 𝜀 > 0 iснує 𝛿(𝜀) > 0 таке, що

‖𝑥1 − 𝑥2‖ < 𝛿 i ‖𝑥′1 − 𝑥′2‖ < 𝛿 =⇒ ‖𝑀(𝑥1)−𝑀(𝑥2)‖ < 𝜀.

Для цього скористаємося умовами 1 i 2 теореми:

‖𝑀(𝑥1)−𝑀(𝑥2)‖ =

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥1(𝜏) +𝐵𝑥̇1(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥1(𝜏))

)︀
𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
−

−
⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥2(𝜏) +𝐵𝑥̇2(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥2(𝜏))

)︀
𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
≤

≤
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

⃦⃦(︀
𝐴𝑥1(𝜏) +𝐵𝑥̇1(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥1(𝜏))

)︀
−

(︀
𝐴𝑥2(𝜏) +𝐵𝑥̇2(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥2(𝜏))

)︀⃦⃦
𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ ‖𝐴‖

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

(𝑥1(𝜏)− 𝑥2(𝜏)) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
+ ‖𝐵‖

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

(𝑥̇1(𝜏)− 𝑥̇2(𝜏)) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐹 (𝜏,𝑥2(𝜏))− 𝐹 (𝜏,𝑥1(𝜏))

)︀
𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
.

Оскiльки у просторi R𝑛 - ‖𝑥(𝑡)‖ =
∑︀𝑛

𝑘=1 |𝑥𝑘(𝑡)|, а у просторi непе-
рервних функцiй 𝑉 норма визначена формулою (3.36), одержуємо наступну
оцiнку:

‖𝑀(𝑥1)−𝑀(𝑥2)‖ ≤ ‖𝐴‖ 𝛿
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
+ ‖𝐵‖ 𝛿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
+ 𝐿 𝛿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞𝛿 = 𝜀.

У пiдсумку маємо, що оператор 𝑀 є неперервним.

Нехай 𝑋1 ⊆ 𝑋 , тобто 𝑋1 являє собою замкнену пiдмножину простору
функцiй 𝑋.
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Якщо виконується умова 3 теореми, тобто 𝐹 (𝑡,0) ≡ 0 для всiх 𝑡 ∈ [0,𝑡0],
то з умови 1) випливає, що

‖𝐹 (𝑡,𝑥)‖ ≤ 𝐿‖𝑥‖, рiвномiрно для всiх 𝑡 ∈ (0,𝑡0].

Покажемо, що оператор 𝑀 вiдображає замкнену множину 𝑋1 у саму
себе. Для цього потрiбно довести, що з умови ‖𝑥‖ ≤ 𝑐 випливає ‖𝑀(𝑥)‖ ≤ 𝑐.

Дiйсно, маємо

‖𝑀(𝑥)‖ =

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥(𝜏) +𝐵𝑥̇(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥(𝜏))

)︀
𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦

≤
∫︁ 𝑡

0

(︀
‖𝐴‖ ‖𝑥(𝜏)‖+ ‖𝐵‖ ‖𝑥̇(𝜏)‖+ ‖𝐹 (𝜏,𝑥(𝜏))‖

)︀
𝑑𝜏

≤ ‖𝐴‖𝑐
∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏 + ‖𝐵‖𝑐
∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏 + 𝐿𝑐

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏 ≤ 𝑐.

Отже, 𝑀(𝑋1) ⊆ 𝑋1.

Далi встановимо, що оператор 𝑀 є стискаючим. Для цього викори-
стаємо умови 1 та 2 теореми.

Покажемо, що оператор 𝑀 є стискуючим. Це буде виконано, якщо
для будь-яких 𝑥1,𝑥2 iз простору 𝑋1 справджується нерiвнiсть

‖𝑀(𝑥1)−𝑀(𝑥2)‖ ≤ 𝑞 ‖𝑥1 − 𝑥2‖, 𝑞 ∈ (0,1).

Розглянемо рiзницю образiв:

‖𝑀(𝑥1)−𝑀(𝑥2)‖ =

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥1(𝜏) +𝐵𝑥̇1(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥1(𝜏))

)︀
𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
−

−
⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥2(𝜏) +𝐵𝑥̇2(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥2(𝜏))

)︀
𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
.

Додаючи й вiднiмаючи вiдповiднi доданки, отримуємо оцiнку

‖𝑀(𝑥1)−𝑀(𝑥2)‖ ≤ ‖𝐴‖
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

‖𝑥1(𝜏)− 𝑥2(𝜏)‖𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒
+‖𝐵‖

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

‖𝑥̇1(𝜏)− 𝑥̇2(𝜏)‖𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒
+
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+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

‖𝐹 (𝜏, 𝑥2(𝜏))− 𝐹 (𝜏, 𝑥1(𝜏))‖𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒
≤ ‖𝐴‖ · ‖𝑥1 − 𝑥2‖

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
+

+‖𝐵‖ · ‖𝑥1 − 𝑥2‖
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝐿𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
· ‖𝑥1 − 𝑥2‖

Враховуючи норму на просторi 𝑋1 i оцiнку для iнтегралiв, маємо:

‖𝑀(𝑥1)−𝑀(𝑥2)‖ ≤ 𝑞 ‖𝑥1 − 𝑥2‖,

що i пiдтверджує стискуючу властивiсть оператора 𝑀 .

Таким чином, 𝑀 вiдображає множину 𝑋1 у саму себе та є стискуючим
оператором на 𝑋1. За принципом стискуючих вiдображень iснує єдина
функцiя 𝑥*(𝑡) ∈ 𝑋1 така, що

𝑥*(𝑡) =𝑀(𝑥*)(𝑡).

Тобто нерухома точка оператора 𝑀 є єдиним розв’язком задачi Кошi
(3.32).

Теорема доведена.

Теорема 3.12. Нехай виконуються такi умови:

1) Для всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑡0] та будь-яких 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) ∈ 𝐶(R𝑛) справедливе
нерiвнiсть

‖𝐹 (𝑡, 𝑥1)− 𝐹 (𝑡, 𝑥2)‖ ≤ 𝐿(𝑡) ‖𝑥1 − 𝑥2‖,

де 𝐿(𝑡) > 0 та 𝐿(𝑡) є неперервною на промiжку 𝑇 = (0,𝑡0]. Крiм того,
вважаємо, що 𝑥1(𝑡) → 0 при 𝑡→ 0 та 𝑥2(𝑡) → 0 при 𝑡→ 0.

2) Iснує число 𝑞 ∈ (0,1) таке, що⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

(‖𝐴‖+ ‖𝐵‖+ 𝐿(𝜏)) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞, ∀ 𝑡 ∈ (0,𝑡0].

3) Для всiх 𝑡 ∈ [0,𝑡0] виконується

𝐹 (𝑡,0) ≡ 0.

Тодi задача Кошi для рiвняння (3.32) має єдине розв’язання 𝑥*(𝑡).
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Доведення.

Розглянемо простiр неперервних функцiй 𝑥(𝑡), позначимо його через
𝑉 , а норму визначимо так, як у (3.36). Нехай

𝑋 = {𝑥(𝑡) : ‖𝑥‖ ≤ 𝑐}, 𝑐 = const.

В якостi оператора введемо вiдображення 𝑀(𝑥)(𝑡):

𝑀(𝑥)(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥(𝜏) +𝐵𝑥̇(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥(𝜏))

)︀
𝑑𝜏.

Постає питання щодо iснування у цього оператора нерухомої точки
𝑥*(𝑡), яка й буде розв’язком задачi Кошi (3.32).

Покажемо, що оператор𝑀 є неперервним. Для цього має виконуватися
умова: для кожного 𝜀 > 0 iснує число 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 таке, що

‖𝑥1 − 𝑥2‖ < 𝛿 та ‖𝑥̇1 − 𝑥̇2‖ < 𝛿 =⇒ ‖𝑀(𝑥1)−𝑀(𝑥2)‖ < 𝜀.

Для доведення неперервностi скористаємося умовами 1 та 2 теореми.
Маємо:

‖𝑀(𝑥1)−𝑀(𝑥2)‖ =

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥1(𝜏) +𝐵𝑥̇1(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥1(𝜏))

)︀⃦⃦⃦⃦
−

−
⃦⃦(︀
𝐴𝑥2(𝜏) +𝐵𝑥̇2(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥2(𝜏))

)︀
𝑑𝜏

⃦⃦
≤

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

‖𝐴𝑥1(𝜏) +𝐵𝑥̇1(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥1(𝜏))𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
−

−
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

(𝐴𝑥2(𝜏) +𝐵𝑥̇2(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥2(𝜏)))‖ 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒
≤ ‖𝐴‖

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

‖𝑥1(𝜏)− 𝑥2(𝜏)‖ 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒
+

+‖𝐵‖
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

‖𝑥̇1(𝜏)− 𝑥̇2(𝜏)‖ 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

‖𝐹 (𝜏,𝑥2(𝜏))− 𝐹 (𝜏,𝑥1(𝜏))‖ 𝑑𝜏
⃒⃒⃒⃒
≤ · · ·

Оскiльки ‖𝑥(𝑡)‖ у R𝑛 розумiємо як

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑥𝑘(𝑡)|,

а у просторi функцiй 𝑉 норма визначається згiдно з (3.36), продовжуємо
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аналiз далi.

≤ ‖𝐴‖𝛿
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
+ ‖𝐵‖𝛿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
+ 𝛿

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝐿(𝜏) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑞𝛿 = 𝜀.

У результатi отримуємо, що оператор 𝑀 є неперервним.

Нехай 𝑋1 ⊆ 𝑋, тобто 𝑋1 є замкненою пiдмножиною простору 𝑋.

Припустiмо, що виконується умова 3 теореми: 𝐹 (𝑡,0) ≡ 0 для всiх
𝑡 ∈ [0,𝑡0]. Тодi, спираючись на умову 1, маємо нерiвнiсть

‖𝐹 (𝑡,𝑥)‖ ≤ 𝐿(𝑡)‖𝑥‖, рiвномiрно для 𝑡 ∈ (0,𝑡0].

Покажемо, що оператор 𝑀 вiдображає замкнену множину 𝑋1 у саму
себе. Для цього потрiбно довести, що з умови ‖𝑥‖ ≤ 𝑐 випливає ‖𝑀(𝑥)‖ ≤ 𝑐.
Дiйсно,

‖𝑀(𝑥)‖ =

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥(𝜏) +𝐵𝑥̇(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥(𝜏))

)︀
𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
≤

≤
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

(︀
‖𝐴‖‖𝑥(𝜏)‖+ ‖𝐵‖‖𝑥̇(𝜏)‖+ ‖𝐹 (𝜏,𝑥(𝜏))‖

)︀
𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ ‖𝐴‖ 𝑐
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
+ ‖𝐵‖ 𝑐

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
+ 𝑐

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝐿(𝜏)𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝑐.

Отже, 𝑀(𝑋1) ⊆ 𝑋1.

Тепер доведемо, що оператор 𝑀 є стискуючим.

Оператор буде стискуючим, якщо для будь-яких двох функцiй 𝑥1, 𝑥2
виконується

‖𝑀(𝑥1)−𝑀(𝑥2)‖ ≤ 𝑞 ‖𝑥1 − 𝑥2‖,

Користуючись умовами 1 та 2 теореми, розпишемо рiзницю операторiв:

‖𝑀(𝑥1)−𝑀(𝑥2)‖ =

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0

(︀
𝐴𝑥1(𝜏) +𝐵𝑥̇1(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥1(𝜏))

)︀⃦⃦⃦⃦
−

−
∫︁ 𝑡

0

⃦⃦(︀
𝐴𝑥2(𝜏) +𝐵𝑥̇2(𝜏)− 𝐹 (𝜏,𝑥2(𝜏))

)︀
𝑑𝜏

⃦⃦
≤
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≤
∫︁ 𝑡

0

‖𝐴𝑥1(𝜏)+𝐵𝑥̇1(𝜏)−𝐹 (𝜏,𝑥1(𝜏))− (𝐴𝑥2(𝜏)+𝐵𝑥̇2(𝜏)−𝐹 (𝜏,𝑥2(𝜏)))‖ 𝑑𝜏 ≤

≤ ‖𝐴‖
∫︁ 𝑡

0

‖𝑥1(𝜏)− 𝑥2(𝜏)‖ 𝑑𝜏 + ‖𝐵‖
∫︁ 𝑡

0

‖𝑥̇1(𝜏)− 𝑥̇2(𝜏)‖ 𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝑡

0

‖𝐹 (𝜏,𝑥2(𝜏))− 𝐹 (𝜏,𝑥1(𝜏))‖ 𝑑𝜏 ≤ ‖𝐴‖ · ‖𝑥1 − 𝑥2‖
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
+

+‖𝐵‖ · ‖𝑥1 − 𝑥2‖
⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

0

𝐿(𝜏) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
‖𝑥1 − 𝑥2‖ ≤ 𝑞‖𝑥1 − 𝑥2‖.

Отже, вiдображення 𝑀 переводить множину 𝑋1 у саму себе та водно-
час є стискуючим оператором. Застосовуючи принцип стислих вiдображень,
робимо висновок, що iснує єдина функцiя

𝑥*(𝑡) ∈ 𝑋1 така, що 𝑥*(𝑡) =𝑀(𝑥*)(𝑡).

Таким чином, нерухома точка оператора 𝑀 є розв’язком задачi Кошi (3.32).
Теорему доведено.
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3.6 Приклади аналiзу систем iз регулярними
та сингулярними жмутками

Приклад 1:

Потрiбно вiдшукати розв’язок задачi⎧⎨⎩𝐴𝑥+𝐵 𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑡,𝑥)

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0
(3.37)

де

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3 1 −1 0

5 1 −1 0

3 3 −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

2 0 0 0

1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑓(𝑡,𝑥) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑒𝑡

0

𝑡𝑐𝑜𝑠(𝑥2 + 𝑥4)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;

𝐴+ 𝜆𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆+ 3 1 −1 0

2𝜆+ 5 1 −1 0

𝜆+ 3 𝜆+ 3 −1 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Спочатку перевiримо жмуток на наявнiсть лiнiйних залежностей мiж

стовпцями. Лiнiйної залежностi зi сталими коефiцiєнтами немає, проте
маємо 𝜌(𝐴 + 𝜆𝐵) = 3 < 4 = 𝑛, тобто стовпцi все ж таки лiнiйно залежнi.
Отже, у канонiчному виглядi жмутка з’являтимуться блоки типу 𝐿𝜀.
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Переходимо до знаходження 𝜀1: 𝑀0 =

⎛⎜⎝𝐴
𝐵

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1 −1 0

5 1 −1 0

3 3 −1 2

1 0 0 0

2 0 0 0

1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

𝜌𝑀0 = 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1 −1 0

5 1 −1 0

3 3 −1 2

1 0 0 0

2 0 0 0

1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1 −1 0

2 0 0 0

3 3 −1 2

1 0 0 0

2 0 0 0

1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1 −1 0

1 0 0 0

3 3 −1 2

1 0 0 0

1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

= 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1 −1 0

1 0 0 0

3 3 −1 2

1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= 4 = (0 + 1) · 4 ⇒ 𝜀1 ̸= 0; 𝑀1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴 0

𝐵 𝐴

0 𝐵

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;
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𝜌𝑀1 = 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1 −1 0 0 0 0 0

5 1 −1 0 0 0 0 0

3 3 −1 2 0 0 0 0

1 0 0 0 3 1 −1 0

2 0 0 0 5 1 −1 0

1 1 0 1 3 3 −1 2

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 1 −1 0 0 0 0 0

5 1 −1 0 0 0 0 0

3 3 −1 2 0 0 0 0

1 0 0 0 3 1 −1 0

2 0 0 0 5 1 −1 0

1 1 0 1 3 3 −1 2

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

= 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 0 −1 0 0 0 0

5 0 −1 0 0 0 0

3 2 −1 0 0 0 0

1 0 0 3 1 −1 0

2 0 0 5 1 −1 0

1 1 0 3 3 −1 2

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 𝜌

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 −1 0 0 0 0 0

5 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 1

1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

= 7 < (1 + 1) · 4 ⇒ 𝜀1 = 1.

𝐿𝜀1 = 𝜆.

Далi, застосовуючи послiдовнiсть елементарних перетворень над ряд-
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ками i стовпцями, приводимо жмуток до вигляду {𝐿𝜀1,𝐴1 + 𝜆𝐵1}:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆+ 3 1 −1 0

2𝜆+ 5 1 −1 0

𝜆+ 3 𝜆+ 3 −1 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆+ 3 1 −1 0

𝜆+ 2 0 0 0

𝜆+ 3 𝜆+ 3 −1 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆+ 3 1 𝜆+ 2 0

𝜆+ 2 0 𝜆+ 2 0

𝜆+ 3 𝜆+ 3 𝜆+ 2 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆+ 3 1 𝜆+ 2 0

𝜆+ 2 0 𝜆+ 2 0

0 𝜆+ 2 0 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 0 0

𝜆+ 2 0 𝜆+ 2 0

0 𝜆+ 2 0 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 0 0

0 0 𝜆+ 2 0

0 𝜆+ 2 0 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 0 0

0 0 𝜆+ 2 0

0 0 0 𝜆+ 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

𝐴1 + 𝜆𝐵1 =

⎛⎜⎝𝜆+ 2 0

0 𝜆+ 2

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝2 0

0 2

⎞⎟⎠+

⎛⎜⎝𝜆 0

0 𝜆

⎞⎟⎠ .

Матрицi 𝑃 i 𝑄 вiдновлюємо за виконаними перетвореннями над ряд-
ками та стовпцями вiдповiдно:

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 −1

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0

−1 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2 −1 −1

−1 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;
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𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 0 −1

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 0

0 1 0 −1

1 0 0 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

У системi (3.37) виконуємо замiну змiнних

𝑥 = 𝑄𝑧 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 0

0 1 0 −1

1 0 0 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = 𝑧1 − 𝑧3

𝑥2 = 𝑧2 − 𝑧4

𝑥3 = 𝑧1

𝑥4 = 𝑧4

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧1 = 𝑥3

𝑧2 = 𝑥2 + 𝑥4

𝑧3 = 𝑥3 − 𝑥1

𝑧4 = 𝑥4

Iз невиродженостi перетворень випливає еквiвалентнiсть початкових
умов: 𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0 ⇐⇒ 𝑧(𝑡) → 0, 𝑡→ 0.

Обчислимо перетворену праву частину:

𝑓 = 𝑃𝑓 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2 −1 −1

−1 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑓1

𝑓2

𝑓3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2𝑓1 − 𝑓2 − 𝑓3

−𝑓1 − 𝑓2

𝑓3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑓1

𝑓2

𝑓3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Пiсля замiни 𝑥 = 𝑄𝑧 помножимо рiвняння системи (3.37) злiва на 𝑃 :

𝑃
(︀
𝐴(𝑄𝑧) +𝐵 𝑑(𝑄𝑧)

𝑑𝑡

)︀
= 𝑃𝑓(𝑡,𝑄𝑧),

тобто
𝑃 (𝐴+ 𝑑

𝑑𝑡𝐵)𝑄𝑧 = 𝑓(𝑡,𝑧).
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У пiдсумку отримуємо систему

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑑
𝑑𝑡 1 0 0

0 0 𝑑
𝑑𝑡 + 2 0

0 0 0 𝑑
𝑑𝑡 + 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑓1

𝑓2

𝑓3

𝑓4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Переходимо вiд 𝑓(𝑡,𝑥) до 𝑓(𝑡,𝑄𝑧), а далi до 𝑓(𝑡,𝑧):⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓1 = 𝑒𝑡

𝑓2 = 0

𝑓3 = 𝑡𝑐𝑜𝑠(𝑥2 + 𝑥4) = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2

⇒

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓1 = 2𝑓1 − 𝑓2 − 𝑓3 = 2𝑒𝑡 − 𝑐𝑜𝑠𝑧2

𝑓2 = −𝑓1 − 𝑓2 = −𝑒𝑡

𝑓3 = 𝑓3 = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2

Отже, одержали наступну систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑
𝑑𝑡𝑧1 + 𝑧2 = 2𝑒𝑡 − 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2
𝑑
𝑑𝑡𝑧3 + 2𝑧3 = −𝑒𝑡

𝑑
𝑑𝑡𝑧4 + 2𝑧4 = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2

𝑧𝑖(𝑡) → 0, 𝑡→ 0, 𝑖 = 1,...,4

Маємо три диференцiальнi рiвняння вiдносно чотирьох невiдомих
функцiй. Отже, змiнна 𝑧2(𝑡) виступає вiльним параметром; покладемо, що
𝑧2(𝑡) ∈ 𝐶1(𝑈(0)) i 𝑧2(0) = 0.

Спершу розв’яжемо друге рiвняння:
𝑑
𝑑𝑡𝑧3 + 2𝑧3 = −𝑒𝑡

𝑑
𝑑𝑡𝑧3 + 2𝑧3 = 0

𝑑
𝑑𝑡𝑧3 = −2𝑧3;

𝑑𝑧3
𝑧3

= −2𝑑𝑡; 𝑙𝑛|𝑧3| = −2𝑡+ 𝑙𝑛|𝑐|;

𝑧3зо = 𝑐𝑒−2𝑡;

𝑧3чн = 𝑐(𝑡)𝑒−2𝑡;

𝑧′3чн
= 𝑐′(𝑡)𝑒−2𝑡 − 2𝑒−2𝑡𝑐(𝑡);
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𝑐′(𝑡)𝑒−2𝑡 − 2𝑒−2𝑡𝑐(𝑡) + 2𝑒−2𝑡𝑐(𝑡) = −𝑒𝑡

𝑐′(𝑡) = −𝑒3𝑡;

𝑐(𝑡) =
∫︀
−𝑒3𝑡𝑑𝑡 = −𝑒3𝑡

3 ;

𝑧3чн = −𝑒3𝑡𝑒−2𝑡

3 = −𝑒𝑡

3 ;

𝑧3 = 𝑐𝑒−2𝑡 − 𝑒𝑡

3 ;

𝑧3(0) = 0 ⇒ 𝑐− 1
3 = 0 ⇒ 𝑐 = 1

3 ⇒ 𝑧3 =
1
3(𝑒

−2𝑡 − 𝑒𝑡).

Перейдемо до знаходження 𝑧4 з третього рiвняння:
𝑑
𝑑𝑡𝑧4 + 2𝑧4 = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2

𝑑
𝑑𝑡𝑧4 + 2𝑧4 = 0

𝑑
𝑑𝑡𝑧4 = −2𝑧4;

𝑑𝑧4
𝑧4

= −2𝑑𝑡⇒ 𝑙𝑛|𝑧4| = −2𝑡+ 𝑙𝑛|𝑐|;

𝑧4зо = 𝑐𝑒−2𝑡;

𝑧4чн = 𝑐(𝑡)𝑒−2𝑡;

𝑧′4чн
= 𝑐′(𝑡)𝑒−2𝑡 − 2𝑒−2𝑡𝑐(𝑡);

𝑐′(𝑡)𝑒−2𝑡 − 2𝑒−2𝑡𝑐(𝑡) + 2𝑒−2𝑡𝑐(𝑡) = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2;

𝑐′(𝑡)𝑒−2𝑡 = 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2;

𝑐(𝑡) =
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡;

𝑧4чн = 𝑒−2𝑡
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡;

𝑧4 = 𝑐𝑒−2𝑡 + 𝑒−2𝑡
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡;

𝑧4(0) = 0 ⇒ 𝑐+ (
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡)𝑡=0 = 0;

𝑐 = −(
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡)𝑡=0;

𝑧4 = −𝑒−2𝑡(
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡)𝑡=0 + 𝑒−2𝑡

∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡.

Тепер залишилося визначити 𝑧1 з першого рiвняння, маємо: У пiд-
сумку дiстаємо розв’язок початкової задачi:У пiдсумку дiстаємо розв’язок
початкової задачi: 𝑑

𝑑𝑡𝑧1 + 𝑧2 = 2𝑒𝑡 − 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2;

𝑑
𝑑𝑡𝑧1 = 2𝑒𝑡 − 𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2 − 𝑧2;

𝑧1 =
∫︀
2𝑒𝑡𝑑𝑡−

∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡−

∫︀
𝑧2𝑑𝑡 = 2𝑒𝑡 + 𝑐−

∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡−

∫︀
𝑧2𝑑𝑡;

𝑧1(0) = 0 ⇒ 𝑐 = (
∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 + (

∫︀
𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 − 2;
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𝑧1 = 2𝑒𝑡 + (
∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 + (

∫︀
𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 − 2−

∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡−

∫︀
𝑧2𝑑𝑡.

У пiдсумку дiстаємо розв’язок початкової задачi:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = 2𝑒𝑡 + (
∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 + (

∫︀
𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 − 2−

∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡−

∫︀
𝑧2𝑑𝑡− 1

3(𝑒
−2𝑡 − 𝑒𝑡)

𝑥2 = 𝑧2(𝑡) + 𝑒−2𝑡(
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡)𝑡=0 − 𝑒−2𝑡

∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡

𝑥3 = 2𝑒𝑡 + (
∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 + (

∫︀
𝑧2𝑑𝑡)𝑡=0 − 2−

∫︀
𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2𝑑𝑡−

∫︀
𝑧2𝑑𝑡

𝑥4 = −𝑒−2𝑡(
∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡)𝑡=0 + 𝑒−2𝑡

∫︀
𝑡𝑒2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑧2(𝑡)𝑑𝑡.

де 𝑧2(𝑡) - довiльна функцiя з класу 𝐶1 в околi нуля така, що 𝑧2(0) = 0.

Приклад 2:

Потрiбно вiдшукати розв’язок задачi:

⎧⎨⎩𝐴𝑥+𝐵 𝑑𝑥
𝑑𝑡 = 𝑓(𝑡,𝑥)

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0
(3.38)

де

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 3 0 1

1 2 3 1 0

0 0 0 0 −1

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 3 1 2

0 1 0 0 −1

1 2 3 1 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

𝑥5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑓(𝑡,𝑥) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑡

𝑡𝑥2

2𝑡3

𝑒𝑡

2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Розглянемо вiдповiдний жмуток матриць:

𝐴+ 𝜆𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 𝜆 2𝜆 3 + 3𝜆 𝜆 1 + 2𝜆

1 2 + 𝜆 3 1 −𝜆

𝜆 2𝜆 3𝜆 𝜆 −1

0 0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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Легко помiтити, що серед стовпцiв цiєї матрицi (а саме першого та
третього) iснує лiнiйна залежнiсть. Усунемо її за допомогою елементарних
перетворень; у результатi дiстанемо жмуток вигляду𝐴1 + 𝜆𝐵1, де 0 позначає
прямокутну нульову матрицю, а 𝐴1 + 𝜆𝐵1 — матрицю, стовпцi якої вже не
пов’язанi лiнiйною залежнiстю:

𝐴+𝜆𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 𝜆 2𝜆 3 + 3𝜆 𝜆 1 + 2𝜆

1 2 + 𝜆 3 1 −𝜆

𝜆 2𝜆 3𝜆 𝜆 −1

0 0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 𝜆 2𝜆 0 𝜆 1 + 2𝜆

1 2 + 𝜆 0 1 −𝜆

𝜆 2𝜆 0 𝜆 −1

0 0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Отже,

𝐴1 + 𝜆𝐵1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 𝜆 2𝜆 𝜆 1 + 2𝜆

1 2 + 𝜆 1 −𝜆

𝜆 2𝜆 𝜆 −1

0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Далi обчислимо ранг матрицi 𝐴1 + 𝜆𝐵1. Якщо 𝜌 < 4, це означатиме
наявнiсть лiнiйної залежностi мiж рядками, стовпцями або одночасно мiж
тими й iншими. У випадку, коли det(𝐴1 + 𝜆𝐵1) ̸= 0, маємо 𝜌 = 4.

|𝐴1 + 𝜆𝐵1| = (1+ 𝜆)[(1 + 𝜆)(1 + 2𝜆)𝜆+ 2𝜆2 + 2𝜆2 − 𝜆2(1 + 2𝜆)− (2𝜆2 +

2𝜆)− 2𝜆2] = 𝜆2 + 𝜆3 ̸= 0

Звiдси випливає, що 𝜌 = 4, тобто жодної лiнiйної залежностi не
виникає.

Отже, 𝐴1 + 𝜆𝐵1 є регулярним жмутком матриць.

Тепер перейдемо до пошуку нескiнченних елементарних дiльникiв
жмутка 𝐴1 + 𝜆𝐵1. Вiдомо, що такi дiльники iснують тодi i лише тодi, коли
|𝐵1| = 0.
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𝐴1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 1

1 2 1 0

0 0 0 −1

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝐵1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 1 2

0 1 0 −1

1 2 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

|𝐵1| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

1 2 1 2

0 1 0 −1

1 2 1 0

0 0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
1 2 1

0 1 0

1 2 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 0.

Отже, нескiнченнi елементарнi дiльники в цьому випадку дiйсно наявнi.
Використовуючи послiдовнiсть елементарних перетворень, жмуток 𝐴1+𝜆𝐵1

можна звести до вигляду

{𝑁 (𝑢1),...,𝑁 (𝑢𝑠), 𝐴2 + 𝜆𝐵2}, |𝐵2| ≠ 0, 𝑁 (𝑢1),...,𝑁 (𝑢𝑠)

яким вiдповiдають нескiнченнi елементарнi дiльники 𝜇𝑢1,...,𝜇𝑢𝑠. На першому
етапi здiйснимо приведення жмутка 𝐴1+𝜆𝐵1 до такого вигляду: {𝑁 (𝑢1),𝐴1+

𝜆𝐵1}, де

Якщо |𝐵1| ≠ 0, то 𝐴1 + 𝜆𝐵1 ≡ 𝐴2 + 𝜆𝐵2.

Iнакше приводимо 𝐴1 + 𝜆𝐵1 до вигляду {𝑁 (𝑢2),𝐴1 + 𝜆𝐵1} i т.д.
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Отже,⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 𝜆 2𝜆 𝜆 1 + 2𝜆

1 2 + 𝜆 1 −𝜆

𝜆 2𝜆 𝜆 −1

0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 + 𝜆 2𝜆 𝜆 𝜆

1 2 + 𝜆 1 −𝜆

𝜆 2𝜆 𝜆 −1

0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 𝜆+ 1

1 2 + 𝜆 1 −𝜆

𝜆 2𝜆 𝜆 −1

0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 𝜆+ 1

0 2 + 𝜆 1 −𝜆

0 2𝜆 𝜆 −1

0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 2 + 𝜆 1 −𝜆

0 2𝜆 𝜆 −1

0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
2 + 𝜆 1 −𝜆

2𝜆 𝜆 −1

0 0 1 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝜆(2+𝜆)(1+𝜆)−2𝜆(1+𝜆) = 2𝜆+3𝜆2+𝜆3−2𝜆−2𝜆2 = 𝜆3+𝜆2 ̸= 0,

значить 𝑢1 = 1, 𝑁 (𝑢1) = (1) i 𝐴2 + 𝜆𝐵2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2 + 𝜆 1 −𝜆

2𝜆 𝜆 −1

0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.

Жмуток 𝐴2+𝜆𝐵2 не має нескiнченних елементарних дiльникiв, оскiль-
ки матриця 𝐵2 невироджена, тобто :

𝑑𝑒𝑡𝐵2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
1 0 −1

2 1 0

0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 1 ̸= 0
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За допомогою елементарних перетворень перетворимо жмуток 𝐴2 +

𝜆𝐵2 до його жорданової нормальної форми:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2 + 𝜆 1 −𝜆

2𝜆 𝜆 −1

0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 −𝜆

0 𝜆 −1

0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 −𝜆− 1

0 𝜆 −𝜆− 1

0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 0

0 𝜆 −𝜆− 1

0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ∼

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆 1 0

0 𝜆 −1

0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Отже,

𝐴+ 𝜆𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0

0 0 𝜆 1 0

0 0 0 𝜆 0

0 0 0 0 1 + 𝜆

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Матрицi 𝑃 та 𝑄 вiдновимо, простеживши за послiдовнiстю виконаних

елементарних перетворень над рядками та стовпцями вiдповiдно:

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
*
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*

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 −1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 1 0

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;

𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 −3 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

−1 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0

−2 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
*

*

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0

0 1 −1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

4 0 −3 0 0

−2 1 −1 0 0

−1 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

У системi (3.38) зробимо замiну:

𝑥 = 𝑄𝑧 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

4 0 −3 0 0

−2 1 −1 0 0

−1 0 1 0 0

0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧4

𝑧5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = 4𝑧1 − 3𝑧3

𝑥2 = −2𝑧1 + 𝑧2 − 𝑧3

𝑥3 = −𝑧1 + 𝑧3

𝑥4 = 𝑧4

𝑥5 = 𝑧5

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧1 = 𝑥1 + 3𝑥3

𝑧2 = 𝑥2 + 3𝑥1 + 10𝑥3

𝑧3 = 𝑥1 + 4𝑥3

𝑧4 = 𝑥4

𝑧5 = 𝑥5

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0 ≈ (через невиродженiсть перетворень) ≈ 𝑧(𝑡) → 0, 𝑡→ 0.

Пiсля виконаної в системi (3.38) замiни пронормуємо її, домноживши
обидвi частини злiва на матрицю P:

𝑃 ·
⃒⃒
𝐴(𝑄𝑧) +𝐵

𝑑(𝑄𝑧)

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡,𝑄𝑧)

𝑃 (𝐴+
𝑑

𝑑𝑡
𝐵)𝑄𝑧 = 𝑃𝑓(𝑡,𝑄𝑧) = 𝑓(𝑡,𝑧)

Отримаємо:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0

0 0 𝑑
𝑑𝑡 1 0

0 0 0 𝑑
𝑑𝑡 0

0 0 0 0 1 + 𝑑
𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧1

𝑧2

𝑧3

𝑧4

𝑧5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑓1

𝑓2

𝑓3

𝑓4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Перейдемо вiд 𝑓(𝑡,𝑥) до 𝑓(𝑡,𝑄𝑧), а потiм до 𝑓(𝑡,𝑧):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓1 = 𝑡

𝑓2 = 𝑡𝑥2 = 𝑡(−2𝑧1 + 𝑧2 − 𝑧3) = 𝑡𝑧2 − 2𝑡𝑧1 − 𝑡𝑥3

𝑓3 = 2𝑡3

𝑓4 =
𝑒𝑡

2
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓1 = 𝑓1 = 𝑡

𝑓2 = 𝑓2 + 𝑓3 = 𝑡𝑧2 − 2𝑡𝑧1 − 𝑡𝑥3

𝑓3 = 𝑓3 = 2𝑡3

𝑓4 = 𝑓4 =
𝑒𝑡

2

Запишемо початкову задачу:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧2 = 𝑡

𝑑
𝑑𝑡𝑧3 + 𝑧4 = 𝑡𝑧2 − 2𝑡𝑧1 − 𝑡𝑥3
𝑑
𝑑𝑡𝑧4 = 2𝑡3

𝑑
𝑑𝑡𝑧5 + 𝑧5 =

𝑒𝑡

2

𝑧𝑖(𝑡) → 0,𝑡→ 0, 𝑖 = 1,...,5

Це функцiонально-диференцiйна система виду:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜓(𝑡,𝑦1,𝑦2) = 0

𝑑
𝑑𝑡𝑦2 = 𝜙(𝑡,𝑦1,𝑦2)

𝑦1(𝑡) → 0,𝑡→ 0

𝑦2(𝑡) → 0,𝑡→ 0

де 𝑦1 =

⎛⎜⎝ 𝑧1

𝑧2

⎞⎟⎠ , 𝑦2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑧3

𝑧4

𝑧5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Функцiональна залежнiсть отримана у виглядi виразу для частини
компоненти 𝑦1. Далi перейдемо до розв’язання третього диференцiального
рiвняння:

𝑑
𝑑𝑡𝑧4 = 2𝑡3,

𝑧4 =
2𝑡4

4 + 𝑐 = 𝑡4

2 + 𝑐

𝑧4(0) = 0 ⇒ 0 + 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = 0 ⇒ 𝑧4 =
𝑡4

2

Тепер знайдемо 𝑧5:
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𝑑
𝑑𝑡𝑧5 + 𝑧5 =

𝑒𝑡

2

𝑑
𝑑𝑡𝑧5 + 𝑧5 = 0

𝑑𝑧5
𝑧5

= 𝑑𝑡⇒ 𝑙𝑛|𝑧5| = −𝑡+ 𝑙𝑛|𝑐|

𝑧5зо = 𝑐𝑒−𝑡; 𝑧5+𝑖
= 𝑐(𝑡)𝑒−𝑡

𝑧′5+𝑖
= 𝑐′(𝑡)𝑒−𝑡 − 𝑐(𝑡)𝑒−𝑡

𝑐′(𝑡)𝑒−𝑡 − 𝑐(𝑡)𝑒−𝑡 + 𝑐(𝑡)𝑒−𝑡 = 𝑒𝑡

2

𝑐′(𝑡)𝑒−𝑡 = 𝑒𝑡

2

𝑐′(𝑡) = 𝑒2𝑡

2

𝑐(𝑡) =
∫︀

𝑒2𝑡

2 𝑑𝑡 =
1
4𝑒

2𝑡

𝑧5чн =
1
4𝑒

2𝑡 · 𝑒−𝑡 = 1
4𝑒

𝑡

𝑧5 = 𝑧5зо + 𝑧5чн = 𝑐(𝑡)𝑒−𝑡 + 1
4𝑒

𝑡

𝑧5(0) = 0 ⇒ 𝑐 · 𝑒0 + 1
4𝑒

0 = 0 ⇒ 𝑐 = −1
4

𝑧5 = −1
4𝑒

−𝑡 + 1
4𝑒

𝑡

𝑧2 = 𝑡

Пiдставимо 𝑧2,𝑧4,𝑧5 в друге рiвняння:
𝑑
𝑑𝑡𝑧3 +

𝑡4

2 = −2𝑡𝑧1 + 𝑡2 − 𝑡𝑧3 + 2𝑡3,

𝑑
𝑑𝑡𝑧3 + 𝑡𝑧3 = −2𝑡𝑧1 + 𝑡2 + 2𝑡3 − 𝑡4

2

Щоб гарантувати iснування розв’язку задачi Кошi, на функцiю 𝑧1(𝑡)

необхiдно накласти умову неперервної диференцiйованостi в деякому околi
точки 𝑡 = 0.

𝑑
𝑑𝑡𝑧3 = −𝑡𝑑𝑡,

𝑙𝑛|𝑧3| = − 𝑡2

2 + 𝑙𝑛|𝑐|,

𝑧3зо = 𝑐 · 𝑒−𝑡2

2 ; 𝑧3чн = 𝑐(𝑡) · 𝑒−𝑡2

2 ,

𝑧′3+𝑖
= 𝑐′(𝑡) · 𝑒−𝑡2

2 − 𝑐(𝑡) · 𝑒−𝑡2

2 · 𝑡

𝑐′(𝑡) · 𝑒−𝑡2

2 − 𝑐(𝑡) · 𝑒−𝑡2

2 · 𝑡+ 𝑐(𝑡) · 𝑒−𝑡2

2 · 𝑡 = −2𝑡𝑧1 + 𝑡2 + 2𝑡3 − 𝑡4

2

𝑐′(𝑡) = 𝑒
𝑡2

2 (−2𝑡𝑧1 + 𝑡2 + 2𝑡3 − 𝑡4

2 )

𝑐(𝑡) = −2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+ 2
∫︀
𝑡3𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡
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∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡 не iнтегрується в елементарних фунцiях.

∫︀
𝑡3𝑒

𝑡2

2 =

⎡⎢⎣ 𝑡2

2 = 𝑚 𝑡2 = 2𝑚

𝑑𝑚 = 𝑡𝑑𝑡

⎤⎥⎦ = 2
∫︀
𝑚𝑒𝑚𝑑𝑚 =

⎡⎢⎣ 𝑢 = 𝑚 𝑑𝑢 = 𝑑𝑚

𝑑𝑣 = 𝑒𝑚𝑑𝑚 𝑣 = 𝑒𝑚

⎤⎥⎦ =

= 2(𝑚 · 𝑒𝑚 −
∫︀
𝑒𝑚𝑑𝑚) = 𝑒

𝑡2

2 (𝑡2 − 2)

𝑐(𝑡) = −2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+ 2𝑒
𝑡2

2 (𝑡2 − 2)

𝑧3 = 𝑐 ·𝑒−𝑡2

2 +𝑒
−𝑡2

2 (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+2𝑒
𝑡2

2 (𝑡2−2))

𝑧3(0) = 0 ⇒ 𝑐+ (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡)𝑡=0 − 4 = 0

𝑐 = 4− (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡)𝑡=0

𝑧3 = (4− (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡)𝑡=0)𝑒
−𝑡2

2 + 𝑒
−𝑡2

2 *

*(−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+ 2𝑒
𝑡2

2 (𝑡2 − 2))

Отримуємо розв’язок вихiдної системи:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 = (4𝑧1(𝑡)− (12− 3(−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡)𝑡=0)) · 𝑒
−𝑡2

2 +

+3𝑒
𝑡2

2 (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+ 2𝑒
𝑡2

2 (𝑡2 − 2))

𝑥2 = −2𝑧1(𝑡) + 𝑡− (4− (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡)𝑡=0)𝑒
−𝑡2

2 +

+𝑒
−𝑡2

2 (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+ 2𝑒
𝑡2

2 (𝑡2 − 2))

𝑥3 = −𝑧1(𝑡) + (4− (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡)𝑡=0)𝑒
−𝑡2

2 +

+𝑒
−𝑡2

2 (−2
∫︀
𝑡𝑒

𝑡2

2 𝑧1(𝑡)𝑑𝑡− 1
2

∫︀
𝑡4𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+
∫︀
𝑡2𝑒

𝑡2

2 𝑑𝑡+ 2𝑒
𝑡2

2 (𝑡2 − 2))

𝑥4 =
𝑡2

2

𝑥5 = −1
4𝑒

−𝑡 + 1
4𝑒

𝑡

де 𝑧1(𝑡) — довiльна функцiя класу 𝐶1 в околi нуля, що задовольняє
умову 𝑧1(0) = 0.
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ВИСНОВОК

У данiй квалiфiкацiйнiй роботi було здiйснено дослiдження задачi
Кошi для системи 𝑚 звичайних диференцiальних рiвнянь з алгебраїчно-
диференцiальною структурою:⎧⎪⎨⎪⎩𝐴𝑥+𝐵

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡,𝑥),

𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

де 𝐴,𝐵 ∈ R𝑚×𝑛, а 𝑓 : 𝐷 → R𝑚 — неперервна вектор-функцiя на областi

𝐷 = {(𝑡,𝑥) : 0 < |𝑡| ≤ 𝑎, ‖𝑥‖ ≤ 𝑏},

Така постановка охоплює широкий клас задач, якi у математичному моде-
люваннi проявляються як диференцiально-алгебраїчнi системи, що мiстять
сингулярнi матричнi жмутки та елементи функцiональних залежностей.

У першому роздiлi роботи було наведено та систематизовано фунда-
ментальнi поняття, необхiднi для опрацювання поставленої задачi: базовi
визначення з теорiї матриць, концепцiю жмуткiв матриць, їх елементарних
та нескiнченних дiльникiв, структуру регулярних i сингулярних блокiв та
властивостi лiнiйних диференцiальних систем у нормальнiй формi. Особлива
увага придiлена канонiчним поданням жмуткiв — iнструменту, що дозво-
ляє встановлювати глибиннi структурнi властивостi системи та видiляти
диференцiйованi та недиференцiйованi компоненти вектор-функцiї.

Другий роздiл присвячений детальному дослiдженню методiв стру-
ктурного перетворення та нормалiзацiї сингулярних матричних жмуткiв.
Основним результатом є доведена теорема про можливiсть приведення
довiльного сингулярного жмутка до найпростiшого квазiдiагонального ви-
гляду шляхом застосування скiнченної кiлькостi елементарних перетворень
рядкiв та стовпцiв. У роботi було проаналiзовано критерiй еквiвалентностi
матричних жмуткiв, зокрема розглянуто роль регулярних та сингулярних
блокiв у формуваннi структури системи. Видiлено умови, за яких жмуток
має нескiнченнi елементарнi дiльники, що вказує на наявнiсть у системi
алгебраїчних зв’язкiв мiж компонентами вектора стану.
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Цей роздiл вiдiграє ключову роль, оскiльки саме формальна структура
жмутка визначає, чи можна звести систему до нормальної форми або чи
доведеться працювати з функцiональними залежностями, що становлять
основу сингулярних систем.

У третьому роздiлi було здiйснено поглиблене дослiдження задачi
Кошi для систем зi змiшаною диференцiально-алгебраїчною структурою.
На основi отриманих у попереднiх роздiлах результатiв показано, що за-
гальну сингулярну систему можна привести до еквiвалентної, яка поєднує
диференцiальнi рiвняння та функцiональнi спiввiдношення мiж змiнними.
Таке перетворення дає змогу роздiлити регулярнi компоненти та алгебраїчнi
залежностi, що є ключовим для аналiзу iснування та єдиностi розв’язкiв.

Подальший аналiз продемонстрував, що для рiзних типiв структурних
блокiв жмутка — регулярних, сингулярних, квазiрегулярних та змiшаних
— iснують чiтко визначенi умови коректностi задачi Кошi. Було встанов-
лено, що залежно вiд характеру блочної структури розв’язок може бути
єдиним, утворювати кiнцевовимiрне сiмейство, яке залежить вiд довiльних
дiйсних параметрiв, або формувати функцiональне сiмейство розв’язкiв, що
визначається довiльними функцiями класу 𝐶1.

Особливу увагу придiлено дослiдженню диференцiальної пiдсистеми,
для якої застосовано метод нерухомої точки спецiально сконструйованого
оператора. Використання властивостей стискуючих вiдображень забезпечи-
ло конструктивний доказ iснування та єдиностi розв’язку, що, у свою чергу,
створює основу для реалiзацiї ефективних обчислювальних алгоритмiв.

Отриманi результати суттєво розширюють клас систем, для яких за-
дача Кошi може бути коректно сформульована та розв’язана за допомогою
теорiї сингулярних матричних жмуткiв. Вони уточнюють критерiї iснуван-
ня розв’язкiв, поглиблюють уявлення про структуру сингулярних систем
та пропонують послiдовну алгоритмiчну процедуру приведення загальної
системи до найпростiшої еквiвалентної форми.
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