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ВСТУП

Паралельне програмування стає все бiльш важливим для розробки
програмного забезпечення. Паралельне програмування та розробка ефе-
ктивних паралельних програм добре зарекомендували себе у високопроду-
ктивних наукових обчисленнях протягом багатьох рокiв.

Моделювання наукових проблем є важливою галуззю природничих
та iнженерних наук, значення якої зростає. Бiльш точне моделювання або
моделювання бiльших проблем призводить до зростання попиту на обчислю-
вальну потужнiсть та обсяг пам’ятi. В останнi десятилiття високопродуктив-
нi дослiдження також включали розробку нових паралельних апаратних
та програмних технологiй, i можна спостерiгати стабiльний прогрес у па-
ралельних високопродуктивних обчисленнях. Популярними прикладами є
моделювання прогнозу погоди на основi складних математичних моделей,
що включають диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними, або моде-
лювання аварiй в автомобiльнiй промисловостi на основi методiв скiнченних
елементiв.

Комп’ютерне моделювання часто вимагає великих обчислювальних зу-
силь. Таким чином, низька продуктивнiсть використовуваної комп’ютерної
системи може значно обмежити моделювання та точнiсть отриманих ре-
зультатiв. Використання високопродуктивної системи дозволяє проводити
бiльшi симуляцiї, що призводить до кращих результатiв, i тому для викона-
ння комп’ютерного моделювання зазвичай використовуються паралельнi
комп’ютери. Сьогоднi кластернi системи, побудованi з серверних вузлiв,
широко доступнi та також часто використовуються для паралельного моде-
лювання. Крiм того, багатоядернi процесори у вузлах забезпечують додатко-
вий паралелiзм, який можна використовувати для швидких обчислень. Для
використання паралельних комп’ютерiв або кластерних систем обчислення,
що виконуються, повиннi бути роздiленi на кiлька частин, якi призначенi
паралельним ресурсам для виконання.

Зазвичай це стосується наукового моделювання, яке часто використо-
вує одно- або багатовимiрнi масиви як структури даних та органiзовує їхнi
обчислення у вкладених циклах. Щоб отримати паралельну програму для
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паралельного виконання, алгоритм має бути сформульований вiдповiдною
мовою програмування. Паралельне виконання часто контролюється спецi-
альними бiблiотеками середовища виконання або директивами компiлятора,
якi додаються до стандартної мови програмування, такої як C, Fortran або
Java.

Паралельне програмування є важливим аспектом високопродуктивних
наукових обчислень, але ранiше воно було нiшею в усiй галузi апаратних
та програмних продуктiв. Однак, останнiм часом паралельне програму-
вання покинуло цю нiшу та стане основним напрямком методiв розробки
програмного забезпечення через радикальну змiну в апаратних технологiях.

Великi виробники мiкросхем почали випускати процесори з кiлькома
енергоефективними обчислювальними блоками на одному кристалi, якi ма-
ють незалежне керування та можуть одночасно отримувати доступ до однiєї
й тiєї ж пам’ятi. Зазвичай термiн "ядро"використовується для позначення
окремих обчислювальних блокiв, а термiн "багатоядерний"– для всього
процесора, що має кiлька ядер. Таким чином, використання багатоядерних
процесорiв робить кожен настiльний комп’ютер невеликою паралельною
системою. Технологiчний розвиток у напрямку багатоядерних процесорiв
був зумовлений фiзичними причинами, оскiльки тактову частоту мiкросхем
з бiльшою кiлькiстю транзисторiв неможливо збiльшити з попередньою
швидкiстю без перегрiву.

Багатоядернi архiтектури у виглядi окремих багатоядерних процесорiв,
систем спiльної пам’ятi з кiлькох багатоядерних процесорiв або кластерiв
багатоядерних процесорiв з iєрархiчною мережею взаємозв’язкiв матимуть
великий вплив на розробку програмного забезпечення. Ще однiєю тенден-
цiєю в паралельних обчисленнях є використання графiчних процесорiв
(GPU) для ресурсоємних програм. Архiтектури GPU забезпечують сотнi
спецiалiзованих обчислювальних ядер, якi можуть виконувати обчислення
паралельно.

Користувачi комп’ютерної системи зацiкавленi у використаннi пере-
ваг пiдвищення продуктивностi, яке забезпечують багатоядернi процесори.
Якщо цього вдасться досягти, вони можуть очiкувати, що їхнi прикладнi
програми будуть працювати швидше та отримуватимуть все бiльше додатко-
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вих функцiй, якi не можна було iнтегрувати в попереднi версiї програмного
забезпечення, оскiльки вони потребували занадто великої обчислювальної
потужностi. Щоб забезпечити це, операцiйна система обов’язково повинна
пiдтримувати їх, наприклад, використовуючи видiленi ядра за призначе-
нням або запускаючи кiлька користувацьких програм паралельно, якщо
вони доступнi. Але коли передбачено велику кiлькiсть ядер, що станеться
найближчим часом, також виникає потреба виконувати одну прикладну про-
граму на кiлькох ядрах. Найкращою ситуацiєю для розробника програмного
забезпечення було б наявнiсть автоматичного перетворювача, який приймає
послiдовну програму як вхiднi данi та генерує паралельну програму, що
ефективно працює на нових архiтектурах. Якби такий перетворювач був
доступний, розробка програмного забезпечення могла б продовжуватися
як i ранiше. Але, на жаль, досвiд дослiджень у паралелiзацiї компiляторiв
протягом останнiх 20 рокiв показав, що для багатьох послiдовних програм
неможливо автоматично витягти достатню кiлькiсть паралелiзму. Тому
потрiбна певна допомога вiд програмiста, i прикладнi програми необхiдно
вiдповiдно реструктуризувати.

Для розробника програмного забезпечення розробка нового обладна-
ння в напрямку багатоядерних архiтектур є викликом, оскiльки iснуюче
програмне забезпечення має бути реструктуризоване в бiк паралельно-
го виконання, щоб скористатися перевагами додаткових обчислювальних
ресурсiв.

Метою даної роботи є розробка паралельних алгоритмiв обчислення
визначеного iнтеграла з використанням сучасних технологiй паралельного
програмування для гетерогенних паралельних комп’ютерних систем.

Об’єктом роботи є методи обчислення визначених iнтегралiв.

Предметом дослiдження є ефективнi паралельнi алгоритми обчислен-
ня визначених iнтегралiв для гетерогенних комп’ютерних систем.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Задача обчислення визначених iнтегралiв широко використовується
при розв’язуваннi складних задач математичної фiзики та технiки. Напри-
клад, при побудовi скiнченно-елементних апроксимацiй крайових задач.

Важливою особливiстю числового iнтегрування є можливiсть оцiни-
ти точнiсть обчислення. З появою паралельних обчислювальних систем
постає питання щодо ефективної реалiзацiї вiдомих алгоритмiв числового
iнтегрування для рiзних паралельних архiтектур.

В квалiфiкацiйнiй роботi треба розробити паралельнi алгоритми об-
числення визначеного iнтегралу з використанням складеної квадратурної
формули Ньютона-Котеса. Точнiсть обчислень треба контролювати за пра-
вилом Рунге.

Треба розробити паралельнi алгоритми для комп’ютера з багатоядер-
ним процесором та для комп’ютера з використанням обчислень на графiчних
процесорах.

Треба провести обчислювальнi експерименти щодо встановлення ефе-
ктивностi паралельних реалiзацiй.
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РОЗДIЛ 2

КВАДРАТУРНI ФОРМУЛИ НЬЮТОНА-КОТЕСА

Iнтеграл

𝐼(𝑓) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥, (2.1)

в якому функцiя 𝑓(𝑥) вiдома, можна наближено обчислити наступним
чином: Представимо функцiю 𝑓(𝑥) у виглядi

𝑓(𝑥) = 𝐿𝑛−1(𝑥) +𝑅𝑛−1(𝑥),

𝐿𝑛−1(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓(𝑥𝑖)
𝑛∏︁

𝑗=1(𝑗 ̸=𝑖)

𝑥− 𝑥𝑗
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

,

— iнтерполяцiйний полiном Лагранжа, побудований по вузлах 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 на
промiжку [𝑎, 𝑏],

𝑅𝑛−1(𝑥) = 𝑓(𝑥1; . . . ;𝑥𝑛;𝑥)(𝑥− 𝑥1) . . . (𝑥− 𝑥𝑛).

— залишковий член iнтерполяцiйного полiнома Лагранжа у формi з подiле-
ними рiзницями. Тодi

𝐼(𝑓) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

𝐿𝑛−1(𝑥)𝑑𝑥+

𝑏∫︁
𝑎

𝑅𝑛−1(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑆𝑛(𝑓) + 𝑟𝑛(𝑓),

де

𝑆𝑛(𝑓) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑏∫︁
𝑎

𝑛∏︁
𝑗=1(𝑗 ̸=𝑖)

𝑥− 𝑥𝑗
𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

𝑑𝑥𝑓(𝑥𝑖), (2.2)

𝑟𝑛(𝑓) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥1; . . . ;𝑥𝑛;𝑥)(𝑥− 𝑥1) . . . (𝑥− 𝑥𝑛)𝑑𝑥. (2.3)

𝐼(𝑓) ≈ 𝑆𝑛(𝑓).
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𝑆𝑛(𝑓) - квадратурна формула Ньютона-Котеса (або Котса).
𝑟𝑛(𝑓) - залишок, який визначає точнiсть квадратурної формули.

Покладемо

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎; 𝑏)(𝑥− 𝑎) + 𝑓(𝑎; 𝑏;𝑥)(𝑥− 𝑎)(𝑥− 𝑏).

Тодi ми отримуємо квадратурну формулу трапецiй

𝑆2(𝑓) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑎; 𝑏)(𝑥− 𝑎)𝑑𝑥 =
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
(𝑏− 𝑎). (2.4)

Якщо скористатись другою теоремою про середнє та зв’язком подiлених
рiзниць з похiдними, можна отримати її точнiсть.

𝑟2(𝑓) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑎; 𝑏;𝑥)(𝑥− 𝑎)(𝑥− 𝑏)𝑑𝑥 =

= 𝑓(𝑎; 𝑏; 𝜉)

𝑏∫︁
𝑎

(𝑥− 𝑎)(𝑥− 𝑏)𝑑𝑥 = −𝑓 ′′(𝜉1)

12
(𝑏− 𝑎)3, (2.5)

де 𝜉, 𝜉1 деякi точки промiжку (𝑎, 𝑏).

2.1 Складенi квадратурнi формули

Для бiльш точних результатiв можна розбити вiдрiзок [𝑎, 𝑏] на 𝑛

рiвних вiдрiзкiв довжиною ℎ = (𝑏− 𝑎)/𝑛. Позначимо 𝑥𝑖 = 𝑎+ 𝑖ℎ, 𝑖 = 0, 𝑛.
Для того, щоб обчислити

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖−1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝑖 = 1,𝑛,

застосуємо квадратурну формулу трапецiй. Будемо застосовувати її до
кожного з промiжкiв та складемо усi результати - це складена квадратурна
формула. Аналогiчно можна отримати її похибку. Наприклад, нехай є
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iнтеграл

𝐼(𝑓) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Для його наближенного обчислення маємо складену квадратурну формулу
трапецiй

𝑆ℎ(𝑓) =
ℎ

2
(𝑓(𝑥0) + 2𝑓(𝑥1) + · · ·+ 2𝑓(𝑥𝑛−1) + 𝑓(𝑥𝑛)), (2.6)

з похибкою

𝑟ℎ(𝑓) = −ℎ3

12

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓 ′′(𝜉𝑖)

Її оцiнка:

|𝑟ℎ(𝑓)| ≤
ℎ2(𝑏− 𝑎)

12
max
𝑥∈(𝑎,𝑏)

|𝑓 ′′(𝑥)|, (2.7)

при умовi, що пiдiнтегральна функцiя 𝑓(𝑥) є гладкою.

Можна побачити, що складенi квадратурнi формули трапецiй мають
другий порядок точностi.

2.2 Принцип Рунге

За допомогою принципа Рунге можна отримати апостерiорну оцiнку
похибки для складених квадратурних формул.

Запишемо похибку формули трапецiй наступним чином

𝑟ℎ(𝑓) = −ℎ3

12

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓 ′′(𝜉𝑖) = −ℎ2

12
(ℎ

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓 ′′(𝜉𝑖)) =

= −ℎ2

12

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

𝑓 ′′(𝑥)𝑑𝑥+𝑂(ℎ𝛼)

⎞⎠ = −ℎ2

12

𝑏∫︁
𝑎

𝑓 ′′(𝑥)𝑑𝑥+ 𝑜(ℎ2),

де 0 < 𝛼 ≤ 1.
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Покладемо

𝐼(𝑓) = 𝑆ℎ(𝑓) + 𝑟ℎ(𝑓) = 𝑆ℎ(𝑓) + 𝐶𝑚ℎ
𝑚 + 𝑜(ℎ𝑚).

Роздiлимо промiжок [𝑎, 𝑏] на 𝑛1 вiдрiзкiв, кожний довжиною ℎ1 = (𝑏−𝑎)/𝑛1,
а також на 𝑛2 = 𝜆𝑛1 вiдрiзкiв, кожний довжиною ℎ2 = (𝑏− 𝑎)/𝑛2 (𝜆 > 1).
Тодi, якщо враховувати тiльки головний член похибки, можна отримати
наближенi рiвностi:

𝐼(𝑓) ≈ 𝑆ℎ1
(𝑓) + 𝐶𝑚ℎ

𝑚
1 ,

𝐼(𝑓) ≈ 𝑆ℎ2
(𝑓) + 𝐶𝑚ℎ

𝑚
2 . (2.8)

Прирiвнюючи правi частини цих наближених рiвностей, пiсля кiлькох пере-
творень можна отримати

𝐶𝑚 ≈ 𝑆ℎ2
(𝑓)− 𝑆ℎ1

(𝑓)

ℎ𝑚
1 − ℎ𝑚

2

.

Пiдставляючи це в (2.8), отримуємо

𝐼(𝑓) ≈ 𝑆ℎ2
(𝑓) +

𝑆ℎ2
(𝑓)− 𝑆ℎ1

(𝑓)

𝜆𝑚 − 1
. (2.9)

Отриману наближену формулу тепер можна перетворити на апостерiорний
оцiнювач похибки чисельного iнтегрування (апостерiорний оцiнювач Рунге):

𝑒(𝑓) =
𝑆ℎ2

(𝑓)− 𝑆ℎ1
(𝑓)

𝜆𝑚 − 1
(2.10)

Тепер, коли треба обчислити iнтеграл

𝐼(𝑓) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

з заданою точнiстю 𝜀, користуючись (2.10), слiд обчислити значення ква-
дратурних формул 𝑆ℎ1

(𝑓) та 𝑆ℎ2
(𝑓). Якщо виконується умова

|𝑒(𝑓)| =
⃒⃒⃒⃒
𝑆ℎ2

(𝑓)− 𝑆ℎ1
(𝑓)

𝜆𝑚 − 1

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀, (2.11)
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то для остаточного наближенного значення iнтеграла користуємось форму-
лою (2.9). В iншому випадку переходимо до наступної iтерацiї, де кладемо
ℎ1 = ℎ2, 𝑆ℎ1

(𝑓) = 𝑆ℎ2
(𝑓), ℎ2 = ℎ1/𝜆 та знову знаходимо 𝑆ℎ2

(𝑓), пiсля чого
перевiряємо умову (2.11).

2.3 Чисельнi методи дробового iнтегрування

Розглянемо ефективнi алгоритмiчнi пiдходи для обчислення дробових
iнтегралiв типу Рiмана-Лiувiлля.

Оператор дробового iнтегрування посiдає значне мiсце в теорiї дробо-
вого числення, зокрема, вiн використовується для перетворення дробових
диференцiальних рiвнянь в iнтегральнi рiвняння зi слабко сингулярним
ядром. У цьому роздiлi представлено числовi методики, що застосовую-
ться для наближеного обчислення дробових iнтегралiв i ґрунтуються на
полiномiальнiй iнтерполяцiї.

Припустимо, що функцiя 𝑓(𝑡) є неперервною на вiдрiзку 𝐼 = [0, 𝑇 ],
тобто 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(𝐼). Нехай ∆𝑡 позначає крок дискретизацiї, де ∆𝑡 = 𝑇/𝑛𝑇 ,
𝑛𝑇 ∈ 𝑁 , а 𝑡𝑘 = 𝑘∆𝑡 — вузли сiтки. Далi ми зосередимося на методах
чисельного обчислення наступного iнтеграла:

𝐽𝛼
0,𝑡𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝛼)

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠)𝑑𝑠, 𝛼 > 0. (2.12)

Один iз пiдходiв до чисельного розрахунку (2.12) полягає в замiнi функцiї
𝑓(𝑡) деякою апроксимуючою функцiєю ̃︀𝑓(𝑡) такою, щоб iнтеграл 𝐽𝛼

0,𝑡
̃︀𝑓(𝑡)

можна було легко обчислити аналiтично. Логiчним вибором є полiномiаль-
на апроксимацiя функцiї 𝑓(𝑡) на iнтервалi [0,𝑇 ]. Iнтеграл 𝐽𝛼

0,𝑡
̃︀𝑓(𝑡) можна

обчислити точно, якщо ̃︀𝑓(𝑡) є багаточленом. Для точки 𝑡 = 𝑡𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁 ,
перепишемо вираз

[︀
𝐽𝛼
0,𝑡𝑓(𝑡)

]︀
𝑡=𝑡𝑛

у такiй формi:

[︀
𝐽𝛼
0,𝑡𝑓(𝑡)

]︀
𝑡=𝑡𝑛

= 1
Γ(𝛼)

𝑡𝑛∫︀
0

(𝑡𝑛 − 𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠)𝑑𝑠

= 1
Γ(𝛼)

𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑡𝑘+1∫︀
𝑡𝑘

(𝑡𝑛 − 𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠)𝑑𝑠.

(2.13)
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Далi ми визначимо чисельнi методи, що базуються на полiномiальнiй iнтер-
поляцiї, щоб обчислити вираз (2.13).

У цьому роздiлi ми поширимо iдеї чисельних методiв для класичних
iнтегралiв на випадок дробових iнтегралiв.

Дробова формула прямокутникiв

На кожному з пiдiнтервалiв [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1], де 𝑘 = 0,1, . . . ,𝑛 − 1, функцiя
𝑓(𝑡) апроксимується сталою величиною, а саме:

𝑓(𝑡)|[𝑡𝑘,𝑡𝑘+1) ≈ ̃︀𝑓(𝑡)|[𝑡𝑘,𝑡𝑘+1) = 𝑓(𝑡𝑘), (2.14)

Тодi матимемо:

[︀
𝐽𝛼
0,𝑡𝑓(𝑡)

]︀
𝑡=𝑡𝑛

= 1
Γ(𝛼)

𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑡𝑘+1∫︀
𝑡𝑘

(𝑡𝑛 − 𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠)𝑑𝑠

≈ 1
Γ(𝛼)

𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑡𝑘+1∫︀
𝑡𝑘

(𝑡𝑛 − 𝑠)𝛼−1𝑓(𝑡𝑘)𝑑𝑠 (2.15)

=
𝑛−1∑︀
𝑘=0

𝑏𝑛−𝑘−1𝑓(𝑡𝑘)𝑑𝑠,

де ваговi коефiцiєнти 𝑏𝑘 визначаються як:

𝑏𝑘 =
∆𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
[(𝑘 + 1)𝛼 − 𝑘𝛼] . (2.16)

Отже, отримуємо наближену формулу:

[︀
𝐽𝛼
0,𝑡𝑓(𝑡)

]︀
𝑡=𝑡𝑛

≈
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑛−𝑘−1𝑓(𝑡𝑘). (2.17)

Аналогiчно з класичною формулою лiвих прямокутникiв, вираз (2.17)
називається дробовою формулою лiвих прямокутникiв. Аналогiчно, якщо
апроксимувати функцiю як:

𝑓(𝑡)|(𝑡𝑘,𝑡𝑘+1] ≈ ̃︀𝑓(𝑡)|(𝑡𝑘,𝑡𝑘+1] = 𝑓(𝑡𝑘+1), (2.18)
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то маємо дробову формулу правих прямокутникiв:

[︀
𝐽𝛼
0,𝑡𝑓(𝑡)

]︀
𝑡=𝑡𝑛

≈
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑛−𝑘−1𝑓(𝑡𝑘+1). (2.19)

Формули (2.18) та (2.19) — це частиннi випадки дробової зваженої формули
прямокутникiв:

[︀
𝐽𝛼
0,𝑡𝑓(𝑡)

]︀
𝑡=𝑡𝑛

≈
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑛−𝑘−1(𝜃𝑓(𝑡𝑘) + (1− 𝜃)𝑓(𝑡𝑘+1)), 0 ≤ 𝜃 ≤ 1. (2.20)

Також отримаємо формулу:

[︀
𝐽𝛼
0,𝑡𝑓(𝑡)

]︀
𝑡=𝑡𝑛

≈
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑏𝑛−𝑘−1𝑓(𝑡𝑘 + (1− 𝜃)∆𝑡), 0 ≤ 𝜃 ≤ 1. (2.21)

Якщо у формулi (2.20) (або (2.21)) покласти 𝜃 = 1 (або 𝜃 = 0), то вiдновиться
дробова формула лiвих прямокутникiв (2.17) (або дробова формула правих
прямокутникiв (2.19)). Якщо ж у формулi (2.20) (або (2.21)) взяти 𝛼 = 1

та 𝜃 = 1/2, то ця формула (2.20) (або (2.21)) перетвориться на складену
формулу трапецiй для класичного iнтеграла.

Дробова формула трапецiї

Апроксимуючи функцiю 𝑓(𝑡) на кожному пiдiнтервалi [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1] лiнiй-
ним многочленом:

𝑓(𝑡)|[𝑡𝑘,𝑡𝑘+1] ≈ ̃︀𝑓(𝑡)|[𝑡𝑘,𝑡𝑘+1] =
𝑡𝑘+1 − 𝑡

𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘
𝑓(𝑡𝑘) +

𝑡− 𝑡𝑘
𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘

𝑓(𝑡𝑘+1), (2.22)

отримуємо дробову формулу трапецiй:

[︀
𝐽𝛼
0,𝑡𝑓(𝑡)

]︀
𝑡=𝑡𝑛

≈
[︁
𝐽𝛼
0,𝑡

̃︀𝑓(𝑡)]︁
𝑡=𝑡𝑛

=
1

Γ(𝛼)

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘+1∫︁
𝑡𝑘

(𝑡𝑛 − 𝑡)𝛼−1

(︂
𝑡𝑘+1 − 𝑡

𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘
𝑓(𝑡𝑘) +

𝑡− 𝑡𝑘
𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘

𝑓(𝑡𝑘+1)

)︂
𝑑𝑡 (2.23)

=
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘,𝑛𝑓(𝑡𝑘),
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тут

𝑎𝑘,𝑛 =
1

Γ(𝛼)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑡1∫︀
0

(𝑡𝑛 − 𝑡)𝛼−1 𝑡1−𝑡
𝑡1−𝑡0

𝑑𝑡, 𝑘 = 0,

𝑡𝑘+1∫︀
𝑡𝑘

(𝑡𝑛 − 𝑡)𝛼−1 𝑡𝑘+1−𝑡
𝑡𝑘+1−𝑡𝑘

𝑑𝑡+
𝑡𝑘∫︀

𝑡𝑘−1

(𝑡𝑛 − 𝑡)𝛼−1 𝑡−𝑡𝑘−1

𝑡𝑘−𝑡𝑘−1
𝑑𝑡, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1,

𝑡𝑛∫︀
𝑡𝑛−1

(𝑡𝑛 − 𝑡)𝛼−1 𝑡−𝑡𝑛−1

𝑡𝑛−𝑡𝑛−1
𝑑𝑡, 𝑘 = 𝑛.

(2.24)
Звiдси отримуємо

𝑎𝑘,𝑛 =
∆𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(𝑛− 1)𝛼+1 − (𝑛− 1− 𝛼)𝑛𝛼, 𝑘 = 0,

(𝑛− 𝑘 + 1)𝛼+1 + (𝑛− 1− 𝑘)𝛼+1 − 2(𝑛− 𝑘)𝛼+1, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1,

1, 𝑘 = 𝑛.

(2.25)
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РОЗДIЛ 3

OPENMP: ПАРАЛЕЛЬНЕ ПРОГРАМУВАННЯ ДЛЯ

БАГАТОЯДЕРНИХ СИСТЕМ

3.1 Призначення технологiї OpenMP

OpenMP являє собою iнтерфейс прикладного програмування (API),
призначений для створення багатопотокових застосункiв, якi здебiльшого
орiєнтованi на паралельнi обчислювальнi системи, що характеризуються
спiльною пам’яттю. Цей iнтерфейс включає набiр компiляторних директив
та бiблiотеки спецiальних функцiй. Розробка стандартiв OpenMP для ар-
хiтектур iз загальною пам’яттю тривала впродовж останнiх п’ятнадцяти
рокiв. У новiтнiй перiод активно ведеться робота над розширенням цих стан-
дартiв для забезпечення пiдтримки паралельних обчислювальних систем з
розподiленою пам’яттю.

3.2 Розпаралелювання потокiв в OpenMP

Рис. 3.1. Схема розгалуження паралельної програми

Найбiльш важливою частиною OpenMP є паралельнi регiони. Роз-
робник може сам обирати та налаштовувати їх пiд свою задачу. Що таке
паралельний регiон? Це регiон коду, який буде виконуватися декiлькома
потоками, залежно вiд налаштування, та через це пiдвищувати швидкiсть
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його виконання. Мови програмування, якi пiдтримує OpenMP - це С, C++
та Fortran. Налаштування паралельного регiону вiдбувається за допомогою
параметрiв (clauses). Приклади параметрiв: private(), shared(), for,
reduction(), num_threads(), тощо.

omp_get_thread_num() повертає номер потоку, який виконує цю ко-
манду. Номери потокiв - цiли числа вiд 0 до n-1, якщо n - це кiлькiсть
потокiв.

omp_get_num_threads() повертає кiлькiсть потокiв, якi iснують в
момент виклику цiєї команди.

Паралельнi областi

OpenMP використовує "fork-join"модель. Ця модель працює наступним
чином: спочатку iснує один master thread, який виконує код поступово. Коли
цей потiк зустрiчає паралельний регiон, вiн створює кiлька додаткових
потокiв для його виконання. Пiсля завершення паралельного регiону всi
потоки, окрiм головного, завершують свою роботу.

Приклад

#pragma omp parallel
{ // Code to execute in parallel

printf("Hello from thread %d\n", omp_get_thread_num());
}

Спiльнi та приватнi змiннi

В OpenMP змiннi можуть бути спiльними або приватними. Всi потоки
мають доступ до спiльних змiнних. Кожен потiк має власний екземпляр
приватних змiнних.
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Приклад

int shared_var = 0;
int private_var = 0;
#pragma omp parallel private(private_var)
{ // Code with shared and private variables

shared_var++;
private_var++;

}
printf("shared: %d, private: %d\n", shared_var, private_var);
// Out: shared: 6, private: 0

Конструкцiї розподiлу роботи

За допомогою цих конструкцiй можна розподiляти завдання мiж потоками.

Паралелiзацiя циклiв for

Для того, щоб подiлити цикл for на паралельнi потоки, необхiдно ство-
рити паралельний регiон та прописати параметр for. Параметр num_threads()
дозволяє обрати певну кiлькiсть потокiв для виконання циклу. Якщо не пе-
редати параметр num_threads(), цикл розподiлиться на всi ядра процесору.
Можна дiлити тiльки цикли в яких iтерацiї не залежать одна вiд одної i
для яких загальна кiлькiсть iтерацiй вiдома заздалегiдь.

Приклад

int x = 0;
#pragma omp parallel for
for (int i = 0; i < 10; i++) {

// Loop iterations are divided among threads
// Using all cores available
x += i*i;

}
printf("x = %d", x);
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// Out: x = 285

Роздiли (Sections)

Кожний роздiл - це окрема задача, яку виконує певний потiк, причому
роздiли виконуються паралельно. Це можна порiвняти з тим, як цикли for
подiляються на паралельнi потоки.

Приклад

#pragma omp parallel sections
{

#pragma omp section
{

// Task 1: Compute sum of the array
for (int i = 0; i < n; i++) {

sum += a[i];
}
printf("Sum: %d\n", sum);

}

#pragma omp section
{

// Task 2: Find max value in the array
for (int i = 0; i < n; i++) {

if (a[i] > max_val) {
max_val = a[i];

}
}
printf("Max value: %d\n", max_val);

}
}
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Операцiї Злиття/Редукцiї (Reduction Operati-
ons)

Злиття комбiнує результати з декiлькох потокiв в один результат.
Параметр reduction працює для таких конструкцiй як parallel, sections
та for. Для того, щоб користуватись злиттям, потрiбно обрати одну з
операцiй (+, -, *, /, &, ˆ, |, <<, >>) та одну або декiлька спiльних
змiнних, до яких треба застосувати цю операцiю й передати це параметром
як reduction(op: var). Для того, щоб продемонструвати, як цим можна
користуватись, ось приклад:

Приклад

int s = 5;
#pragma omp parallel for reduction(+:s)
for (int i = 1; i < 4; i++)
{

s += i*i;
printf("s = %d\n", s);

}
printf("reducted s = %d\n", s);

// Out: s = 1
// s = 9
// s = 4
// reducted s = 19
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РОЗДIЛ 4

CUDA: ПАРАЛЕЛЬНЕ ПРОГРАМУВАННЯ ДЛЯ

БАГАТОЯДЕРНИХ СИСТЕМ

4.1 Графiчнi процесори, CUDA та їхня стру-
ктура

Графiчнi процесори (GPU – Graphics Processing Units) розроблялися
та застосовувалися для того, щоб обробляти графiчнi данi. Але сьогоднi
навiть бiльш актуальним варiантом використання графiчних процесорiв
є розпаралелювання завдань. Часто застосування GPU для цих задач по-
значається як "GPGPU General Purpose GPU, тобто графiчний процесор
загального призначення.

Спочатку було дуже важко проводити симуляцiї та звичайнi розра-
хунки на графiчних процесорах - на той момент не iснувало середовищ
програмування як CUDA та OpenCL, але були тiльки такi, як DirectX та
OpenGL - вони створенi майже виключно для роботи з графiчними задача-
ми. Бiльш новi середовища: CUDA (Compute Unified Device Architecture) та
OpenCL (Open Computing Language) надали можливiсть розширити фун-
кцiонал графiчних процесорiв. З їхньою допомогою можна розпаралелювати
звичайнi задачi, але про це трошки пiзнiше.

CUDA являє собою бiльш унiверсальну платформу для паралельних
обчислень, що пiдтримується новими поколiннями графiчних процесорiв
NVIDIA, починаючи з 2007 року. Також її можна емулювати на центральних
процесорах (CPU).

В графiчних застосунках завжди був великий потенцiал для пара-
лельних обчислень. Це призвело до того, що графiчнi процесори значно
ранiше почали використовувати багато процесорних ядер на вiдмiну вiд
центральних процесорiв. Через це сьогоднi саме GPU використовуються
для паралельних обчислень. Один графiчний процесор може мати тисячi
обчислювальних ядер, що набагато бiльше, нiж в CPU.
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Графiчнi процесори iснують двох базових типiв - дискретнi та iнтегро-
ванi. Iнтегрованi графiчнi процесори (iGPU) розмiщуються безпосередньо
на кристалi центрального процесора у виглядi окремого модуля. Вони не
мають власної видiленої пам’ятi, а використовують спiльну пам’ять iз цен-
тральним процесором. Такий пiдхiд спрощує обмiн даними мiж CPU та
iGPU. Дискретнi графiчнi процесори реалiзованi на окремiй мiкросхемi.
Вiдповiдно, вони оснащенi власною пам’яттю, незалежною вiд пам’ятi CPU.
За таких умов, данi для обробки на GPU необхiдно попередньо копiювати з
оперативної пам’ятi CPU до пам’ятi GPU, що може призводити до значних
затримок, особливо пiд час роботи з великими обсягами даних.

Середовища CUDA та OpenCL структурують програму, роздiляючи
її на програму для центрального процесора (хост-програму), що
виконує операцiї введення/виведення та взаємодiю з користувачем, та про-
граму для графiчного процесора (програму пристрою), яка реалiзує
обчислення, призначенi для виконання на GPU. У найпростiшому сценарiї
взаємодiя мiж хост-програмою та програмою пристрою вiдбувається на-
ступним чином: хост-програма спершу передає данi до глобальної пам’ятi
GPU, пiсля чого викликає функцiї пристрою для запуску обчислень на
графiчному процесорi. Функцiї пристрою розробленi з урахуванням пара-
лельної архiтектури GPU для ефективного розподiлу паралельних операцiй
з даними мiж обчислювальними ядрами.

До складу графiчного процесора входить декiлька багатопотокових
SIMD-процесорiв (Single Instruction, Multiple Data), кожен з яких виконує
незалежнi потоки обчислювальних команд. Компанiя NVIDIA позначає
такi SIMD-процесори термiном "потоковi мультипроцесори"(SM – Streaming
Multiprocessors). Реальна кiлькiсть SM, iнтегрованих в GPU, варiюється за-
лежно вiд конкретної моделi графiчного процесора. Кожен SIMD-процесор
мiстить декiлька функцiональних блокiв SIMD (FU – Function Units), зда-
тних виконувати одну й ту ж SIMD-iнструкцiю над рiзними наборами даних.
Оброблюванi данi повиннi знаходитися в локальних регiстрах, асоцiйованих
з вiдповiдним функцiональним блоком SIMD. Для запуску процесу пере-
мiщення даних з пам’ятi GPU до регiстрiв iснують спецiалiзованi операцiї
передачi.
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Сама передача може тривати декiлька машинних тактiв, адже данi
можуть розташовуватися в глобальнiй пам’ятi GPU, звiдки їх необхiдно за-
вантажити. Останнi архiтектури GPU мiстять iєрархiю кеш-пам’ятi, завдяки
чому окремi операцiї передачi даних можуть обробляти кешовану iнфор-
мацiю, що значно прискорює доступ порiвняно з некешованими даними.
Cлiд зазначити, що для одного SIMD-процесора недостатньо одного потоку
управлiння (SIMD-потоку, або "варпа"в термiнологiї NVIDIA). Паралелiзм
досягається за рахунок виконання кожним функцiональним блоком SIMD
тiєї самої iнструкцiї над рiзними даними, однак операцiї передачi даних
спричинять час очiкування невизначеної тривалостi. Щоб приховати
час очiкування, процесори SIMD можуть виконувати кiлька незалежних
потокiв SIMD. Планувальник потокiв SIMD (Warp Scheduler) вибирає потiк
SIMD, готовий до виконання, i iнiцiює виконання наступної iнструкцiї SI-
MD цього потоку. Кожен з потокiв SIMD використовує незалежний набiр
регiстрiв. На кожному етапi виконання планувальник SIMD-потокiв може
обрати iнший SIMD-потiк, оскiльки цi потоки є взаємно незалежними. Для
забезпечення цього вибору планувальник SIMD-потокiв застосовує механiзм
табло (Scoreboard). Для кожного SIMD-потоку табло зберiгає поточну iн-
струкцiю для виконання та вiдомостi про наявнiсть її операндiв у регiстрах.
Максимально можлива кiлькiсть пiдтримуваних SIMD-потокiв визначається
розмiром табло. Розмiр табло є характеристикою архiтектури, i його типо-
ве значення – 32. Реальна кiлькiсть незалежних SIMD-потокiв задається
прикладною програмою.
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Рис. 4.1. Блок-схема SIMD-процесора. SIMD-процесор має 16 функцiональ-
них блокiв (FU), кожен FU має cвiй набiр регiстрiв i Load-Store-Unit
(LSU)

4.2 Створення паралельних додаткiв за допо-
могою технологiї CUDA

4.2.1 Загальна архiтектура програми

Загальна архiтектура програми CUDA передбачає наявнiсть етапiв, що
виконуються або на хост-системi, або на одному з обчислювальних пристро-
їв. Хост-система (host) представлена традицiйним центральним процесором
(CPU), а програмнi компоненти, призначенi для хоста, є програмами мовою
C, якi компiлюються за допомогою стандартних C-компiляторiв. Обчи-
слювальнi пристрої (devices) – це масивно-паралельнi процесори, такi як
графiчнi процесори, що володiють значною кiлькiстю виконавчих блокiв i
призначенi для обробки великих обсягiв даних на паралельних програмних
етапах. Код для пристрою розробляється мовою C з використанням спецi-
альних розширень CUDA, якi дають змогу описувати паралельну обробку
даних.
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Функцiя, що реалiзує паралельну обробку даних i виконується на
пристрої, має назву функцiя ядра або просто ядро (Kernel). Паралелiзм
у програмi CUDA реалiзується саме через функцiї ядра, якi, як правило,
породжують багато потокiв CUDA. Цi потоки є "легковагими"i потребують
лише кiлькох тактових циклiв для свого створення та планування, на вiдмiну
вiд потокiв CPU, для яких аналогiчнi операцiї вимагають тисяч циклiв.

Програма CUDA, зазвичай збережена у файлi з розширенням *.cu,
мiстить як головну програму, так i функцiї ядра. Вона обробляється компi-
лятором NVIDIA C (nvcc), який здiйснює роздiлення цих двох компонентiв.
Функцiї ядра транслюються у промiжний асемблерний код PTX (Parallel
Thread Execution). PTX є низькорiвневою мовою, розробленою NVIDIA,
яка, подiбно до асемблера x86, визначає набiр iнструкцiй, що забезпечують
сумiснiсть мiж рiзними поколiннями графiчних процесорiв NVIDIA. Викли-
ки функцiй ядра з головної програми перетворюються на системнi виклики
середовища виконання CUDA для запуску вiдповiдної функцiї на GPU.
Пiсля цього головна програма компiлюється стандартним C-компiлятором.

Виконання програми CUDA розпочинається iз запуску головної про-
грами, яка, у свою чергу, викликає функцiї ядра для здiйснення паралельних
обчислень на GPU. Кожен виклик функцiї ядра iнiцiює створення сукупно-
стi потокiв CUDA, вiдомої як сiтка потокiв (grid). Робота сiтки завершується,
коли всi потоки, що входять до її складу, виконали свою частину функцiї
ядра. Пiсля iнiцiацiї виклику функцiї ядра, центральний процесор про-
довжує виконання головної програми, що може включати виклики iнших
функцiй ядра.

4.2.2 Програмування за допомогою технологiї CUDA

CUDA доповнює стандартний синтаксис оголошення функцiй мови
C для розрiзнення мiж функцiями хоста та функцiями ядра. Спецiальне
ключове слово CUDA __global__ позначає, що функцiя є ядром, яке може
бути викликане з хост-функцiї для виконання на GPU. Ключове слово
__device__ вказує, що функцiя є ядром (або функцiєю пристрою), призна-
ченим для виклику з iншого ядра або функцiї пристрою. У таких функцiях
пристрою рекурсивнi виклики та непрямi виклики через вказiвники на
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функцiї не допускаються. Функцiя хоста оголошується за допомогою клю-
чового слова __host__ i є стандартною функцiєю C, що виконується на
хостi та може бути викликана лише iншою хост-функцiєю. За замовчува-
нням, усi функцiї, оголошенi без спецiальних ключових слiв, вважаються
хост-функцiями.

Для виконання функцiї ядра на пристрої, необхiднi данi мають бути
розмiщенi в пам’ятi цього пристрою. Вiдповiдно, програма CUDA зазвичай
включає операцiї передачi даних з пам’ятi хоста до пам’ятi GPU, а також
з пам’ятi GPU до пам’ятi CPU для повернення результатiв обчислень на
хост. Цi операцiї передачi даних явно програмуються в CUDA-застосунках
за допомогою спецiалiзованих функцiй. Перш нiж здiйснювати передачу
даних з хоста до пам’ятi графiчного процесора, необхiдно зарезервувати
вiдповiдний обсяг пам’ятi на пристрої. Це виконується за допомогою функцiї:

cudaMalloc(void **, size_bytes)

яка викликається з головної програми для видiлення простору в глобальнiй
пам’ятi GPU. Функцiя cudaMalloc() приймає два аргументи: перший – це
вказiвник на вказiвник, що вказуватиме на видiлену дiлянку пам’ятi, а
другий – розмiр необхiдної пам’ятi в байтах. Функцiя:

cudaFree(void *)

використовується для звiльнення пам’ятi, що була видiлена для об’єктiв
даних (на якi вказує її параметр), пiсля завершення обчислень. Запит на
передачу даних, наприклад, вiд хоста до GPU, реалiзується через виклик
функцiї копiювання:

cudaMemcpy(void *, const void *, size_bytes, enum cudaMemcpyKind)

з параметрами: void * - вказiвник на мiсце призначення операцiї копi-
ювання, const void * - вказiвник на джерело даних для копiювання,
size_bytes - кiлькiсть байтiв для передачi, enum cudaMemcpyKind - тип
передачi: cudaMemcpyHostToDevice для копiювання з хоста на пристрiй та
cudaMemcpyDeviceToHost для копiювання з пристрою на хост

Пiсля того, як данi передано до глобальної пам’ятi графiчного проце-
сора, хост-програма може iнiцiювати виклик функцiї ядра GPU, яка буде
оперувати цими даними. Виклик функцiї ядра супроводжується конфi-
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гурацiєю виконання, що визначає структуру сiтки потокiв, якi необхiдно
створити для виконання цiєї функцiї.

Потоки в межах сiтки органiзованi за дворiвневою iєрархiєю. На
першому рiвнi сiтка складається з певної кiлькостi блокiв потокiв, причому
кожен блок мiстить однакову кiлькiсть потокiв. Другий рiвень представляє
органiзацiю потокiв всерединi кожного окремого блоку, яка є однаковою
для всiх блокiв у межах однiєї сiтки.

Блоки, що формують сiтку, можуть мати двовимiрну (або тривимiр-
ну, починаючи з CUDA версiї 3) структуру. Кожен блок потокiв iденти-
фiкується унiкальними двовимiрними (або тривимiрними) координатами,
якi надаються через вбудованi змiннi CUDA: blockIdx.x, blockIdx.y (та
blockIdx.z). Потоки всерединi блоку, своєю чергою, також органiзованi у
тривимiрну структуру, i унiкальнi тривимiрнi координати кожного потоку
доступнi через змiннi CUDA: threadIdx.x, threadIdx.y та threadIdx.z.
Максимально допустима кiлькiсть потокiв у блоцi становить 512 (для версiй
до 2.x) та 1024 (починаючи з версiї 3.x). Вiдповiдно до цiєї дворiвневої
iєрархiчної моделi, кожен потiк у сiтцi однозначно iдентифiкується коор-
динатами блоку, до якого вiн належить, та своїми власними координатами
всерединi цього блоку. Цi координатнi значення можуть використовуватися
у функцiях ядра для диференцiацiї паралельних потокiв, що забезпечує
паралельну обробку даних.

Розмiри сiтки потокiв та блокiв потокiв, якi генеруються для викона-
ння конкретного виклику ядра, задаються у конфiгурацiї виконання. Для
визначення конфiгурацiї виконання оголошуються двi змiннi структурного
типу dim3. Тип dim3 є цiлочисельним векторним типом, похiдним вiд ве-
кторного типу uint3, i за замовчуванням iнiцiалiзується значенням (1,1,1),
якщо не вказано iнше. Цi параметри описують дво- або тривимiрну орга-
нiзацiю сiтки потокiв та блокiв i включаються в синтаксис виклику ядра,
обрамленi символами <<< та >>>, як у наступному прикладi:

dim3 grid_size(gx, gy);
dim3 block_size(bx, by, bz);
Kernel<<<grid_size, block_size>>>(...);

У наведеному прикладi двовимiрна структура сiтки для виконання ядра
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Kernel визначається змiнною grid_size i має розмiрнiсть gx ×gy. Триви-
мiрна структура блоку визначається змiнною block_size i має розмiрнiсть
bx ×by ×bz.

Рис. 4.2. Iлюстрацiя конфiгурацiї виконання CUDA для grid_size(3, 2)
та block_size(4, 3).

Розмiр сiтки та її блокiв будуть знаходитися в змiнних gridDim та
blockDim. Наприклад, blockDim.y буде зберiгати by в цьому випадку. Якщо
для задачi достатньо одновимiрної сiтки або блокiв, можна замiсть змiнної
типу dim3 передати число: Kernel<<<5, 10>>> - в цьому прикладi 5 буде
означати змiнну типу dim3 зi значенням (5, 1, 1)

Необхiдно ще зазначити функцiю CUDA __syncthreads(). Це назива-
ється операцiєю бар’єрної синхронiзацiї. Ця операцiя буквально виступає в
якостi бар’єру для потокiв - потоки будуть чекати, доки останнiй потiк дiйде
до цього моменту. Бар’єр дозволяє потокам йти далi по алгоритму
тiльки якщо всi потоки його досягли. Синхронизацiя потокiв цим або
iншим чином є необхiдною частиною паралелизацiї алгоритмiв, це можна
побачити в реалiзацiї алгоритму в наступнiй секцiї.
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РОЗДIЛ 5

ПАРАЛЕЛЬНИЙ ДОДАТОК IНТЕГРУВАННЯ ДЛЯ

CPU З ВИКОРИСТАННЯМ ТЕХНОЛОГIЇ OPENMP

5.1 Функцiя calc_intg_cpu

Функцiя calc_intg_cpu створена для паралельного (або не паралель-
ного) рахування iнтегралу заданої функцiї 𝑓 на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] за допомогою
складеної квадратурної формули трапецiй 𝑆ℎ (2.6) iз заданою кiлькiстю
промiжкiв 𝑛 з використанням технологiї OpenMP - на CPU

double calc_intg_cpu(
bool use_parallel = true,
long long unsigned int n = 1000000000,
double (*f)(double) = host_bessel_j1,
long double a_ld = 0.0,
long double b_ld = 50.0) {

Алгоритм складеної квадратурної формули трапецiй:

for (i = 1; i <= n - 1; i++) {
double x_val = a + (double)i * h;
sum += f(x_val);

}

double intg = (h / 2.0) * (f(a) + f(b) + 2.0 * sum);
return intg;

Це обертається в if-else, щоб вмикати паралелiзацiю:

if (use_parallel) {
#pragma omp parallel for private(x) reduction(+:sum)
// <Алгоритм складеної квадратурної формули трапецiй> //

}
else // <Той самий алгоритм, але без паралелизацiї> //
double intg = (h / 2.0) * (f(a) + f(b) + 2.0 * sum);
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return intg;

5.2 Функцiя calc_intg_final

Створюється функцiя, яка буде рахувати цей iнтеграл доки не буде
виконана умова (2.11)

enum IntegrationMode { CPU_SINGLE_THREAD, CPU_PARALLEL }
double calc_intg_final(

IntegrationMode mode,
double epsilon = 10e-15,
long long unsigned int n_initial = 1,
int lambda = 2,
int m = 2) {

Алгоритм, який подвоює кiлькiсть вiдрiзкiв, доки 𝑒(𝑓) не буде менше
нiж 𝜖

Sh1 = calc_intg_cpu(mode == CPU_PARALLEL, current_n);
current_n *= lambda;
Sh2 = calc_intg_cpu(mode == CPU_PARALLEL, current_n);
double ef = (Sh2 - Sh1) / (pow(lambda, m) - 1.0);
while (fabs(ef) > epsilon) {

current_n *= lambda;
Sh1 = Sh2;
Sh2 = calc_intg(mode == CPU_PARALLEL, current_n);
ef = (Sh2 - Sh1) / (pow(lambda, m) - 1.0);

}
double ans = Sh2 + ef;
return(ans);
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5.3 Результати обчислювального експеримен-
ту

Обчислювальний експеримент проводився з використанням хмарних
обчислень за допомогою платформи Kaggle. Платформа Kaggle дозволяє
проводити обчислення за допомогою вiртуального CPU з двома фiзичними
та чотирма логiчними ядрами.

Записник Kaggle дозволяє створювати програми на мовах C/C++ та
компiлювати їх за допомогою компiлятора nvcc фiрми NVIDIA.

Результати обчислювального експерименту наведено в таблицях 5.1,
5.2.
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Табл. 5.1. Результати обчислювального експерименту з CPU (1 потiк)

Iter N Integral Value Iter Time Error Estimate (ef)

1 100 0.934946887111277 0.000043 N/A

2 200 0.941882639391906 0.000040 2.31e-03

3 400 0.943611735371371 0.000045 5.76e-04

4 800 0.944043708148307 0.000085 1.44e-04

5 1600 0.944151682538374 0.000140 3.60e-05

6 3200 0.944178674960980 0.000248 9.00e-06

7 6400 0.944185422993206 0.000449 2.25e-06

8 12800 0.944187109996670 0.000872 5.62e-07

9 25600 0.944187531747246 0.001723 1.41e-07

10 51200 0.944187637184871 0.003524 3.51e-08

11 102400 0.944187663544288 0.006901 8.79e-09

12 204800 0.944187670134115 0.014071 2.20e-09

13 409600 0.944187671781594 0.030961 5.49e-10

14 819200 0.944187672193468 0.056196 1.37e-10

15 1638400 0.944187672296485 0.114238 3.43e-11

16 3276800 0.944187672322015 0.229290 8.51e-12

17 6553600 0.944187672328720 0.452668 2.23e-12

18 13107200 0.944187672330023 0.880351 4.34e-13

19 26214400 0.944187672330761 1.778822 2.46e-13

20 52428800 0.944187672330773 3.524031 3.74e-15

Total Time: 7.095037 seconds
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Табл. 5.2. Результати обчислювального експерименту з CPU (4 потоки)

Iter N Integral Value Iter Time Error Estimate (ef)

1 100 0.934946887111277 0.000297 N/A

2 200 0.941882639391906 0.000010 2.31e-03

3 400 0.943611735371372 0.000014 5.76e-04

4 800 0.944043708148305 0.000024 1.44e-04

5 1600 0.944151682538376 0.000052 3.60e-05

6 3200 0.944178674960978 0.000089 9.00e-06

7 6400 0.944185422993203 0.000176 2.25e-06

8 12800 0.944187109996671 0.000365 5.62e-07

9 25600 0.944187531747238 0.000705 1.41e-07

10 51200 0.944187637184871 0.001463 3.51e-08

11 102400 0.944187663544274 0.002900 8.79e-09

12 204800 0.944187670134124 0.005797 2.20e-09

13 409600 0.944187671781591 0.011437 5.49e-10

14 819200 0.944187672193481 0.024698 1.37e-10

15 1638400 0.944187672296464 0.053177 3.43e-11

16 3276800 0.944187672322130 0.098398 8.56e-12

17 6553600 0.944187672328574 0.192950 2.15e-12

18 13107200 0.944187672330247 0.379116 5.58e-13

19 26214400 0.944187672330712 0.762761 1.55e-13

20 52428800 0.944187672330580 1.503404 -4.40e-14

Total Time: 3.038255 seconds
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В таблицi 5.1 наведенi результати обчислень iнтеграла

𝐼 =

50∫︁
0

𝐽1(𝑥)𝑑𝑥, (5.1)

де 𝐽1(𝑥) — функцiя Бесселя першого роду, послiдовним алгоритмом. То-
чнiсть обчислення iнтеграла визначалась за принципом Рунге. Iнтеграл
обчислено з точнiстю 5× 10−14 за 20 крокiв. В таблицi 5.2 наведенi резуль-
тати обчислень iнтеграла (5.1) паралельним алгоритмом з використанням
чотирьох потокiв. Загальний час обчислення паралельним алгоритмом в
2.3 рази менший.
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РОЗДIЛ 6

ПАРАЛЕЛЬНИЙ ДОДАТОК IНТЕГРУВАННЯ ДЛЯ

GPU З ВИКОРИСТАННЯМ ТЕХНОЛОГIЇ CUDA

6.1 Функцiя ядра integrate_kernel

Аналогiчно реалiзовано паралельний алгоритм обчислення iнтегра-
лу для функцiї 𝑓 на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] за допомогою складеної квадратурної
формули трапецiй (2.6) для GPU з використанням технологiї CUDA.

__global__ void integrate_kernel(double a, double h,
long long int num_sum_terms, double* d_block_sums) {

__shared__ double s_cache[THREADS_PER_BLOCK_INTEGRATE];

int tid_in_block = threadIdx.x;
int block_id = blockIdx.x;
int threads_per_block_dim = blockDim.x;
int total_threads_in_grid = gridDim.x * threads_per_block_dim;

double my_sum = 0.0;

for (long long int i =
(long long int)block_id * threads_per_block_dim
+ tid_in_block + 1;
i <= num_sum_terms;
i += total_threads_in_grid) {

double x = a + (double)i * h;
my_sum += device_bessel_j1(x);

}

s_cache[tid_in_block] = my_sum;
__syncthreads();
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for (int s = threads_per_block_dim / 2; s > 0; s >>= 1) {
if (tid_in_block < s) {

s_cache[tid_in_block] += s_cache[tid_in_block + s];
}
__syncthreads(); // Synchronize after each step of reduction

}

if (tid_in_block == 0) {
d_block_sums[block_id] = s_cache[0];

}
}

Це є функцiя ядра. Ця функцiя буде виконуватись кожним потоком
на GPU. Кожен потiк обчислює значення функцiї 𝐽1(𝑥) у точцi 𝑥 = 𝑎+ 𝑖ℎ

у циклi, де 𝑎 та ℎ є константами, a 𝑖 збiльшується на загальну кiлькiсть
потокiв на кожнiй iтерацiї (у випадку, якщо потрiбно додати бiльше членiв,
нiж загальна кiлькiсть потокiв, iнакше кожен потiк виконає лише одне
додавання), доки 𝑖 не досягне загальної кiлькостi членiв, якi потрiбно
додати. Потiм результат додавання зберiгається у списку s_cache, який є
спiльним для всiх потокiв у блоцi, кожен блок має свiй власний s_cache. Усi
потоки чекають, поки кожен потiк завершить додавання. Далi вiдбувається
редукцiя, результатом якої є s_cache, де нульовий елемент мiстить суму
всiх елементiв, що були в ньому ранiше, всi iншi елементи дорiвнюють 0.
Далi ця сума знову зберiгається в iншому списку d_block_sums. Цей список
передається параметром в ядро, тобто його можна використати за межами
функцiї.

6.2 Функцiя calc_intg_cuda

Ця функцiя буде виконуватись на CPU та запускти ядро, яке було
створено ранiше.

double calc_intg_cuda(
long long unsigned int n_intervals = 1000000000,



37

double (*f_host)(double) = host_bessel_j1,
long double a_ld = 0.0,
long double b_ld = 50.0) {

Готується функцiя ядра

double h = (b - a) / n_intervals;
long long int num_sum_terms = n_intervals - 1;

if (num_sum_terms > 0) {
int threads_per_block = THREADS_PER_BLOCK_INTEGRATE;
int num_blocks = (num_sum_terms + threads_per_block - 1)

/ threads_per_block;
if (num_blocks > 2048) num_blocks = 2048;
if (num_blocks == 0 && num_sum_terms > 0) num_blocks = 1;

double *d_block_sums;
CUDA_CHECK(cudaMalloc((void **)&d_block_sums,

num_blocks * sizeof(double)));

Запускається ядро

integrate_kernel<<<num_blocks, threads_per_block>>>
(a, h, num_sum_terms, d_block_sums);
CUDA_CHECK(cudaDeviceSynchronize());

Результати роботи GPU копiюються на CPU

double *h_block_sums = (double *)malloc(num_blocks * sizeof(double));
CUDA_CHECK(cudaMemcpy(h_block_sums, d_block_sums,
num_blocks * sizeof(double), cudaMemcpyDeviceToHost));

Це список сум результатiв потокiв для кожного блоку. Тепер для
знаходження значення iнтегралу необхiдно знайти суму всiх елементiв
цього списку та використати функцiю трапецiй:

for (int i = 0; i < num_blocks; i++) {
gpu_sum += h_block_sums[i];

}
(...)
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double integral_val = (h / 2.0) *
(f_host(a) + f_host(b) + 2.0 * gpu_sum);

return integral_val;

6.3 Результати обчислювального експеримен-
ту
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Табл. 6.1. Результати обчислювального експерименту з GPU

Iter N Integral Value Iter Time Error Estimate (ef)

1 100 0.934946887111166 0.137720 N/A

2 200 0.941882639391746 0.000300 2.31e-03

3 400 0.943611735371189 0.000288 5.76e-04

4 800 0.944043708148111 0.000274 1.44e-04

5 1600 0.944151682538177 0.000270 3.60e-05

6 3200 0.944178674960775 0.000266 9.00e-06

7 6400 0.944185422992997 0.000258 2.25e-06

8 12800 0.944187109996462 0.000284 5.62e-07

9 25600 0.944187531747042 0.000311 1.41e-07

10 51200 0.944187637184669 0.000349 3.51e-08

11 102400 0.944187663544076 0.000458 8.79e-09

12 204800 0.944187670133927 0.000622 2.20e-09

13 409600 0.944187671781387 0.001020 5.49e-10

14 819200 0.944187672193255 0.001648 1.37e-10

15 1638400 0.944187672296223 0.002893 3.43e-11

16 3276800 0.944187672321964 0.005431 8.58e-12

17 6553600 0.944187672328397 0.010532 2.14e-12

18 13107200 0.944187672330007 0.020731 5.37e-13

19 26214400 0.944187672330410 0.041039 1.34e-13

20 52428800 0.944187672330510 0.073243 3.33e-14

Total Time: 0.298297 seconds
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В таблицi 6.1 наведенi результати обчислень iнтеграла (5.1) паралель-
ним алгоритмом на GPU з використанням технологiї CUDA. Загальний час
обчислення цим алгоритмом в 10 разiв менший, порiвняно з паралельним
алгоритмом на CPU. Якщо не розглядати час, витрачений на створення кон-
тексту CUDA на першiй iтерацiї, загальний час обчислення цим алгоритмом
в 20 разiв менший.

На рисунку 6.1 приведено порiвняння часу виконання послiдовного на
паралельних алгоритмiв на рiзних пристроях (CPU, CPU - OpenMP, GPU -
CUDA)

На рисунку 6.2 приведено порiвняння похибки 𝑒𝑓 послiдовного на
паралельних алгоритмiв на рiзних пристроях (CPU, CPU - OpenMP, GPU -
CUDA)

Рис. 6.1. Порiвняння часу виконання послiдовного на паралельних алгори-
тмiв на рiзних пристроях (CPU, CPU - OpenMP, GPU - CUDA)
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Рис. 6.2. Порiвняння похибки 𝑒𝑓 послiдовного на паралельних алгоритмiв
на рiзних пристроях (CPU, CPU - OpenMP, GPU - CUDA)
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ВИСНОВКИ

В квалiфiкацiйнiй роботi були розробленi паралельнi алгоритми об-
числення визначеного iнтегралу з використанням складеної квадратурної
формули Ньютона-Котеса. Точнiсть обчислень була контрольована за пра-
вилом Рунге.

Були розробленi паралельнi алгоритми для комп’ютера з багатоядер-
ним процесором та для комп’ютера з використанням обчислень на графiчних
процесорах.

Були проведенi обчислювальнi експерименти щодо встановлення ефе-
ктивностi паралельних реалiзацiй.
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ДОДАТОК А

Код програми

#include <stdio.h>
#include <math.h> // For host j1, pow, fabs
#include <stdlib.h> // For exit, EXIT_FAILURE
#include <time.h> // For timing

// For OpenMP (CPU version)
#include "omp.h"

// For CUDA
#include <cuda_runtime.h>
#include <device_launch_parameters.h> // For threadIdx, blockIdx etc.

// CUDA error checking macro
#define CUDA_CHECK(err) { \

if (err != cudaSuccess) { \
fprintf(stderr, "CUDA Error: %s at %s:%d\n", \
cudaGetErrorString(err), __FILE__, __LINE__); \
exit(EXIT_FAILURE); \

} \
}

// --- Function to be integrated (Bessel function j1) ---
double host_bessel_j1(double x) {

return j1(x);
}

__device__ double device_bessel_j1(double x) {
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return j1(x);
}

// --- CUDA Kernel for Integration ---
#define THREADS_PER_BLOCK_INTEGRATE 256

__global__ void integrate_kernel(double a, double h,
long long int num_sum_terms, double* d_block_sums) {

__shared__ double s_cache[THREADS_PER_BLOCK_INTEGRATE];

int tid_in_block = threadIdx.x;
int block_id = blockIdx.x;
int threads_per_block_dim = blockDim.x;
int total_threads_in_grid = gridDim.x * threads_per_block_dim;

double my_sum = 0.0;

for (long long int i = (long long int)block_id *
threads_per_block_dim + tid_in_block + 1;

i <= num_sum_terms;
i += total_threads_in_grid) {

double x = a + (double)i * h;
my_sum += device_bessel_j1(x);

}

s_cache[tid_in_block] = my_sum;
__syncthreads();

for (int s = threads_per_block_dim / 2; s > 0; s >>= 1) {
if (tid_in_block < s) {

s_cache[tid_in_block] += s_cache[tid_in_block + s];
}
__syncthreads(); // Synchronize after each step of reduction
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}

if (tid_in_block == 0) {
d_block_sums[block_id] = s_cache[0];

}
}

// --- Host function to manage CUDA integration ---
double calc_intg_cuda(

long long unsigned int n_intervals = 1000000000,
double (*f_host)(double) = host_bessel_j1,
long double a_ld = 0.0,
long double b_ld = 50.0) {

double a = static_cast<double>(a_ld);
double b = static_cast<double>(b_ld);

if (n_intervals == 0) return 0.0;

double h = (b - a) / n_intervals;
long long int num_sum_terms = n_intervals - 1;

double gpu_sum = 0.0;

if (num_sum_terms > 0) {
int threads_per_block = THREADS_PER_BLOCK_INTEGRATE;
int num_blocks = (num_sum_terms + threads_per_block -1)

/ threads_per_block;
if (num_blocks > 2048) num_blocks = 2048;
if (num_blocks == 0 && num_sum_terms > 0) num_blocks = 1;

double *d_block_sums;
CUDA_CHECK(cudaMalloc((void **)&d_block_sums,

num_blocks * sizeof(double)));
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integrate_kernel<<<num_blocks, threads_per_block>>>(a, h,
num_sum_terms, d_block_sums);
CUDA_CHECK(cudaGetLastError());
CUDA_CHECK(cudaDeviceSynchronize());

double *h_block_sums = (double *)malloc(num_blocks
* sizeof(double));

CUDA_CHECK(cudaMemcpy(h_block_sums, d_block_sums,
num_blocks * sizeof(double), cudaMemcpyDeviceToHost));

for (int i = 0; i < num_blocks; i++) {
gpu_sum += h_block_sums[i];

}

free(h_block_sums);
CUDA_CHECK(cudaFree(d_block_sums));

}

double integral_val = (h / 2.0) *
(f_host(a) + f_host(b) + 2.0 * gpu_sum);

return integral_val;
}

// --- Original CPU calculation (renamed for clarity) ---
double calc_intg_cpu(

bool use_parallel = true,
long long unsigned int n = 1000000000,
double (*f)(double) = host_bessel_j1,
long double a_ld = 0.0,
long double b_ld = 50.0) {

double a = static_cast<double>(a_ld);
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double b = static_cast<double>(b_ld);

if (n == 0) return 0.0;

double h;
long long int i;
h = (b - a) / n;
double sum = 0.0;

if (use_parallel) {
#pragma omp parallel for reduction(+:sum)
for (i = 1; i <= n - 1; i++) {

double x_val = a + (double)i * h;
sum += f(x_val);

}
} else {

for (i = 1; i <= n - 1; i++) {
double x_val = a + (double)i * h;
sum += f(x_val);

}
}

double intg = (h / 2.0) * (f(a) + f(b) + 2.0 * sum);
return intg;

}

// --- Final calculation logic (Richardson Extrapolation style) ---
enum IntegrationMode { CPU_SINGLE_THREAD, CPU_PARALLEL, GPU_CUDA };

double calc_intg_final(
IntegrationMode mode,
double epsilon = 5 * 10e-15,
long long unsigned int n_initial = 1,
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int lambda = 2,
int m = 2) {

double S_time = omp_get_wtime();

long double a_val = 0.0;
long double b_val = 50.0;
double (*func_ptr)(double) = host_bessel_j1;

long long unsigned int current_n = n_initial;
if (current_n == 0) current_n = 1;

double Sh1, Sh2;
double s_iter_time, f_iter_time;

printf("Mode: ");
switch(mode) {

case CPU_SINGLE_THREAD: printf("CPU (Single Thread)\n"); break;
case CPU_PARALLEL: printf("CPU (OpenMP Parallel)\n"); break;
case GPU_CUDA: printf("GPU (CUDA)\n"); break;

}
printf("Epsilon: %.2e, Initial N: %llu, Lambda: %d,

Order m: %d\n", epsilon, n_initial, lambda, m);
printf("Function: j1(x), Range: [%.1Lf, %.1Lf]\n\n", a_val, b_val);
printf("Iter | N | Integral Value | Iter Time (s)

| Error Estimate (ef)\n");
printf("----------------------------------------------------------------------------\n");

s_iter_time = omp_get_wtime();
if (mode == GPU_CUDA) Sh1 = calc_intg_cuda(current_n, func_ptr,
a_val, b_val);
else Sh1 = calc_intg_cpu(mode == CPU_PARALLEL, current_n,
func_ptr, a_val, b_val);
f_iter_time = omp_get_wtime();



51

printf("%4d | %9llu | %.15f | %13.6f | N/A\n", 1, current_n,
Sh1, f_iter_time - s_iter_time);

current_n *= lambda;
s_iter_time = omp_get_wtime();
if (mode == GPU_CUDA) Sh2 = calc_intg_cuda(current_n, func_ptr,
a_val, b_val);
else Sh2 = calc_intg_cpu(mode == CPU_PARALLEL, current_n,
func_ptr, a_val, b_val);
f_iter_time = omp_get_wtime();

double ef = (Sh2 - Sh1) / (pow(lambda, m) - 1.0);
printf("%4d | %9llu | %.15f | %13.6f | %.2e\n", 2, current_n,
Sh2, f_iter_time - s_iter_time, ef);

int iter_count = 2;
while (fabs(ef) > epsilon) {

iter_count++;
if (iter_count > 25) { // Safety break for iterations

printf("Max iterations reached, stopping.\n");
break;

}

current_n *= lambda;
Sh1 = Sh2;

s_iter_time = omp_get_wtime();
if (mode == GPU_CUDA) Sh2 = calc_intg_cuda(current_n,
func_ptr, a_val, b_val);
else Sh2 = calc_intg_cpu(mode == CPU_PARALLEL, current_n,
func_ptr, a_val, b_val);
f_iter_time = omp_get_wtime();

ef = (Sh2 - Sh1) / (pow(lambda, m) - 1.0);
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printf("%4d | %9llu | %.15f | %13.6f | %.2e\n", iter_count,
current_n, Sh2, f_iter_time - s_iter_time, ef);

}
printf("----------------------------------------------------------------------------\n");

double ans = Sh2 + ef;
// Richardson Extrapolation: Sh2 + (Sh2 - Sh1) / (lambda^m - 1)
// which is Sh2 + ef
double F_time = omp_get_wtime();

printf("Final Result: %.15f\n", ans);
printf("Total Time: %.6f seconds\n", F_time - S_time);
printf("Converged in %d iterations with N_final = %llu.\n",
iter_count, current_n);
return ans;

}

int main() {
printf("===== Running Numerical Integration =====\n");

double epsilon = 5 * 10e-15;
long long unsigned int n_initial = 100;

// CPU Single Thread
printf("\n--- CPU Single-Threaded ---\n");
calc_intg_final(CPU_SINGLE_THREAD, epsilon, n_initial);

// CPU Parallel (OpenMP)
printf("\n--- CPU Parallel (OpenMP) ---\n");
calc_intg_final(CPU_PARALLEL, epsilon, n_initial);

// GPU CUDA
printf("\n--- GPU CUDA ---\n");
long long unsigned int n_initial_gpu = n_initial;
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calc_intg_final(GPU_CUDA, epsilon, n_initial_gpu);

printf("\n===== Program Finished =====\n");
return 0;

}
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