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ВСТУП

Актуальнiсть теми

Дослiдження коливань функцiй займає важливе мiсце в сучасному ма-
тематичному аналiзi, теорiї наближень i прикладних задачах. Для функцiй
iз значними локальними вiдхиленнями, таких як дискретнi або немонотоннi
функцiї, класичнi норми, наприклад 𝐿𝑝, часто виявляються недостатнiми
для точного опису їхньої поведiнки. У таких випадках простiр функцiй
iз обмеженою середньою осциляцiєю (BMO) стає потужним iнструментом,
який дозволяє глибше аналiзувати властивостi функцiй, зокрема їхню стiй-
кiсть до рiзких змiн. Актуальнiсть цiєї теми пiдтверджується також моїми
попереднiми дослiдженнями: у курсовiй роботi 2024 року де я вже аналiзу-
вав подiбнi задачi, i деякi результати тiєї роботи стали основою для цього
дослiдження.

Мета роботи

Ця робота присвячена дослiдженню поведiнки дискретних ступiнча-
стих функцiй у просторi BMO, з акцентом на аналiз нерiвностi мiж нормами
функцiї та її модуля. Основнi завдання дослiдження включають:

• Доведення нерiвностi ‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑 , враховуючи особливостi їхньої
структури;

• Аналiз впливу параметрiв ступiнчастих функцiй на величину їхнiх
BMO-норм, зокрема для функцiй iз двома та трьома ступенями;

• Розробка пiдходiв до оцiнки середнього коливання для дискретних
функцiй iз рiзними знаками висот, включаючи випадки з позитивними
та негативними значеннями.

• Вiзуалiзацiя залежностей мiж параметрами функцiй i нормами за
допомогою графiчного аналiзу для триступiнчастих функцiй.

Огляд змiсту роботи

Робота поступово розкриває тему через теоретичнi основи та практи-
чнi приклади, переходячи вiд загальних понять до конкретних випадкiв.
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Спочатку ми вводимо основнi термiни, такi як середнє коливання та BMO-
норма, адаптованi для дискретних функцiй, i формулюємо проблему, яку
будемо дослiджувати. Далi переходимо до теоретичної бази, аналiзуючи,
як нерiвнiсть мiж нормами функцiї та її модуля працює для неперервного
випадку, i пояснюємо, чому цi результати не можна безпосередньо перенести
на дискретнi функцiї. Потiм ми зосереджуємося на простiших випадках —
двоступiнчастих функцiях, розглядаючи рiзнi комбiнацiї висот, щоб зрозумi-
ти, як поводиться нерiвнiсть у цих умовах. Нарештi, у найбiльш детальному
роздiлi, ми дослiджуємо триступiнчастi функцiї, використовуючи графiчнi
методи, щоб показати, як параметри впливають на норми, i пiдтверджуємо
нерiвнiсть для рiзних зон значень параметрiв.

Практичне значення

Отриманi результати можуть знайти застосування:

• Для оцiнки якостi алгоритмiв стиснення даних;
• В оптимiзацiї дискретних структур, наприклад, для аналiзу графiв

або цифрових моделей iз рiзкими змiнами параметрiв;
• У задачах обробки сигналiв, де BMO-норми дозволяють оцiнити стiй-

кiсть до шумiв.
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РОЗДIЛ 1

ОСНОВНI ТЕРМIНИ

У цiй роботi розглядаються функцiї, якi набувають сталих значень
на iнтервалах виду (𝑛, 𝑛 + 1), де 𝑛 ∈ Z. Такi функцiї ми називатимемо
ступiнчастими функцiями. Кожен iнтервал (𝑛, 𝑛 + 1), на якому функцiя
має стале значення, називатимемо сходинкою, а значення функцiї на цьому
iнтервалi — висотою сходинки.

Для ступiнчастих функцiй ми аналiзуватимемо середнi коливання на
обмежених iнтервалах iз натуральними кiнцями.

Для початку визначимо основнi поняття: середнє значення та середнє
коливання функцiї.

1.1 Середнє значення та середнє коливання

Для вимiрної функцiї 𝑓 , заданої на множинi 𝐸 ⊂ R, середнiм значен-
ням на iнтервалi 𝐼 ⊂ 𝐸 називається величина:

𝑓𝐼 =
1

|𝐼|

∫︁
𝐼

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

де |𝐼| — довжина iнтервалу 𝐼.
Середнiм коливанням функцiї 𝑓 на iнтервалi 𝐼 називається:

Ω(𝑓, 𝐼) =
1

|𝐼|

∫︁
𝐼

|𝑓(𝑥)− 𝑓𝐼 | 𝑑𝑥.

Для ступiнчастих функцiй середнє значення та середнє коливання на
iнтервалi 𝐼 = [𝑎, 𝑏], де 𝑎, 𝑏 ∈ Z, можна виразити через суми. Зокрема, якщо
𝐼 = [𝑛,𝑚] з 𝑛,𝑚 ∈ Z, то:

𝑓𝐼 =
1

𝑚− 𝑛

𝑚−1∑︁
𝑘=𝑛

𝑓𝑘,

Ω(𝑓, 𝐼) =
1

𝑚− 𝑛

𝑚−1∑︁
𝑘=𝑛

|𝑓𝑘 − 𝑓𝐼 |.
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1.2 Норми

Для вимiрної функцiї 𝑓 на R вводимо норму ‖𝑓‖* як:

‖𝑓‖* = sup
𝐼

Ω(𝑓, 𝐼),

де супремум береться по всiх скiнченних iнтервалах 𝐼 ⊂ [0, 𝑅].
Для ступiнчастих функцiй додатково вводимо норму ‖𝑓‖𝑑:

‖𝑓‖𝑑 = sup
𝐼=[𝑛,𝑚], 𝑛,𝑚∈Z

Ω(𝑓, 𝐼),

де супремум обчислюється лише по iнтервалах iз цiлими кiнцями.
Поняття з пiдпунктiв (1.1) та (1.2) базуються на визначеннях iз [1] та

[4].

1.3 Властивостi норм

З визначень норм очевидно випливають такi властивостi:

1) ‖𝑓‖* = 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝑓 є сталою функцiєю.
2) Для будь-якої сталої 𝑡, ‖𝑓 + 𝑡‖* = ‖𝑓‖*.
3) Для дiйсного числа 𝜆, ‖𝜆𝑓‖* = |𝜆| · ‖𝑓‖*.

Аналогiчнi властивостi виконуються для норми ‖𝑓‖𝑑.

1.4 Подальшi кроки у роботi

Для функцiй на скiнченних iнтервалах 𝐼 ⊂ [0,R] вiдомо, що вико-
нується нерiвнiсть ‖𝑓‖* ≥ ‖|𝑓 |‖*. Ця властивiсть вiдiграє важливу роль у
дослiдженнi поведiнки функцiй, i її детальний аналiз буде представлено
далi.
Метою цiєї роботи є перевiрити, чи виконується аналогiчна нерiвнiсть для
ступiнчастих функцiй iз нормою ‖𝑓‖𝑑, тобто чи справджується:

‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑.
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РОЗДIЛ 2

ЗАГАЛЬНИЙ ВИПАДОК

У цьому роздiлi ми розглянемо загальний випадок функцiй, визначе-
них на скiнченних iнтервалах [0,R], i покажемо, що нерiвнiсть ‖𝑓‖* ≥ ‖|𝑓 |‖*
завжди виконується. Це дозволить нам зрозумiти властивостi норм у не-
перервному контекстi (далi “неперервний випадок”) та закладе основу для
подальшого аналiзу ступiнчастих функцiй iз нормою ‖𝑓‖𝑑, що є ключовим
кроком у дослiдженнi дискретних аналогiв.

Перед доведенням основної теореми необхiдно ввести низку допомi-
жних понять i результатiв, якi слугуватимуть основою для аналiзу.

2.1 Рiвновимiрнi переставлення функцiй

Означення 2.1.1 (Функцiя розподiлу). Нехай 𝑓 : 𝐸 → R — вимiрна фун-
кцiя на множинi 𝐸 ⊂ R𝑑. Функцiєю розподiлу 𝜆𝑓 називається вiдображе-
нням:

𝜆𝑓 : (0,+∞) → [0,+∞], 𝜆𝑓(𝑦) = |{𝑥 ∈ 𝐸 : |𝑓(𝑥)| > 𝑦}|,

де | · | — мiра Лебега. При |𝐸| = ∞ вимагається 𝜆𝑓(𝑦) < ∞ для всiх 𝑦 > 0.

Визначимо, що таке рiвновимiрнiсть:

Означення 2.1.2 (Рiвновимiрнiсть). Функцiї 𝑓 : 𝐸 → R та 𝑔 : 𝐸 ′ → R
називаються рiвновимiрними, якщо їх функцiї розподiлу збiгаються:

𝜆𝑓(𝑦) = 𝜆𝑔(𝑦) ∀𝑦 > 0,

де 𝜆𝑓(𝑦) = |{𝑥 ∈ 𝐸 : |𝑓(𝑥)| > 𝑦}|.

Означення 2.1.3 (Незростаюче рiвновимiрне переставлення). Для вимiрної
функцiї 𝑓 : 𝐸 → R переставленням 𝑓 [𝑑] називається:

𝑓 [𝑑](𝑡) = sup
𝑒⊂𝐸, |𝑒|=𝑡

inf
𝑥∈𝑒

𝑓(𝑥), 0 < 𝑡 ≤ |𝐸|.

Воно задовольняє властивостi:
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1) Рiвновимiрнiсть з 𝑓 : 𝜆𝑓 [𝑑] = 𝜆𝑓 .
2) 𝑓 [𝑑] незростає та неперервна на (0, |𝐸|].

Для ступiнчастих функцiй, якi набувають сталих значень на iнтер-
валах (𝑛, 𝑛+ 1) незростаюче рiвновимiрне переставлення 𝑓 [𝑑] еквiвалентне
перестановцi їхнiх сходинок таким чином, що висоти впорядковуються в
порядку спадання за величиною. Ця операцiя зберiгає довжину кожного
iнтервалу, але перебудовує порядок сходинок вiдповiдно до їхнiх абсолютних
значень, що полегшує аналiз норм таких функцiй у подальших роздiлах.

2.2 Теорема Рiсса (про “сонце, що сходить”)

У цьому пiдпунктi буде розглянуто теорему Рiсса та властивiсть
Клемеса. Цi результати будуть використанi в подальших роздiлах для
дослiдження норм ‖𝑓‖*.

Теорема 2.2.1 (Рисc, [2]). Нехай функцiя 𝑓 сумовна на вiдрiзку 𝐼0 ≡
[𝑎0, 𝑏0] ⊂ R i число 𝛼 ≥ 1

|𝐼0|
∫︀
𝐼0
𝑓(𝑥)𝑑𝑥. Тодi знайдеться не бiльш, нiж

зчислений набiр iнтервалiв 𝐼𝑗 ⊂ 𝐼0, 𝑗 = 1, 2, . . ., внутрiшностi яких
попарно не перетинаються, таких, що

1

|𝐼𝑗|

∫︁
𝐼𝑗

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛼, 𝑗 = 1, 2, . . . ,

Доказ цiєї теореми представлено в роботi Рiсса [2]. Вона дозволяє
розбивати iнтервал на пiдiнтервали з певними середнiми значеннями, що
є основою для багатьох подальших результатiв, зокрема для властивостi
Клемеса. Ця властивiсть описує поведiнку середнiх коливань монотонних
функцiй на вкладених iнтервалах.

Властивiсть 2.2.1 ([3]). Нехай сумовна функцiя 𝑓 монотонна на вiдрiзку
𝐼1 ≡ [𝛼1, 𝛽1] i вiдрiзок 𝐼 ≡ [𝛼, 𝛽] ⊂ 𝐼1 такий, що 𝑓𝐼 = 𝑓𝐼1. Тодi справедлива
нерiвнiсть

Ω(𝑓 ; 𝐼) ≤ Ω(𝑓 ; 𝐼1).
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Доведення властивостi

Доведення. Можемо вважати, що 𝑓 не зростає на 𝐼1. Розглядаємо нетри-
вiальний випадок Ω(𝑓 ; 𝐼) > 0. В силу монотонностi 𝑓 , знайдеться таке
𝛾 ∈ (𝛼, 𝛽), що 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓𝐼1 при 𝑥 ∈ [𝛼1, 𝛾] i 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓𝐼1 при 𝑥 ∈ [𝛾, 𝛽1]. З
монотонностi функцiї 𝑓(𝑥)− 𝑓𝐼1 випливає

1

𝛾 − 𝛼1

∫︁ 𝛾

𝛼1

(𝑓(𝑥)− 𝑓𝐼1)𝑑𝑥 ≥ 1

𝛾 − 𝛼

∫︁ 𝛾

𝛼

(𝑓(𝑥)− 𝑓𝐼)𝑑𝑥,

1

𝛽1 − 𝛾

∫︁ 𝛽1

𝛾

(𝑓𝐼1 − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥 ≥ 1

𝛽 − 𝛾

∫︁ 𝛽

𝛾

(𝑓𝐼 − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥,

або, що те ж саме,

𝛾 − 𝛼1∫︀ 𝛾

𝛼1
(𝑓(𝑥)− 𝑓𝐼1)𝑑𝑥

≤ 𝛾 − 𝛼∫︀ 𝛾

𝛼 (𝑓(𝑥)− 𝑓𝐼)𝑑𝑥
, (1)

𝛽1 − 𝛾∫︀ 𝛽1

𝛾 (𝑓𝐼1 − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥
≤ 𝛽 − 𝛾∫︀ 𝛽

𝛾 (𝑓𝐼 − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥
. (2)

додаючи (1) i (2), знаходимо

𝛽1 − 𝛼1∫︀ 𝛾

𝛼1
(𝑓(𝑥)− 𝑓𝐼1)𝑑𝑥

≤ 𝛽 − 𝛼∫︀ 𝛾

𝛼 (𝑓(𝑥)− 𝑓𝐼)𝑑𝑥
. (3)

Розглянемо окремо лiву та праву частини нерiвностi,

Ω(𝑓 ; 𝐼1) =
2

𝛽1 − 𝛼1

∫︁ 𝛾

𝛼1

(𝑓(𝑥)− 𝑓𝐼1)𝑑𝑥,

Ω(𝑓 ; 𝐼) =
2

𝛽 − 𝛼

∫︁ 𝛾

𝛼

(𝑓(𝑥)− 𝑓𝐼)𝑑𝑥.

Звiдси та з (3) випливає нерiвнiсть,

Ω(𝑓 ; 𝐼) ≤ Ω(𝑓 ; 𝐼1).
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2.3 Норма переставлення функцiї

У цьому пiдпунктi ми дослiджуємо теорему про норму ‖𝑓‖* рiвнови-
мiрного переставлення 𝑓 [𝑑] функцiї в просторi BMO (функцiй з обмеженим
середнiм коливанням). Це допомiжна теорема для наступних роздiлiв, що
дозволяє спростити обчислення норм.

Теорема 2.3.1 (Порiвняння норм переставлення [3]). Нехай 𝑓 ∈ 𝐿1([𝑎,𝑏])

та 𝑓 [𝑑] - її незростаюче рiвновимiрне переставлення. Тодi:

‖𝑓 [𝑑]‖* ≤ ‖𝑓‖*,

де ‖ · ‖* - норма у просторi BMO (функцiй з обмеженим середнiм колива-
нням).

Доведення. Зафiксуємо вiдрiзок 𝐽 ⊂ [0, 𝑏0−𝑎0] i позначимо 𝛼 = 1
|𝐽 |

∫︀
𝐽 𝑓

[𝑑](𝑢)𝑑𝑢.

Розглянемо спочатку такий випадок, коли 𝛼 ≥ 1
𝑏0−𝑎0

∫︀ 𝑏0
𝑎0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥. Застосову-
ючи лему Рiсса “про сонце, що сходить”, побудуємо iнтервали 𝐼𝑗 ⊂ [𝑎0, 𝑏0],
𝑗 = 1, 2, . . ., якi попарно не перетинаються, такi, що 𝑓𝐼𝑗 = 𝛼, 𝑗 = 1, 2, . . ., i
𝑓(𝑥) ≤ 𝛼 для майже всiх 𝑥 ∈ [𝑎0, 𝑏0] ∖𝐸, де 𝐸 =

⋃︀
𝑗≥1 𝐼𝑗. Якщо ми доведемо

нерiвнiсть
1

|𝐽 |

∫︁
𝐽

|𝑓 [𝑑](𝑡)− 𝛼|𝑑𝑡 ≤ 1

|𝐸|

∫︁
𝐸

|𝑓(𝑥)− 𝛼|𝑑𝑥, (4)

то залишиться скористатися тим, що

𝑓𝐸 =
1

|𝐸|

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
1∑︀
𝑗 |𝐼𝑗|

∑︁
𝑗

∫︁
𝐼𝑗

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛼, (5)

1

|𝐸|

∫︁
𝐸

|𝑓(𝑥)− 𝛼|𝑑𝑥 =
1

|𝐸|
∑︁
𝑗

∫︁
𝐼𝑗

|𝑓(𝑥)− 𝛼|𝑑𝑥 =

=
1

|𝐸|
∑︁
𝑗

|𝐼𝑗|
1

|𝐼𝑗|

∫︁
𝐼𝑗

|𝑓(𝑥)− 𝑓𝐼𝑗 |𝑑𝑥 =
1

|𝐸|
∑︁
𝑗

|𝐼𝑗|Ω(𝑓 ; 𝐼𝑗) ≤ ‖𝑓‖*.

Для доведення (4) виберемо найбiльше 𝑡 ∈ (0, 𝑏0 − 𝑎0], таке, що 𝐽 ⊂
[0, 𝑡] i 1

𝑡

∫︀ 𝑡

0 𝑓
[𝑑](𝑢)𝑑𝑢 = 𝛼. Iснування такого 𝑡 випливає з умови

1

𝑏0 − 𝑎0

∫︁ 𝑏0−𝑎0

0

𝑓 [𝑑](𝑢)𝑑𝑢 =
1

𝑏0 − 𝑎0

∫︁ 𝑏0

𝑎0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝛼 =
1

|𝐽 |

∫︁
𝐽

𝑓 [𝑑](𝑢)𝑑𝑢.
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Скориставшись монотоннiстю функцiї 𝑓 [𝑑] i застосовуючи властивiсть 3.1,
знаходимо

1

|𝐽 |

∫︁
𝐽

|𝑓 [𝑑](𝑢)− 𝛼|𝑑𝑢 ≤ 1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

|𝑓 [𝑑](𝑢)− 𝛼|𝑑𝑢,

i тому для доведення (4) достатньо показати, що

1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

|𝑓 [𝑑](𝑢)− 𝛼|𝑑𝑢 ≤ 1

|𝐸|

∫︁
𝐸

|𝑓(𝑥)− 𝛼|𝑑𝑥. (6)

В свою чергу, (6) є наслiдком двох таких спiввiдношень:

𝑡 ≥ |𝐸| (7)

i ∫︁ 𝑡

0

|𝑓 [𝑑](𝑢)− 𝛼|𝑑𝑢 =

∫︁
𝐸

|𝑓(𝑥)− 𝛼|𝑑𝑥. (8)

Для доведення (7) вiдзначимо, що за означенням незростаючого пере-
ставлення маємо нерiвнiсть∫︁ |𝐸|

0

𝑓 [𝑑](𝑢)𝑑𝑢 ≥
∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥,

i тому, в силу (5),

1

|𝐸|

∫︁
𝐸

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛼 =
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑓 [𝑑](𝑢)𝑑𝑢.

Звiдси та з монотонностi 𝑓 [𝑑] випливає (7). Для доведення (8) скористаємося
тим, що 𝑓(𝑥) ≤ 𝛼 майже скрiзь на [𝑎0, 𝑏0] ∖ 𝐸. Тодi, застосовуючи (5),
знайдемо ∫︁ 𝑡

0

|𝑓 [𝑑](𝑢)− 𝛼|𝑑𝑢 = 2

∫︁
{𝑢∈[0,𝑡]:𝑓 [𝑑](𝑢)>𝛼}

(𝑓 [𝑑](𝑢)− 𝛼)𝑑𝑢 =

= 2

∫︁
{𝑥∈[𝑎0,𝑏0]:𝑓(𝑥)>𝛼}

(𝑓(𝑥)− 𝛼)𝑑𝑥 = 2

∫︁
{𝑥∈𝐸:𝑓(𝑥)>𝛼}

(𝑓(𝑥)− 𝛼)𝑑𝑥 =

=

∫︁
𝐸

|𝑓(𝑥)− 𝛼|𝑑𝑥.

Цим завершується доведення нерiвностi (6).
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У випадку 𝛼 < 1
𝑏0−𝑎0

∫︀ 𝑏0
𝑎0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 достатньо застосувати попереднi мiр-
кування до функцiї −𝑓 i помiтити, що рiвнiсть (−𝑓)[𝑑](𝑡) = −𝑓 [𝑑](𝑏0−𝑎0− 𝑡)

справедлива для всiх 𝑡 ∈ [0, 𝑏0 − 𝑎0], крiм множини точок розриву функцiї
(−𝑓)[𝑑], що має мiру нуль. У цьому випадку також отримаємо нерiвнiсть

1

|𝐽 |

∫︁
𝐽

|𝑓 [𝑑](𝑢)− 𝛼|𝑑𝑢 ≤ ‖𝑓‖*,

i тим самим завершується доведення теореми.

Зауваження 2.3.1. У процесi наведеного доведення ми використовуємо
величину 𝑡 , таку, що 𝐽 ⊂ [0, 𝑡], де 𝑡 ∈ (0, 𝑏0 − 𝑎0]. Важливо зауважити,
що 𝑡 не обов’язково є цiлим числом, що створює проблему для норми ‖𝑓‖𝑑.
Отже, наведене доведення не може бути безпосередньо застосоване до
ступiнчастих функцiй.

2.4 Фiнальна теорема для неперервного випадку

У цьому пiдпунктi ми завершуємо аналiз неперервного випадку, вико-
ристовуючи результати попереднiх роздiлiв, зокрема теорему Рiсса, власти-
вiсть Клемеса та норму переставлення функцiй.

Теорема 2.4.1 ([1]). Нехай функцiя 𝑓 ∈ 𝐵𝑀𝑂([𝑎0, 𝑏0]). Тодi справедлива
нерiвнiсть

‖|𝑓 |‖* ≤ ‖𝑓‖*.

Доведення. Зафiксуємо вiдрiзок 𝐼 ⊂ [𝑎0, 𝑏0] i позначимо 𝑔 = 𝑓 |𝐼 — звуження
функцiї 𝑓 на 𝐼. Тодi, очевидно,

Ω(|𝑓 |; 𝐼) = Ω(|𝑔|; 𝐼) = Ω(|𝑔[𝑑]|; [0, |𝐼|]).

Але, за теоремою 2.2, для будь-якого вiдрiзка 𝐽 ⊂ [0, |𝐼|] маємо

Ω(𝑔[𝑑]; 𝐽) ≤ sup
𝐾⊂𝐼

Ω(𝑔;𝐾) = sup
𝐾⊂𝐼

Ω(𝑓 ;𝐾) ≤ ‖𝑓‖*.

Таким чином, для доведення теореми достатньо довести нерiвнiсть

Ω(|𝑔[𝑑]|; [0, |𝐼|]) ≤ sup
𝐽⊂[0,|𝐼|]

Ω(𝑔[𝑑]; 𝐽). (9)
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Не обмежуючи загальностi, можемо вважати, що |𝐼| = 1. Позначимо
𝐾 = [0, 1], ℎ = 𝑔[𝑑], 𝛽 = |ℎ|𝐾 , 𝛾 = ℎ𝐾 . Тодi (9) набуває такого вигляду∫︁

𝐾

⃒⃒
|ℎ(𝑡)| − 𝛽

⃒⃒
𝑑𝑡 ≤ sup

𝐽⊂𝐾

1

|𝐽 |

∫︁
𝐽

|ℎ(𝑡)− ℎ𝐽 |𝑑𝑡. (10)

Можливий один iз трьох наступних випадкiв:

1) lim𝑡→1−0 ℎ(𝑡) ≥ −𝛽; при цьому, очевидно, lim𝑡→0+ ℎ(𝑡) > 𝛽;
2) lim𝑡→0+ ℎ(𝑡) ≤ 𝛽; при цьому, очевидно, lim𝑡→1−0 ℎ(𝑡) < −𝛽;
3) lim𝑡→1−0 ℎ(𝑡) < −𝛽 i lim𝑡→0+ ℎ(𝑡) > 𝛽.

Випадок 1: ∫︁
𝐾

⃒⃒
|ℎ(𝑡)| − 𝛽

⃒⃒
𝑑𝑡 = 2

∫︁
{𝑡∈𝐾:|ℎ(𝑡)|>𝛽}

(|ℎ(𝑡)| − 𝛽)𝑑𝑡 =

= 2

∫︁
{𝑡∈𝐾:ℎ(𝑡)>𝛽}

(ℎ(𝑡)− 𝛽)𝑑𝑡 ≤ 2

∫︁
{𝑡∈𝐾:ℎ(𝑡)>𝛾}

(ℎ(𝑡)− 𝛾)𝑑𝑡 =

=

∫︁
𝐾

|ℎ(𝑡)− 𝛾|𝑑𝑡 =
∫︁
𝐾

|ℎ(𝑡)− ℎ𝐾 |𝑑𝑡.

Випадок 2: ∫︁
𝐾

⃒⃒
|ℎ(𝑡)| − 𝛽

⃒⃒
𝑑𝑡 = 2

∫︁
{𝑡∈𝐾:|ℎ(𝑡)|>𝛽}

(|ℎ(𝑡)| − 𝛽)𝑑𝑡 =

= 2

∫︁
{𝑡∈𝐾:ℎ(𝑡)<−𝛽}

(−ℎ(𝑡)− 𝛽)𝑑𝑡 ≤ 2

∫︁
{𝑡∈𝐾:ℎ(𝑡)<𝛾}

(−ℎ(𝑡)− (−𝛾))𝑑𝑡 =

=

∫︁
𝐾

|ℎ(𝑡)− 𝛾|𝑑𝑡 =
∫︁
𝐾

|ℎ(𝑡)− ℎ𝐾 |𝑑𝑡.

Випадок 3: Розглянемо неперервну на (0, 1] функцiю 𝜙(𝜏) = 1
𝜏

∫︀ 𝜏

0 |ℎ(𝑡)|𝑑𝑡.
Маємо lim𝜏→0+ 𝜙(𝜏) > 𝛽, 𝜙(1) = 𝛽, а при достатньо малих 𝜀 > 0

𝜙(1− 𝜀) =
1

1− 𝜀

∫︁ 1−𝜀

0

|ℎ(𝑡)|𝑑𝑡 = 1

1− 𝜀

(︂∫︁ 1

0

|ℎ(𝑡)|𝑑𝑡− 𝜀𝛽

)︂
< 𝛽.

З перелiчених властивостей функцiї 𝜙 випливає, що знайдеться таке
𝜏0 ∈ (0, 1), що 𝜙(𝜏0) = 𝛽. Позначимо 𝐾1 = [0, 𝜏0], 𝐾2 = [𝜏0, 1]. Тодi маємо

|ℎ|𝐾1
= 𝜙(𝜏0) = 𝛽,
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|ℎ|𝐾2
=

1

1− 𝜏0

∫︁ 1

𝜏0

|ℎ(𝑡)|𝑑𝑡 = 1

1− 𝜏0
(𝛽 − 𝜏0𝛽) = 𝛽,∫︁

𝐾

⃒⃒
|ℎ(𝑡)|−𝛽

⃒⃒
𝑑𝑡 = 𝜏0

1

|𝐾1|

∫︁
𝐾1

⃒⃒
|ℎ(𝑡)|−𝛽

⃒⃒
𝑑𝑡+(1− 𝜏0)

1

|𝐾2|

∫︁
𝐾2

⃒⃒
|ℎ(𝑡)|−𝛽

⃒⃒
𝑑𝑡 ≤

≤ max
𝑖=1,2

1

|𝐾𝑖|

∫︁
𝐾𝑖

⃒⃒
|ℎ(𝑡)| − 𝛽

⃒⃒
𝑑𝑡.

Якщо ми покажемо, що∫︁
𝐾𝑖

⃒⃒
|ℎ(𝑡)| − 𝛽

⃒⃒
𝑑𝑡 ≤

∫︁
𝐾𝑖

|ℎ(𝑡)− ℎ𝐾𝑖
|𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 2, (11)

то, враховуючи, що |𝐾| = 1, отримаємо∫︁
𝐾

⃒⃒
|ℎ(𝑡)| − 𝛽

⃒⃒
𝑑𝑡 ≤ max

𝑖=1,2

1

|𝐾𝑖|

∫︁
𝐾𝑖

⃒⃒
|ℎ(𝑡)| − 𝛽

⃒⃒
𝑑𝑡 ≤

≤ max
𝑖=1,2

1

|𝐾𝑖|

∫︁
𝐾𝑖

|ℎ(𝑡)− ℎ𝐾𝑖
|𝑑𝑡 ≤ sup

𝐽⊂𝐾

1

|𝐽 |

∫︁
𝐽

|ℎ(𝑡)− ℎ𝐽 |𝑑𝑡,

тобто (10). Отже, залишилося довести (11).
При 𝑖 = 1 маємо∫︁

𝐾1

⃒⃒
|ℎ(𝑡)| − 𝛽

⃒⃒
𝑑𝑡 = 2

∫︁
{𝑡∈𝐾1:|ℎ(𝑡)|>𝛽}

(|ℎ(𝑡)| − 𝛽)𝑑𝑡 ≤

≤ 2

∫︁
{𝑡∈𝐾1:ℎ(𝑡)>ℎ𝐾1

}
(ℎ(𝑡)− ℎ𝐾1

)𝑑𝑡 =

∫︁
𝐾1

|ℎ(𝑡)− ℎ𝐾1
|𝑑𝑡.

Аналогiчно, для 𝑖 = 2∫︁
𝐾2

⃒⃒
|ℎ(𝑡)| − 𝛽

⃒⃒
𝑑𝑡 = 2

∫︁
{𝑡∈𝐾2:|ℎ(𝑡)|>𝛽}

(|ℎ(𝑡)| − 𝛽)𝑑𝑡 =

= 2

∫︁
{𝑡∈𝐾2:ℎ(𝑡)<−𝛽}

(−ℎ(𝑡)− 𝛽)𝑑𝑡 ≤

≤ 2

∫︁
{𝑡∈𝐾2:ℎ(𝑡)<ℎ𝐾2

}
(−ℎ(𝑡) + ℎ𝐾2

)𝑑𝑡 =

∫︁
𝐾2

|ℎ(𝑡)− ℎ𝐾2
|𝑑𝑡.

Цим доведена (11), а разом з нею i (10).

Зауваження 2.4.1. Нагадуємо, що у попередньому пiдпунктi ми вiдзна-
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чали використання величини 𝑡, такої, що 𝐽 ⊂ [0, 𝑡], де 𝑡 може не бути
цiлим числом через неперервний характер аналiзу. Для ступiнчастих
функцiй, де норма ‖𝑓‖𝑑 визначається лише на iнтервалах iз цiлочисель-
ними кiнцями, таке значення 𝑡 не вiдповiдає їхнiй дискретнiй структурi,
що робить це доведення непридатним для дискретного випадку.
Таким чином, хоча окремi частини доведення можуть бути адаптованi,
загальний результат не переноситься на дискретний випадок без дода-
ткових припущень або змiн у формулюваннi. Для отримання коректних
аналогiв потрiбнi альтернативнi методи.

Хоча наведена теорема не переноситься на дискретнi функцiї через
зазначенi обмеження, окремi важливi випадки можна дослiдити безпосере-
дньо. Зокрема, для триступiнчастих функцiй нерiвнiсть ‖|𝑓 |‖𝑑 ≤ ‖𝑓‖𝑑 може
бути перевiрена.
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РОЗДIЛ 3

ДВОСТУПIНЧАСТА ФУНКЦIЯ ЯК ПРИКЛАД

ДИСКРЕТНОЇ

У попередньому роздiлi ми встановили, що нерiвнiсть ‖|𝑓 |‖* ≤ ‖𝑓‖*
виконується для неперервного випадку, але потребує адаптацiї для ступiн-
частих функцiй. Щоб зрозумiти особливостi поведiнки норм у дискретному
випадку, спочатку розглянемо найпростiший приклад — двоступiнчасту
функцiю. Це дозволить нам проаналiзувати основнi принципи обчислення
середнього коливання та норм, а також перевiрити нерiвнiсть для функцiй
iз мiнiмальною кiлькiстю сходинок, перш нiж переходити до складнiших
випадкiв.

Розглянемо двоступiнчасту функцiю як приклад дискретної. Висота
першої сходинки буде дорiвнювати 1, а висота другої, 𝛼 (𝛼 ∈ [0; 1]). Якщо
розглядати iншi варiанти розташування цих сходинок, чи iншi додатнi висо-
ти, то за властивостями, описаними у роздiлi (1), обов’язково повернемося
саме до такого варiанту. Надалi буде розглядатися саме такий варiант
функцiї.

Визначилися з тим, як будемо знаходити середнє значення та середнє
коливання функцiї. Тепер необхiдно обрати iнтервал 𝐼, на якому проводи-
тимемо аналiз коливань дискретної функцiї.

З’ясуємо, яким повинен бути iнтервал 𝐼 для максимiзацiї середнiх
коливань.

Припустимо, що iнтервал не є симетричним вiдносно точки 1, та
довжина його частин: 1 − 𝑎 та 𝑏 − 1 вiдповiдно, де 𝑎 ∈ [0; 1) та 𝑏 ∈ (1; 2]

(𝐼 ∈ [𝑎; 𝑏]).
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Надалi вважатимемо, що 𝑏−1
1−𝑎 = 𝑘, а 1− 𝑎 = 𝜆.

За таким 𝐼, 𝑓𝐼 набуде наступного вигляду: 𝑓𝐼 = 1+𝛼𝑘
𝑘+1 . Зазначимо, що

𝛼 ≤ 𝑓𝐼 ≤ 1.
Cереднє коливання Ω(𝑓, 𝐼):

Ω(𝑓,𝐼) =
1

𝑘 + 1

(︂(︂
1− 1 + 𝛼𝑘

𝑘 + 1

)︂
+

(︂
1 + 𝛼𝑘

𝑘 + 1
− 𝛼

)︂
𝑘

)︂
.

Пiсля спрощення отримаємо Ω(𝑓,𝐼) = 2𝑘(1−𝛼)
(𝑘+1)2 . Цей вираз приймає

максимальне значення при 𝑘 = 1.
Щоб пiдтвердити це математично, розглянемо похiдну функцiї Ω(𝑓, 𝐼)

за 𝑘:

𝑑

𝑑𝑘

(︂
2𝑘(1− 𝛼)

(𝑘 + 1)2

)︂
= 2(1−𝛼) · (𝑘 + 1)2 · 1− 𝑘 · 2(𝑘 + 1)

(𝑘 + 1)4
= 2(1−𝛼) · 1− 𝑘

(𝑘 + 1)3
.

Похiдна дорiвнює нулю при 𝑘 = 1, що вказує на критичну точку. Оскiльки
1 − 𝛼 ≥ 0 (бо 𝛼 ∈ [0, 1]), а знаменник (𝑘 + 1)3 > 0 для всiх 𝑘 > 0, то при
𝑘 < 1 похiдна додатна, а при 𝑘 > 1 — вiд’ємна, що пiдтверджує максимум
при 𝑘 = 1.

Якщо 𝑘 = 1, то це означає, що довжина двох частин iнтервалу 𝐼 тепер
дорiвнює 𝜆, тобто iнтервал симетричний вiдносно точки 1.

Також бачимо, що нi середнє значення, нi середнє коливання функцiї
не залежить вiд 𝜆. Це позначає, що норма функцiї не залежить вiд довжини
сходинок. Для зручностi, довжина кожної сходинки дорiвнює 1, це полегшує
подальший аналiз.

Ω(𝑓,[0; 2]) =
1− 𝛼

2
.

Тепер маємо просту формулу для знаходження середнього коливання
дискретної функцiї у випадку з двома сходинками.

Знаходити та порiвнювати ‖𝑓‖𝑑 та ‖|𝑓 |‖𝑑 в цьому випадку немає сенсу.
Висоти двох сходинок одного знаку, тому функцiї 𝑓 та |𝑓 | збiгаються, як
наслiдок ‖𝑓‖𝑑 = ‖|𝑓 |‖𝑑.

Розглянемо iнший випадок: висота першої сходинки буде додатною, а
другої — вiд’ємною. Позначимо їх як 𝛼 та −𝛽, вiдповiдно (𝛼 > 0, 𝛽 > 0).

Тепер середнє коливання для функцiї та її модуля обчислюватиметься



18

за такими формулами: ⎧⎨⎩Ω(𝑓,[0; 2]) = 𝛼+𝛽
2 ,

Ω(|𝑓 |,[0; 2]) = |𝛼−𝛽|
2 .

Неважко помiтити, що за таких 𝛼 та −𝛽, Ω(𝑓,𝐼) > Ω(|𝑓 |,𝐼) у будь-якому
випадку. З цього випливає, що ‖𝑓‖𝑑 > ‖|𝑓‖|𝑑.

Отже, ми перевiрили, що для двоступiнчастої функцiї нерiвнiсть
‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑 виконується. У наступному роздiлi ми перейдемо до ана-
лiзу триступiнчастої функцiї.
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РОЗДIЛ 4

ТРИСТУПIНЧАСТА ФУНКЦIЯ

Розширимо дослiдження, розглядаючи триступiнчасту функцiю як
наступний крок у вивченнi дискретного випадку. Цей аналiз дозволить нам
зрозумiти, як збiльшення кiлькостi сходинок впливає на спiввiдношення
норм.

4.1 Опис умов для триступiнчастої функцiї

Для аналiзу триступiнчастої функцiї достатньо, щоб двi сходинки
були додатними, а третя — вiд’ємною. Розглянемо спадну функцiю з такими
висотами сходинок 𝐻, ℎ та 𝑛. У цьому випадку має виконуватися нерiвнiсть:
𝐻 ≥ ℎ ≥ 0 ≥ 𝑛. Розглянемо, до чого приведуть iншi випадки, коли ця
нерiвнiсть не буде виконуватися:

• 𝐻 ≥ 0 ≥ ℎ ≥ 𝑛: висоти двох сходинок меншi за 0. За властивiстю (3)
норм вiдомо, що ‖𝑓‖𝑑 = ‖ − 𝑓‖𝑑, тому норма не змiниться залежно
вiд того, чи двi сходинки вiд’ємнi, чи тiльки одна.

• 𝐻 ≥ ℎ ≥ 𝑛 ≥ 0: у цьому випадку висоти всiх сходинок додатнi, тому
𝑓 та |𝑓 | спiвпадуть, i цей випадок розглядати немає сенсу.

Таким чином, усi випадки зводяться до 𝐻 ≥ ℎ ≥ 0 ≥ 𝑛.
Згiдно з властивiстю (3) норм функцiй, можемо подiлити висоти

сходинок на 𝐻. Отримаємо такi спiввiдношення мiж висотами сходинок:
1 ≥ ℎ

𝐻 ≥ 𝑛
𝐻 . Запровадимо наступнi позначення: ℎ

𝐻 = 𝛼, 𝑛
𝐻 = 𝛽. Отримаємо

такi обмеження висот сходинок:
1. Висота першої сходинки дорiвнює 1;
2. Висота другої сходинки дорiвнює 𝛼 (𝛼 ∈ [0; 1]);
3. Висота третьої сходинки дорiвнює −𝛽 (𝛽 ≥ 0).
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Для аналiзу середнiх коливань триступiнчастої функцiї будуть вико-
ристанi формули, якi наведено нижче.

Формула середнього значення функцiї на iнтервалi [0;3]:

𝑓[0;3] =
1 + 𝛼− 𝛽

3
.

Формула середнього коливання функцiї на iнтервалi [0;3]:

Ω(𝑓,[0; 3]) =
1 + 𝛽 + |2𝛼 + 𝛽 − 1|

9
.

Основною задачею залишається порiвняння норм функцiї та її модуля.
В цьому випадку iснують коливання за трьома iнтервалами, а саме за
iнтервалами: [0;2], [1;3], [0;3]. Iнтервали [0;2], [1;3], [0;3] обрано, оскiльки
вони охоплюють усi можливi комбiнацiї сходинок i дозволяють оцiнити
максимальне коливання функцiї. Тепер необхiдно визначити, за яким саме
iнтервалом середнє коливання функцiї буде максимальним.

У наступних пiдпунктах ми обчислимо середнi коливання для кожного
iнтервалу та визначимо, який iз них максимiзує норму.

4.2 Аналiз середнiх коливань за рiзними iнтервалами

Тепер зосередимося на детальному аналiзi середнiх коливань функцiї
на рiзних iнтервалах:

- Середнi коливання функцiї на iнтервалi [0;2]:
Цей iнтервал охоплює першу та другу сходинки функцiї з висотами 1 i 𝛼.
Середнє коливання обчислюється як:

Ω(𝑓,[0; 2]) =
1− 𝛼

2
.
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- Cереднi коливання функцiї на iнтервалi [1;3]:
Цей iнтервал включає другу та третю сходинки з висотами 𝛼 i 𝛽. Середнє
коливання тут становить:

Ω(𝑓,[1; 3]) =
𝛼 + 𝛽

2
.

- Середнi коливання функцiї на iнтервалi [0;3]:
Цей iнтервал охоплює всю функцiю, включаючи всi три сходинки. Середнi
коливання функцiї на цьому iнтервалi мають 2 варiацiї: випадок, коли друга
сходинка вища за 𝑓𝐼 (𝛼 ≤ 𝑓𝐼), та коли друга сходинка нижча за 𝑓𝐼 (𝛼 ≥ 𝑓𝐼).
Розглянемо, якi значення приймає Ω(𝑓,[0; 3]):

Ω(𝑓,[0; 3]) =

⎧⎨⎩2
9(2− 𝛼 + 𝛽), 2𝛼 + 𝛽 ≤ 1,

2
9(1 + 𝛼 + 2𝛽), 2𝛼 + 𝛽 ≥ 1.

Ця залежнiсть вiд умов вiдображає складну взаємодiю мiж висотами
сходинок i середнiм значенням.

Щоб визначити, який iз iнтервалiв забезпечує максимальне середнє
коливання, порiвняємо Ω(𝑓, [0; 2]), Ω(𝑓, [1; 3]) та Ω(𝑓, [0; 3]) за рiзними зна-
ченнями параметрiв 𝛼 та 𝛽. Розглянемо це покроково.

Умови максимальностi для iнтервалу [0; 2]:
Щоб Ω(𝑓, [0; 2]) було максимальним, воно має перевищувати середнi

коливання на iнших iнтервалах. Сформулюємо систему нерiвностей:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1−𝛼
2 ≥ 𝛼+𝛽

2 ,

1−𝛼
2 ≥ 2

9(2− 𝛼 + 𝛽), 2𝛼 + 𝛽 ≤ 1,

1−𝛼
2 ≥ 2

9(1 + 𝛼 + 2𝛽), 2𝛼 + 𝛽 ≥ 1.

Цi нерiвностi визначають область у площинi (𝛼, 𝛽), де норма функцiї
спiвпадає з середнiм коливанням на [0; 2]. Для наочностi зобразимо цю
область на графiку.
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У заштрихованiй зонi норма функцiї дорiвнює ‖𝑓‖𝑑 = Ω(𝑓, [0; 2]).
Умови максимальностi для iнтервалу [1; 3]:
Аналогiчно, для максимальностi Ω(𝑓, [1; 3]) сформулюємо:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝛼+𝛽
2 ≥ 1−𝛼

2 ,

𝛼+𝛽
2 ≥ 2

9(2− 𝛼 + 𝛽), 2𝛼 + 𝛽 ≤ 1,

𝛼+𝛽
2 ≥ 2

9(1 + 𝛼 + 2𝛽), 2𝛼 + 𝛽 ≥ 1.

Ця система визначає iншу область, яку також зобразимо на графiку.

У заштрихованiй зонi норма функцiї дорiвнює ‖𝑓‖𝑑 = Ω(𝑓, [1; 3]).
Умови максимальностi для iнтервалу [0; 3]:
Оскiльки середнє коливання Ω(𝑓, [0; 3]) залежить вiд умови 2𝛼+𝛽 = 1,

додатковий аналiз систем нерiвностей для цього iнтервалу не є необхiдним.
Натомiсть розглянемо двi зони: пiд прямою 2𝛼+ 𝛽 = 1 (де 2𝛼+ 𝛽 ≤ 1) та
над нею (де 2𝛼 + 𝛽 ≥ 1). Саме ця пряма розмежовує областi, де домiнує
Ω(𝑓, [0; 3]).

Для повного аналiзу об’єднаємо два графiки в один, щоб видiлити всi
можливi зони впливу.
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Маємо 4 зони, та в кожнiй з них вiдоме значення ‖𝑓‖𝑑.
(1): ‖𝑓‖𝑑 = Ω(𝑓, [0; 2]);
(2): ‖𝑓‖𝑑 = Ω(𝑓, [0; 3]) коли 2𝛼 + 𝛽 ≤ 1;
(3): ‖𝑓‖𝑑 = Ω(𝑓, [0; 3]) коли 2𝛼 + 𝛽 ≥ 1;
(4): ‖𝑓‖𝑑 = Ω(𝑓, [1; 3]) ;
Для зручностi узагальнимо цi результати в таблицi:

Номер
зони

‖𝑓‖𝑑 Формула

(1) Ω(𝑓, [0; 2]) 1−𝛼
2

(2)
Ω(𝑓, [0; 3]), коли

2𝛼 + 𝛽 ≤ 1
2
9(2− 𝛼 + 𝛽)

(3)
Ω(𝑓, [0; 3]), коли

2𝛼 + 𝛽 ≥ 1
2
9(1 + 𝛼 + 2𝛽)

(4) Ω(𝑓, [1; 3]) 𝛼+𝛽
2

Ця таблиця дозволяє швидко визначити норму ‖𝑓‖𝑑 залежно вiд
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значень 𝛼 та 𝛽 у вiдповiднiй зонi, що є важливим для подальшого порiвняння
з нормою модуля функцiї.

4.3 Середнi коливання модуля функцiї

Тепер ми звернемо увагу на норму модуля функцiї ‖𝑓‖𝑑, що є не-
обхiдним кроком для перевiрки нерiвностi ‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖𝑓‖𝑑 у дискретному
випадку.

Так само як i в минулому роздiлi, розглянемо середнi коливання
окремо на кожному з iнтервалiв, за певних умов щодо 𝛼 та 𝛽.

4.3.1 Середнi коливання при 𝛼 > 𝛽

Почнемо з умови, коли висота другої сходинки перевищує висоту
третьої за модулем:

𝛼 > 𝛽.

Ця умова визначає зону пiд прямою 𝛼 = 𝛽.
За такими умовами середнi коливання на рiзних iнтервалах будуть

дорiвнювати:
Середнi коливання модуля функцiї на iнтервалi [0;2]:

Ω(|𝑓 |,[0; 2]) = 1− 𝛼

2
.

Cереднi коливання модуля функцiї на iнтервалi [1;3]:

Ω(|𝑓 |,[1; 3]) = 𝛼− 𝛽

2
.
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Середнi коливання модуля функцiї на iнтервалi [0;3]:
Середнi коливання модуля функцiї на цьому iнтервалi також мають 2
варiацiї: випадок, коли друга сходинка вища за 𝑓𝐼 (𝛼 ≤ 𝑓𝐼), та коли друга
сходинка нижча за 𝑓𝐼 (𝛼 ≥ 𝑓𝐼). Отже:

Ω(|𝑓 |,[0; 3]) =

⎧⎨⎩2
9(2− 𝛼− 𝛽), 2𝛼− 𝛽 ≤ 1,

2
9(1 + 𝛼− 2𝛽), 2𝛼− 𝛽 ≥ 1.

Щоб визначити максимальне середнє коливання, порiвняємо цi значе-
ння.

Умови максимальностi для iнтервалу [0;2]:
Запишемо, за яких умов середнє коливання на iнтервалi [0;2] модуля

функцiї буде максимальним серед середнiх коливань на iнших iнтервалах:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1−𝛼
2 ≥ 𝛼−𝛽

2 ,

1−𝛼
2 ≥ 2

9(2− 𝛼− 𝛽), 2𝛼− 𝛽 ≤ 1,

1−𝛼
2 ≥ 2

9(1 + 𝛼− 2𝛽), 2𝛼− 𝛽 ≥ 1.

Зобразимо отриману область на графiку:

У заштрихованiй зонi ‖|𝑓 |‖𝑑 = Ω(|𝑓 |, [0; 2]).
Умови максимальностi для iнтервалу [1;3]:
Аналогiчно, для максимальностi Ω(|𝑓 |, [1; 3]):⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝛼−𝛽
2 ≥ 1−𝛼

2 ,

𝛼−𝛽
2 ≥ 2

9(2− 𝛼− 𝛽), 2𝛼− 𝛽 ≤ 1,

𝛼−𝛽
2 ≥ 2

9(1 + 𝛼− 2𝛽), 2𝛼− 𝛽 ≥ 1.

Графiк:
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У заштрихованiй зонi ‖|𝑓 |‖𝑑 = Ω(|𝑓 |, [1; 3]).
Умови для iнтервалу [0;3]:
Залишається ще 2 зони: пiд прямою 2𝛼 − 𝛽 = 1 та над нею, з умов

для рiзних значень Ω(|𝑓 |, [0; 3]) випливає, що в цих зонах норма модуля
функцiї дорiвнює 2

9(2− 𝛼− 𝛽) та 2
9(1 + 𝛼− 2𝛽) вiдповiдно.

Об’єднаємо графiки для умови 𝛼 > 𝛽:

Отримали чотири зони, в кожнiй з них вiдоме значення ‖|𝑓 |‖𝑑.
Розглянемо кожну зону окремо:
(1): ‖|𝑓 |‖𝑑 = Ω(|𝑓 |, [0; 2]) ;
(2): ‖|𝑓 |‖𝑑 = Ω(|𝑓 |, [0; 3]) коли 2𝛼− 𝛽 ≤ 1 ;
(3): ‖|𝑓 |‖𝑑 = Ω(|𝑓 |, [0; 3]) коли 2𝛼− 𝛽 ≥ 1 ;
(4): ‖|𝑓 |‖𝑑 = Ω(|𝑓 |, [1; 3]) .

4.3.2 Середнi коливання при 1 ≥ 𝛽 ≥ 𝛼

Тепер розглянемо випадок, коли висота третьої сходинки за модулем
перевищує висоту другої:
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1 ≥ 𝛽 ≥ 𝛼.

Ця умова змiнює поведiнку модуля, оскiльки третя сходинка стає
бiльш значущою.

Cереднi коливання модуля функцiї на iнтервалi [0;2]:

Ω(|𝑓 |,[0; 2]) = 1− 𝛼

2
.

Cереднi коливання модуля функцiї на iнтервалi [1;3]:

Ω(|𝑓 |,[1; 3]) = 𝛽 − 𝛼

2
.

Cереднi коливання модуля функцiї на iнтервалi [0;3]:
Оскiльки 𝛼 < |𝑓 |[0;3] завжди за даною умовою,

порiвнюємо 𝛽 зi середнiм значенням.

Формула:

Ω(|𝑓 |,[0; 3]) =

⎧⎨⎩2
9(2− 𝛼− 𝛽), 𝛽 ≤ 1+𝛼

2 ,

2
9(1 + 𝛽 − 2𝛼), 𝛽 ≥ 1+𝛼

2 .

Щоб знайти максимальне коливання, розглянемо:
Умови максимальностi для iнтервалу [0; 2]:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

1−𝛼
2 ≥ 𝛽−𝛼

2 ,

1−𝛼
2 ≥ 2

9(2− 𝛼− 𝛽), 2𝛽 − 𝛼 ≤ 1,

1−𝛼
2 ≥ 2

9(1 + 𝛽 − 2𝛼), 2𝛽 − 𝛼 ≥ 1.

Графiк:
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У заштрихованих зонах норма модуля дорiвнює ‖|𝑓 |‖𝑑 = Ω(|𝑓 |, [0; 2]),
а пряма 2𝛽 − 𝛼 = 1 їх розмежовує.

Умови максимальностi для iнтервалу [1; 3]:
Перевiрка 𝛽−𝛼

2 ≥ 1−𝛼
2 дає 𝛽 ≥ 1, що суперечить обмеженням висот

сходинок. Отже, цей випадок неможливий. Оновлений графiк:

Єдина зона:
(1): ‖|𝑓 |‖𝑑 = Ω(|𝑓 |, [0; 2]).

4.3.3 Середнi коливання при 𝛽 ≥ 1

Останнiй випадок:

𝛽 ≥ 1.

Подивимось, як змiняться формули для знаходження середнього ко-
ливання модуля функцiї за такими 𝛼 та 𝛽.

Середнi коливання модуля функцiї на iнтервалах [0;2] та
[1;3]:
Середнi коливання на цих iнтервалах залишаються тими ж самими:
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⎧⎨⎩Ω(|𝑓 |,[0; 2]) = 1−𝛼
2 ,

Ω(|𝑓 |,[1; 3]) = 𝛽−𝛼
2 .

Середнi коливання на iнтервалi [0; 3]:
В цьому випадку порiвнюємо |𝑓 |[0;3] та 1.

Формула:

Ω(|𝑓 |,[0; 3]) =

⎧⎨⎩2
9(2𝛽 − 𝛼− 1), якщо 2 ≤ 𝛼 + 𝛽,

2
9(1 + 𝛽 − 2𝛼), якщо 2 ≥ 𝛼 + 𝛽.

Аналiзувати, за яких умов середнє коливання модуля функцiї на iнтер-
валi [0;2] буде максимальним серед середнiх коливань на iнших iнтервалах,
немає сенсу, так як отримаємо таку нерiвнiсть:

1− 𝛼

2
≥ 𝛽 − 𝛼

2
,

пiсля спрощення отримаємо нерiвнiсть 𝛽 ≤ 1, що суперечить умовам
обмеження 𝛽.

Умови максимальностi для [1; 3]:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝛽−𝛼
2 ≥ 1−𝛼

2 ,

𝛽−𝛼
2 ≥ 2

9(2𝛽 − 𝛼− 1), 𝛼 + 𝛽 > 2,

𝛽−𝛼
2 ≥ 2

9(1 + 𝛽 − 2𝛼), 𝛼 + 𝛽 ≤ 2.

Графiк за цими умовами:
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Залишається одна зона:
(5): ‖|𝑓 |‖𝑑 = Ω(|𝑓 |, [1; 3]) коли 𝛽 ≥ 1

Тепер можна об’єднати всi частини графiку в один:

(1): ‖|𝑓 |‖𝑑 = Ω(|𝑓 |, [0; 2]),
(2): ‖|𝑓 |‖𝑑 = Ω(|𝑓 |, [0; 3]) коли 2𝛼− 𝛽 ≤ 1,

(3): ‖|𝑓 |‖𝑑 = Ω(|𝑓 |, [0; 3]) коли 2𝛼− 𝛽 ≥ 1,

(4): ‖|𝑓 |‖𝑑 = Ω(|𝑓 |, [1; 3]) коли 𝛼 ≥ 𝛽,

(5): ‖|𝑓 |‖𝑑 = Ω(|𝑓 |, [1; 3]) коли 𝛽 ≥ 1.

Сформуємо таблицю значень ‖|𝑓 |‖𝑑:
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Номер
зони

‖|𝑓 |‖𝑑 Формула

(1) Ω(𝑓, [0; 2]) 1−𝛼
2

(2)
Ω(𝑓, [0; 3]), коли

2𝛼− 𝛽 ≤ 1
2
9(2− 𝛼− 𝛽)

(3)
Ω(𝑓, [0; 3]), коли

2𝛼− 𝛽 ≥ 1
2
9(1 + 𝛼− 2𝛽)

(4) Ω(𝑓, [1; 3]), коли 𝛼 ≥ 𝛽 𝛼−𝛽
2

(5) Ω(𝑓, [1; 3]), коли 𝛽 ≥ 1 𝛽−𝛼
2

4.4 Порiвняння норм функцiї та її модуля

У попереднiх пiдпунктах ми детально проаналiзували середнi коли-
вання як для функцiї 𝑓 , так i для її модуля |𝑓 |, визначивши вiдповiднi
норми ‖𝑓‖𝑑 та ‖|𝑓 |‖𝑑 для триступiнчастої функцiї. Тепер ми переходимо до
ключового етапу — порiвняння цих норм, щоб перевiрити, чи виконується
нерiвнiсть ‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑 у дискретному випадку для всiх можливих значень
параметрiв 𝛼 та 𝛽.

Маємо графiки для визначення норм функцiї та її модуля (пункти 4.2
та 4.3), об’єднаємо цi графiки та порiвняємо значення цих норм.

Ось два графiки для норм функцiї та норм модуля функцiї вiдповiдно:
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Для зручностi наведемо таблицi значень норм, отриманi ранiше:
Таблиця значень ‖𝑓‖𝑑:

Номер
зони

‖𝑓‖𝑑 Формула

(1) Ω(𝑓, [0; 2]) 1−𝛼
2

(2)
Ω(𝑓, [0; 3]), коли

2𝛼 + 𝛽 ≤ 1
2
9(2− 𝛼 + 𝛽)

(3)
Ω(𝑓, [0; 3]), коли

2𝛼 + 𝛽 ≥ 1
2
9(1 + 𝛼 + 2𝛽)

(4) Ω(𝑓, [1; 3]) 𝛼+𝛽
2

Таблиця значень ‖|𝑓 |‖𝑑:
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Номер
зони

‖|𝑓 |‖𝑑 Формула

(1) Ω(|𝑓 |, [0; 2]) 1−𝛼
2

(2) Ω(|𝑓 |, [0; 3]), коли 2𝛼− 𝛽 ≤ 1 2
9(2− 𝛼− 𝛽)

(3) Ω(|𝑓 |, [0; 3]), коли 2𝛼− 𝛽 ≥ 1 2
9(1 + 𝛼− 2𝛽)

(4) Ω(|𝑓 |, [1; 3]), коли 𝛼 ≥ 𝛽 𝛼−𝛽
2

(5) Ω(|𝑓 |, [1; 3]), коли 𝛽 ≥ 1 𝛽−𝛼
2

Об’єднаємо цi два графiки, щоб отримати повну картину зон:

Отримали 12 зон, якi позначили у форматi (𝑁 ;𝑀), де 𝑁 — номер зони
з графiка для ‖𝑓‖𝑑, а 𝑀 — номер зони з графiка для ‖|𝑓 |‖𝑑. Розглянемо
кожну зону окремо i порiвняємо норми.
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4.4.1 Зони 1 та 2

Спочатку розглянемо зони з назвами (4;5) та (3;5).

Назва
зони

Обмеження Графiк

(4;5)
⎧⎨⎩𝛽 ≥ 1,

𝛽 + 5𝛼 ≥ 4.

(3;5)
⎧⎨⎩𝛽 ≥ 1,

𝛽 + 5𝛼 ≤ 4.

Норми: ⎧⎨⎩‖𝑓‖𝑑 = 𝛼+𝛽
2 ,

‖|𝑓 |‖𝑑 = 𝛽−𝛼
2 .

Порiвняємо норми:
𝛼 + 𝛽

2
∨ 𝛽 − 𝛼

2
,

пiсля спрощення отримаємо 2𝛼 ∨ 0, знаємо, що 𝛼 ≥ 0, звiдси випливає, що
за обмеженнями зони (4;5)

‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑.

Аналогiчно для (3;5):
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⎧⎨⎩‖𝑓‖𝑑 = 2
9(1 + 𝛼 + 2𝛽),

‖|𝑓 |‖𝑑 = 𝛽−𝛼
2 .

Порiвнюємо норми:

2

9
(1 + 𝛼 + 2𝛽) ∨ 𝛽 − 𝛼

2
,

пiсля спрощення отримаємо 4 ∨ 𝛽 − 13𝛼, з обмежень зони вiдомо, що
𝛽+5𝛼 ≤ 4. З цих обмежень випливає, що 4 ≥ 𝛽−13𝛼, тобто за обмеженнями
зони (3;5)

‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑.

4.4.2 Зони 3-6

Розглядаємо зони (4;1), (3;1), (2;1) та (1;1).

Назва
зони

Обмеження Графiк

(4;1)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝛽 ≤ 1,

𝛽 + 5𝛼 ≥ 4,

𝛽 − 5
4𝛼 ≥ −1

4 .

Продовження на наступнiй сторiнцi
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Назва
зони

Обмеження Графiк

(3;1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛽 ≤ 1,

𝛽 + 5𝛼 ≤ 4,

𝛽 − 5
4𝛼 ≥ −1

4 ,

𝛽 + 2𝛼 ≥ 1.

(2;1)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝛽 − 5

4𝛼 ≥ −1
4 ,

𝛽 + 2𝛼 ≤ 1,

5
4𝛼 + 𝛽 ≥ 1

4 .

(1;1)
5

4
𝛼 + 𝛽 ≤ 1

4

Норми (4;1): ⎧⎨⎩‖𝑓‖𝑑 = 𝛼+𝛽
2 ,

‖|𝑓 |‖𝑑 = 1−𝛼
2 .
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Порiвняємо норми:
𝛼 + 𝛽

2
∨ 1− 𝛼

2
,

пiсля спрощення отримаємо 𝛽+2𝛼∨1, з обмежень зони вiдомо, що 𝛽+5𝛼 ≥ 4.
З цих обмежень випливає, що 𝛽 + 2𝛼 ≥ 1, тобто за обмеженнями зони (4;1)

‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑.

Норми (3;1): ⎧⎨⎩‖𝑓‖𝑑 = 2
9(1 + 𝛼 + 2𝛽),

‖|𝑓 |‖𝑑 = 1−𝛼
2 .

Порiвняємо норми:

2

9
(1 + 𝛼 + 2𝛽) ∨ 1− 𝛼

2
,

пiсля спрощення отримаємо 13𝛼 + 8𝛽 ∨ 5, з обмежень зони вiдомо, що
𝛽+2𝛼 ≥ 1. З цих обмежень випливає, що 13𝛼+8𝛽 ≥ 5, тобто за обмеженнями
зони (3;1)

‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑.

Норми (2;1): ⎧⎨⎩‖𝑓‖𝑑 = 2
9(2− 𝛼 + 𝛽),

‖|𝑓 |‖𝑑 = 1−𝛼
2 .

Порiвняємо норми:

2

9
(2− 𝛼 + 𝛽) ∨ 1− 𝛼

2
,

пiсля спрощення отримаємо 5𝛼 + 4𝛽 ∨ 1, з обмежень зони вiдомо, що
5
4𝛼+ 𝛽 ≥ 1

4 , помножимо цю нерiвнiсть на 4, та отримаємо наше спрощене
рiвняння. З цих обмежень випливає, що 5𝛼+4𝛽 ≥ 1, тобто за обмеженнями
зони (2;1)

‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑.

Норми (1;1):
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⎧⎨⎩‖𝑓‖𝑑 = 1−𝛼
2 ,

‖|𝑓 |‖𝑑 = 1−𝛼
2 .

Бачимо, що ‖𝑓‖𝑑 та ‖|𝑓 |‖𝑑 спiвпадають, тому одразу можемо сказати,
що за обмеженнями зони (1;1)

‖𝑓‖𝑑 = ‖|𝑓 |‖𝑑

4.4.3 Зони 7-9

Розглядаємо зони (4;2), (3;2) та (2;2).

Назва
зони

Обмеження Графiк

(4;2)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝛽 + 5𝛼 ≥ 4,

𝛽 − 5
4𝛼 ≤ −1

4 ,

𝛽 − 2𝛼 ≥ −1.

(3;2)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛽 − 5
4𝛼 ≤ −1

4 ,

𝛽 + 2𝛼 ≥ 1,

𝛽 − 2𝛼 ≥ −1,

𝛽 + 5𝛼 ≤ 4.

Продовження на наступнiй сторiнцi
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Назва
зони

Обмеження Графiк

(2;2)
⎧⎨⎩𝛽 − 5

4𝛼 ≤ −1
4 ,

𝛽 + 2𝛼 ≤ 1.

Норми (4;2): ⎧⎨⎩‖𝑓‖𝑑 = 𝛼+𝛽
2 ,

‖|𝑓 |‖𝑑 = 2
9(2− 𝛼− 𝛽).

Порiвняємо норми:

𝛼 + 𝛽

2
∨ 2

9
(2− 𝛼− 𝛽),

пiсля спрощення отримаємо 13𝛼 + 5𝛽 ∨ 8, з обмежень зони вiдомо, що
𝛽+5𝛼 ≥ 4. З цих обмежень випливає, що 13𝛼+5𝛽 ≥ 8, тобто за обмеженнями
зони (4;2)

‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑.

Норми (3;2): ⎧⎨⎩‖𝑓‖𝑑 = 2
9(1 + 𝛼 + 2𝛽),

‖|𝑓 |‖𝑑 = 2
9(2− 𝛼− 𝛽).

Порiвняємо норми:

2

9
(1 + 𝛼 + 2𝛽) ∨ 2

9
(2− 𝛼− 𝛽),

пiсля спрощення отримаємо 2𝛼 + 3𝛽 ∨ 1, з обмежень зони вiдомо, що
𝛽+2𝛼 ≥ 1. З цих обмежень випливає, що 2𝛼+3𝛽 ≥ 1, тобто за обмеженнями
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зони (3;2)
‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑.

Норми (2;2): ⎧⎨⎩‖𝑓‖𝑑 = 2
9(2− 𝛼 + 𝛽),

‖|𝑓 |‖𝑑 = 2
9(2− 𝛼− 𝛽).

Порiвняємо норми:

2

9
(2− 𝛼 + 𝛽) ∨ 2

9
(2− 𝛼− 𝛽),

пiсля спрощення отримаємо 2𝛽 ∨ 0. Вiдомо, що 𝛽 ≥ 0, звiдси випливає, що
за обмеженнями зони (2;2)

‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑.

4.4.4 Зони 10 та 11

Норми (4;3) та (3;3).

Назва
зони

Обмеження Графiк

(4;3)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝛽 + 5𝛼 ≥ 4,

𝛽 − 5𝛼 ≥ −4,

𝛽 − 2𝛼 ≤ −1.

Продовження на наступнiй сторiнцi
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Назва
зони

Обмеження Графiк

(3;3)
⎧⎨⎩𝛽 − 2𝛼 ≤ −1,

𝛽 + 5𝛼 ≤ 4.

‖𝑓‖𝑑 та ‖|𝑓 |‖𝑑 для зони (4;3):⎧⎨⎩‖𝑓‖𝑑 = 𝛼+𝛽
2 ,

‖|𝑓 |‖𝑑 = 2
9(1 + 𝛼− 2𝛽).

Порiвняємо норми:

𝛼 + 𝛽

2
∨ 2

9
(1 + 𝛼− 2𝛽),

пiсля спрощення отримаємо 5𝛼 + 17𝛽 ∨ 4, з обмежень зони вiдомо, що
𝛽+5𝛼 ≥ 4. З цих обмежень випливає, що 5𝛼+17𝛽 ≥ 4, тобто за обмеженнями
зони (4;3)

‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑.

Норми (3;3): ⎧⎨⎩‖𝑓‖𝑑 = 2
9(1 + 𝛼 + 2𝛽),

‖|𝑓 |‖𝑑 = 2
9(1 + 𝛼− 2𝛽).

Порiвняємо норми:

2

9
(1 + 𝛼 + 2𝛽) ∨ 2

9
(1 + 𝛼− 2𝛽),
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пiсля спрощення отримаємо 4𝛽 ∨ 0. 𝛽 ≥ 0, тобто за обмеженнями зони (3;3)

‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑.

4.4.5 Зона 12

Норми (4;4).

Назва
зони

Обмеження Графiк

(4;4) 𝛽 − 5𝛼 ≤ −4

‖𝑓‖𝑑 та ‖|𝑓 |‖𝑑 для зони (4;4):⎧⎨⎩‖𝑓‖𝑑 = 𝛼+𝛽
2 ,

‖|𝑓 |‖𝑑 = 𝛼−𝛽
2 .

Порiвняємо норми:
𝛼 + 𝛽

2
∨ 𝛼− 𝛽

2
,

пiсля спрощення отримаємо 2𝛽∨0. Знаємо, що 𝛽 ≥ 0, тобто за обмеженнями
зони (4;4)

‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑.

4.4.6 Об’єднання результатiв

Провiвши порiвняння норм у всiх 12 зонах, бачимо, що в кожнiй зонi
виконується

‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑.
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У зонi (1; 1) норми збiгаються (‖𝑓‖𝑑 = ‖|𝑓 |‖𝑑), а в рештi зон ‖𝑓‖𝑑 > ‖|𝑓 |‖𝑑,
за винятком граничних випадкiв, коли 𝛼 = 0 або 𝛽 = 0.

Отже, для будь-яких 𝛼 ∈ [0; 1] та 𝛽 ≥ 0 нерiвнiсть ‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑
виконується. Це пiдтверджує, що дослiджувана нерiвнiсть справедлива для
триступiнчастої функцiї.
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Метою роботи було дослiдити нерiвнiсть ‖𝑓‖𝑑 ≥ ‖|𝑓 |‖𝑑 для дискретних
ступiнчастих функцiй. В ходi дослiдження:

• Було розглянуто поняття середнього коливання для дискретних фун-
кцiй та властивостi BMO-норм;

• Детально проаналiзовано випадки двоступiнчастих i триступiнчастих
функцiй;

• Для триступiнчастих функцiй виду (1, 𝛼,−𝛽) дослiджено всi можливi
спiввiдношення параметрiв.

Обмеження:

• Повне доведення для довiльного числа ступенiв залишається вiдкри-
тою проблемою.

Перспективи:

• Можливiсть узагальнення методiв на функцiї з бiльшою кiлькiстю
ступенiв.

Таким чином, хоча повного доведення для загального випадку отрима-
ти не вдалося, робота мiстить суттєвi результати для важливих частинних
випадкiв та створює основу для подальших дослiджень.
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