
Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова

Факультет математики, фiзики та iнформацiйних технологiй

Кафедра оптимального керування та економiчної кiбернетики

Квалiфiкацiйна робота

на здобуття ступеня вищої освiти «магiстр»

«Моделювання взаємодiї суб’єктiв з метою отримання

спiльної вигоди»

« Modeling the interaction of subjects in order to gain a

common benefit»

Виконав: здобувач денної форми навчання
спецiальностi 113 Прикладна математика
Освiтня програма "Прикладна математика"
Боровський Денис Володимирович

Керiвник:
доц., доктор фiз.-мат. наук Кiчмаренко О.Д.
Рецензент:
проф., кандидат техн. наук Мороз В.В.

Рекомендовано до захисту:
Протокол засiдання кафедри
№ вiд « » р.
Завiдувач кафедри

Захищено на засiданнi ЕК №
Протокол № вiд « » р.
Оцiнка / /
Голова ЕК

Одеса — 2023 р.



2

ЗМIСТ

Вступ 4

1 Теоретичнi вiдомостi про взаємодiю суб’єктiв 6
1.1 Основнi концепцiї теорiї iгор . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2 Форми взаємодiї суб’єктiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Кооперативнi iгри 12
2.1 Визначення та особливостi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2 Характеристична функцiя та її властивостi . . . . . . . . . . 13
2.3 Стратегiчно еквiвалентна гра та її властивостi . . . . . . . . 15
2.4 𝐶 - ядро . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.5 Розв’язок кооперативної гри за Немайном - Моргенштерном 26
2.6 Вектор Шеплi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3 Диференцiальнi кооперативнi iгри 34
3.1 Визначення та особливостi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.2 Розподiли в динамiцi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.3 Принцип динамiчної стiйкостi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.4 Динамiчно стiйкi розв’язки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.5 Процедура розподiлу виграшу . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4 Приклади моделювання взаємодiї 45
4.1 Побудова моделi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.2 Розв’язок кооперативної гри . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.3 Розв’язок диференцiальної кооперативної гри . . . . . . . . . 49
4.4 Обчислення компонент вектора Шеплi в класичнiй коопера-

тивнiй грi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.5 Обчислення компонент вектора Шеплi в диференцiальнiй

кооперативнiй грi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

Висновки 59

Додаток А. Код програми 62



3

Додаток Б. Код програми 64



4

ВСТУП

В сучасному свiтi, де глобалiзацiя та складнi економiчнi виклики
вимагають ефективних рiшень, вивчення взаємодiї мiж суб’єктами стає
ключовим напрямком дослiджень. Зокрема, аспекти спiвпрацi та конфлiктiв
мiж учасниками економiчних вiдносин набувають особливого значення.

При вирiшенi економiчних задач часто доводиться аналiзувати си-
туацiї, в яких стикаються iнтереси двох або бiльше конкуруючих сторiн,
що переслiдують рiзнi цiлi – такi ситуацiї називаються конфлiктними. Це
особливо характерно в умовах ринкової економiки. Отож, саме теорiя iгор
вивчає рацiональнi стратегiї в умовах конфлiкту та спiвпрацi мiж рiзними
гравцями. ЇЇ основна iдея полягає в тому, що гравцi обирають дiї, рацiо-
нально розглядаючи дiї iнших учасникiв гри.

При вирiшеннi прикладних задач можна стикнутися з двома основни-
ми формами конфлiктiв: безкоалiцiйним та коалiцiйним. У безкоалiцiйних
iграх гравцi дiють iндивiдуально, без формування альянсiв чи коалiцiй
з iншими гравцями. Кожен гравець вибирає свої стратегiї на основi вла-
сних цiлей та очiкуваних дiй iнших. Натомiсть, у коалiцiйних iграх гравцi
об’єднуються в коалiцiї, спiльно обираючи стратегiї. Коалiцiї можуть змiню-
ватися в ходi гри, i гравцi спiльно розв’язують конфлiкти чи розподiляють
вигоди. Особливою пiдгрупою коалiцiйних iгор є кооперативнi iгри, де гравцi
спiльно працюють для досягнення спiльних цiлей i дiляться вигодами.

Актуальнiсть вивчення кооперативних iгор виявляється у розробцi
спiвпрацi та альянсiв мiж пiдприємствами та країнами для досягнення
економiчних цiлей; аналiзi угод, договорiв, торгових блокiв та мiжнародних
вiдносин, де рiзнi держави спiвпрацюють для забезпечення безпеки та еко-
номiчних вигiд; вивченнi колективних дiй та рiшень в групах, органiзацiях
та суспiльствi.

Кооперативнi iгри допомагають розумiти, як рiзнi сторони можуть
спiльно досягти компромiсiв та вирiшувати складнi завдання в умовах
конфлiкту.

Предмет дослiдження: Взаємодiя суб’єктiв у контекстi отримання
спiльної вигоди.
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Об’єкт дослiдження: Стратегiї та механiзми взаємодiї рiзних суб’єктiв
у рiзних сферах, таких як економiка, соцiум, або iншi сфери.

Методи дослiдження:

1. Математичне моделювання: Розробка математичних моделей, що
вiдображають взаємодiю суб’єктiв та стратегiї, спрямованi на досягнення
спiльної вигоди.

2. Емпiричнi дослiдження: Аналiз конкретних сценарiїв взаємодiї
суб’єктiв та вивчення реальних ситуацiй, де досягнення спiльної вигоди має
важливе значення.

3. Теорiя iгор: Застосування концепцiй теорiї iгор для аналiзу стратегiй
учасникiв та можливих варiантiв взаємодiї.

Мета дослiдження: Головною метою дипломної роботи є розробка i
вивчення моделей взаємодiї суб’єктiв, спрямованих на досягнення спiльної
вигоди. Дослiдження спрямоване на розкриття оптимальних стратегiй,
iнструментiв та умов, якi сприяють ефективнiй взаємодiї рiзних сторiн з
метою отримання взаємовигiдних результатiв.

Задля досягнення мети роботи були поставленi наступнi завдання:

• створити математичнi моделi, якi адекватно вiдображають взаємодiю
суб’єктiв;

• визначити параметри, якi впливають на результативнiсть взаємодiї
та досягнення спiльної вигоди;

• провести аналiз реальних сценарiїв взаємодiї суб’єктiв у конкретних
галузях або ситуацiях;

• порiвняти ефективнiсть рiзних стратегiй взаємодiї;
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РОЗДIЛ 1

ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI ПРО ВЗАЄМОДIЮ

СУБ’ЄКТIВ

1.1 Основнi концепцiї теорiї iгор

Логiчною основою теорiї iгор є формалiзацiя трьох ключових понять,
якi є фундаментальними для всiєї теорiї: конфлiкт, процес прийняття рiшень
у конфлiктi та оптимальнiсть прийнятого рiшення. У теорiї iгор цi поняття
розглядаються в широкому контекстi. Їх формалiзацiї вiдповiдають сутностi
вiдповiдних об’єктiв. З погляду змiсту, конфлiкт може охоплювати будь-яке
явище, стосовно якого можна говорити про його учасникiв, їхнi дiї, наслiдки
цих дiй, сторони, якi мають iнтереси в цих наслiдках, i сутнiсть цього
iнтересу. Ми будемо вважати, що ситуацiя вважається конфлiктною, якщо
iснує предмет суперечки та зацiкавленi сторони. Кожна з цих сторiн має
власну мету щодо предмету конфлiкту i визначає можливi дiї, за допомогою
яких вона намагатиметься досягти своєї мети [3].

Давайте розглянемо короткий iсторичний нарис виникнення та роз-
витку теорiї iгор. Вже в XVIII столiттi деякi вченi почали формалiзувати
стратегiчний пiдхiд у поведiнцi суб’єктiв ринку, серед них Ж. Бертран
та А. Курно. Пiзнiше, Е. Ласкер, Е. Цермело та Е. Борель внесли вагому
iдею математичного пiдходу для вирiшення конфлiктiв. Проте, вiдсутнiсть
чiткої методологiї для прийняття рiшень учасниками ринку в XX столiттi
викликала необхiднiсть створення теорiї iгор. Джон фон Нейман та Оскар
Моргенштерн в своїх дослiдженнях визначили, що на поведiнку учасника
ринку впливають не лише його особистi намiри та стан, але й аналогiчнi
показники його конкурентiв [2].

Грою прийнято вважати систему правил, що визначає кiлькiсть уча-
сникiв гри, їх можливi дiї та розподiл виграшiв в залежностi вiд їх поведiнки
та результату гравцiв. Гравцем вважається учасник або група учасникiв
гри, якi мають спiльнi iнтереси, вiдмiннi вiд iнших груп. Таким чином, не
кожен учасник може вважатися гравцем. Наприклад, якщо чотири людини
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грають у гру i кожна з них представляє свої iнтереси, що вiдрiзняються
вiд iнших, то кожен грає за себе. У спортивних iграх, таких як футбол чи
баскетбол, зазвичай змагаються двi команди, кожна з яких складається з
декiлькох учасникiв. Цi учасники об’єднуються в команди, маючи спiльнi
цiлi, але протилежнi одна однiй, тому в таких iграх розглядаються по два
гравцi.

Наприклад, три гравцi з капiталом, якi хочуть використовувати його
для продажу своєї продукцiї, можуть отримувати вигоду вiд свого вкладу.
Однак ця вигода залежить не лише вiд їхнiх внескiв, але й вiд внескiв iнших
гравцiв. Нiхто не має повного контролю над результатами гри, i кожен
гравець впливає лише частково на остаточний результат.

В економiчному контекстi взаємодiї трьох гравцiв у грi можна розгля-
дати так:

1. Усi три гравцi дiють незалежно, максимiзуючи свою вигоду на
основi своїх можливостей та поведiнки iнших гравцiв. Це вважається грою
трьох гравцiв.

2. Будь-якi два гравцi об’єднуються в коалiцiю, спiльно працюючи
для досягнення максимальної вигоди за умови можливої реакцiї третього
гравця. Це може бути розглянуто як гра двох гравцiв.

Правила або умови гри визначають можливу поведiнку, вибiр та ходи
для гравцiв на будь-якому етапi розвитку гри. Зробити вибiр гравцевi –
це означає обрати один з можливих варiантiв поведiнки, потiм гравець
здiйснює цей вибiр за допомогою ходiв. Зробити хiд – це означає на певному
етапi гри здiйснити вiдразу весь вибiр або його частину в залежностi вiд
можливостей, передбачених правилами гри. Кожен гравець на певному етапi
гри робить хiд, вiдповiдно до зробленого вибору. Iнший гравець, знаючи або
не знаючи про зроблений вибiр першого гравця, також робить хiд. Кожен
з гравцiв намагається врахувати iнформацiю про минулий розвиток гри,
якщо така можливiсть дозволяється правилами гри.

Набiр правил, який однозначно вказує гравцю який вибiр вiн пови-
нен зробити при кожному ходi, в залежностi вiд ситуацiї, що склалася в
результатi поведiнки гри називається стратегiєю гравця. Стратегiя в теорiї
iгор означає певний закiнчений план дiй гравця, показує як треба дiяти
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йому у всiх можливих випадках розвитку цiєї гри. Стратегiя означає суку-
пнiсть всiх вказiвок для будь-якого стану iнформацiї наявної у гравця на
будь-якому етапi розвитку гри [2].

Стратегiї можуть бути чiтко визначеними або випадковими, iндивi-
дуальними або колективними, залежними вiд попереднiх подiй або незале-
жними. Особливу увагу придiляють грi у чистих або змiшаних стратегiях.
Чиста стратегiя визначає, як гравець буде продовжувати гру, надаючи
конкретний результат для кожного можливого вибору, який може бути
зроблений гравцем. Простiр стратегiй включає в себе всi доступнi чистi
стратегiї для даного гравця. Змiшана стратегiя представляє собою розподiл
ймовiрностей мiж рiзними чистими стратегiями. Це означає, що гравець
вибирає одну з чистих стратегiй вiдповiдно до ймовiрностей, визначених
змiшаною стратегiєю. Вибiр робиться перед початком гри i залишається
незмiнним до її закiнчення. Кожна чиста стратегiї є частковим випадком
змiшаної стратегiї, при умовi, що ймовiрнiсть вибору однiєї з чистих стра-
тегiй рiвна одиницi, тодi як для iнших чистих стратегiй вона дорiвнює
нулю.

Важливим поняттям є стратегiя в домiнантних стратегiях, коли одна
стратегiя завжди принесе гравцевi кращий результат, незалежно вiд вибору
iнших гравцiв. В iграх, що вiдображають економiчну ситуацiю, стратегiями
можуть бути розмiри коштiв, що вкладаються в певнi подiї. Отож, в грi
трьох гравцiв кожен вносить певну долю свого капiталу – це i є стратегiя.

Правила гри передбачають певнi виграшi для гравцiв, що залежать
вiд їх стратегiй та результату гри.

Оцiнка правильностi вибору стратегiй вiдповiдає функцiї виграшу.
Вона являє собою математичну функцiю, яка визначає виграш або втра-
ту гравця в залежностi вiд його власних дiй та дiй iнших учасникiв у
грi. Функцiя виграшу для того, щоб визначити, наскiльки задоволенi або
незадоволенi гравцi результатом гри, враховуючи їхнi стратегiї

𝜐𝑖(𝑠1, 𝑠2,..., 𝑠𝑛) (1.1)

де 𝑖–iндекс гравця, 𝑠1,𝑠2,. . . ,𝑠𝑛 – стратегiї всiх учасникiв гри. Вона повертає
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числове значення, яке вказує на виграш або втрату гравця. Виграшна
функцiя може бути визначена для рiзних типiв iгор та може враховувати
рiзноманiтнi фактори, такi як вартiсть, користь чи iншi критерiї, залежно
вiд конкретного контексту гри[5].

Подолання труднощiв у процесi розв’язання iгрових ситуацiй, пов’язаних
iз чiткiстю та реалiстичнiстю їх подання, включає в себе визначення основ-
них правил, елементiв гри, стратегiй гравцiв i ходiв. В таких умовах виникає
потреба у розробцi методiв вирiшення гри, якi вимагають належної iнфор-
мацiї та практичної реалiзацiї.

1.2 Форми взаємодiї суб’єктiв

Реальнi конфлiктнi ситуацiї призводить до виникнення рiзних видiв
iгор. В залежностi вiд виду гри розробляється i метод її вирiшення. Сьогоднi
немає цiлком чiтко сформованої класифiкацiї iгор. Однак можна вiдзначи-
ти основнi напрямки за якими здiйснюється класифiкацiя iгор: кiлькiсть
гравцiв, кiлькiсть стратегiй, кiлькiсть взаємовiдносин, характер виграшiв,
вид функцiї виграшiв, кiлькiсть ходiв, за станом iнформацiї.

В залежностi вiд кiлькостi гравцiв визначають iгри одного гравця,
двох гравцiв i 𝑛 гравцiв. Теорiя iгор не вивчає iгри одного гравця. Iгри
двох гравцiв найбiльш поширенi, їх дослiдженню присвячено багато робiт
i досягнутi найбiльшi успiхи [6]. Як у теорiї так i практично, iгри трьох
i бiльше гравцiв менш дослiдженi через принциповi труднощi та технiчнi
можливостi отримання рiшень. Труднощi вирiшення iгор пiдвищуються зi
збiльшенням кiлькостi гравцiв.

За кiлькiстю стратегiй iгри дiляться на скiнченнi та нескiнченнi. Якщо
в грi кожен iз гравцiв має скiнченну кiлькiсть можливостей стратегiй, то
вона називається скiнченною. Якщо хоча б один з гравцiв має нескiнченну
кiлькiсть можливих стратегiй - iгри з необмеженою кiлькiстю стратегiй.
Труднощi вирiшення iгор залежать вiд кiлькостi стратегiй. Як правило зi
збiльшенням кiлькостi стратегiй пiдвищується труднощi рiшень iгор.

За характером виграшiв вони дiляться на iгри з нульовою сумою
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i iгри з ненульовою сумою. Гра з нульовою сумою буде тодi, коли сума
виграшiв в кожнiй її партiї дорiвнює нулю, тобто у грi з нульовою сумою
загальний капiтал усiх гравцiв не змiнюється, а перерозподiляється мiж
гравцями залежно вiд отриманих результатiв. Так велике рiзноманiття
економiчних та вiйськових ситуацiй можна розглядати як iгри з нульовою
сумою. Прикладом гри з ненульовою сумою можуть бути торговi вiдносини
мiж країнами. У результатi використаннi своїх стратегiй усi країни можуть
бути у виграшi.

Усяка гра в якiй треба робити внесок певному гравцю за право при-
ймати участь у грi є грою з ненулевою сумою. Iгри з ненулевою сумою
характеризуються бiльш складними алгоритмами, оскiльки таким iграм
притаманнi властивостi гри з нулевою сумою та ще додатковi труднощi
виграшу.

За кiлькiстю ходiв iгри дiляться на однокроковi та багатокроковi.
Однокроковi iгри закiнчуються пiсля одного кроку кожного гравця. У ба-
гатокрокових iграх видiляють особливий вид – диференцiйнi iгри. Якщо
в багатокрокових iграх робляться ходи неперервно i є можливiсть пiд-
порядковувати поведiнку iнших гравцiв певним умовам, що описується
диференцiйним рiвнянням, то такi iгри називаються диференцiйними. В
iграх типу погонi кожен об’єкт може рухатися, пiдкорюючись певним умо-
вам, що описуються диференцiйним рiвнянням. Метою одного об’єкта є
досягнути певної областi, метою iншого – не допусти першого до цiєї областi.

За характером взаємовiдносин iгри дiляться на безкоалiцiйнi, коалi-
цiйнi та кооперативнi. Безкоалiцiйнi iгри – це iгри в яких гравцi не можуть
вступати у взаємодiю. Коалiцiйними iграми називають iгри в яких гравцi
можуть вступати в спiвпрацю, утворюючи коалiцiї. Кооперативною грою,
що є основним об’єктом розгляду дипломної роботи, називають гру, у якiй
коалiцiї заздалегiдь визначенi. Критики зазвичай пiддаються думцi, що
рацiональнiсть притаманна групам, а не окремим особам. Рацiональна по-
ведiнка з боку окремого гравця полягає лише в погодженнi того, що є
рацiональним для групи гравцiв у цiлому. Карл Маркс є найвiдомiшим
прихильником цiєї помилки (вiн ставився до абстрактно задуманих коа-
лiцiй, таких як Капiтал i Праця, так, нiби вони мали цiлеспрямованi й
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довгостроковi цiлi окремих людей) .

Деякi фiлософи не помiчають важливостi припущення в теорiї коопе-
ративних iгор про можливiсть укладення обов’язкових угод. Для справдi
обов’язкової угоди всi гравцi повиннi знати, що коли прийде час, у кожного
будуть вагомi причини дотримати своє слово. В економiчних додатках грав-
цi дотримуються своїх контрактiв, боячись, що в iншому випадку на них
подадуть до суду. У соцiальних додатках причини, чому гравцi пiклуються
про ефект нечесної поведiнки в сьогоденнi може вплинути на їхню репутацiю
надiйної поведiнки в майбутньому [1].

Люди зазвичай погано реагують на припущення про те, що обманюва-
ти й брехати було б розумно. Вони думають, що суспiльство зруйнувалося б,
якби такi речi були правдою. Де б ми були, якби не могли довiряти своїм дру-
зям i сусiдам? Але теоретики iгор не кажуть, що рацiональнi люди нiколи не
повиннi довiряти один одному. Кажуть тiльки, що це робити нерацiонально.
Натомiсть є причини довiряти нашим друзям i сусiдам, але у нас є не менш
вагомi причини не довiряти полiтикам i продавцям вживаних автомобiлiв
чи комп’ютерiв. Те, чи буде розумно довiряти iншим людям, залежить вiд
обставин. Наприклад, усi знають, що не варто довiряти незнайомцю, який
пiдходить до вас у темному провулку пiзно ввечерi.

Ми можемо досягти набагато бiльшого, об’єднавшись i спiвпрацюючи,
нiж це було б можливо, якби ми всi займалися своїми справами. Надлишок,
який ми можемо створити, об’єднуючи нашi таланти та ресурси, часто
набагато бiльший, нiж сума його частин.

Кооперативна теорiя iгор вiдрiзняється вiд некооперативної теорiї iгор
вiдмовою вiд будь-яких претензiй на пояснення, чому спiвпраця виживає в
нашому видi. Натомiсть це постулює, що гравцi мають доступ до немоде-
льованої чорної скриньки, вмiст якої якимось чином вирiшує всi проблеми
вiдданостi та довiри, якi перiодично хвилювали нас[12].

Цi форми взаємодiї надають основу для аналiзу рiзноманiтних сце-
нарiїв i можливостей у теорiї iгор, що допомагає в розумiннi прийняття
рiшень та визначеннi оптимальних стратегiй для гравцiв.
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РОЗДIЛ 2

КООПЕРАТИВНI IГРИ

2.1 Визначення та особливостi

В областi кооперативних iгор виникає новий концепт – iдея коалiцiй.
У випадку з двома гравцями можлива тiльки одна коалiцiя, тодi як у грi з
𝑛 учасниками можливi рiзноманiтнi коалiцiї. Позначимо через 𝑁 множину
усiх гравцiв, 𝑁 ={1,2,...,𝑛}, а через 𝐾 – будь-яку його пiдмножину. Нехай
гравцi узгоджують спiльнi дiї мiж собою, утворюючи таким чином одну
коалiцiю. Зрозумiло, що кiлькiсть таких коалiцiй, якi складаються з 𝑚

гравцiв, дорiвнює числу комбiнацiй 𝑛 по 𝑚.

𝐶𝑚
𝑛 =

𝑛(𝑛− 1)...(𝑛−𝑚+ 1)

𝑚!
. (2.1)

Тодi число всiляких коалiцiя дорiвнює

𝑛∑︁
𝑚=1

𝐶𝑚
𝑛 = 2𝑛 − 1 (2.2)

З даної формули випливає, що кiлькiсть рiзноманiтних коалiцiй значно
збiльшується залежно вiд кiлькостi всiх гравцiв у данiй грi. Для вивчення
цих iгор необхiдно враховувати всi можливi коалiцiї, що призводить до
зростання складностi дослiджень iз збiльшенням параметра 𝑛. Коли утво-
рюється коалiцiя, множмна гравцiв 𝐾 дiє як один об’єднаний гравець проти
iнших учасникiв, а виграш цiєї коалiцiї залежить вiд обраної кожним з 𝑛

гравцiв стратегiї.
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2.2 Характеристична функцiя та її властиво-
стi

Функцiя 𝜐, що ставить у вiдповiднiсть кожної коалiцiї 𝐾 найбiльшший,
гарантовано одержуваний його виграш 𝐾, називається характеристичною
функцiєю гри. Таким чином, 𝜐(𝐾) являє собою кориснiсть, яку коалiцiя
𝐾 може отримати з гри незалежно вiд дiї iнших гравцiв. Це визначення
описує наступнi властивостi:

1. персональнiсть
𝜐(∅) = 0, (2.3)

тобто коалiцiя, що не мiстить жодного гравця, нiчого не може виграти;

2. суперадитивнiсть

𝜐(𝐾 ∪ 𝐿) ≥ 𝜐(𝐾) + 𝜐(𝐿), 𝐾, 𝐿 ⊂ 𝑁, 𝐾 ∩ 𝐿 ̸= ∅, (2.4)

тобто спiльний виграш коалiцiї не менший вiд сумарного виграшу всiх
учасникiв коалiцiї.

Розподiл виграшiв (розподiл) гравцiв повинен бути вiдповiдним насту-
пним умовам: якщо позначити через 𝑥𝑖 i виграш 𝑖−го гравця, то, по-перше,
має виконуватися умова iндивiдуальної рацiональностi

𝑥𝑖 ≥ 𝜐(𝑖) (2.5)

для усiх 𝑖 ∈ 𝑁 , тобто будь-який гравець повинен отримати виграш у
коалiцiї не менше, нiж вiн отримав би не беручи участь у нiй, iнакше вiн
не буде брати участь у коалiцiї; по-друге, повинна задовольнятися умова
колективної рацiональностi ∑︁

𝑖∈𝑁

𝑥𝑖 = 𝜐(𝑁), (2.6)

тобто сума виграшу гравцiв повинна вiдповiдати можливостям (якщо сума
виграшiв усiх гравцiв менша, нiж 𝜐(𝑁), то гравцям немає сенсу вступати
в коалiцiю; якщо ж вимагати щоб сума виграшу гравцiв було бiльше, нiж
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𝜐(𝑁), то це означає, що гравцi повиннi дiлити мiж собою суму бiльше, нiж
у них є).

Вектор 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), що задовольняє умовам iндивiдуальної та ко-
лективної рацiональностей, називається подiлом в умовах характеристичної
функцiї 𝜐.

Система {𝑁, 𝜐}, що складається з множини гравцiв, характеристи-
чних функцiй над цiєю множиною i множиною подiлiв, що задовольняють
спiввiдношенням (2.5)-(2.6) в умовах характеристичної функцiї, називається
класичною кооперативною грою.

З цих визначень випливає наступна теорема: для того, щоб вектор 𝑥 =

(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) був розподiлом у класичнiй кооперативнiй грi {𝑁, 𝜐}, необхiдно
й достатньо

𝑥𝑖 = 𝜐(𝑖) + 𝛼𝑖(𝑖 ∈ 𝑁), (2.7)

при тому
𝛼𝑖 ≥ 0 (𝑖 ∈ 𝑁),

∑︁
𝑖∈𝑁

𝛼𝑖 = 𝜐(𝑁)−
∑︁
𝑖∈𝑁

𝜐(𝑖). (2.8)

Тепер питання ставиться наступним чином. Який iз подiлiв є результатом
гри? Це, звичайно, складна, якщо взагалi вирiшувана проблема. Правда,
можлива ситуацiя, за якої ця проблема тривiальна, а саме, якщо множина
усiх розподiлiв складається з одного елемента. У цьому випадку очевидним
результатом буде цей єдиний розподiл.

Результатом кооперативної гри є розподiл, що виникає не як наслiдок
дiй гравцiв, а як результат їх угод. Тому в кооперативних iграх порiвнюються
не ситуацiї, а розподiли. Дане порiвняння має важливе значення у теорiї
кооперативних iгор, тому вiдзначимо їх деякi особливостi. Кооперативнi iгри
вважаються суттєвими, якщо для будь-яких коалiцiй 𝐾 та 𝐿 виконується
нерiвнiсть

𝜐(𝐾) + 𝜐(𝐿) < 𝜐(𝐾 ∪ 𝐿), (2.9)

тобто умови суперадитивностi виконується строга нерiвнiсть. Якщо ж в
умовi суперадитивностi виконується рiвнiсть, тобто виконується властивiсть
адитивностi, то такi iгри називаються несуттєвими

𝜐(𝐾) + 𝜐(𝐿) = 𝜐(𝐾 ∪ 𝐿). (2.10)
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Мають сенс наступнi властивостi:

1. для того, щоб характеристична функцiя була адитивною (коопера-
тивна гра - несуттєва) необхiдне i достатнє виконання наступної рiвностi:∑︁

𝑖∈𝑁

𝜐(𝑖) = 𝜐(𝑁); (2.11)

2. в несуттєвiй грi з одним гравцем є лише один розподiл:

{𝜐(1), 𝜐(2), ..., 𝜐(𝑛)}; (2.12)

3. в несуттєвiй грi з бiльше, нiж одним гравцем, множина розподiлiв -
нескiнченно:

{𝜐(1) + 𝛼1, 𝜐(2) + 𝛼2, ..., 𝜐(𝑛) + 𝛼𝑛},

𝛼𝑖 ≥ 0 (𝑖 ∈ 𝑁), 𝜐(𝑁)−
∑︁
𝑖∈𝑁

𝜐(𝑖) > 0. (2.13)

З доведеннями цих властивостей можна ознайомитися в [9]

2.3 Стратегiчно еквiвалентна гра та її власти-
востi

З метою систематизацiї дослiджень кооперативних iгор вводиться
поняття стратегiчних та еквiвалентних iгор. Кооперативна гра з множиною
гравцiв 𝑁 та характеристичною функцiєю 𝜐 називається стратегiчною
еквiвалентною грою з множмною гравцiв та характеристичною функцiєю
𝜐1, якщо знайдуться такi 𝑘 > 0 та довiльнi дiйснi 𝑐𝑖(𝑖 ∈ 𝑁), що для будь-якої
коалiцiї 𝐾 ⊂ 𝑁 має мiсце рiвнiсть

𝜐1(𝐾) = 𝑘𝜐(𝐾) +
∑︁
𝑖∈𝐾

𝑐𝑖. (2.14)

Сутнiсть iнтерпретацiї стратегiчної еквiвалентностi для кооперативних
iгор полягає у тому, що характеристичнi функцiї стратегiчно еквiвалентних
кооперативних iгор вiдрiзняються лише масштабом вимiрювання виграшiв 𝑘
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та початковими капiталами 𝑐𝑖. Така стратегiчна еквiвалентнiсть кооператив-
них iгор iз характеристичними функцiями 𝜐 та 𝜐1 позначається так 𝜐 ∼ 𝜐1,
їх можна розглядати як еквiвалентнi з точки зору стратегiчних аспектiв.
Зазвичай використовується термiнiлогiя стратегiчої еквiвалентнiстi характе-
ристичних функцiй замiсть стратегiчної еквiвалентностi кооперативних iгор
для пiдкреслення важливостi саме характеристичних функцiй у порiвняннi
цих iгор. Справедливi наступнi властивостi для стратегiчних еквiвалентних
iгор:

1. Рефлексивнiсть: кожна характеристична функцiя еквiвалентна собi
𝜐 ∼ 𝜐. Якщо взяти 𝑘 = 1, 𝑐𝑖 = 0 (𝑖 ∈ 𝑁) у (2.14), то отримаємо очiкуване.

2. Симетрiя: якщо 𝜐 ∼ 𝜐1, то 𝜐1 ∼ 𝜐. Розв’язавши рiвняння (2.14)
вiдносно 𝜐(𝐾), отримаємо

𝜐(𝐾) =
1

𝑘
𝜐1(𝐾)−

∑︁
𝑖∈𝐾

𝑐𝑖
𝑘
, (𝑘 > 0), (2.15)

або, якщо 1
𝑘 = 𝑘1; −𝑐𝑖

𝑘 = 𝑐1𝑖 , отримаємо наступне

𝜐(𝐾) = 𝑘1𝜐1(𝐾) +
∑︁
𝑖∈𝐾

𝑐1𝑖 , (𝑘 > 0). (2.16)

3. Транзитивнiсть: якщо 𝜐 ∼ 𝜐1 та 𝜐1 ∼ 𝜐2, то 𝜐 ∼ 𝜐2. Оскiльки
𝜐 ∼ 𝜐1, то справедливо (2.14), а оскiльки справедливо 𝜐1 ∼ 𝜐2, то має сенс
наступне:

𝜐1 = 𝑘1𝜐2(𝐾) +
∑︁
𝑖∈𝐾

𝑐1𝑖 (𝑘1 > 0). (2.17)

Пiдставимо це значення у (2.14), отрмаємо

𝜐(𝐾) = 𝑘𝑘1𝜐2(𝐾) +
∑︁
𝑖∈𝐾

(𝑐𝑖 + 𝑘𝑐1𝑖 ) . (2.18)

або при 𝑘𝑘1 = 𝑘2, 𝑐𝑖 + 𝑘𝑐1𝑖 = 𝑐2𝑖 , отримаємо

𝜐(𝐾) = 𝑘2𝜐2(𝐾) +
∑︁
𝑖∈𝐾

𝑐2𝑖 , 𝑘2 > 0. (2.19)

З властивостей рефлексивностi, симетрiї i транзитивностi випливає,
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що множина всiх характеристичних функцiй розпадається єдиним способом
на попарнi класи, що перетинаються, якi називаються класами статистичної
еквiвалентностi.

Вiдносини стратегiчної еквiвалентностi iгор та їх характеристичних
функцiй переноситься на окремi розподiли: нехай 𝜐 ∼ 𝜐1, тобто виконується
умова (2.14), та 𝑥 = (𝑥1,...,𝑥𝑛) – розподiл в умовах характеристичної функцiї
𝜐; розглянемо вектор 𝑥1 = (𝑥11,...,𝑥

1
𝑛), де 𝑥1𝑖 = 𝑘𝑥𝑖 + 𝑐𝑖; для нього

𝑥1𝑖 = 𝑘𝑥𝑖 + 𝑐𝑖 ≥ 𝑘𝜐(𝑖) + 𝑐𝑖 = 𝜐1(𝑖), (2.20)

тобто виконується умова iндивiдуальної рацiональностi, та∑︁
𝑖∈𝑁

𝑥1𝑖 =
∑︁
𝑖∈𝑁

(𝑘𝑥𝑖 + 𝑐𝑖) = 𝑘
∑︁
𝑖∈𝑁

𝑥𝑖 +
∑︁
𝑖∈𝑁

𝑐𝑖 = 𝑘𝜐(𝑁) +
∑︁
𝑖∈𝑁

𝑐𝑖 = 𝜐1(𝑁), (2.21)

тобто виконується умова колективної iррацiональностi. Тому вектор 𝑥1 є
розподiлом в умовах 𝜐1. Розподiл 𝑥1 вiдповiдає розподiлу 𝑥 при стратегiчнiй
еквiвалентностi 𝜐 ∼ 𝜐1. Далi розглянемо конкретнi iгри, якi є характер-
ними для кожного класу несуттєвих кооперативних iгор. Гра називається
нульовою, якщо всi значення її характеристичної функцiї дорiвнюють нулю.
Суттєве значення нульової гри полягає в тому, що учасники в нiй не мають
жодних зацiкавленостей.

Виявляється, що будь-яка несуттєва гра є стратегiчно еквiвалентною
нульовiй. Дiйсно, для несуттєвої гри це твердження має мiсце

𝜐(𝑁) =
∑︁
𝑖∈𝑁

𝜐(𝑖), (2.22)

тому стратегiчно еквiвалентна їй характеристична функцiя 𝜐 повинна мати
наступний вигляд:

𝜐1(𝐾) = 𝑘𝜐(𝐾) +
∑︁
𝑖∈𝐾

𝑐𝑖 = 𝜐(𝐾)−
∑︁
𝑖∈𝐾

𝜐(𝑖) = 0. (2.23)

Випливає, що всi несуттєвi iгри з даною множиною гравцiв 𝑁 є стратегiчно
еквiвалентними мiж собою, iншими словами, вони належать до одного класу
стратегiчної еквiвалентностi.
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Кооперативна гра з характеристичною функцiєю 𝜐 мають 0-1 редуко-
вану форму, якщо виконуються наступнi спiввiдношення:

𝜐(𝑖) = 0, (𝑖 ∈ 𝑁), 𝜐(𝑁) = 1. (2.24)

Cкористаємося наступною теоремою.

Теорема 2.1. Кожна суттєва кооперативна гра стратегiчно еквiвален-
тна однiй й тiльки однiй грi в 0 - 1 редукованiй формi.

Доведення. Нехай 𝜐 – характеристична функцiя довiльної суттєвої гри
𝑛 гравцiв. Для неї пiдберемо таку стратегiчну евiвалентну характеристичну
функцiю, що

𝜐1(𝑖) = 𝑘𝜐(𝑖) + 𝑐𝑖 = 0 (𝑖 = 1, 2,..., 𝑛), (2.25)

𝜐1(𝑁) = 𝑘𝜐(𝑁) +
∑︁
𝑖∈𝑁

𝑐𝑖 = 1. (2.26)

Додаючи по 𝑖 лiву та праву частини (2.25), oтримаємо

𝑘
∑︁
𝑖∈𝑁

𝜐(𝑖) +
∑︁
𝑖∈𝑁

𝑐𝑖 = 0, (2.27)

звiдки ∑︁
𝑖∈𝑁

𝑐𝑖 = −𝑘
∑︁
𝑖∈𝑁

𝜐(𝑖). (2.28)

Пiдставимо (2.28) у (2.26), отримаємо

𝑘𝜐(𝑁)− 𝑘
∑︁
𝑖∈𝑁

𝜐(𝑖) = 1. (2.29)

Оскiльки гра суттєва, то

𝜐(𝑁)−
∑︁
𝑖∈𝑁

𝜐(𝑖) > 0, (2.30)

тому з (2.29) отримаємо

𝑘 =
1

𝜐(𝑁)−
∑︀

𝑖∈𝑁 𝜐(𝑖)
> 0. (2.31)
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З (2.25) отримаємо

𝑐𝑖 = −𝑘𝜐(𝑖) = − 𝜐(𝑖)

𝜐(𝑁)−
∑︀

𝑖∈𝑁 𝜐(𝑖)
(𝑖 ∈ 𝑁). (2.32)

Значення 𝑘 та 𝑐𝑖, що були отриманi з формул (2.31), (2.32) та за допомогою
розв’язку системи рiвнянь (2.25), (2.26), є єдиним її розв’язком, тому була
отримана гра в 0 - 1 редукованiй формi, що й повиннi були довести.

У грi в 0 - 1 редукованiй формi розподiлом є будь-який вектор 𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2,..., 𝑥𝑛), для якого

𝑥𝑖 ≥ 0 (𝑖 ∈ 𝑁),
∑︁
𝑖∈𝑁

𝑥𝑖 = 1. (2.33)

В теорiї iгор розглядаються iгри в 𝑎− 𝑏 редукованiй формi, подiбно 0 - 1
редукованiй формi. Треба розумiти пiд ними iгри з наступними характери-
стичними функцiями 𝜐1:

𝜐1(𝑖) = 𝑎 (𝑖 ∈ 𝑁), 𝜐1(𝑁) = 𝑏, (𝑛𝑎 ̸= 𝑏). (2.34)

Варто зазначити, що будь-яка суттєва кооперативна гра має рiвно одну
𝑎− 𝑏 редуковану форму при будь-яких 𝑎 та 𝑏, якщо 𝑛𝑎 ̸= 𝑏.

Розглянемо з бiльшою увагою можливi класи iгор, враховуючи вiдно-
шення стратегiчної еквiвалентностi. Варто нагадати, що для кожної множи-
ни гравцiв 𝑁 iснує єдинй клас стратегiчно еквiвалентних несуттєвих iгор з
множиною нравцiв 𝑁 . Тoму варто розглянути класи суттєвих коопертивних
iгор. Зупинимося на описi класiв iгор в 0 - 1 редукованiй формi.

Розглянемо кооперативну гру з нулевою сумою.

1. Iгри двох гравцiв.

Виявляється, що будь-яка кооперативна гра двох гравцiв iз нульовою
сумою є несуттєвою. Розглянемо ситуацiю, де маємо суттєву кооперативну
гру двох гравцiв з характеристикою функцiї 𝜐. В такому випадку, ця гра
повинна бути стратегiчно еквiвалентною певнiй грi в 0 - 1 редукованiй формi
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з характеристикою функцiєю 𝜐1. Це можна пояснити наступним чином:

𝜐1(1) = 0 𝜐1(2) = 0 𝜐1(1,2) = 1. (2.35)

Тодi, використавши властивiсть, отрмаємо

𝜐1(2) = 𝜐1(1,2)− 𝜐1(1) = 1− 0 = 1, (2.36)

а це суперечить (2.35). Вiдповiдно, гiпотеза о суттєвостi кооперативної гри
двох гравцiв з нулевою сумою не є вiрною.

Отож, клас кооперативних iгор з двома гравцями з нулевою сумою
обмежується несуттєвими iграми.

2. Iгри трьох гравцiв.

Нехай 𝜐 – характеристична функцiя суттєвої гри в 0 - 1 редукованiй
формi, тодi

𝜐(1) = 𝜐(2) = 𝜐(3) = 0, 𝜐(1, 2, 3) = 1. (2.37)

Тодi, використавши властивiсть, отрмаємо

𝜐(1,2) = 𝜐(1,2,3)− 𝜐(3) = 1− 0 = 1,

𝜐(1,3) = 𝜐(1,2,3)− 𝜐(2) = 1− 0 = 1,

𝜐(2,3) = 𝜐(1,2,3)− 𝜐(1) = 1− 0 = 1.

(2.38)

таким чином, характеристична функцiя повнiстю визначається. Зазначимо,
що iснують двi категорiї кооперативних iгор iз нульовою сумою для трьох
гравцiв: суттєвi та несуттєвi.

3. Iгра чотирьох гравцiв.

Розглянемо усi класи стратегiчної евiвалентностi таких iгор. Насампе-
ред маємо клас несуттєвих iгор. Для отримання класу суттєвих iгор в 0 - 1
редукованiй формi визначимо характеристичну функцiю 𝜐 такої гри

𝜐(1) = 𝜐(2) = 𝜐(3) = 𝜐(4) = 0, 𝜐(1, 2, 3, 4) = 1. (2.39)
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Тодi, використавши властивiсть, отрмаємо

𝜐(1,2,3) = 𝜐(1,2,3,4)− 𝜐(4) = 1− 0 = 1,

𝜐(1,2,4) = 𝜐(1,2,3,4)− 𝜐(3) = 1− 0 = 1,

𝜐(1,3,4) = 𝜐(1,2,3,4)− 𝜐(2) = 1− 0 = 1,

𝜐(2,3,4) = 𝜐(1,2,3,4)− 𝜐(1) = 1− 0 = 1.

(2.40)

Тепер необхiдно визначити значення характеристичної функцiї на коалiцiї
двох гравцiв. Всього таких коалiцiї шiсть: (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4).
Характеристична функцiя на цих коалiцiях вiдповiдно властивостi задовiль-
няють наступним спiввiдношенням:

𝜐(1, 4) = 1− 𝜐(2, 3), 𝜐(1, 3) = 1− 𝜐(2, 4), 𝜐(1, 2) = 1− 𝜐(3, 4). (2.41)

Оскiльки значеньневiдомих - шiсть, а спiввiдношень - лише три, то три
значення щ шести можемо обрати довiльно. Позначимо цi довiльнi значення
через 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, тобто

𝜐(1, 4) = 𝑥1 𝜐(2, 4) = 𝑥2, 𝜐(3, 4) = 𝑥3, (2.42)

тодi
𝜐(2, 3) = 1− 𝑥1 𝜐(1, 3) = 1− 𝑥2, 𝜐(1, 2) = 1− 𝑥3. (2.43)

Крiм того, має бути 0 ≤ 𝑥1 ≤ 1, 0 ≤ 𝑥2 ≤ 1, 0 ≤ 𝑥3 ≤ 1, оскiльки значення
характеристичної функцiї на коалiцiї з двох гравцiв не може бути менше,
нiж значення характеристичної функцiї для одного з цих гравцiв (дорiвнює
нулю для одного гравця), i не може бути бiльше, нiж значення характе-
ристичної функцiї для коалiцiї iз трьох гравцiв (дорiвнює одиницi як для
трьох гравцiв). Геометрично (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) можна зобразити як точку одини-
чного куба, тобто кожному класу стратегiчної еквiвалентностi iгор чотирьох
гравцiв буде вiдповiдати точкою одиничного куба. Отже, множина класiв
стратегiчної еквiвалентностi суттєвих iгор чотирьох гравцiв нескiнченна та
трипараметрична, тобто залежить вiд довiльних параметрiв.

4. Iгри, що складаються з кiлькiсть гравцiв, бiльше нiж чотири. Iгри
цього типу характеризуються бiльшим рiзноманiттям класiв стратегiчної
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еквiвалентностi суттєвих iгор.

Розмiрнiсть множини класiв iгор 𝑛 гравцiв буде 2𝑛−1 − 𝑛− 1, тобто
маємо 2𝑛−1 − 𝑛− 1 довiльних параметрiв. Розглянемо кооперативнi iгри без
вимог до сталостi суми.

1. Iгри двох гравцiв. З використанням властивостi редукованостi для
множини 𝑁 = {1, 2}

𝜐(∅) = 𝜐(1) = 𝜐(2) = 0, 𝜐(1, 2) = 1. (2.44)

Суттєвi кооперативнi iгри двох гравцiв з ненульвою сумою складають один
клас стратегiчної еквiвалентностi.

2. Iгри трьох гравцiв. З використанням властивостi редукованостi для
множини 𝑁 = {1, 2, 3}

𝜐(∅) = 𝜐(1) = 𝜐(2) = 𝜐(3) = 0, 𝜐(1, 2, 3) = 1. (2.45)

Значення характеристичної функцiї на множинах коалiцiй двох гравцiв
довiльнi

𝜐(1, 2) = 𝑐3, 𝜐(1, 3) = 𝑐2, 𝜐(2, 3) = 𝑐1, (2.46)

але задовiльняють умовам

0 ≤ 𝑐1 ≤ 1, 0 ≤ 𝑐2 ≤ 1, 0 ≤ 𝑐3 ≤ 1. (2.47)

Отож, класи стратегiчної еквiвалентностi спiльних кооперативних iгор трьох
гравцiв можуть вiдповiдати точкам трьохвимiрного одиничного куба (як це
виходило для iгор чотирьох гравцiв з нулевою сумою).

Для вивчення iгор важливо враховувати можливiсть врахування пе-
реваг, що виявляються через концепцiю домiнування в розподiлах.

Означення 2.1. Нехай є два розподiли 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) та 𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑛)

в кооперативнiй грi Γ = {𝑁,𝜐} та 𝐾 ⊂ 𝑁 – деяка коалiцiя. Тодi розподiл
домiнує за коалiцiєю , якщо
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1.
∑︁
𝑖∈𝐾

𝑥𝑖 ≤ 𝜐(𝐾);

2. 𝑥𝑖 > 𝑦𝑖, ∀𝑖 ∈ 𝐾.

(2.48)

З даного визначення випливає, що якщо 𝑥 домiнує над 𝑦 для коалiцiї 𝑘, то
розподiл 𝑦 вважається менш важливим у порiвняннi з розподiлом 𝑥 для
цiєї коалiцiї. Також вводиться поняття загального домiнування.

Означення 2.2. Розподiл 𝑥 домiнує 𝑦, якщо iснує така коалiцiя 𝐾, для
якої розподiл 𝑥 домiнує 𝑦. Домiнування позначається наступним чином:
𝑥 ≻ 𝑦.

Наявнiсть домiнування означає, що з множини гравцiв 𝑁 знайдеться
коалiцiя, в якiй 𝑥 краще 𝑦. Домiнування не має повнiстю властивостi рефле-
ксивностi, симетричностi та тарнзитивностi. Спiввiдношення домiнування
може бути не за всiєю коалiцiєю. Тому не варто говорити про домiнування,
коли в коалiцiї один гравець або усi разом.

Домiнування iнварiантнi вiдносно стратегiчної еквiвалентностi. Запи-
шемо дану властивiсть у виглядi теореми: якщо 𝜐 та 𝜐1 – двi стратегiчнi
еквiвалентнi характеристичнi функцiї, причому роподiли 𝑥 та 𝑦 вiдповiд-
ають розподiлами 𝑥1 та 𝑦1, тодi з 𝑥 ≻ 𝑦 отримаємо 𝑥1 ≻ 𝑦1. Доведення
теореми можна знайти у

Очевидно, всi явища, якi можна описати через домiнування розподiлiв,
належать до класiв стратегiчної еквiвалентностi. Таким чином, достатньо
вивчати цi класи, а не самi iгри, для суттєвих iгор у їхнiй редукованiй формi
та для несуттєвих iгор з нульовою сумою. У будь-якiй несуттєвiй грi є лише
один розподiл, тому нiяких домiнувань немає.

2.4 𝐶 - ядро

Iснує багато варiантiв, що з’являються пiд час вивчення домiнування
розподiлiв кооперативної теорiї iгор. Чим бiльше гравцiв - тим бiльше
варiантiв. Варто зазначити, що особливу увагу придiляють досить стiйким
розподiлам, тобто таким розподiлам, якi не можуть домiнуватися нiякими
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iншими розподiлами. Множину досить стiйких розподiлiв в кооперативнiй
грi називають 𝐶− ядром. Наведемо теорему, яка дає ознаку приналежностi
до 𝐶− ядра.

Теорема 2.2. Для того щоб розподiл 𝑥 належав 𝐶− ядрy кооперативної
гри з характеристичною функцiєю 𝜐, необхiдною i достатньо, щоб для
будь-якої коалiцiї 𝐾 виконувалася нерiвнiсть

𝜐(𝐾) ≤
∑︁
𝑖∈𝐾

𝑥𝑖 (2.49)

З доведенням теореми можна ознайомитися у [9].

Нерiвнiсть (2.49) лiнiйне вiдносно 𝑥, то з теореми (2.2) випливає, що
𝐶− ядро в будь-якiй грi є опуклий багатогранником. Вiдзначемо деякi
особливостi кооперативних iгор щодо iснування 𝐶− ядра. У несуттєвiй грi
𝐶− ядро iснує i складається з єдиного розподiлу гри. У будь-якiй суттєвiй
грi з постiйною сумою 𝐶− ядро порожнє. Для загальної гри трьох гравцiв
у 0 - 1 редукованiй формi маємо наступне. Її характеристична функцiя має
вигляд:

𝜐(∅) = 𝜐(1) = 𝜐(2) = 𝜐(3) = 0, 𝜐(1,2,3) = 1,

𝜐(1,2) = 𝑐3, 𝜐(1,3) = 𝑐2, 𝜐(2,3) = 𝑐1,
(2.50)

де 0 ≤ 𝑐1 ≤ 1, 0 ≤ 𝑐2 ≤ 1, 0 ≤ 𝑐3 ≤ 1.

Для того, щоб розподлi 𝑥 належив 𝐶− ядрy необхiдно й достатньо
виконання наступних нерiвностей

𝑥1 + 𝑥2 ≥ 𝑐3, 𝑥1 + 𝑥3 ≥ 𝑐2, 𝑥2 + 𝑥3 ≥ 𝑐1 (2.51)

вбо, якщо використати 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1, отримаємо

𝑥3 ≤ 1− 𝑐3, 𝑥2 ≤ 1− 𝑐2, 𝑥1 ≤ 1− 𝑐1. (2.52)

Це означає, що точка 𝑥 має знаходитись ближче до 𝑖− ой вершини основного
трикутника, нiж пряма

𝜉𝑖 = 1− 𝑐𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3). (2.53)
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З нерiвностi (2.52), використавши додавання розподiлiв 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, отримаємо

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 ≤ 3− (𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3) (2.54)

або, взявши до уваги, що 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1, отрмаємо

𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3 ≤ 2. (2.55)

Нерiвнiсть (2.55) є необхiдною умовою iснування непустого 𝐶− ядра. Але,
якщо (2.55) виконується, то можна обрати такi невiд’ємнi 𝜀1, 𝜀2, 𝜀3, щоб

3∑︁
𝑖=1

(𝑐𝑖 + 𝜀𝑖) = 2, (2.56)

та узяти таi
𝑥𝑖 = 1− 𝑐𝑖 − 𝜀𝑖 (𝑖 = 1,2,3). (2.57)

Данi значення 𝑥𝑖 задовiльянють (2.52), тобто розподiл 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) нале-
жить 𝐶− ядру.

Геометрично непусте 𝐶− ядро є заштрихованим трикутником, сторони
якого - значення рiвнянь (2.53), якщо виконується спiввiдношення

𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3 = 1, (2.58)

та розв’язок будь-якої пари рiвнянь (2.57) є невiд’ємним. Наприклад, роз-
глянемо систему

𝜉1 = 1− 𝑐1, 𝜉2 = 1− 𝑐2. (2.59)

Оскiльки 0 ≤ 𝑐1 ≤ 1, 0 ≤ 𝑐2 ≤ 1, то 𝜉1 ≥ 0, 𝜉2 ≥ 0. Звiдси отримаємо

𝜉3 = 1− 𝜉1 − 𝜉2 = 1− (1− 𝑐1)− (1− 𝑐2) = 𝑐1 + 𝑐2 − 1. (2.60)

Щоб отримати 𝜉3 ≥ 0, необхiдно виконання умови

𝑐1 + 𝑐2 − 1 ≥ 0. (2.61)

В даному випадку 𝐶− ядро подано у виглядi заштрихованого трикутника
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всерединi основного трикутника. Аналогiчно розглядаються iншi можливi
варiанти поєднання нерiвностей. Наприклад, якщо 𝑐1 + 𝑐2 < 1, то 𝐶− ядро
має вигляд заштрихованого чотирикутника всерединi основного трикутника.

Перейдемо до розгляду питання визначення та знаходження розв’язку
кооперативних iгор. Очевидно, що розв’язки гри повиннi включати подi-
ли, якi є кращими з певного погляду. Так, подiли, що входять у 𝐶-ядро,
мають деяку стiйкiсть у пасивному сенсi, що означає вiдсутнiсть обґрун-
тованих причин вiдхилятися вiд такого розподiлу. Як рiшення гри можна
використовувати розподiли, проте бажано знайти той, який не лише не
домiнується iншими розподiлами, а й сам домiнує будь-який iнший розподiл.
Такий розподiл був би iдеальним для розв’язку гри. Однак в кооперативних
iграх не вдається знайти такий розподiл. Навiть за декiлька ослаблених
вимог не вдається визначити кращий розподiл. Тому в розв’язку гри шука-
ють шляхи розширення класу розподiлiв, де розв’язком гри буде не один,
а множина розподiлiв. Одним iз таких рiшень є розроблене Нейманом -
Моргенштерном.

2.5 Розв’язок кооперативної гри за Немайном
- Моргенштерном

Означення 2.3. Розв’язком кооперативної гри за Нейманом - Моргенштер-
ном називається така множина 𝑅 розподiлiв у нiй, що:

1. нiякi два розподiли з 𝑅 не домiнують один одного;

2. який би не був розподiл 𝑠, що не належить 𝑅, знайдеться розподiл
𝑟, що належить 𝑅, який домiнував би 𝑠.

Цей розв’язок, який ми позначимо як Н - М розв’язок, визначається
двома умовами: перша вiдображає внутрiшню стiйкiсть, а друга – зовнiшню.
Сутнiсть iнтерпретацiї Н - М розв’язку полягає в тому, що будь-якi двi
норми поведiнки, якi вiдповiдають Н - М розв’язку, не можуть бути про-
тиставленi одна однiй; навiть при будь-якому вiдхиленнi вiд припустимих
норм поведiнки iснує така коалiцiя, яка буде працювати на вiдновлення
норми. Варто зазначити, що мiж 𝐶− ядром та Н - М розв’язком iснує тiсний
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зв’язок, яки описаний у наступнiй теоремi.

Теорема 2.3. Якщо в кооперативнiй грi iснує 𝑐− ядро 𝐶 та Н - М розв’язок
𝑅, то 𝐶 ⊂ 𝑅.

Доведення. Якщо розподiл 𝑥 ∈ 𝐶, то вiн може бути домiнований
будь-яким iншим розподiлом. Якщо ж 𝑥 ∈𝑅, то вiн має бути домiнований
деяким розподiлом iз розв’язку. Тому, якщо 𝑥 ∈ 𝐶 , то 𝑥 ∈ 𝑅. Це й треба
було довести.

Розв’ язок Н - М має наступнi властивостi.

Розв’язок Н - М для кооперативної гри не може складатися лише
з одного подiлу через те, що у таких грах характеристична функцiя є
несуттєвою.

Iснують кооперативнi iгри, де взагалi вiдсутнє Н - М рiшення. На
сьогоднi немає вiдомих критерiїв, якi дозволяють визначити наявнiсть
Н - М розв’язку у конкретнiй кооперативнiй грi. Таким чином, принцип
оптимальностi, вбудований у Н - М розв’язок, не має унiверсальної реалiзацiї,
i його застосування залишається неоднозначним. Цей принцип не є повним,
оскiльки не здатний визначити єдину систему норм розподiлу виграшiв для
гравцiв. Деякi кооперативнi iгри можуть мати кiлька Н - М розв’язкiв.

Розв’язок за методом Неймана-Моргенштерна само по собi не надає
визначення переможцiв у грi. Цi характеристики свiдчать про те, що Н - М
розв’язок має свої особливостi, якi слiд враховувати в контекстi конфлiктних
ситуацiй. Наприклад, у реальних конфлiктних економiчних ситуацiях може
iснувати множмна рiзних розв’язкiв, якi неможливо чiтко та повнiстю
порiвняти за перевагами. Отже, Н - М розв’язок може надати корисну
iнформацiю для фахiвцiв, якi приймають рiшення в таких ситуацiях.

2.6 Вектор Шеплi

У зв’язку з тим, що наразi не iснує загальної теореми про iснування
рiшень у теорiї iгор, математики звернули увагу на iншi концепцiї рiшень.
Однiєю з таких концепцiй є вектор значень гри, який вперше ввiв Шеплi.



28

Вiн пiдiйшов до свого визначення значення гри, базуючись на аксiоматичних
принципах. Дамо кiлька визначень.

Означення 2.4. Носiєм гри pхарактеристичною функцiєю 𝜐 називається
така коалiцiя 𝑇 , що 𝜐(𝑆) = 𝜐(𝑆 ∩ 𝑇 ) для будь-якої коалiцiї 𝑆.

Змiст коалiцiї 𝑇 полягає в тому, що будь-який гравець, який не входить
до складу 𝑇 , є нейтральним, i вiн не може мати впливу на жодну коалiцiю.
Такий гравець не має жодного внеску до спiльних зусиль та розподiлу
коштiв.

Означення 2.5. Нехай 𝜐 – характеристична функцiя кооперативної гри 𝑛

гравцiв, 𝜋 – будь-яка перестановка множини 𝑁 гравцiв. Через 𝜋𝜐 позначимо
характеристичну функцiю 𝑢 такої гри, що для коалiцiї 𝑆 = {𝑖1, 𝑖2, ..., 𝑖𝑠}
буде

𝑢({𝜋(𝑖1), 𝜋(𝑖2),...,𝜋(𝑖𝑠)}) = 𝜐(𝑆). (2.62)

Змiстовна характеристика функцiї 𝜋𝜐 полягає в тому, що якщо в
грi з характеристичною функцiєю 𝜐 помiняти мiсцями гравцiв згiдно з
перестановкою 𝜋, то отримаємо гру з характеристичною функцiєю 𝜋𝜐.

Означення 2.6. Вектором цiн гри з характеристикою функцiєю 𝜐 нази-
вається 𝑛−мiрний вектор 𝜑(𝜐) = (𝜑1(𝜐), 𝜑2(𝜐),..., 𝜑𝑛(𝜐)), що задовольняє
наступним аксiомам Шеплi.

А1. Аксiома ефективностi. Якщо 𝑆 – будь-який носiй гри з характе-
ристичною функцiєю 𝜐, то ∑︁

𝑖∈𝑆

𝜑𝑖(𝜐) = 𝜐(𝑆). (2.63)

А2. Аксiома симетрiї. Для будь-якої перестановки 𝜋 та 𝑖 ∈ 𝑁 повинно
бути

𝜑𝜋(𝑖)(𝜋𝜐) = 𝜑𝑖(𝜐), (2.64)

тобто гравцi, якi однаково входять в гру, повиннi за справедливiастю отри-
мувати однаковi виграшi.
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А3. Аксiома агрегацiї. Якщо є двi гри з характеристичними функцiями
𝜐 та 𝑢, то

𝜑𝑖(𝑢+ 𝜐) = 𝜑𝑖(𝑢) + 𝜑𝑖(𝜐), (2.65)

тобто заради справедливостi треба вважати, що за участю гравцiв у двох
iграх їх виграшi в окремих iграх мають додаватися. Вектор, що задовольняє
аксiомам A1 - A3 називається вектором Шеплi.

Iснування такого вектора випливає з наступної теореми.

Теорема 2.4. Iснує єдина функцiя 𝜑, що визначена для всiх iгор i задо-
вольняє аксiомам A1 - A3.

Для доведення цiєї теореми потрiбнi наступнi визначення та леми.

Означення 2.7. Характеристична функцiя 𝑤𝑠(𝑇 ), що визначена для будь-
якої коалiцiї 𝑆, називається найпростiшою, якщо

𝑤𝑠(𝑇 ) =

{︃
1 при 𝑆 ⊂ 𝑇,

0 при 𝑆 ⊈ 𝑇.
(2.66)

Змiстовно найпростiша харакеристична функцiя описує такий стан справ,
при якому множмна гравцiв 𝑆 виграє одиницю тодi i тiльки тодi, коли вона
мiстить деяку основну мiнiмальну виграшну коалiцiю 𝑆.

Лема 2.1. Для будь-якої коалiцiї 𝑆 з числом гравцiв 𝑠

𝜑𝑠(𝑤𝑠) =

⎧⎨⎩
1

𝑠
при 𝑖 ∈ 𝑆,

0 при 𝑖 /∈ 𝑆.
(2.67)

Доведення. Очевидно, 𝑆 є носiєм гри з характеристичною функцiєю 𝑤𝑠 ,
тодi за аксiомою А1 маємо ∑︁

𝑖∈𝑇

𝜑𝑖(𝑤𝑠) = 1, (2.68)

де 𝑇 ⊃ 𝑆 . Оскiльки може бути 𝑇 = 𝑆, то

𝜑𝑖(𝑤𝑠) = 0, 𝑖 /∈ 𝑆. (2.69)
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Якщо 𝜋 - будь-яка перестановка, що вiдображає 𝑆 на себе, то 𝜋𝑤𝑠 = 𝑤𝑠

та за аксiомою А2 для будь-яких 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆 буде 𝜑𝑖(𝑤𝑠) = 𝜑𝑖(𝑤𝑠), тобто усi
𝜑𝑖(𝑤𝑠) однаковi, їхня кiлькiсть 𝑠 . Крiм того, їхня сума дорiвнює 1. Тому
𝜑𝑖(𝑤𝑠) =

1
𝑠 , якщо 𝑖 ∈ 𝑆.

З цiєї теореми маємо наслiдок: якщо 𝑐 > 0, то

𝜑𝑖(𝑐𝑤𝑠) =

⎧⎨⎩
𝑐

𝑠
при 𝑖 ∈ 𝑆,

0 при 𝑖 /∈ 𝑆.
(2.70)

Лема 2.2. Якщо 𝜐 – характеристична функцiя кооперативної гри, то
для 𝑆 ⊂ 𝑁 iснує 2𝑛 − 1 таких дiйсних чисел 𝑐𝑠, що

𝜐 =
∑︁
𝑆⊂𝑁

𝑐𝑠𝑤𝑠, (2.71)

де 𝑤𝑠 – найпростiша характеристична функцiя. Доведення. Нехай

𝑐𝑠 =
∑︁
𝑇⊂𝑆

(−1)𝑠−𝑡𝜐(𝑇 ), (2.72)

де 𝑡 – число елементiв у 𝑇 . Нехай 𝑈 – будь-яка коалiцiя, тодi∑︁
𝑆⊂𝑁

𝑐𝑠𝑤𝑠(𝑈) =
∑︁
𝑆⊂𝑈

𝑐𝑠 =
∑︁
𝑆⊂𝑈

(
∑︁
𝑇⊂𝑆

((−1))𝑠−𝑡𝜐(𝑇 )) =
∑︁
𝑇⊂𝑈

∑︁
𝑆⊂𝑈
𝑆⊃𝑇

(−1)𝑠−𝑡𝜐(𝑇 )

(2.73)
Дляк кожного 𝑠 мiж 𝑡 та 𝑢 маємо 𝐶𝑢−𝑠

𝑢−𝑡 таких множин 𝑆 з 𝑠−елементами,
що 𝑇 ⊂ 𝑆 ⊂ 𝑈 . Вiдповiдно,

∑︁
𝑆⊂𝑈
𝑆⊃𝑇

(−1)𝑠−𝑡 =
𝑢∑︁

𝑠=𝑡

𝐶𝑢−𝑠
𝑢−𝑡 (−1)𝑠−𝑡, (2.74)

що є бiномiнальним розкладом (1− 𝑡)𝑢−𝑡. Вiдповiдно, для усiх 𝑡 < 𝑢 воно
дорiвнює 0, a для 𝑡 = 𝑢 воно дорiвнює 1. Тому для усiх 𝑈 ⊂ 𝑁 маємо:∑︁

𝑠⊂𝑈

𝑐𝑠𝑤𝑠(𝑈) = 𝜐(𝑈), (2.75)
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що й треба було довести.

Тепер доведемо теорему (2.4). Лема (2.2) має наступний змiст: хара-
ктеристична функцiя будь-якої коалiцiоної гри може бути представлена у
виглядi лiнiйної комбiнацiї найпростiших. На пiдставi леми (2.1) для iгор з
найпростiшими функцiями функцiя 𝜑 єдина. Деякi з коефiцiєнтiв 𝑐𝑠 вiд’ємнi;
хоча з аксiоми А3 випливає, що 𝜑(𝑢− 𝜐) = 𝜑(𝑢)− 𝜑(𝜐) та функцiя 𝜑 визна-
чається єдиним чином. Тепер для функцiї 𝜑 отримаємо явне представлення.
На пiдставi рiвностi

𝜐 =
∑︁
𝑆⊂𝑁

𝑐𝑠𝑤𝑠, (2.76)

аксiоми А3 та леми (2.1), (2.2) можна записати

𝜑𝑖(𝜐) =
∑︁
𝑆⊂𝑁

𝑐𝑠𝜑𝑖(𝑤𝑠) =
∑︁
𝑆⊂𝑁
𝑖∈𝑆

𝑐𝑠
𝑠
, (2.77)

де
𝑐𝑠 =

∑︁
𝑇⊂𝑆

(−1)𝑠−𝑡𝜐(𝑇 ). (2.78)

Тому

𝜑𝑖(𝜐) =
∑︁
𝑆⊂𝑁
𝑖∈𝑆

1

𝑠

∑︁
𝑇⊂𝑆

(−1)𝑠−𝑡𝜐(𝑇 ) =
∑︁
𝑇⊂𝑁

∑︁
𝑆⊂𝑁

𝑇∪{𝑖}⊂𝑆

1

𝑠
(−1)𝑠−𝑡𝜐(𝑇 ). (2.79)

Нехай
𝛾𝑖(𝑇 ) =

∑︁
𝑆⊂𝑁

𝑇∪{𝑖}⊂𝑆

1

𝑠
(−1)𝑠−𝑡. (2.80)

З останньої рiвностi вiдомо, що 𝑖 /∈ 𝑇 1 та 𝑇 = 𝑇 1 ∪ {𝑖}, то

𝛾𝑖(𝑇
1) = −𝛾𝑖(𝑇 ), (2.81)

оскiльки усi члени правої 𝛾𝑖(𝑇 ) частини для будуть в обох випадках
однаковi, за виключенням, 𝑡 = 𝑡1 + 1 та будуть вiдрiзнятися лише знаком.
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Тому
𝜑(𝜐) =

∑︁
𝑆⊂𝑁
𝑖∈𝑇

𝛾𝑖(𝑇 )[𝜐(𝑇 )− 𝜐(𝑇∖{𝑖})]. (2.82)

Якщо 𝑖 ∈ 𝑇 , то маємо 𝐶𝑠−𝑡
𝑛−𝑡 таких коалiцiй 𝑆 з 𝑠− елементами, що 𝑇 ⊂ 𝑆,

тому

𝛾𝑖(𝑇 ) =
𝑛∑︁

𝑠=𝑡

1

𝑠
(−1)𝑠−𝑡𝐶𝑠−𝑡

𝑛−𝑡 =
∑︁
𝑠=𝑡𝑛

(−1)𝑠−𝑡𝐶𝑠−𝑡
𝑛−𝑡

∫︁ 1

0

𝑥𝑠−1𝑑𝑥 =

=

∫︁ 1

0

𝑥𝑡−1
𝑛∑︁

𝑠=𝑡

(−1)𝑠−𝑡𝐶𝑠−𝑡
𝑛−𝑡𝑥

𝑠−𝑡𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0

𝑥𝑡−1(1− 𝑥)𝑛−𝑡𝑑𝑥 =
(𝑡− 1)!(𝑛− 𝑡)!

𝑛!

(2.83)

Тепер компоненти вектора Шеплi можна записати у явному виглядi

𝜑𝑖(𝜐) =
∑︁
𝑇⊂𝑁
𝑖∈𝑇

(𝑡− 1)!(𝑛− 𝑡)!

𝑛!
[𝜐(𝑇 )− 𝜐(𝑇∖{𝑖})]. (2.84)

Тепер можна стверджувати, що отримане значення для задовiльняє усiм
аксiомам Шеплi та

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖(𝑇 ) = 1, (2.85)

тому
𝜑(𝜐) ≥ 𝜐({𝑖}), (2.86)

та, вiдповiдно, 𝜑(𝜐) є розподiлом.

Вектор Шеплi змiстовно можна характеризувати наступним чином:
величина, яку вносить 𝑖− гравець у коалiцiю 𝑇 , виражається як 𝜐(𝑇 ) −
𝜐(𝑇∖{𝑖}) i вважається виграшем 𝑖−го гравця;𝛾𝑖(𝑇 ) – ймовiрнiсть того, що
𝑖−ий гравець увiйде в коалiцiю 𝑇∖{𝑖}; 𝜑𝑖(𝜐) – середнiй вигращ 𝑖−го гравця
у такiй схемi iнтерпретацiї. У тому випадку, коли 𝜐 – найпростiша,

𝜐(𝑇 )− 𝜐(𝑇∖{𝑖}) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 , якщо виграюча коалiцiя - це 𝑇,

0 , якщо виграюча коалiцiя - це 𝑇,

програюча коалiцiя - це 𝑇∖{𝑖}.

(2.87)
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Вiдповiдно,

𝜑𝑖(𝜐) =
∑︁
𝑇

𝛾𝑖(𝑇 ) =
∑︁
𝑇

(𝑡− 1)!(𝑛− 𝑡)!

𝑛!
, (2.88)

де додавання по 𝑇 поширюється на всi такi коалiцiї 𝑇 , що виграють, а
коалiцiя 𝑇∖{𝑖} не є виграючою.
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РОЗДIЛ 3

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI КООПЕРАТИВНI IГРИ

3.1 Визначення та особливостi

Розглянемо загальну диференцiйну гру Γ(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) для 𝑛 осiб iз
рiвнянням руху

𝑥′(𝑠) = 𝑓 [𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑢1(𝑠), 𝑢2(𝑠), ..., 𝑢𝑛(𝑠)] 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, (3.1)

Виграш гравця 𝑖 визначається так:∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑔𝑖[𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑢1(𝑠), 𝑢2(𝑠), . . . , 𝑢𝑛(𝑠)] 𝑑𝑠+ 𝑞𝑖(𝑥(𝑇 )),

𝑖 ∈ 𝑁 = {1, 2, . . . , 𝑛},
(3.2)

де 𝑥(𝑠) ∈ 𝑋 ⊂ 𝑅𝑚 — позицiйна змiнна iгри та 𝑢𝑖 ∈ 𝑈 𝑖 — керування гравця
𝑖 ∈ 𝑁 . Виграшi гравцiв передбачаються трансферабельними. Позицiйна
рiвновага може бути побудована у припущеннi, що гравцi у грi не кооперу-
ються.

А тепер розглянемо випадок, коли гравцi погодилися на кооперацiю.
Позначимо через Γ𝑐(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) кооперативну гру з iгровою структурою гри
Γ(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0), у якiй гравцi погодилися дiяти вiдповiдно до деякого заздале-
гiдь визначеного принципу оптимальностi. Угода про те, як кооперуватися
i як подiлити виграш, що вийшов у результатi кооперацiї, становить змiст
принципу оптимальностi в кооперативнiй грi.

Таким чином, принцип оптимальностi в кооперативнiй грi Γ𝑐(𝑥0, 𝑇−𝑡0)

складається з:

1) угоди про множину кооперативних стратегiй (управлiнь),

2) механiзм розподiлу загального виграшу мiж гравцями.

Принцип оптимальностi повинен зберiгати свою ефективнiсть вздовж
кооперативної траєкторiї {𝑥*𝑠}𝑇𝑠=𝑡0

. Бiльше того, групова рацiональнiсть ви-
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магає, щоб гравцi орiєнтувалися на множину стратегiй (управлiнь), що
дають оптимальне рiшення щодо Парето. На додаток до цього принцип
розподiлу виграшу повинен задовольняти властивостi iндивiдуальної рацiо-
нальностi в тому сенсi, що жоден з гравцiв не повинен погiршити свiй стан
у результатi кооперацiї.

Для виконання властивостi групової рацiональностi у разi трансфера-
бельних виграшiв гравцi повиннi прагнути максимiзацiї сумарного виграшу
за умови

𝑁∑︁
𝑗=1

{︂∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑔𝑖[𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑢1(𝑠), 𝑢2(𝑠), ..., 𝑢𝑛(𝑠)]𝑑𝑠+ 𝑞𝑖(𝑥(𝑇 ))

}︂
, (3.3)

при умовi (3.1).

Використовуючи принцип максимуму, множина оптимальних управ-
лiнь 𝑢*(𝑠) = [𝑢*1(𝑠), 𝑢

*
2(𝑠),...,𝑢

𝑛
𝑛(𝑠)]. Пiдставляючи цей набiр оптимальних

управлiнь (3.1) отримуємо оптимальну траєкторiю {𝑥*(𝑡)}𝑇𝑡=𝑡0
, де

𝑥*(𝑡) = 𝑥0 +

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑓 [𝑠,𝑥*(𝑠)𝑢*(𝑠)]𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]. (3.4)

Як i ранiше ми використовуватимемо як позначення 𝑥*(𝑡), так i позначення
𝑥*𝑡 .

Позначимо величину

𝑛∑︁
𝑗=1

{︂∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑓 [𝑠,𝑥*(𝑠)𝑢*(𝑠)]𝑑𝑠+ 𝑞𝑖(𝑥*(𝑇 ))

}︂
. (3.5)

через 𝜐(𝑁 ;𝑥0,𝑇 − 𝑡0). Нехай 𝑆 ⊆ 𝑁, i 𝜐(𝑆;𝑥0,𝑇 − 𝑡0) — характе-
ристична функцiя, що вiдображає максимальний гарантований виграш
коалiцiї 𝑆. Величина 𝜐(𝑆;𝑥0,𝑇 − 𝑡0) означає максимальний виграш коалiцiї
𝑆 у випадку, коли гравцi, що залишилися з коалiцiї 𝑁∖𝑆 грають проти
𝑆. Використовуючи суперадитивнiсть характеристичної функцiї, отриму-
ємо 𝜐(𝑆;𝑥0,𝑇 − 𝑡0) ≥ 𝜐(𝑆 ′;𝑥0,𝑇 − 𝑡0), якщо 𝑆 ′ ⊂ 𝑆 ⊆ 𝑁 . Тому гравцям
вигiдно створювати максимальну коалiцiю 𝑁 для отримання максимально
можливого сумарного виграшу 𝜐(𝑁 ;𝑥0,𝑇 − 𝑡0) у цiй грi.
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3.2 Розподiли в динамiцi

В динамiцi у гравцiв виникає природне питання про те, як змiнюються
цi розподiли в ходi розвитку гри по кооперативнiй траєкторiї. Звернемо
увагу на динамiку розподiлiв, якi пiдпорядкованi певним принципам опти-
мальностi.

Далi будемо використовувати символ Γ𝜐(𝑥0,𝑇 − 𝑡0) для позначення
кооперативної диференцiальної гри у формi характеристичної функцiї.

Нехай у грi Γ𝜐(𝑥0,𝑇 − 𝑡0) обрано певний принцип оптимальностi. Цей
принцип оптимальностi, застосований до гри з початкових станiв 𝑥(𝑡0) =

𝑥0, 𝑡 = 𝑡0, визначає деяке пiдмножина множини розподiлiв 𝑊𝜐(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) ⊆
𝐸𝜐(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) та оптимальну траєкторiю {𝑥*(𝑡)}𝑇𝑡=𝑡0

, що максимiзує

𝑁∑︁
𝑗=1

{︂∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑔𝑖[𝑠, 𝑥*(𝑠), 𝑢*(𝑠)]𝑑𝑠+ 𝑞𝑖(𝑥*(𝑇 ))

}︂
. (3.6)

Припускаємо також, що 𝑊𝜐(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) = ∅.

Означення 3.1. Будь-яка траєкторiя {𝑥*(𝑡)}𝑇𝑡=𝑡0
системи (3.1), для якої

має мiсце

𝑁∑︁
𝑗=1

{︂∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑔𝑖[𝑠, 𝑥*(𝑠), 𝑢*(𝑠)]𝑑𝑠+ 𝑞𝑖(𝑥*(𝑇 ))

}︂
= 𝜐(𝑁 ;𝑥0, 𝑇 − 𝑡0), (3.7)

називається оптимальною траєкторiєю гри Γ𝜐(𝑥0,𝑇 − 𝑡0) або оптимальною
кооперативною траєкторiєю.

З визначення випливає, що уздовж оптимальної траєкторiї гравцi
одержують максимальний сумарний виграш. Припустимо, що така траєкто-
рiя iснує. Розглянемо поведiнку множини 𝑊𝜐(𝑥0, 𝑇−𝑡0) вздовж оптимальної
траєкторiї {𝑥*(𝑡)}𝑇𝑡=𝑡0

. Для кожного поточного стану 𝑥*(𝑡) ≡ 𝑥*𝑡 на опти-
мальнiй траєкторiї поточна пiдгра Γ𝜐(𝑥

*
𝑡 ,𝑇 − 𝑡) визначається наступним
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чином. У момент часу t та станi 𝑥*(𝑡) визначимо характеристичну функцiю

𝑣(𝑆;𝑥*𝑡 , 𝑇 − 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, якщо 𝑆 = ∅,

ValΓ𝑆(𝑥
*
𝑡 , 𝑇 − 𝑡), якщо 𝑆 ⊂ 𝑁,

𝐾𝑁(𝑥
*(𝑡), 𝑢*(·), 𝑇 − 𝑡), якщо 𝑆 = 𝑁.

(3.8)

де

𝐾𝑁(𝑥*𝑡 , 𝑢
*(·), 𝑇 − 𝑡) =

𝑛∑︁
𝑗=1

{︂∫︁ 𝑇

𝑡

𝑔𝑗[𝑠, 𝑥
*(𝑠), 𝑢*(𝑠)] 𝑑𝑠+ 𝑞𝑗(𝑥

*(𝑇 ))

}︂
(3.9)

представляє собою загальний виграш гравцiв на промiжку часу [𝑡, 𝑇 ] вздовж
оптимальної траєкторiї {𝑥*(𝑠)}𝑇𝑠=𝑡, а також 𝑉 𝑎𝑙 Γ𝑆(𝑥

*
𝑡 , 𝑇 − 𝑡) — значення

антагонiстичної гри Γ𝑆(𝑥
*
𝑡 , 𝑇 − 𝑡) мiж коалiцiями 𝑆 та 𝑁 ∖𝑆 вiд початкового

стану 𝑥*𝑡 ≡ 𝑥*𝑡 тривалiстю 𝑇 − 𝑡, де коалiцiя 𝑆 максимiзує виграш. Множина
роздiлiв у грi Γ𝑣(𝑥

*
𝑡 , 𝑇 − 𝑡) має вигляд

𝐸𝑣(𝑥
*
𝑡 , 𝑇 − 𝑡) =

{︂
𝜉 ∈ R𝑛 | 𝜉𝑖 ≥ 𝑣({𝑖};𝑥*𝑡 , 𝑇 − 𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛;∑︁
𝑖∈𝑁

𝜉𝑖 = 𝑣(𝑁 ;𝑥*𝑡 , 𝑇 − 𝑡)

}︂ (3.10)

де

𝑣(𝑁 ;𝑥*𝑡 , 𝑇 − 𝑡) = 𝑣(𝑁 ;𝑥0, 𝑇 − 𝑡0)−

−
𝑛∑︁

𝑗=1

{︂∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑔𝑗[𝑠, 𝑥
*(𝑠), 𝑢*(𝑠)]𝑑𝑠+ 𝑞𝑗(𝑥

*(𝑇 ))

}︂
.

(3.11)

Величина
∑︀𝑛

𝑗=1

{︁∫︀ 𝑡

𝑡0
𝑔𝑗[𝑠, 𝑥

*(𝑠), 𝑢*(𝑠)]𝑑𝑠+ 𝑞𝑗(𝑥
*(𝑇 ))

}︁
представляє со-

бою кооперативний виграш гравцiв на промiжку часу [𝑡0, 𝑡] вздовж трае-
кторiї {𝑥*(𝑠)}𝑇𝑠=𝑡0

.

Розглянемо сiмейство поточних iгор {Γ𝑣(𝑥
*
𝑡 , 𝑇 − 𝑡), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} та

їх рiшень 𝑊𝑣(𝑥
*
𝑡 , 𝑇 − 𝑡) ⊂ 𝐸𝑣(𝑥

*
𝑡 , 𝑇 − 𝑡), породжених тим же принципом

оптимальностi, який визначав рiшення 𝑊𝑣(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) в початковий момент.

Лема 3.1. Множина 𝑊𝑣(𝑥
*
𝑇 , 0) є рiшенням поточної гри Γ𝑣(𝑥

*
𝑇 , 0) у мо-
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мент 𝑇 i складається з єдиного розподiлу

𝑞(𝑥*(𝑇 )) = {𝑞1(𝑥*(𝑇 )), 𝑞2(𝑥*(𝑇 )),..., 𝑞𝑛(𝑥*(𝑇 ))} =

= {𝑞1(𝑥*𝑇 ), 𝑞2(𝑥*𝑇 ),..., 𝑞𝑛(𝑥*𝑇 )}
(3.12)

Доведення. Оскiльки гра Γ𝑣(𝑥
*
𝑇 , 0) має нульову тривалiсть, для всiх

𝑖 ∈ 𝑁 має мiсце 𝑣({𝑖};𝑥*𝑇 , 0) = 𝑞𝑖(𝑥
*
𝑇 ). Таким чином,∑︁

𝑖∈𝑁

𝑣({𝑖};𝑥*𝑇 , 0) =
∑︁
𝑖∈𝑁

𝑞𝑖(𝑥
*
𝑇 ) = 𝑣(𝑁 ;𝑥*𝑇 , 0),

i характеристична функцiя гри Γ𝑣(𝑥
*
𝑇 , 0) адитивна по 𝑆. Тодi, згiдно з

теоремою розподiлу гри (7.2.1) маємо

𝐸𝑣(𝑥
*
𝑇 , 0) = 𝑞(𝑥*𝑇 ) = 𝑊𝑣(𝑥

*
𝑇 , 0), (3.13)

теорема доведена.

3.3 Принцип динамiчної стiйкостi

Створення оптимальної поведiнки гравцiв є ключовим елементом тео-
рiї кооперативних iгор. Поведiнка гравцiв, яка вiдповiдає певному принципу
оптимальностi, формує рiшення гри. Iншими словами, рiшення коопера-
тивних iгор виникають зi здiйснення цiлої низки принципiв оптимальностi
(наприклад, вектор Шеплi [11], рiшення Неймана-Моргенштерна [8], арбiтра-
жне рiшення Неша [7]). У динамiчних iграх також повинно виконуватися ще
одне важливе вимога: обраний принцип оптимальностi повинен генерувати
те ж саме рiшення в будь-якiй пiдiгрi, що виникає вздовж оптимальної тра-
єкторiї, вибраної гравцями в початковий момент гри. Це вимога вiдома як
динамiчна стiйкiсть або часова консистентнiсть. Припустимо, що на початку
гри гравцi обрали певний принцип оптимальностi (який включає у себе
угоду щодо вибору траєкторiї, що максимiзує загальний виграш гравцiв).
Коли гра розвивається вздовж оптимальної траєкторiї, може виявитися,
що обраний принцип оптимальностi або породжує порожнiй набiр рiшень,
або рiшення, вiдмiнне вiд того, яке йому вiдповiдало на початку гри. У



39

такому випадку деякi гравцi можуть вважати бiльш вигiдним вiдхилитися
вiд кооперативної траєкторiї (траєкторiї, яка максимiзує загальний виграш
гравцiв), обраної ними на початку гри. Якщо це вiдбувається, це призводить
до нестiйкостi процесу i, як наслiдок, до невиконання початково обраного
рiшення про кооперацiю. Зокрема, динамiчна стiйкiсть (часова консистен-
тнiсть) принципу оптимальностi означає, що коли гра розвивається вздовж
кооперативної траєкторiї, гравцi, керуючись тим самим принципом опти-
мальностi, дотримуються тим же рiшенням в кожний момент часу i, отже, не
мають пiдстав вiдмовлятися вiд принципу оптимальностi, обраного ними на
початку гри, i, таким чином, не мають пiдстав вiдмовлятися вiд кооперацiї.

3.4 Динамiчно стiйкi розв’язки

Нехай маємо розв’язки пiдгри 𝑊𝜐(𝑥
*
𝑡 , 𝑇 − 𝑡) ̸= ∅, 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 вздовж

оптимальної кооперативної траєкторiї (яка максимiзує загальний виграш
гравцiв) 𝑥(𝑡)𝑡0𝑇 . Якщо умова наявностi рiшень не виконана, то гравцi не мо-
жуть слiдувати обраному принципу оптимальностi, оскiльки вже в перший
момент часу 𝑡, коли 𝑊𝑣(𝑥

*
𝑡 , 𝑇 − 𝑡) = ∅, гравцi не матимуть можливостi

обрати рiшення, що вiдповiдає початковому принципу оптимальностi. При-
пустимо, що в початковому станi 𝑥0 гравцi згодились на вибiр роздiлу

𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) = [𝜉1(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0), . . . , 𝜉𝑛(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0)] ∈ 𝑊𝜐(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0). (3.14)

Це означає, що гравцi домовились про такий розподiл загального виграшу,
при якому виграш i-го гравця на промiжку часу [𝑡0, 𝑇 ] становить 𝜉𝑖(𝑥0, 𝑇−𝑡0).
Якщо вiдповiдно до цього розподiлу гравець i повинен отримати виграш
𝜛𝑖[𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0);𝑥

*(𝑡), 𝑡 − 𝑡0] на вiдрiзку часу [𝑡0, 𝑡], то на залишковому
промiжку [𝑡, 𝑇 ] йому слiд отримати виграш, вiдповiдний розподiлу 𝜉(𝑥0, 𝑇 −
𝑡0)

𝜂𝑖[𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑇 − 𝑡] = 𝜉𝑖(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0)−𝜛𝑖[𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0);𝑥

*(𝑡), 𝑡− 𝑡0].

(3.15)
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Означення 3.2. Нехай 𝜂[𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑇 − 𝑡] вектор з компонентами

𝜂𝑖[𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑇 − 𝑡], 𝑖 ∈ {1, 2, ..., 𝑛} (3.16)

i тодi 𝜂[𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑇 − 𝑡] буде справжнiм рiшенням поточної пiдiгри

Γ𝑣(𝑥
*
𝑡 , 𝑇 − 𝑡). Якщо це умова виконується в кожний момент часу 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]

вздовж траєкторiї {𝑥*(𝑡)}𝑇𝑡=𝑡0
, то розподiл 𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) є динамiчно стiйким.

Вдоль траекторiї 𝑥*(𝑡) на промiжку часу [𝑡, 𝑇 ], 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 , коалiцiя,
яка складається з усiх гравцiв 𝑁 , отримує виграш

𝜐(𝑁 ;𝑥*(𝑡), 𝑇 − 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑗=1

{︂∫︁ 𝑇

𝑡

𝑔𝑗[𝑠, 𝑥
*(𝑠), 𝑢*(𝑠)] 𝑑𝑠+ 𝑞𝑗(𝑥

*(𝑇 ))

}︂
(3.17)

Тодi рiзниця

𝜐(𝑁 ;𝑥0, 𝑇 − 𝑡0)− 𝑣(𝑁 ;𝑥*(𝑡), 𝑇 − 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑗=1

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑔𝑗[𝑠, 𝑥
*(𝑠), 𝑢*(𝑠)] 𝑑𝑠 (3.18)

виграш коалiцiї 𝑁 на промiжку [𝑡0, 𝑡].

Динамiчна стiйкiсть (часова послiдовнiсть) розподiлу 𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0)

гарантує, що принцип оптимальностi, який породив цей розподiл, застосо-
ваний до початкових умов на оптимальнiй траєкторiї в бiльш пiзнi моменти
часу, призводить до розподiлу аналогiчної структури. Крiм того, зберiга-
ється групова та iндивiдуальна рацiональнiсть рiшення. Для виконання
цього умови необхiдно ввести певний механiзм реалiзацiї розподiлу в часi
(механiзм часових виплат).

3.5 Процедура розподiлу виграшу

Ми визначимо процедуру розподiлу виграшу (ПРВ),таким чином,
щоб вибраний спочатку принцип оптимальностi можна було фактично
реалiзувати в грi. Припустимо, що виграш, отриманий гравцем i на iнтервалi
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часу [𝑡0, 𝑡], може бути представлений у виглядi

𝜛𝑖[𝜉(𝑥0(·), 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(·), 𝑡− 𝑡0] =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐵𝑖(𝑠) 𝑑𝑠, (3.19)

де
𝐵𝑗(𝑠) =

∑︁
𝑗∈𝑁

𝑔𝑗[𝑠, 𝑥
*(𝑠), 𝑢*(𝑠)], 𝑡0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇. (3.20)

Тодi з (3.19) отримаємо
𝑑𝜔𝑖

𝑑𝑡
= 𝐵𝑖(𝑡). (3.21)

Ця величина може бути iнтерпретована як миттєвий виграш гравця 𝑖 у
момент часу 𝑡. Очевидно, що вектор 𝐵(𝑡) = [𝐵1(𝑡), 𝐵2(𝑡), ..., 𝐵𝑛(𝑡)] визначає
розподiл загального миттєвого виграшу мiж гравцями коалiцiї 𝑁 . Пра-
вильним вибором функцiй 𝐵(𝑡) можна досягти того, щоб гравцi не були
зацiкавленi в моменти часу 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] вiдхилятися вiд початкової угоди про
розподiл 𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0).

Означення 3.3. Розподiл 𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) ∈ 𝑊𝑣(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) динамiчно стiйкий
(часово стiйкий) в грi Γ𝑣(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0), якщо виконанi наступнi умови:

iснує оптимальна траекторiя {𝑥*(𝑡)}𝑇𝑡=𝑡0
, вздовж якої 𝑊𝑣(𝑥

*(𝑡), 𝑇−𝑡) ̸=
∅, 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 ;

iснують функцiї 𝐵(𝑡) = [𝐵1(𝑡), 𝐵2(𝑡), ..., 𝐵𝑛(𝑡)], iнтегрованi на вiдрiзку
[𝑡0, 𝑇 ], такi, що∑︁

𝑗∈𝑁

𝐵𝑗(𝑡) =
∑︁
𝑗∈𝑁

𝑔𝑗[𝑡, 𝑥
*(𝑡), 𝑢*(𝑡)], 𝑡0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (3.22)

𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) ∈
⋂︁

𝑡0≤𝑡≤𝑇

(𝜛[𝜉(𝑥0(·), 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑡− 𝑡0]⊕𝑊𝑣(𝑥

*(𝑡), 𝑇 − 𝑡)) ,

(3.23)
де вектор 𝜛[𝜉(𝑥0(·), 𝑇 − 𝑡0);𝑥

*(𝑡), 𝑡 − 𝑡0] з компонентами 𝜛𝑖[𝜉(𝑥0(·), 𝑇 −
𝑡0);𝑥

*(𝑡), 𝑡−𝑡0], 𝑖 ∈ 𝑁 ; 𝑊𝑣(𝑥
*(𝑡), 𝑇−𝑡) — рiшення поточної пiдгри Γ𝑣(𝑥

*(𝑡), 𝑇−
𝑡) вздовж оптимальної траєкторiї, а оператор ⊕ позначає наступне: для
𝜂 ∈ R𝑛 i 𝐴 ⊂ R𝑛, 𝜂 ⊕ 𝐴 = {𝜂 + 𝑎|𝑎 ∈ 𝐴}.

Ми будемо говорити, що кооперативна диференцiальна гра Γ𝑣(𝑥0, 𝑇 −
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𝑡0) має динамiчно стiйке (збережене в часi) рiшення 𝑊𝑣(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0), якщо всi
розподiли 𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) ∈ 𝑊𝑣(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) є динамiчно стiйкими (збереженими
в часi).

З визначення (3.3) отримуємо

𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) ∈ (𝜛[𝜉(𝑥0(·), 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑇 − 𝑡0]⊕𝑊𝑣(𝑥

*(𝑇 ), 0)), (3.24)

де 𝑊𝑣(𝑥
*(𝑇 ), 0) = 𝑞(𝑥*(𝑇 )) — розв’язок гри Γ𝑣(𝑥

*(𝑇 ), 0). Таким чином,
можна записати

𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) =

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝐵(𝑠) 𝑑𝑠+ 𝑞(𝑥*(𝑇 )) (3.25)

Динамiчно стiйкий розподiл 𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) ∈ 𝑊𝑣(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) може бути реа-
лiзований наступним чином. З визначення (3.19) випливає, що на кожний
момент часу 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 маємо включення:

𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) ∈ (𝜛[𝜉(𝑥0(·), 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑇 − 𝑡0]⊕𝑊𝜐(𝑥

*(𝑡), 𝑇 − 𝑡)) , (3.26)

де 𝜛[𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑡− 𝑡0] =

∫︀ 𝑡

𝑡0
𝐵(𝑠) 𝑑𝑠 — вектор виграшiв гравцiв на

iнтервалi часу [𝑡0, 𝑡].

Виграш гравця протягом цього часового iнтервалу виглядає наступним
чином:

𝜔𝑖[𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑡− 𝑡0] =

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝐵𝑖(𝑠) 𝑑𝑠. (3.27)

Коли гра розвивається на вiдрiзку часу [𝑡0, 𝑡], гравцi роздiляють сумарний
виграш, отриманий протягом цього вiдрiзка∫︁ 𝑡

𝑡0

∑︁
𝑗∈𝑁

𝑔𝑗[𝑠, 𝑥*(𝑠), 𝑢*(𝑠)] 𝑑𝑠 (3.28)

таким чином, що виконується включення:

𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0)−𝜛[𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑡− 𝑡0] ∈ 𝑊𝑣(𝑥*(𝑡), 𝑇 − 𝑡) (3.29)

Умова (3.29) забезпечує iснування вектора 𝜉(𝑥*𝑡 , 𝑇 − 𝑡) ∈ 𝑊𝑣(𝑥
*(𝑡), 𝑇 − 𝑡),
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що вiдповiдає спiввiдношенню

𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) = 𝜛[𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑡− 𝑡0] + 𝜉(𝑥*𝑡 , 𝑇 − 𝑡). (3.30)

Таким чином, пiсля вибору вектора 𝐵(𝑠) вектор виграшiв, одержуваний
гравцями на вiдрiзку часу, що залишився [𝑡, 𝑇 ], задовольняє умовi

𝜉(𝑥*𝑡 , 𝑇 − 𝑡) = 𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0)−𝜛[𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑡− 𝑡0]

=

∫︁ 𝑡

𝑇

𝐵(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑞(𝑥*(𝑇 ))
(3.31)

де ∑︁
𝑗∈𝑁

𝐵𝑗(𝑠) =
∑︁
𝑗∈𝑁

𝑔𝑗[𝑠, 𝑥
*(𝑠), 𝑢*(𝑠)], 𝑡 ≤ 𝑠 ≤ 𝑇, (3.32)

𝜉(𝑥*𝑡 , 𝑇 − 𝑡) ∈ 𝑊𝑣(𝑥
*(𝑡), 𝑇 − 𝑡). (3.33)

Змiнюючи вектор 𝜛[𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑡− 𝑡0] за умови

∑︁
𝑗∈𝑁

𝜔𝑗[𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑡− 𝑡0] =

∫︁ 𝑡

𝑡0

∑︁
𝑗∈𝑁

𝑔𝑗[𝑠, 𝑥
*(𝑠), 𝑢*(𝑠)] 𝑑𝑠, (3.34)

гравцi гарантують розташування множини

𝜔[𝜉(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0);𝑥
*(𝑡), 𝑡− 𝑡0]⊕𝑊𝜐(𝑥

*(𝑡), 𝑇 − 𝑡) (3.35)

таким чином, умова (3.26) виконується.

Реалiзуючи свої виграшi з використанням процедури розподiлу ви-
грашу (ПРВ) 𝐵(𝜏), яка задовольняє умовам (3.26)-(3.29) у кожний момент
часу 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 , гравцi спрямованi на той самий принцип оптимальностi,
що призводить до одного й того ж розподiлу 𝜉(𝑥*𝑡 , 𝑇 − 𝑡) ∈ 𝑊𝜐(𝑥

*(𝑡), 𝑇 − 𝑡)

протягом усiєї гри, тому вони не мають пiдстав для перегляду початкового
рiшення.

Динамiчна нестiйкiсть розв’язкiв кооперативної диференцiйної гри
призводить до дискредитацiї принципу оптимальностi, що породило даний
розв’язок, оскiльки обраний на початку гри розподiл з розв’язку 𝑊𝜐(𝑥0, 𝑇 −
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𝑡0) не залишається в цьому розв’язку при завершеннi гри. Саме тому ми
вважаємо, що множина 𝑊𝜐(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) може бути визнана розв’язком гри
Γ𝑣(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0), якщо вона динамiчно стiйка. У протилежному випадку ми
змушенi визнати, що гра Γ𝑣(𝑥0, 𝑇 − 𝑡0) не має рiшення в розумiннi даного
принципу оптимальностi.
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РОЗДIЛ 4

ПРИКЛАДИ МОДЕЛЮВАННЯ ВЗАЄМОДIЇ

Розглянемо динамiчну еколого-економiчну гру з трьома гравцями.
Обсяги викидiв кожної країни 𝑖 ∈ {1, 2, 3} у момент часу 𝑡 (де 𝑡 ∈ [0,∞))
позначаються як 𝑚𝑖(𝑡). Нехай 𝑥(𝑡) - рiвень накопичених забруднень на
момент 𝑡. Диференцiальне рiвняння для динамiки має наступний вигляд:

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑥(𝑡) =

3∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖(𝑡)− 𝛿𝑥(𝑡), 𝑥(0) = 100, (4.1)

де 𝛿 - параметр, який впливає на швидкiсть зменшення рiвня забруднення.

4.1 Побудова моделi

Це рiвняння описує, як рiвень забруднення 𝑥(𝑡) змiнюється в часi.
Перший член

∑︀3
𝑖=1𝑚𝑖(𝑡) представляє внесок кожної країни у викиди, а

другий член −𝛿𝑥(𝑡) вiдображає процес природного очищення чи зменше-
ння рiвня забруднення з часом. Початкова умова 𝑥(0) = 100 встановлює
початковий рiвень забруднення на момент початку моделювання.

Кожен з гравцiв прагне мiнiмiзувати загальну дисконтовану суму
витрат на зменшення шкiдливих викидiв та витрат, якi виникають через
збитки, спричиненi забрудненням атмосфери. Останнє залежить вiд накопи-
ченого забруднення. Далi, для спрощення позначень, ми опускаємо аргумент,
що позначає час, у тих випадках, коли це не призводить до можливого непо-
розумiння тексту. Позначимо через 𝐶𝑖(𝑚𝑖) витрати на зменшення викидiв
гравця 𝑖 за умови, що вiн обмежив свої викиди величиною 𝑚𝑖, а через 𝐷𝑖(𝑥)

позначимо витрати, що виникають через збитки, спричиненi забрудненням
атмосфери. Припустимо, що обидвi функцiї є неперервно диференцiйованi
та випуклi, причому 𝐶 ′(𝑚𝑖) < 0 та 𝐷′(𝑥) > 0. Таким чином, задача кожної
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країни (гравця) 𝑖 полягає в мiнiмiзацiї функцiоналу.

min
𝑚𝑖

𝐽𝑖(𝑚,𝑥) =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑟𝑠 (𝐶𝑖(𝑚𝑖(𝑠)) +𝐷𝑖(𝑥(𝑠))) 𝑑𝑠 (4.2)

за умови (4.1), де 𝑚 = (𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑛) та 𝑟 – єдиний для всiх уча-
сникiв коефiцiєнт дисконтування.

Дану модель обрано на основi наступних припущень. По-перше, спро-
щена динамiка у розглянутiй еколого-економiчнiй задачi дозволяє виокре-
мити проблему розподiлу витрат мiж учасниками угоди i конструювати
механiзм розподiлу цих витрат у часi. Далi, в цiй постановцi присутня
основна особливiсть проблеми, що розглядається, а саме те, що витрати
кожного гравця залежать вiд загального рiвня викидiв та накопиченого
до даного моменту забруднення. Умова випуклостi розглянутих функцiй
та умови щодо знаку похiдних здаються нам також досить природними.
Наприклад, умова випуклостi функцiї 𝐶𝑖(𝑒𝑖) означає, що зростання витрат
на скорочення викидiв вище при невеликих рiвнях викидiв[10]. З метою
спрощення математичних вивчень припускається, що країни дисконтують
свої витрати однаковим чином. У данiй постановцi для полегшення задачi
ми вважаємо, що зниження рiвня забруднення вiдбувається лише за рахунок
зниження рiвня шкiдливих викидiв в атмосферу i не враховуємо можливiсть
використання очисних заходiв. Останнiй випадок дослiджувався у роботi
[9].

Розглянемо питання про розподiл вектора Шеплi на часовому iнтер-
валi. Для вирiшення завдання розподiлу витрат на скорочення шкiдливих
викидiв використовувалася методологiя теорiї кооперативних диференцi-
альних iгор. Видiлимо основнi кроки використання цiєї методологiї:

1) Обчислення значень характеристичної функцiї кооперативної гри.

2) Розподiл мiж гравцями загальних кооперативних витрат вiдповiдно
до вектора Шеплi.

3) Розподiл витрат, визначених компонентами вектора Шеплi для
кожного гравця на вiдрiзку часу з метою забезпечення динамiчної стiйкостi
(часової послiдовностi) вектора Шеплi.
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Використаємо вектор Шеплi як принцип оптимальностi з двох при-
чин: його унiкальнiстю i можливiстю використання для будь-яких iгрових
завдань. Першi два кроки нашого пiдходу є класичними (можливо, окрiм
частково першого кроку, оскiльки метод обчислення значень характери-
стичної функцiї в нашому випадку може вiдрiзнятися вiд традицiйного).
Третiй крок передбачає розподiл витрат на часовому iнтервалi способом,
що є послiдовним у часi.

4.2 Розв’язок кооперативної гри

Нехай вiдомi значення iндекса забруднення для трьох країн та їх
можливих об’єднань. Iнформацiя про iндекси забруднення навколишнього
середовища була взята за допомогою онлайн-ресурса World Air Quality Index
[13]

Значення характеристичнх фугкцiй для всiх коалiцiй. Визначимо
вектор Шеплi для класичної кооперативної гри. Характеристична функцiя
має вигляд

𝑣(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜐{1,2,3} = 209,

𝜐{1} = 65,

𝜐{2} = 87,

𝜐{3} = 109,

𝜐{1,2} = 161,

𝜐{1,3} = 188,

𝜐{2,3} = 196.

(4.3)

Розрахунок вектора Шеплi:

𝜑1(𝑣) =
1

6
[209− 196] +

1

2
[161− 87] +

1

2
[188− 109] + 65 =

862

6
= 143

4

6

𝜑2(𝑣) =
1

6
[209− 188] +

1

2
[161− 65] +

1

2
[196− 109] + 87 =

1092

6
= 182

𝜑3(𝑣) =
1

6
[209− 161] +

1

2
[188− 65] +

1

2
[196− 87] + 109 =

1398

6
= 233

(4.4)
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Отож, вектор Шеплi: [143 7
10 ; 182; 233].

Розподiл забруднень: Гравець 3 (з внеском 233) має найбiльший ви-
граш, що вказує на важливiсть його участi в утвореннi коалiцiй. Якщо ж
ми розглядаємо результат у якостi iндекса якостi повiтря, то цей гравець
приносить шкоду екологiчному стану найбiльше.

Гравець 2 має середнiй (182), показуючи помiрне вплив на формування
коалiцiй.

Гравець 1 має найменший виграш (143 7
10), що може свiдчити про

менший вплив на утворення коалiцiй у порiвняннi з iншими гравцями, тобто
найменшу шкоду приносить саме цей гравець.

Визначення ключового гравця:

Гравець 3 вважається ключовим гравцем у даному контекстi, оскiль-
ки його внесок є наiбльшим. Його присутнiсть суттєво пiдвищує виграш
коалiцiї.

Справедливiсть розподiлу:

Розподiл виграшiв може вважатися справедливим, оскiльки вiн вiд-
ображає внесок кожного гравця у гру.

Потенцiйнi змiни стратегiй:

Гравцi можуть намагатися мiнiмiзувати свiй внесок у гру, спiвпрацюю-
чи або укладаючи угоди для оптимiзацiї коалiцiй, оскiльки ми розглядаємо
задачу забруднення повiтря.

Стабiльнiсть:

Збереження вектора Шеплi гарантує стабiльнiсть розподiлу виграшiв
без суттєвих змiн при змiнi умов гри.

Цей самий розв’язок було отримано за допомогою програми, яка була
написана на мовi програмування Python.
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4.3 Розв’язок диференцiальної кооперативної
гри

Стан гри визначається парою (𝑡, 𝑥). Тодi кооперативна пiдгра, яка
починається в цьому станi, буде позначатися Γ𝑣(𝑥, 𝑡).Позначимо через 𝑥𝑁(𝑡)

траєкторiю (траєкторiю розвитку рiвня забруднення) за повної кооперацiї
(великої коалiцiї N). Далi ми будемо використовувати два позначення для
кооперативної траєкторiї 𝑥𝑁(𝑡) та 𝑥𝑁𝑡. Нехай Γ𝑣(𝑥𝑁𝑡, 𝑡)- пiдгра, що почи-
нається на кооперативнiй траєкторiї. Значення характеристичної функцiї
для пiдкоалiцiї 𝐾 ⊆ 𝑁 в пiдгрi Γ𝑣(𝑥, 𝑡), визначається як мiнiмальнi затрати
цiєї пiдкоалiцiї i позначається як 𝑣(𝐾;𝑥, 𝑡). Вiдповiдно до цього визначення,
загальнi кооперативнi затрати, якi мають бути розподiленi мiж гравцями,
дорiвнюють 𝑣(𝑁 ;𝑥, 0), що i є мiнiмальними затратами коалiцiї 𝑁 i спiвпадає
зi значенням характеристичної функцiї для великої коалiцiї в грi Γ𝑣(𝑥, 0).

Позначимо через Φ𝑣(𝑥, 𝑡) = Φ𝑣1(𝑥, 𝑡),Φ𝑣2(𝑥, 𝑡), . . . ,Φ𝑣𝑛(𝑥, 𝑡) вектор Шеплi в
пiдгрi Γ𝑣(𝑥, 𝑡). Далi позначимо через 𝐵𝑖(𝑡) затрати гравця i в момент часу
𝑡, i нехай 𝐵(𝑡) = (𝐵1(𝑡), . . . , 𝐵𝑛(𝑡)). Вектор 𝐵(𝑡) = [𝐵1(𝑡), 𝐵2(𝑡), . . . , 𝐵𝑛(𝑡)]

представляє собою процедуру розподiлу (ПРВ), так що має мiсце.

Вектор 𝐵(𝑡) = [𝐵1(𝑡), 𝐵2(𝑡), . . . , 𝐵𝑛(𝑡)] представляє процедуру розпо-
дiлу виграшу (ПРВ), i вiдповiдає

Φ𝑣1(𝑥, 0) =

∫︁ ∞

0

exp(−𝑟𝑡)𝐵𝑖(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (4.5)

Функцiя 𝐵𝑖(𝑡) визначає процедуру розподiлу витрат гравця i в часi,
використовуючи компоненту вектора Шеплi, розраховану для усiєї гри
Γ𝑣(𝑥, 0). Вектор B(t) є динамiчно стiйкою (часово збереженою) процедурою
розподiлу витрат, якщо для (𝑥𝑁𝑡 , 𝑡) при 𝑡 ∈ [0,∞) виконується наступна
умова:

Φ𝑣𝑖(𝑥0, 0) =

∫︁ 𝑡

0

𝑒−𝑟𝜏𝐵𝑖(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑒−𝑟𝑡Φ𝑣𝑖(𝑥𝑁𝑡
, 𝑡). (4.6)

Для того, щоб iнтерпретувати умову (4.6), припустимо, що гравцi
вирiшили переглянути кооперативну угоду щодо витрат в грi Γ𝑣(𝑥, 0) в
деякий довiльний промiжний момент часу 𝑡. У цей момент стан системи
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буде 𝑥𝑁(𝑡), що означає, що спiвпраця гравцiв вiдбулася до моменту 𝑡 i кожен
з гравцiв понiс витрати, визначенi першим доданком у формулi 4.6. Якщо
те, що вiн вже витратив до моменту 𝑡, плюс те, що йому ще треба витратити,
починаючи з цього моменту, орiєнтуючись на той же принцип оптимальностi
(компонент вектора Шеплi в пiдiгрi, яка починається з цього моменту),
спiвпадає з компонентою вектора Шеплi, тодi змiна початкової угоди не
має сенсу. Якщо можна знайти такий ПРВ 𝐵(𝑡) = [𝐵1(𝑡), 𝐵2(𝑡), ..., 𝐵𝑛(𝑡)].

Спочатку мiнiмiзуємо загальнi витрати великої коалiцiї.

Велика коалiцiя вирiшує завдання мiнiмiзацiї сумарних витрат за
допомогою методу динамiчного програмування при обмеженнях, визначених
динамiкою накопичення забруднення, тобто:

min
𝑚1,𝑚2,...,𝑚𝑛

∑︁
𝑖∈𝑁

∫︁ ∞

𝑡

exp[−𝑟(𝜏 − 𝑡)] {𝐶𝑖(𝑚𝑖(𝜏)) +𝐷𝑖(𝑥(𝜏))} 𝑑𝜏 (4.7)

при умовi

𝑥̇(𝑠) =
∑︁
𝑖∈𝑁

𝑚𝑖(𝑠)− 𝛿𝑥(𝑠), 𝑥(𝑡) = 𝑥𝑁(𝑡) (4.8)

Позначимо через 𝑊 (𝑁, 𝑥, 𝑡) функцiю Беллмана для цiєї задачi оптимi-
зацiї. У результатi розв’язання отримуємо вектор викидiв 𝑚𝑁(𝑥𝑁(𝜏)) =

[𝑚𝑁1(𝑥𝑁(𝜏)), . . . ,𝑚𝑁𝑛(𝑥𝑁(𝜏))] та вiдповiдне накопичене забруднення при
повнiй кооперацiї 𝑥𝑁(𝜏).

Обчислюємо динамiчно стiйке позицiйне рiвновагу. Оскiльки гра вiд-
бувається на нескiнченному вiдрiзку часу, розглядаються лише стацiонарнi
стратегiї. Для отримання рiвноваги Неша за умови неперервної диференцiйо-
ваностi функцiй значення (виграшiв в рiвновазi Неша), необхiдно вирiшити
наступну систему нелiнiйних рiвнянь Айзекса–Беллмана.

𝑟𝑉𝑖(𝑥) = min
𝑚𝑖

{︃
𝐶𝑖(𝑚𝑖) +𝐷𝑖(𝑥) + 𝑉𝑖(𝑥)

(︃∑︁
𝑖∈𝐼

𝑚𝑖 − 𝛿𝑥

)︃}︃
, 𝑖 ∈ 𝑁. (4.9)

Позначимо через 𝑚*(𝑥) = [𝑚*
1(𝑥),𝑚

*
2(𝑥), . . . ,𝑚

*
𝑛(𝑥)] будь-яке консистен-

тне позицiйне рiвноважне кооперативної гри. Цей набiр можна розгляда-
ти як звичайну стратегiю викидiв при вiдсутностi кооперацiї. Далi для
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конкретного випадку ми отримаємо вирази для цих стратегiй у явному
виглядi. Тепер ми лише зауважимо, що використовуючи цi стратегiї, ми
можемо отримати рiвноважнi витрати в грi Γ𝑣(𝑥0, 0), якi ми позначимо
через 𝑉𝑖(0, 𝑥0) = 𝑉𝑖(𝑥0), i рiвноважнi витрати в пiдгрi Γ𝑣(𝑥𝑁𝑡, 𝑡), якi ми
позначимо через 𝑉𝑖(𝑡, 𝑥𝑁𝑡) = 𝑉𝑖(𝑥𝑁𝑡).

Наступний крок - обчислення витрат для пiдкоалiцiї. Для отримання
витрат для будь-якої коалiцiї ми дiємо наступним чином. Витрати кожної
коалiцiї будуть сумою витрат гравцiв, якi утворюють цю коалiцiю. У функцiї
витрат гравцiв i в правiй частинi диференцiального рiвняння ми викори-
стовуємо стратегiї гравцiв, якi не входять в коалiцiю, отриманi на кроцi
2 (тобто стратегiї, якi утворюють рiвновагу по Нешу). Позначимо через
𝑊 (𝐾, 𝑥, 𝑡) значення цих витрат, обчисленi для коалiцiї 𝐾. Це значення
визначається з вирiшення наступного завдання

𝑊 (𝐾, 𝑥, 𝑡) = min
𝑚𝑖,𝑖∈𝐾

∑︁
𝑖∈𝐾

{︂∫︁ ∞

𝑡

exp[−𝑟(𝜏 − 𝑡)]{𝐶𝑖(𝑚𝑖(𝜏)) +𝐷𝑖(𝑥(𝜏))}𝑑𝜏
}︂
,

(4.10)
𝑥̇(𝑠) =

∑︁
𝑖∈𝑁

𝑚𝑖(𝑠)−𝛿𝑥(𝑠), 𝑥(𝑡) = 𝑥𝑁(𝑡), 𝑚𝑗 = 𝑚𝑁𝑗, для 𝑗 ∈ 𝐼 ∖𝐾. (4.11)

Визначимо тепер характеристичну функцiю. Характеристична функцiя
𝑣(𝐾;𝑥, 𝑡) визначається наступним чином:

𝑣({𝑖};𝑥, 𝑡) = 𝑉𝑖(𝑥, 𝑡) = 𝑉𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, ..., 𝑛;

𝑣(𝐾;𝑥, 𝑡) = 𝑊 (𝐾;𝑥, 𝑡), 𝐾 ⊆ 𝐼.
(4.12)

Тепер обчислимо вектор Шеплi. Позначимо через Φ𝑣(𝑥, 𝑡) = [Φ𝜐
1(𝑥, 𝑡),Φ

𝜐
2(𝑥, 𝑡),

. . . ,Φ𝑣𝑛(𝑥, 𝑡)], вектор Шеплi в грi Γ𝜐(𝑥,𝑡); тодi 𝑖-а компонента вектора Шеплi
визначається наступним чином:

Φ𝜐
𝑖 (𝑥, 𝑡) =

∑︁
𝐾∋𝑖

(𝑛− |𝐾|)!(|𝐾| − 1)!

𝑛!
[𝑊 (𝐾;𝑥, 𝑡)−𝑊 (𝐾 ∖ {𝑖};𝑥, 𝑡)], (4.13)

де 𝑘 — кiлькiсть гравцiв у коалiцiї 𝐾. Якщо спiвпраця триває протягом
усiєї гри, то витрати гравця 𝑖 визначаються компонентою вектора Шеплi в
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грi Γ𝑣(𝑥0, 0) i дорiвнюють

Φ𝑣
𝑖 (𝑥0, 0) =

∑︁
𝐾⊇𝑖

(𝑛− 𝑘)!(𝑘 − 1)!

𝑛!
[𝑊 (𝐾;𝑥0, 0)−𝑊 (𝐾 ∖ {𝑖};𝑥0, 0)]. (4.14)

Побудова динамiчно стiйкої процедури розподiлу (ПРВ) в часi. Розпо-
дiл витрат гравця 𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, на промiжку часу 𝑡 ∈ [0,∞) здiйснюється
згiдно з наступною формулою

𝐵𝑖(𝑡) = 𝑟Φ𝑣
𝑖 (𝑥

𝑁
𝑡 , 𝑡)−

𝑑

𝑑𝑡
Φ𝜐

𝑖 (𝑥
𝑁
𝑡 , 𝑡) (4.15)

дана формула наказує в кожен момент часу 𝑡 витрати гравця i в вiдповiднiсть
до його майбутнiми витратами мiнус похiдну майбутнiх витрат.

Розглянемо деякi окремi види функцiй, що є у завданнi. Нехай у (4.2)
маємо

𝐶𝑖(𝑚𝑖) =
𝛾

2
(𝑚𝑖 −𝑚*

𝑖 )
2,

0 ≤ 𝑚𝑖 ≤ 𝑚*
𝑖 , 𝛾 > 0, 𝑖 ∈ {1,2,3}

𝐷𝑖(𝑥) = 𝜋𝑥, 𝜋 > 0.

(4.16)

Обчислення оптимальних витрат великої коалiцiї. Нехай функцiя 𝑊 (𝑁, 𝑥, 𝑡)

задовольняє наступному рiвнянню Беллмана:

𝑟𝑊 (𝑁, 𝑥, 𝑡) = min
𝑚1,𝑚2,𝑚3

{︃
3∑︁

𝑖=1

(︁𝛾
2
(𝑚𝑖−𝑚𝑖)

2 + 𝜋𝑥
)︁
+𝑊𝑥(𝑁, 𝑥, 𝑡)

(︃
3∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖− 𝛿𝑥

)︃}︃
.

(4.17)
Проведемо мiнiмiзацiю (4.17), тодi отримуємо

𝑚𝑁
𝑖 = 𝑚*

𝑖 −
1

𝛾
𝑊𝑥(𝑁, 𝑥, 𝑡), 𝑖 ∈ {1, 2, 3} (4.18)

Пiдставимо 𝑚𝑁
𝑖 у (4.17). Якщо вирiшимо, отримаємо:

𝑊 (𝑁, 𝑥, 𝑡) = 𝑊 (𝑁, 𝑥) =
3𝜋

𝑟(𝑟 + 𝛿)

{︃[︃
3∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖 −
3

2
𝜋

1

2𝛾(𝑟 + 𝛿)

]︃
+ 𝑟𝑥

}︃
, (4.19)

𝑚𝑁
𝑖 = 𝑚𝑖 −

3𝜋

𝛾(𝑟 + 𝛿)
, при 𝑖 ∈ {1, 2, 3}. (4.20)
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Тодi оптимальна траєкторiя викидiв має наступний вигляд

𝑥𝑁(𝑡) = 𝑒−𝛿𝑡𝑥(0) +
1

𝛿

[︃
3∑︁

𝑖=1

𝑚𝑁
𝑖

]︃ [︀
1− 𝑒−𝛿𝑡

]︀
. (4.21)

Наступним кроком буде обчислення рiвноваги за Нешем. Для знаходження
позицiйної рiвноваги за Нешем використовуємо теорему одну з теорем i
отримуємо наступне рiвняння Беллмана

𝑟𝑉 *𝑖(𝑥) = min
𝑚𝑖

⎧⎨⎩𝛾2 [𝑚𝑖 −𝑚*
𝑖 ]
2 + 𝜋𝑥+ 𝑉 𝑖

𝑥(𝑥)

⎡⎣ ∑︁
𝑗∈[1,2,3],𝑖 ̸=𝑗

𝑚*
𝑗 +𝑚𝑖 − 𝛿𝑥

⎤⎦⎫⎬⎭ ,

𝑖 ∈ 1, 2, 3.

(4.22)
Знайдемо мiнiмум у правiй частинi (4.22), отримуємо

𝑚*
𝑖 = 𝑚𝑖 −

1

𝛾
𝑉 𝑖
𝑥(𝑥), 𝑖 ∈ {1, 2, 3}. (4.23)

Пiдставимо (4.23) у (4.22) та вирiшимо рiвняння, знаходимо

𝑉 *𝑖(𝑥) =
𝜋

𝑟(𝑟 + 𝛿)

{︃
𝜋

2𝛾(𝑟 + 𝛿)
+

3∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖 −
3𝜋

𝛾(𝑟 + 𝛿)
+ 𝑟𝑥

}︃
, при 𝑖 ∈ {1, 2, 3}.

(4.24)
Запишемо викиди, що мають рiвновагу за Нешем

𝑚*
𝑖 = 𝑚*

𝑖 −
𝜋

𝛾(𝑟 + 𝛿)
, 𝑖 ∈ {1, 2, 3}. (4.25)

Вiдмiннiсть мiж викидами за стратегiї Неша i викидами при спiвпрацi
полягає в тому, що у випадку спiвпрацi гравець враховує маргiнальнi затрати
всiх учасникiв великої коалiцiї, а не лише свої власнi.

Обчислення оптимальних витрат для промiжних коалiцiй. Для цього
Функцiя значень 𝑊 (𝐾, 𝑥, 𝑡) для кожної коалiцiї 𝐾, яка складається з двох
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гравцiв, повинна задовольняти наступному рiвнянню Беллмана:

𝑟𝑊 (𝐾,𝑥,𝑡) = min
𝑚𝑖,𝑖∈𝐾

{︃∑︁
𝑖∈𝐾

(︁𝛾
2
(𝑚𝑖 −𝑚*

𝑖 )
2 + 𝜋𝑥

)︁
+𝑊𝑥(𝐾, 𝑥, 𝑡)

×

[︃∑︁
𝑖∈𝐾

𝑚𝑖 +𝑚*
𝑗 − 𝛿𝑥

]︃}︃
, 𝑗 /∈ 𝐾.

(4.26)

Використуємо той самий спосiб розв’язку, який використовували для знахо-
дження значення для великої коалiцiї. Тодi отимаємо наступне:

𝑊 (𝐾, 𝑥, 𝑡) = 𝑊̃ (𝐾, 𝑥) =
2𝜋

𝑟(𝑟 + 𝛿)

{︃∑︁
𝑖∈𝐾

𝑚𝑖 −
4𝜋2

2𝛾(𝑟 + 𝛿)
− 𝜋

𝛾(𝑟 + 𝛿)
+ 𝑟𝑥

}︃
.

(4.27)
Вiдповiднi викиди для коалiцiї 𝐾 дорiвнюватимуть

𝑚𝐾
𝑖 = 𝑚*

𝑖 −
2𝜋

𝛾(𝑟 + 𝛿)
, 𝑖 ∈ 𝐾. (4.28)

Визначимо характеристичну функцiю

𝑣({𝑖};𝑥, 𝑡) = 𝑉 𝑖(𝑥, 𝑡) = 𝑉 *𝑖(𝑥) =

=
𝜋

𝑟(𝑟 + 𝛿)

{︃
𝜋

2𝛾(𝑟 + 𝛿)
+

3∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖 −
3𝜋

𝛾(𝑟 + 𝛿)
+ 𝑟𝑥

}︃
, 𝑖 = 1, 2, 3;

𝑣(𝐾;𝑥, 𝑡) = 𝑊 (𝐾, 𝑥, 𝑡) = 𝑊̃ (𝐾, 𝑥) =

=
2𝜋

𝑟(𝑟 + 𝛿)

{︃∑︁
𝑖∈𝐾

𝑚𝑖 −
4𝜋

2𝛾(𝑟 + 𝛿)
− 𝜋

𝛾(𝑟 + 𝛿)
+ 𝑟𝑥

}︃
, 𝐾 ⊆ {1, 2, 3}.

(4.29)

Наступний крок – обчислення вектора Шеплi. Якщо значення 𝑚̃𝑖симетричнi,
вектор Шеплi обчислюється в явному виглядi

Φ𝑣𝑖(𝑥, 𝑡) =
∑︁
𝐾∋𝑖

(𝑛− 𝑘)!(𝑘 − 1)!

𝑛!
[𝑣(𝐾;𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝐾 𝑖;𝑥, 𝑡)]

=
1

2𝑟(𝑟 + 𝛿)

{︃
2𝜋

(︃
3∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖 + 𝜌𝑆

)︃
− 9𝜋2𝛾(𝑟 + 𝛿)

}︃
, 𝑖 = 1, 2, 3.

(4.30)
Обчислення функцiй ПРВ. Варто зазначити, що згiдно з (4.21) функцiї
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ПРВ мають наступний вигляд

𝐵𝑖(𝑡) = 𝑟Φ𝜐
𝑖 (𝑥

𝑁
𝑡 , 𝑡)−

𝑑

𝑑𝑡
Φ𝜐

𝑖 (𝑥
𝑁
𝑡 , 𝑡). (4.31)

Обчислення дають нам наступне

𝐵𝑖(𝑡) = 𝜋𝑥𝑁(𝑡) +
9𝜋2

2𝛾(𝑟 + 𝛿)2
, 𝑖 = 1, 2, 3. (4.32)

Множимо обидвi частини (4.32) на дискаунт-фактор та iнтегруємо, тодi∫︁ ∞

0

exp(−𝑟𝑡)𝐵𝑖(𝑡) 𝑑𝑡 =

∫︁ ∞

0

exp(−𝑟𝑡)

[︂
𝜋𝑥𝑁(𝑡) +

9𝜋2

2𝛾(𝑟 + 𝛿)2

]︂
𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 2, 3.

(4.33)
З (4.20)–(4.21) отримуємо

𝑥𝑁(𝑡) = exp(−𝛿𝑡)𝑥(0) +
1

𝛿

[︃
3∑︁

𝑗=1

(︂
𝑚𝑗 −

3𝜋

2𝛾(𝑟 + 𝛿)

)︂]︃
(1− exp(−𝛿𝑡)) . (4.34)

Пiдстановка𝑥𝑁(𝑡) у (4.33) дає нам∫︁ ∞

0

exp(−𝑟𝑡)𝛽𝑖(𝑡)𝑑𝑡

=

∫︁ ∞

0

exp[−(𝑟 + 𝛿)𝑡]𝜋𝑥0𝑑𝑡

+

∫︁ ∞

0

exp(−𝑟𝑡)
𝜋

𝛿

(︃
3∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖 −
9𝜋

𝛾(𝑟 + 𝛿)

)︃
𝑑𝑡

+

∫︁ ∞

0

exp[−(𝑟 + 𝛿)𝑡]
𝜋

𝛿

(︃
3∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖 −
9𝜋

𝛾(𝑟 + 𝛿)

)︃
𝑑𝑡

+

∫︁ ∞

0

exp(−𝑟𝑡)
9𝜋2

2𝛾(𝑟 + 𝛿)2
𝑑𝑡.

(4.35)
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Проiнтегрувавши отримуємо вiдповiдь∫︁ ∞

0

exp(−𝑟𝑡)𝛽𝑖(𝑡)𝑑𝑡 =

=
1

2𝑟(𝑟 + 𝛿)

{︃
2𝜋

(︃
3∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖 + 𝑟𝑥(0)

)︃
− 9𝜋2

𝛾(𝑟 + 𝛿)

}︃
= Φ𝑣

𝑖 (𝑥0, 0), 𝑖 = 1, 2, 3.

(4.36)

4.4 Обчислення компонент вектора Шеплi в
класичнiй кооперативнiй грi

Розв’язок задачi було отримано за допомогою мови програмування
Python (Додаток А). Отримали наступнi результати.

Рис. 4.1. Розподiл виграшiв трьох гравцiв за Шеплi

вектор Шеплi: [143 7
10 ; 182; 233].
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4.5 Обчислення компонент вектора Шеплi в
диференцiальнiй кооперативнiй грi

Розв’язок задачi (4.1) було отримано за допомогою мови програмува-
ння Python (Додаток Б). Отримали наступнi результати:

Рис. 4.2. Змiна забруднення за часом при 𝛿 = 0,05

Рис. 4.3. Змiна забруднення за часом при 𝛿 = 0,01
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Рис. 4.4. Змiна забруднення за часом при 𝛿 = 0,5
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ВИСНОВКИ

В процесi роботи були створенi математичнi моделi, якi вiдображають
взаємодiю мiж суб’єктами. Параметри цих моделей були визначенi з ура-
хуванням їх впливу на результативнiсть взаємодiї та досягнення спiльної
вигоди.

Був проведений аналiз реальних сценарiїв взаємодiї суб’єктiв в рiзних
галузях та ситуацiях, що дозволило вивчити фактори, якi впливають на
успiшну взаємодiю та досягнення спiльної вигоди.

Порiвняльний аналiз ефективностi рiзних стратегiй взаємодiї показав,
як суб’єкти можуть вибирати оптимальнi шляхи спiльної дiяльностi.

На основi отриманих результатiв розробленi практичнi рекомендацiї
для суб’єктiв взаємодiї з метою максимiзацiї спiльної вигоди.

Здiйснений аналiз, який видiлив потенцiйнi напрямки для пiдвищення
результативностi взаємодiї, що може слугувати основою для подальших
стратегiчних вирiшень.
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ДОДАТОК А. КОД ПРОГРАМИ

from itertools import permutations
from math import factorial

def characteristic_function(coalition):
if set(coalition) == {1, 2, 3}:

return 209
elif set(coalition) == {1}:

return 65
elif set(coalition) == {2}:

return 87
elif set(coalition) == {3}:

return 109
elif set(coalition) == {1, 2}:

return 161
elif set(coalition) == {1, 3}:

return 188
elif set(coalition) == {2, 3}:

return 196
else:

return 0

def shapley_value(player, characteristic_function):
n = 3
shapley_value = 0

for perm in permutations(range(1, n + 1)):
coalition = []
for i in range(n):

coalition.append(perm[i])
if perm[i] == player:

marginal_contribution =
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characteristic_function(coalition)
coalition.pop()
shapley_value += marginal_contribution /
factorial(i + 1) / factorial(n - i - 1)

return shapley_value
def factorial(num):

if num == 0 or num == 1:
return 1

else:
return num * factorial(num - 1)

shapley_vector = [shapley_value(player, characteristic_function)
for player in range(1, 4)]
print("Вектор Шеплi:", shapley_vector)
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ДОДАТОК B. КОД ПРОГРАМИ

from math import exp, factorial
import numpy as np
from scipy.integrate import odeint
from scipy.optimize import minimize
import matplotlib.pyplot as plt

def system_of_equations(x, t, m, delta):
dxdt = np.sum(m) - delta * x
return dxdt

def cost_function(m, x, r, gamma, t):
C = 0.5 * np.sum((m - m)**2)
D = x
integrand = np.exp(-r * t) * (C + D)
cost = np.trapz(integrand, t)
return cost

n = 3
delta = 0.05
r = 0.05
x0 = 100
mi_max = 10
gamma = 0.1

time_points = np.linspace(0, 10, 100)

def solve_system(m):
solution = odeint(system_of_equations, x0, time_points,
args=(m, delta))
return solution.flatten()

def objective_function(m):
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x = solve_system(m)
return cost_function(m, x, r, gamma, time_points)

def calculate_shapley_values(n, objective_function):
shapley_values = np.zeros(n)

for player in range(n):
marginal_contributions = []

for coalition in range(1, 2**n - 1):
if (coalition >> player) & 1:

size = bin(coalition).count('1')
marginal_contributions.append((1 /
factorial(size)) * (1 / factorial(n - size)) *
(objective_function(coalition) -
objective_function(coalition ^ (1 << player))))

shapley_values[player] = np.sum(marginal_contributions)

return shapley_values

initial_guess = np.zeros(n)

result = minimize(objective_function,
initial_guess, method='SLSQP',
bounds=[(0, mi_max)] * n)

optimal_m = result.x

shapley_values = calculate_shapley_values(n, objective_function)

print("Оптимальнi значення mi:", optimal_m)
print("Значення Шеплi:", shapley_values)
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# Вивiд графiка
plt.figure(figsize=(10, 5))

plt.subplot(1, 2, 1)
plt.bar(range(1, n + 1), optimal_m, color='blue')
plt.title('Оптимальнi значення mi')
plt.xlabel('Країна')
plt.ylabel('mi')

plt.subplot(1, 2, 2)
plt.bar(range(1, n + 1), shapley_values, color='green')
plt.title('Значення Шеплi')
plt.xlabel('Країна')
plt.ylabel('Значення Шеплi')

plt.tight_layout()
plt.show()
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