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ВСТУП

Актуальнiсть

Iнженернi проблеми визначення мiцностi конструкцiй потребують
адекватних та простих математичних моделей, за допомогою яких можна
пiдраховувати величини напружень та їх розподiл усерединi областi.

Реальнi конструкцiї досить часто складаються з декiлькох матерiалiв,
тому задачi теорiї пружностi для шаруватих тiл є надзвичайно актуальними.

Також слiд зауважити, щол особим класом задач є задачi з рiзни-
ми дефектами. Зокрема, виокремлюють два види дефектiв: трiщина або
включення.

У данiй роботi розглянуто модельну задачу для двошарової прямоку-
тної областi, що послаблена на мiсцi стику трiщиною. Слiд зауважити, що
такого роду дефекти можуть з’явитися впродовж тривалого впливу рiзних
природних умов: вiтер, вода, механiчна дiя.

Цю задачу розв’язано за допомогою методу iнтегральних перетворень.
Використання рекурентних спiввiдношень для визначення сталих одного
шару через сталi iншого дозволяє у подальшому розв’язувати задачу для
областi, що подiлена на N шарiв. Також слiд вiдзначити, що у випадку
дефекту треба побудувати сiнгуляне iнтегро-диференцiальне рiвняння.

Мета

Для двошарової прямокутної областi дослiджено розподiл напружень
у залежностi вiд спiввiдношення модулiв пружностi шарiв та геометричних
параметрiв областi.

Також треба розглянути рiзнi види навантажень та характеристик
матерiалу у дефектi.

Обчислити коефiцiєнти iнтенсивностi напружень в залежностi вiд
довжини трiщини.

Об’єкт дослiдження

Антиплоска задача теорiї пружностi, що послаблена мiжфазною трi-
щиною.
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РОЗДIЛ 1

АНТИПЛОСКА ЗАДАЧА ТЕОРIЇ ПРУЖНОСТI

ДЛЯ ДВОШАРОВОЇ ПРЯМОКУТНОЇ ОБЛАСТI З

МЕЖФАЗНОЮ ТРIЩИНОЮ

1.1. Постановка задачi

Рис. 1.1. Геометрiя та координатна система прямокутної областi

Розглядається область (Рис.1.1) (𝐺1, 𝐺2 — модулi пружностi першого
та другого шару вiдповiдно), яка займає область, що описується у декартовiй
системi координат спiввiдношеннями 0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑦 < 𝑏, що знаходиться
у станi антиплоскої деформацiї. Дана обасть подiлекна на два рiзнорiдних
шари по вiсi 𝑦. Нехай краї 𝑥 = 0,𝑥 = 𝑎 нерухомо закрiпленi.

𝑊𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝑊𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑎

= 0, 𝑏𝑘−1 < 𝑦 < 𝑏𝑘, 𝑘 = 1,2 (1.1)

де 𝑊𝑘 (𝑥,𝑦)— перемiщення вiдносно вiсi 𝑧 у 𝑘-му шарi, 𝑏0 = 0,𝑏2 = 𝑏.
Грань 𝑦 = 0 знаходиться в умовах гладкого контакту, на грань 𝑦 = 𝑏 дiє
навантаження iнтенсивностi 𝑝 (𝑥)

𝜏 1𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= 0, 𝜏 2𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏

= 𝑝 (𝑥) , 0 < 𝑥 < 𝑎 (1.2)
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де 𝜏 1𝑦𝑧 (𝑥,𝑦) ,𝜏
2
𝑦𝑧 (𝑥,𝑦)— дотичнi напруження першого та другого шарiв вiдпо-

вiдно.
Мiж шарами виконуються умови спряження та умови на трiщину:

𝑊1

⃒⃒⃒⃒
𝑦 = 𝑏1 − 0

−𝑊2

⃒⃒⃒⃒
𝑦 = 𝑏1 + 0

= 𝜒(𝑥),

0 < 𝑥 < 𝑎

𝜏 1𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦 = 𝑏1 − 0

− 𝜏 2𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦 = 𝑏1 + 0

= 0

(1.3)

де:

𝜒(𝑥) =

⎧⎨⎩̸= 0, 𝑥 ∈ [𝑐0; 𝑐1]

0, 𝑥 ∈ [0; 𝑐0) ∪ (𝑐1; 𝑎]

Потрiбно знайти перемiщення та напруження кожного з шарiв, що задо-
вольняють умовам (1.1)— (1.3) та рiвняння рiвноваги

𝜕2𝑊𝑘

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑊𝑘

𝜕𝑦2
= 0, 0 < 𝑥 < 𝑎, 𝑏𝑘−1 < 𝑦 < 𝑏𝑘 (1.4)

Запишемо крайову задачу⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕2𝑊𝑘

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑊𝑘

𝜕𝑦2
= 0, 0 < 𝑥 < 𝑎, 𝑏𝑘−1 < 𝑦 < 𝑏𝑘

𝑊𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝑊𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑎

= 0 𝑏𝑘−1 < 𝑦 < 𝑏𝑘

𝜏 1𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= 0, 𝜏 2𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏

= 𝑝 (𝑥) , 0 < 𝑥 < 𝑎, 𝑏𝑘−1 < 𝑦 < 𝑏𝑘

(1.5)
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де:

𝜏 1𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= 0 ⇔ 𝜕𝑊1

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= 0, 𝜏 2𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏

= 𝑝(𝑥) ⇔ 𝜕𝑊2

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏

=
𝑝(𝑥)

𝐺2
(1.6)

Умови спряження:

𝑊1

⃒⃒⃒⃒
𝑦 = 𝑏1 − 0

= 𝑊2

⃒⃒⃒⃒
𝑦 = 𝑏1 + 0

+ 𝜒(𝑥),

0 < 𝑥 < 𝑎

𝜏 1𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦 = 𝑏1 − 0

= 𝜏 2𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦 = 𝑏1 + 0

(1.7)

де:

𝜏 1𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1−0

= 𝜏 2𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1+0

⇔ 𝐺1
𝜕𝑊1

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1−0

= 𝐺2
𝜕𝑊2

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1+0

(1.8)

𝐺𝑘 — модулi пружностi 𝑘−го шару, 𝑘 = 1,2

1.2. Зведення задачi до одновимiрної

Вхiдну задачу зведемо до одновимiрної застосуємо скiнченне iнте-
гральне 𝑠𝑖𝑛 -перетворення Фур’є за змiнною 𝑥:

𝑊𝜆,𝑘(𝑦) =

∫︁ 𝑎

0

𝑊𝑘(𝑥,𝑦) sin𝛼𝑛𝑥 𝑑𝑥 (1.9)

𝑝𝛼 =

∫︁ 𝑎

0

𝑝(𝑥) sin𝛼𝑛𝑥 𝑑𝑥 (1.10)

З формулою обернення:

𝑊𝑘(𝑥,𝑦) =
𝑎

2

∞∑︁
𝑛=0

𝑊𝛼𝑛,𝑘(𝑦) sin𝛼𝑛𝑥 (1.11)
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Запишемо граничнi умови у просторi трансформант:

𝑊
′

𝛼𝑛,1

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

=

∫︁ 𝑎

0

𝜕𝑊1

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

sin𝛼𝑛𝑥 𝑑𝑥 (1.12)

𝑊
′

𝛼𝑛,2

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏

=

∫︁ 𝑎

0

𝜕𝑊2

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏

sin𝛼𝑛𝑥 𝑑𝑥 (1.13)

Запишемо навантаження у просторi трансформант:

𝑝𝛼𝑛

𝐺2
=

∫︁ 𝑎

0

𝑝(𝑥)

𝐺2
sin𝛼𝑛𝑥 𝑑𝑥 (1.14)

Запишемо умови спряження у просторi трансформант:

𝑊𝛼𝑛,1

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1−0

=

∫︁ 𝑎

0

𝑊1

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1−0

sin𝛼𝑛𝑥 𝑑𝑥 (1.15)

𝑊𝛼𝑛,2

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1+0

=

∫︁ 𝑎

0

𝑊2

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1+0

sin𝛼𝑛𝑥 𝑑𝑥 (1.16)

𝜒𝛼𝑛
=

∫︁ 𝑎

0

𝜒(𝑥) sin𝛼𝑛𝑥 𝑑𝑥 (1.17)

𝐺1𝑊
′

𝛼𝑛,1

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1−0

= 𝐺1

∫︁ 𝑎

0

𝜕𝑊1

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1−0

sin𝛼𝑛𝑥 𝑑𝑥 (1.18)

𝐺2𝑊
′

𝛼𝑛,2

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1+0

= 𝐺2

∫︁ 𝑎

0

𝜕𝑊2

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1+0

sin𝛼𝑛𝑥 𝑑𝑥 (1.19)
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Запишемо крайову задачу:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊
′′

𝛼𝑛,𝑘
(𝑦)− 𝛼2

𝑛𝑊𝛼𝑛,𝑘 (𝑦) = 0

𝑊
′

𝛼𝑛,1

⃒⃒⃒⃒
𝑦=0

= 0, 𝑊
′

𝛼𝑛,2

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏

=
𝑝𝛼𝑛

𝐺2

𝑊𝛼𝑛,1

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1−0

= 𝑊𝛼𝑛,2

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1+0

+ 𝜒𝛼𝑛
(𝑥)

𝐺1𝑊
′

𝛼𝑛,1

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1−0

= 𝐺2𝑊
′

𝛼𝑛,2

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏1+0

(1.20)

де 𝛼𝑛 — параметр iнтегрального перетворенння, 𝐺1,𝐺2 — модулi пружностi
першого та другого шару вiдповiдно.
Загальнi розв’язки (1.20) тодi будуть знайденi у виглядi:

𝑊𝛼𝑛,𝑘 (𝑦) = 𝐴𝑘𝑒
𝛼𝑛𝑦 +𝐵𝑘𝑒

−𝛼𝑛𝑦

𝑊
′

𝛼𝑛,𝑘
(𝑦) = 𝛼𝑛

(︀
𝐴𝑘𝑒

𝛼𝑛𝑦 −𝐵𝑘𝑒
−𝛼𝑛𝑦

)︀ (1.21)

де 𝐴𝑘,𝐵𝑘 — невiдомi сталi.

⎧⎪⎨⎪⎩ 𝐴1𝑒
𝛼𝑛𝑏1 +𝐵1𝑒

−𝛼𝑛𝑏1 = 𝐴2𝑒
𝛼𝑛𝑏1 +𝐵2𝑒

−𝛼𝑛𝑏1 + 𝜒𝛼𝑛
(𝑥)

𝐺1

(︀
𝐴1𝑒

𝛼𝑛𝑏1 −𝐵1𝑒
−𝛼𝑛𝑏1

)︀
= 𝐺2

(︀
𝐴2𝑒

𝛼𝑛𝑏1 −𝐵2𝑒
−𝛼𝑛𝑏1

)︀ (1.22)

З умов спряження (1.22) виражемо 𝐴2, 𝐵2 через 𝐴1, 𝐵1 [2] :

𝐴2 =

(︀
𝐴1𝐺1𝑒

2𝛼𝑏1 −𝐵1𝐺1 +𝐺2

(︀
𝐴1𝑒

2𝛼𝑏1 +𝐵1 − 𝜒𝛼𝑛
𝑒𝛼𝑏1

)︀)︀
𝑒−2𝛼𝑏1

2𝐺2

𝐵2 =
−𝐴1𝐺1𝑒

2𝛼𝑏1 +𝐵1𝐺1 +𝐺2

(︀
𝐴1𝑒

2𝛼𝑏1 +𝐵1 − 𝜒𝛼𝑛
𝑒𝛼𝑏1

)︀
2𝐺2

(1.23)
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Невiдомi сталi першого шару знайдено з крайових умов задачi (1.20).

𝐴1 =
𝐺2𝛼𝜒𝑒

3𝛼𝑏1−𝐺2𝛼𝜒𝑒
𝛼(2𝑏+𝑏1)−2𝑝𝛼𝑒

𝛼(𝑏+2𝑏1)

𝛼(𝐺1𝑒2𝛼𝑏+𝐺1𝑒2𝛼𝑏1−𝐺2𝑒2𝛼𝑏+𝐺2𝑒2𝛼𝑏1−(𝐺1𝑒2𝛼𝑏+𝐺1𝑒2𝛼𝑏1+𝐺2𝑒2𝛼𝑏−𝐺2𝑒2𝛼𝑏1)𝑒2𝛼𝑏1)

𝐵1 =
𝐺2𝛼𝜒𝑒

3𝛼𝑏1−𝐺2𝛼𝜒𝑒
𝛼(2𝑏+𝑏1)−2𝑝𝛼𝑒

𝛼(𝑏+2𝑏1)

𝛼(𝐺1𝑒2𝛼𝑏+𝐺1𝑒2𝛼𝑏1−𝐺2𝑒2𝛼𝑏+𝐺2𝑒2𝛼𝑏1−(𝐺1𝑒2𝛼𝑏+𝐺1𝑒2𝛼𝑏1+𝐺2𝑒2𝛼𝑏−𝐺2𝑒2𝛼𝑏1)𝑒2𝛼𝑏1)

(1.24)

Пiдставимо 𝐴1,𝐵1,𝐴2,𝐵2 у 𝑊2,𝑊
′

2 з системи (1.20) та використовуя крайовi
умови системи (1.20). Отримаємо розв’язок у просторi трансформант:

𝑊𝛼𝑛,1 = −𝛼𝑛𝜒𝛼𝑛
𝐺2[−𝐸1 + 𝐸2]− 2𝑝𝛼𝑛𝐸

3

𝛼𝑛[𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5]

𝑊𝛼𝑛,2 = −𝐺1𝐺2𝛼𝑛𝜒𝛼𝑛
(𝐸6 + 𝐸7) + 𝑝𝛼𝑛

(−𝐺+𝐸3 +𝐺−𝐸8)

𝛼𝑛𝐺2[𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5]

(1.25)

де:

𝐸1 = 𝑒−𝛼𝑛(𝑏1+𝑦) + 𝑒−𝛼𝑛(𝑏1−𝑦)

𝐸2 = 𝑒−𝛼𝑛(2𝑏−𝑏1+𝑦) + 𝑒−𝛼𝑛(2𝑏−𝑏1−𝑦)

𝐸3 = 𝑒−𝛼𝑛(𝑏+𝑦) + 𝑒−𝛼𝑛(𝑏−𝑦)

𝐸4 = −𝑒−2𝛼𝑛(𝑏−𝑏1) + 𝑒−2𝛼𝑛𝑏1

𝐸5 = 1− 𝑒−2𝛼𝑛𝑏

𝐸6 = −𝑒−𝛼(𝑏1+𝑦) + 𝑒−𝛼(−𝑏1+𝑦)

𝐸7 = −𝑒−𝛼(2𝑏+𝑏1−𝑦) + 𝑒−𝛼(2𝑏−𝑏1−𝑦)

𝐸8 = 𝑒−𝛼(𝑏+2𝑏1−𝑦) + 𝑒−𝛼(𝑏−2𝑏1+𝑦)

𝐺− = 𝐺1 −𝐺2;
𝐺+ = 𝐺1 +𝐺2;

1.3. Обернення iнтегрального перетворення

Знайденi розв’язки у просторi трансформант обернено за формулою
(1.11).Отримаємо:

𝑊1 (𝑥,𝑦) = −2

𝑎

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛𝜒𝛼𝑛
𝐺2[−𝐸1 + 𝐸2]− 2𝑝𝛼𝑛𝐸

3

𝛼𝑛[𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5]
sin𝛼𝑛𝑥 (1.26)
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𝑊2 (𝑥,𝑦) = −2

𝑎

∞∑︁
𝑛=0

𝐺1𝐺2𝛼𝑛𝜒𝛼𝑛
(𝐸6 + 𝐸7) + 𝑝𝛼𝑛

(−𝐺+𝐸3 +𝐺−𝐸8)

𝛼𝑛𝐺2[𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5]
sin𝛼𝑛𝑥

(1.27)
Враховуючи (1.14) та (1.17), формули (1.26) та (1.27) можна переписати у
наступному виглядi:

𝑊1 (𝑥,𝑦) = −2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

∞∑︁
𝑛=0

[︂
𝛼𝑛𝜒 (𝜉)𝐺2[−𝐸1 + 𝐸2]− 2𝑝 (𝜉)𝐸3

𝛼𝑛[𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5]

]︂
Ω(𝑥,𝜉) 𝑑𝜉

(1.28)

𝑊2 (𝑥,𝑦) = −2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

∞∑︁
𝑛=0

[︂
𝐺*𝛼𝑛𝜒 (𝜉) (𝐸6 + 𝐸7) + 𝑝 (𝜉) (𝐺−𝐸8 −𝐺+𝐸3)

𝛼𝑛𝐺2[𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5]

]︂
Ω(𝑥,𝜉)𝑑𝜉

(1.29)
де: Ω(𝑥,𝜉) = sin𝛼𝑛𝑥 · sin𝛼𝑛𝜉, 𝐺* = 𝐺1 ·𝐺2

1.4. Перевiрка крайових умов

Слiд вiдзначити,що при перевiрцi однорiдних крайових умов не ви-
никло нiяких труднощей, тому розглянемо випадок неоднорiдної крайової
умови для перемiщення 𝑊2.
𝜕𝑊2

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏

=
𝑝(𝑥)

𝐺2
,

де
𝜕𝑊2

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑏

=
2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

∞∑︁
𝑛=0

𝑝(𝜉) sin (𝛼𝑛𝑥) sin (𝛼𝑛𝜉)

𝐺2
𝑑𝜉

Для того, щоб перевiрити дану неоднорiдну крайову умову слiд зробити
деякi перетворення:
Змiна порядку iнтегрування та пiдсумовування
2

𝑎

∞∑︁
𝑛=0

[︂∫︁ 𝑎

0

𝑝(𝜉) sin (𝛼𝑛𝜉) 𝑑𝜉

]︂
sin (𝛼𝑛𝑥)

Продовжимо навантаження 𝑝(𝑥) у вихiднiй задачi непарних чином для того,
щоб перевiрить неоднорiднiсть граничної умови, тому що немає матерiалу
на −𝑎 < 𝑥 < 0. I для розширеної 𝑝(𝑥) використовуємо розвинення в ряд
Фур’є. Вибiр навантажень здiйснюємо таким чином, щоб 𝑝(0) = 0, в iншому
випадку буде розрив першого роду.
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1.5. Пiдсумовування слабко-збiжних частин
рядiв.

Розглянемо ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝑎(𝑛), що є слабко-збiжним. Для вiдокремлення

його слабко-збiжної частини використовується наступна методика [3], а
саме:

Ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝑎(𝑛) розбивається на два доданки
∞∑︁
𝑛=1

𝑎(𝑛) =
𝐴∑︁

𝑛=0

𝑎(𝑛) +
∞∑︁

𝑛=𝐴

𝑎(𝑛).

В другому отриманому рядi функцiя замiнюється своїм асимптотичним
зображенням при 𝑛 → ∞, пiсля чого додається та вiднiмається доданок
𝐴∑︁

𝑛=0

𝑎̃(𝑛), де 𝑎̃(𝑛)- асимптотичне зображення функцiї 𝑎(𝑛). Отже:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎(𝑘) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎̃(𝑛) +
𝐴∑︁

𝑛=0

(𝑎(𝑛)− 𝑎̃(𝑛)) , 𝐴 → ∞ (1.30)

Ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝑎̃(𝑛), що входить у це подання можна пiдсумувати за допомогою

наступних формул [4]:

∞∑︁
𝑛=0

𝑒−𝑛𝑡 sin𝑛𝑥 =
1

2

sin𝑥

cosh 𝑡− cos𝑥
(1.31)

∞∑︁
𝑛=0

𝑒−𝑛𝑡 cos𝑛𝑥 =
sh 𝑡

2(ch 𝑡− cos𝑥)
− 1

2
(1.32)

Iнтергуючи формулу (1.31), отримаємо:

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛
𝑒−𝑛𝑡 cos𝑛𝑥 = −1

2
ln (ch 𝑡− cos𝑥) (1.33)
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1.5.1. Пiдсумовування слабко-збiжних частин 𝑊1

Передусiм зробимо деякi перетворення, тобто розiб’ємо ряд на двi
суми:

𝑊1(𝑥,𝑦) = −2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝜒(𝜉)
∞∑︁
𝑛=0

𝐺2[−𝐸1 + 𝐸2]

𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5
Ω(𝑥,𝜉)𝑑𝜉+

+
4

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝑝(𝜉)
∞∑︁
𝑛=0

𝐸3

𝛼𝑛(𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5)
Ω(𝑥,𝜉)𝑑𝜉 (1.34)

Розглянемо окремо цi ряди:

−2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝜒(𝜉)
∞∑︁
𝑛=0

𝐺2[−𝐸1 + 𝐸2]

𝐺−𝐸4 −𝐺+𝐸5
Ω(𝑥,𝜉)𝑑𝜉

Використовуя формулу (1.32) отримаємо:
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏1+𝑦)(−1) = − sh 𝑡0
2(ch 𝑡0 − cos𝑥0)

+
1

2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏1−𝑦)(−1) = − sh 𝑡1
2(ch 𝑡1 − cos𝑥0)

+
1

2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(2𝑏−𝑏1+𝑦) =
sh 𝑡2

2(ch 𝑡2 − cos𝑥0)
− 1

2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(2𝑏−𝑏1−𝑦) =
sh 𝑡3

2(ch 𝑡3 − cos𝑥0)
− 1

2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 + 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏1+𝑦) =
sh 𝑡0

2(ch 𝑡0 − cos𝑥1)
− 1

2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 + 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏1−𝑦) =
sh 𝑡1

2(ch 𝑡1 − cos𝑥1)
− 1

2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 + 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(2𝑏−𝑏1+𝑦)(−1) = − sh 𝑡3
2(ch 𝑡3 − cos𝑥1)

+
1

2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 + 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(2𝑏−𝑏1−𝑦)(−1) = − sh 𝑡4
2(ch 𝑡4 − cos𝑥0)

+
1

2

Де:

𝑡0 =
𝜋

𝑎
(𝑏1 + 𝑦);

𝑡1 =
𝜋

𝑎
(𝑏1 − 𝑦);

𝑡2 =
𝜋

𝑎
(2𝑏− 𝑏1 + 𝑦);

𝑡3 =
𝜋

𝑎
(2𝑏− 𝑏1 − 𝑦);

𝑥0 =
𝜋

𝑎
(𝜉 − 𝑥);

𝑥1 =
𝜋

𝑎
(𝜉 + 𝑥);
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Тодi асимптотичне зображення для першого доданка 𝑊1 матиме вигляд:

𝐴∑︁
𝑛=0

𝑎̃(𝑛) =
7∑︁

κ=0

ϒ1𝐶κ

тут i далi:

ϒ1 =
𝐺2

4𝐺+

𝐶0 = − sh 𝑡0
ch 𝑡0 − cos𝑥0

𝐶1 = − sh 𝑡1
ch 𝑡1 − cos𝑥0

𝐶2 =
sh 𝑡2

ch 𝑡2 − cos𝑥0

𝐶3 =
sh 𝑡3

ch 𝑡3 − cos𝑥0

𝐶4 =
sh 𝑡0

ch 𝑡0 − cos𝑥1

𝐶5 =
sh 𝑡1

ch 𝑡1 − cos𝑥1

𝐶6 = − sh 𝑡2
ch 𝑡2 − cos𝑥1

𝐶7 = − sh 𝑡3
ch 𝑡3 − cos𝑥0

Тодi перший доданок 𝑊1 прийме вигляд:

− 2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝜒(𝜉)

[︃
ϒ1

7∑︁
κ=0

𝐶κ +
1

2

𝐴∑︁
𝑛=1

Ξ(𝑥,𝜉)[𝑄1 −𝑄2]

]︃
𝑑𝜉 (1.35)

тут i далi:
Ξ(𝑥,𝜉) = cos𝛼𝑛(𝜉 − 𝑥)− cos𝛼𝑛(𝜉 + 𝑥)

𝑄1 =
𝐺2[−𝐸1 + 𝐸2]

𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5

𝑄2 =
𝐺2[−𝐸1 + 𝐸2]

𝐺+
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4

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝑝(𝜉)
∞∑︁
𝑛=0

𝐸3

𝛼𝑛(𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5)
Ω(𝑥,𝜉)𝑑𝜉

Використовуя формулу (1.33) отримаємо:
∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼𝑛
cos𝛼𝑛 (𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏+𝑦) = − 𝑎

2𝜋
ln (ch 𝑡4 − cos𝑥0)

∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼𝑛
cos𝛼𝑛 (𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏−𝑦) = − 𝑎

2𝜋
ln (ch 𝑡5 − cos𝑥0)

∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼𝑛
cos𝛼𝑛 (𝜉 + 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏+𝑦)(−1) =

𝑎

2𝜋
ln (ch 𝑡4 − 𝑐𝑜𝑠𝑥1)

∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼𝑛
cos𝛼𝑛 (𝜉 + 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏−𝑦)(−1) =

𝑎

2𝜋
ln (ch 𝑡5 − 𝑐𝑜𝑠𝑥1)

Де:
𝑡4 =

𝜋

𝑎
(𝑏+ 𝑦); 𝑡5 =

𝜋

𝑎
(𝑏− 𝑦); 𝑥0 =

𝜋

𝑎
(𝜉 − 𝑥) 𝑥1 =

𝜋

𝑎
(𝜉 + 𝑥)

Тодi асимптотичне зображення для другого доданка 𝑊1 матиме вигляд:

𝐴∑︁
𝑛=0

𝑎̃(𝑛) =
11∑︁
κ=8

ϒ𝐶κ

де
ϒ2 =

𝑎

4𝜋𝐺+

𝐶8 = − ln (ch 𝑡4 − cos𝑥0)

𝐶9 = − ln (ch 𝑡5 − cos𝑥0)

𝐶10 = ln (ch 𝑡4 − cos𝑥1)

𝐶11 = ln (ch 𝑡5 − cos𝑥1)

Тодi другий доданок 𝑊1 прийме вигляд:

4

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝑝(𝜉)

[︃
ϒ2

11∑︁
κ=8

𝐶κ +
1

2

𝐴∑︁
𝑛=1

Ξ(𝑥,𝜉)[𝑄3 −𝑄4]

]︃
𝑑𝜉 (1.36)

тут i далi:

𝑄3 =
𝐸3

𝛼𝑛(𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5)

𝑄4 =
𝐸3

𝛼𝑛𝐺+



16

Тодi 𝑊1 прийме вигляд:

𝑊1 = −2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝜒(𝜉)

[︃
ϒ1

7∑︁
κ=0

𝐶κ +
1

2

𝐴∑︁
𝑛=1

Ξ(𝑥,𝜉)[𝑄1 −𝑄2]

]︃
𝑑𝜉+

+
4

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝑝(𝜉)

[︃
ϒ2

11∑︁
κ=8

𝐶κ +
1

2

𝐴∑︁
𝑛=1

Ξ(𝑥,𝜉)[𝑄3 −𝑄4]

]︃
𝑑𝜉 (1.37)

1.5.2. Пiдсумовування слабко-збiжних частин 𝜏 1𝑦𝑧

𝜏 1𝑦𝑧 = 𝐺1

[︃
−2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝜒(𝜉)

[︃
ϒ1𝛼

2

7∑︁
κ=0

𝐶
′

κ +
1

2

𝐴∑︁
𝑛=1

Ξ(𝑥,𝜉)[𝑄
′

1 −𝑄
′

2]

]︃
𝑑𝜉 +

+
4

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝑝(𝜉)

[︃
ϒ2𝛼

11∑︁
κ=8

𝐶
′

κ +
1

2

𝐴∑︁
𝑛=1

Ξ(𝑥,𝜉)[𝑄
′

3 −𝑄
′

4]

]︃
𝑑𝜉

]︃
(1.38)

𝐶
′

0 = − 1− ch 𝑡0 cos𝑥0
(ch 𝑡0 − cos𝑥0)2

𝐶
′

1 = −−1 + ch 𝑡1 cos𝑥0
(ch 𝑡1 − cos𝑥0)2

𝐶
′

2 =
1− ch 𝑡2 cos𝑥0
(ch 𝑡2 − cos𝑥0)2

𝐶
′

3 = − 1− ch 𝑡3 cos𝑥0
(ch 𝑡3 − cos𝑥0)2

𝐶
′

4 =
1− ch 𝑡0 cos𝑥1
(ch 𝑡0 − cos𝑥1)2

𝐶
′

5 = − 1− ch 𝑡1 cos𝑥1
(ch 𝑡1 − cos𝑥1)2

𝐶
′

6 = − 1− ch 𝑡2 cos𝑥1
(ch 𝑡2 − cos𝑥1)2

𝐶
′

7 =
1− ch 𝑡3 cos𝑥1
(ch 𝑡3 − cos𝑥1)2

𝐶
′

8 = − sh 𝑡4
ch 𝑡4 − cos𝑥0

𝐶 ‘
9 =

sh 𝑡5
ch 𝑡5 − cos𝑥0

𝐶
′

10 =
sh 𝑡4

ch 𝑡4 − cos𝑥1

𝐶
′

11 = − sh 𝑡5
ch 𝑡5 − cos𝑥1

𝑄
′

1 =
𝐺2[−𝐸1′ + 𝐸2′]

𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5

𝑄
′

2 =
𝐺2[−𝐸1′ + 𝐸2′]

𝐺+

𝑄
′

3 =
𝐸3′

𝛼𝑛(𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5)

𝑄
′

4 =
𝐸3′

𝛼𝑛𝐺+

𝐸1′ = 𝛼𝑛(−𝑒−𝛼𝑛(𝑏1+𝑦) + 𝑒−𝛼𝑛(𝑏1−𝑦))

𝐸2′ = 𝛼𝑛(−𝑒−𝛼𝑛(2𝑏−𝑏1+𝑦) + 𝑒−𝛼𝑛(2𝑏−𝑏1−𝑦))

𝐸3′ = 𝛼𝑛(−𝑒−𝛼𝑛(𝑏+𝑦) + 𝑒−𝛼𝑛(𝑏−𝑦))
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1.5.3. Пiдсумовування слабко-збiжних частин 𝑊2

Передусiм зробимо деякi перетворення, тобто розiб’ємо ряд на двi
суми:

𝑊2 (𝑥,𝑦) = −2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝜒 (𝜉)
∞∑︁
𝑛=0

[︂
𝐺1(𝐸

6 + 𝐸7)

𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5

]︂
Ω(𝑥,𝜉)𝑑𝜉−

− 2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝑝 (𝜉)
∞∑︁
𝑛=0

[︂
𝐺−𝐸8 −𝐺+𝐸3

𝛼𝑛𝐺2[𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5]

]︂
Ω(𝑥,𝜉)𝑑𝜉 (1.39)

Розглянемо окремо цi ряди:

−2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝜒 (𝜉)
∞∑︁
𝑛=0

[︂
𝐺1(𝐸

6 + 𝐸7)

𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5

]︂
Ω(𝑥,𝜉)𝑑𝜉

Використовуя формулу (1.32) отримаємо:
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏1+𝑦) = − sh𝜗0

2(ch𝜗0 − cos𝑥0)
+

1

2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(−𝑏1+𝑦) =
sh𝜗1

2(ch𝜗1 − cos𝑥0)
− 1

2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(2𝑏+𝑏1−𝑦) = − sh𝜗2

2(ch𝜗2 − cos𝑥0)
+

1

2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(2𝑏−𝑏1−𝑦) =
sh𝜗3

2(ch𝜗3 − cos𝑥0)
− 1

2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 + 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏1+𝑦) =
sh𝜗0

2(ch𝜗0 − cos𝑥1)
− 1

2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 + 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(−𝑏1+𝑦) = − sh𝜗1

2(ch𝜗1 − cos𝑥1)
+

1

2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 + 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(2𝑏+𝑏1−𝑦) =
sh𝜗2

2(ch𝜗2 − cos𝑥1)
− 1

2
∞∑︁
𝑛=1

cos𝛼𝑛 (𝜉 + 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(2𝑏−𝑏1−𝑦) = − sh𝜗3

2(ch𝜗3 − cos𝑥1)
+

1

2

Де:

𝜗0 =
𝜋

𝑎
(𝑏1 + 𝑦);

𝜗1 =
𝜋

𝑎
(−𝑏1 + 𝑦);

𝜗2 =
𝜋

𝑎
(2𝑏+ 𝑏1 − 𝑦);

𝜗3 =
𝜋

𝑎
(2𝑏− 𝑏1 − 𝑦);

𝑥0 =
𝜋

𝑎
(𝜉 − 𝑥);

𝑥1 =
𝜋

𝑎
(𝜉 + 𝑥);
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Тодi асимптотичне зображення для першого доданка 𝑊2 матиме вигляд:

𝐴∑︁
𝑛=0

𝑎̃(𝑛) =
7∑︁

𝜍=0

ϒ3𝐷𝜍

ϒ3 =
𝐺1

𝐺+

𝐷0 = − sh𝜗0

2(ch𝜗0 − cos𝑥0)

𝐷1 =
sh𝜗1

2(ch𝜗1 − cos𝑥0)

𝐷2 = − sh𝜗2

2(ch𝜗2 − cos𝑥0)

𝐷3 =
sh𝜗3

2(ch𝜗3 − cos𝑥0)

𝐷4 =
sh𝜗0

2(ch𝜗0 − cos𝑥1)

𝐷5 = − sh𝜗1

2(ch𝜗1 − cos𝑥1)

𝐷6 =
sh𝜗2

2(ch𝜗2 − cos𝑥1)

𝐷7 = − sh𝜗3

2(ch𝜗3 − cos𝑥1)

Тодi перший доданок 𝑊2 прийме вигляд:

− 2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝜒 (𝜉)

[︃
ϒ3

7∑︁
𝜍=0

𝐷𝜍 +
1

2

𝐴∑︁
𝑛=1

Ξ(𝑥,𝜉)[𝑄5 −𝑄6]

]︃
𝑑𝜉 (1.40)

тут i далi:

𝑄5 =
𝐺1(𝐸

6 + 𝐸7)

𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5

𝑄6 =
𝐺1(𝐸

6 + 𝐸7)

𝐺+

−2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝑝 (𝜉)
∞∑︁
𝑛=0

[︂
𝐺−𝐸8 −𝐺+𝐸3

𝛼𝑛𝐺2[𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5]

]︂
Ω(𝑥,𝜉)𝑑𝜉

Використовуя формулу (1.31) отримаємо:
∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼𝑛
cos𝛼𝑛 (𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏+2𝑏1−𝑦) = − 𝑎

2𝜋
ln (ch𝜗4 − cos𝑥0)

∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼𝑛
cos𝛼𝑛 (𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏−2𝑏1+𝑦) = − 𝑎

2𝜋
ln (ch𝜗5 − cos𝑥0)

∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼𝑛
cos𝛼𝑛 (𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏+𝑦) =

𝑎

2𝜋
ln (ch𝜗6 − cos𝑥0)

∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼𝑛
cos𝛼𝑛 (𝜉 − 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏−𝑦) =

𝑎

2𝜋
ln (ch𝜗7 − cos𝑥0)
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∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼𝑛
cos𝛼𝑛 (𝜉 + 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏+2𝑏1−𝑦) =

𝑎

2𝜋
ln (ch𝜗4 − cos𝑥1)

∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼𝑛
cos𝛼𝑛 (𝜉 + 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏−2𝑏1+𝑦) =

𝑎

2𝜋
ln (ch𝜗5 − cos𝑥1)

∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼𝑛
cos𝛼𝑛 (𝜉 + 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏+𝑦) = − 𝑎

2𝜋
ln (ch𝜗6 − cos𝑥1)

∞∑︁
𝑛=1

1

𝛼𝑛
cos𝛼𝑛 (𝜉 + 𝑥)𝑒−𝛼𝑛(𝑏−𝑦) = − 𝑎

2𝜋
ln (ch𝜗7 − cos𝑥1)

Де:

𝜗4 =
𝜋

𝑎
(𝑏+ 2𝑏1 − 𝑦);

𝜗5 =
𝜋

𝑎
(𝑏− 2𝑏1 + 𝑦);

𝜗6 =
𝜋

𝑎
(𝑏+ 𝑦);

𝜗7 =
𝜋

𝑎
(𝑏− 𝑦);

𝑥0 =
𝜋

𝑎
(𝜉 − 𝑥);

𝑥1 =
𝜋

𝑎
(𝜉 + 𝑥);

Тодi асимптотичне зображення для другого доданка 𝑊2 матиме вигляд:

𝐴∑︁
𝑛=0

𝑎̃(𝑛) = ϒ4Ψ

де
ϒ4 =

𝑎

4𝜋𝐺2𝐺+

𝐷8 = − ln (ch𝜗4 − cos𝑥0)

𝐷9 = − ln (ch𝜗5 − cos𝑥0)

𝐷10 = ln (ch𝜗6 − cos𝑥0)

𝐷11 = ln (ch𝜗7 − cos𝑥0)

𝐷12 = ln (ch𝜗4 − cos𝑥1)

𝐷13 = ln (ch𝜗5 − cos𝑥1)

𝐷14 = − ln (ch𝜗6 − cos𝑥1)

𝐷15 = − ln (ch𝜗7 − cos𝑥1)

Ψ = 𝐺−(𝐷8 +𝐷9 +𝐷12 +𝐷13)−𝐺+(𝐷10 +𝐷11 +𝐷14 +𝐷15)

Тодi другий доданок 𝑊2 прийме вигляд:

− 2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝑝 (𝜉)

[︃
ϒ4Ψ+

1

2

𝐴∑︁
𝑛=1

Ξ(𝑥,𝜉)[𝑄7 −𝑄8]

]︃
𝑑𝜉 (1.41)

тут i далi:

𝑄7 =
𝐺−𝐸8 −𝐺+𝐸3

𝛼𝑛𝐺2[𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5]
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𝑄8 =
𝐺−𝐸8 −𝐺+𝐸3

𝛼𝑛𝐺2𝐺+

Тодi 𝑊2 прийме вигляд:

𝑊2 = −2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝜒 (𝜉)

[︃
ϒ3

7∑︁
𝜍=0

𝐷𝜍 +
1

2

𝐴∑︁
𝑛=1

Ξ(𝑥,𝜉)[𝑄5 −𝑄6]

]︃
𝑑𝜉−

− 2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝑝 (𝜉)

[︃
ϒ4Ψ+

1

2

𝐴∑︁
𝑛=1

Ξ(𝑥,𝜉)[𝑄7 −𝑄8]

]︃
𝑑𝜉 (1.42)

1.5.4. Пiдсумовування слабко-збiжних частин 𝜏 2𝑦𝑧

𝜏 2𝑦𝑧 = 𝐺2

[︃
−2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝜒 (𝜉)

[︃
ϒ3𝛼

2

7∑︁
𝜍=0

𝐷
′

𝜍 +
1

2

𝐴∑︁
𝑛=1

Ξ(𝑥,𝜉)[𝑄
′

5 −𝑄
′

6]

]︃
𝑑𝜉+

+
2

𝑎

∫︁ 𝑎

0

𝑝 (𝜉)

[︃
ϒ4𝛼Ψ

′
+

1

2

𝐴∑︁
𝑛=1

Ξ(𝑥,𝜉)[𝑄
′

7 −𝑄
′

8]

]︃
𝑑𝜉

]︃
(1.43)

Ψ
′
= 𝐺−(𝐷

′

8 +𝐷
′

9 +𝐷
′

12 +𝐷
′

13)−𝐺+(𝐷
′

10 +𝐷
′

11 +𝐷
′

14 +𝐷
′

15)



21

𝐷
′

0 =
1 + ch𝜗0 cos𝑥0
(ch𝜗0 − cos𝑥0)2

𝐷
′

1 = − 1 + ch𝜗1 cos𝑥0
(ch𝜗1 − cos𝑥0)2

𝐷
′

2 = − 1 + ch𝜗2 cos𝑥0
(ch𝜗2 − cos𝑥0)2

𝐷
′

3 =
1 + ch𝜗3 cos𝑥0
(ch𝜗3 − cos𝑥0)

𝐷
′

4 = − 1 + ch𝜗0 cos𝑥1
(ch𝜗0 − cos𝑥1)2

𝐷
′

5 =
1 + ch𝜗1 cos𝑥1
(ch𝜗1 − cos𝑥1)2

𝐷
′

6 =
1 + ch𝜗2 cos𝑥1
(ch𝜗2 − cos𝑥1)2

𝐷
′

7 = − +𝑐ℎ𝜗3 cos𝑥1
(ch𝜗3 − cos𝑥1)2

𝐷
′

8 =
sh𝜗4

ch𝜗4 − cos𝑥0

𝐷
′

9 = − sh𝜗5

ch𝜗5 − cos𝑥0

𝐷
′

10 =
sh𝜗6

ch𝜗6 − cos𝑥0

𝐷
′

11 = − sh𝜗7

ch𝜗7 − cos𝑥0

𝐷
′

12 = − sh𝜗4

ch𝜗4 − cos𝑥1

𝐷
′

13 =
sh𝜗5

ch𝜗5 − cos𝑥1

𝐷
′

14 = − sh𝜗6

ch𝜗6 − cos𝑥1

𝐷
′

15 =
sh𝜗7

ch𝜗7 − cos𝑥1

𝑄
′

5 =
𝐺1(𝐸

6′ + 𝐸7′)

𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5

𝑄
′

6 =
𝐺1(𝐸

6′ + 𝐸7′)

𝐺+

𝑄
′

7 =
𝐺−𝐸8′ −𝐺+𝐸3′

𝛼𝑛𝐺2[𝐺−𝐸4 +𝐺+𝐸5]

𝑄
′

8 =
𝐺−𝐸8′ −𝐺+𝐸3′

𝛼𝑛𝐺2𝐺+

𝐸6′ = 𝛼𝑛(𝑒
−𝛼𝑛(𝑏1+𝑦) − 𝑒−𝛼𝑛(−𝑏1+𝑦))

𝐸7′ = 𝛼𝑛(−𝑒−𝛼𝑛(2𝑏+𝑏1−𝑦) + 𝑒−𝛼𝑛(2𝑏−𝑏1−𝑦))

𝐸8′ = 𝛼𝑛(𝑒
−𝛼𝑛(𝑏+2𝑏1−𝑦) − 𝑒−𝛼𝑛(𝑏−2𝑏1+𝑦))

𝐸3′ = 𝛼𝑛(−𝑒−𝛼𝑛(𝑏+𝑦) + 𝑒−𝛼𝑛(𝑏−𝑦))
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1.6. Сiнгулярне iнтегро-диференцiальне
рiвняння рiвняння (СIДР)

У формулi (1.38) при розрахування була вивлена особливiсть, коли
𝑦 = 𝑏1 та 𝑥 = 𝜉. Застосуємо першi чудовi границi :

lim
𝑥→0

1− cos𝑥
𝑥2

2

= 1; lim
𝑥→0

ch𝑥− 1
𝑥2

2

= 1

до формули (1.38):

lim
𝑡1,𝑥0→0

1− ch 𝑡1 cos𝑥0
(ch 𝑡1 − cos𝑥0)2

≈ 2(𝑡21𝑥
2
0 − 𝑡21 + 𝑥20)

(𝑡21 + 𝑥20)
2

≈ [𝑡1 → 0] ≈ − 2

𝑥20

Тобто ми отримали такий результат:

𝐶
′*
1 ≈ − 2

𝑥20
(1.44)

Та формула (1.38) набуває вигляд:

𝐶
′

1 = − 1− ch 𝑡1 cos𝑥0
(ch 𝑡1 − cos𝑥0)2

± 𝐶
′*
1 = − 1− ch 𝑡1 cos𝑥0

(ch 𝑡1 − cos𝑥0)2
±

(︂
− 2

𝑥20

)︂
(1.45)

Пошук 𝜒(𝑥) буде проводитись з припущення, що берега трiщини вiльнi вiд

навантаження, тобто 𝜏 1𝑦𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑦 = 𝑏1 − 0

= 0 i отримаємо:

−𝐺1𝛼ϒ
1

𝑎

𝑑2

𝑑𝑥2

∫︁ 𝑐1

𝑐0

ln
1

|𝜉* − 𝑥*|
𝜒(𝑥*)𝑑𝜉+

∫︁ 𝑐1

𝑐0

𝜒(𝜉*)𝑓(𝜉*,𝑥*)𝑑𝜉* = 𝑟(𝑥*),𝑐0 < 𝑥* < 𝑐1

(1.46)
Помножимо 1.46 на коефцiент

𝑎

𝐺1
.Введемо наступну константу: 𝜚 = −𝛼ϒ1.

Отримаємо:

𝜚
𝑑2

𝑑𝑥2

∫︁ 𝑐1

𝑐0

ln
1

|𝜉* − 𝑥*|
𝜒(𝑥*)𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑐1

𝑐0

𝜒(𝜉*)𝑓(𝜉*,𝑥*)𝑑𝜉* = 𝑟(𝑥*),𝑐0 < 𝑥* < 𝑐1

(1.47)
де:

𝑓(𝜉*,𝑥*) = −

[︃
ϒ1𝛼

7∑︁
κ=0

𝐶
′

κ +
𝐴∑︁

𝑛=1

Ξ(𝑥,𝜉)[𝑄
′

1 −𝑄
′

2]𝑑𝜉
*

]︃
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𝑟(𝑥*) = 4

∫︁ 𝑎

0

𝑝(𝜉*)

[︃
ϒ2𝛼

11∑︁
κ=8

𝐶
′

κ +
1

2

𝐴∑︁
𝑛=1

Ξ(𝜉*,𝑥*)[𝑄
′

3 −𝑄
′

4]

]︃
𝑑𝜉

Виконується замiна змiнних 𝜉 =
2𝜉* − (𝑐0 + 𝑐1)

𝑐1 − 𝑐0
, 𝑥 =

2𝑥* − (𝑐0 + 𝑐1)

𝑐1 − 𝑐0
,

для переходу до iнтервалiв iнтегрування [-1;1]. У результатi СIДР (1.47)
приймає наступний вигляд:

𝜚
𝑑2

𝑑𝑥2

∫︁ 𝑐1

𝑐0

ln
1

|𝜉 − 𝑥|
𝜒̃(𝑥)𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑐1

𝑐0

𝜒̃(𝜉)𝑓(𝜉.𝑥)𝑑𝜉* = 𝑟(𝑥),− 1 < 𝑥 < 1 (1.48)

де:

𝜒̃(𝜉) = 𝜒

(︂
(𝑐1 − 𝑐0)𝜉 + (𝑐1 + 𝑐0)

2

)︂
,

𝑟(𝑥) =
(𝑐1 − 𝑐0)

2
𝑟

(︂
(𝑐1 − 𝑐0)𝑥+ (𝑐1 + 𝑐0)

2

)︂
.

𝑓(𝜉.𝑥) =
(𝑐1 − 𝑐0)

2

4
𝑓

(︂
(𝑐1 − 𝑐0)𝜉 + (𝑐1 + 𝑐0)

2
,
(𝑐1 − 𝑐0)𝑥+ (𝑐1 + 𝑐0)

2

)︂
СIДР (1.48) розв’язується методом ортогональних полiномiв [6], що дозволяє
враховувати дiйсний порядок особливостi розв’язку на кiнцях iнтервалу iнте-
грування. Згiдно з методом[5], функцiю 𝜒̃(𝜉) розвинуто у ряд за полiномами
Чебишева другого роду:

𝜒̃(𝜉) =
∞∑︁
𝑘=0

𝐹𝑙

√︀
1− 𝜉2𝑈𝑙(𝜉), 𝜉 ∈ [−1; 1] (1.49)

де:
𝑈𝑘 – полiноми Чебишева другого роду.
𝐹𝑘- поки невiдомi сталi.
Враховуючи (1.49), (1.48) матиме вигляд:

𝜚
𝑑2

𝑑𝑥2

∫︁ 𝑐1

𝑐0

∞∑︁
𝑙=0

𝐹𝑙

√︀
1− 𝜉2𝑈𝑙(𝜉) ln

1

|𝜉 − 𝑥|
+

∫︁ 1

−1

∞∑︁
𝑙=0

𝐹𝑙

√︀
1− 𝜉2𝑈𝑙(𝜉)𝑓(𝜉,𝑥)𝑑𝜉 = 𝑟(𝑥)

(1.50)
Змiнемо порядок iнтегрування ту сумування i отримаємо:

𝜚

∞∑︁
𝑙=0

𝐹𝑙
𝑑2

𝑑𝑥2

∫︁ 𝑐1

𝑐0

√︀
1− 𝜉2𝑈𝑙(𝜉) ln

1

|𝜉 − 𝑥|
+

∞∑︁
𝑙=0

𝐹𝑙

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜉2𝑈𝑙(𝜉)𝑓(𝜉,𝑥)𝑑𝜉 = 𝑟(𝑥)

(1.51)
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Використовуя спектральне вiдношення [6][c.108 Таблиця 1. №24]:

𝑑2

𝑑𝑥2

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝑥− 𝜉|
√︀

1− 𝜉2𝑈𝑙(𝜉)𝑑𝜉 = −𝜋(𝑙 + 1)𝑈𝑘(𝑥) (1.52)

В результатi отримаємо наступний вигляд формули (1.51):

𝜚
∞∑︁
𝑙=0

𝐹𝑙(−𝜋(𝑙 + 1)𝑈𝑙(𝜉)) +
∞∑︁
𝑙=0

𝐹𝑙

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜉2𝑈𝑙(𝜉)𝑓(𝜉,𝑥)𝑑𝜉 = 𝑟(𝑥) (1.53)

Обидвi частини (1.53) множимо на 𝑈𝑚(𝑥)
√
1− 𝑥2 та iнтегруємо за змiнною

𝑥 на промiжку [-1;1]
Отримаємо такий результат:

𝜚

∞∑︁
𝑙=0

𝐹𝑙(−𝜋(𝑙 + 1))Φ𝑙,𝑚 +
∞∑︁
𝑙=0

𝐹𝑙𝐷𝑙,𝑚 = 𝑟𝑚,𝑚 ∈ [0;∞) (1.54)

де:

Φ𝑙,𝑚 =

∫︁ 1

−1

𝑈𝑚(𝑥)𝑈𝑙(𝑥)
√︀

1− 𝑥2𝑑𝑥

𝑟 =

∫︁ 1

−1

𝑟𝑈𝑚(𝑥)
√︀
1− 𝑥2𝑑𝑥

𝐷𝑙,𝑚 =

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝑥2𝑈𝑚(𝑥)𝑑𝑥

∫︁ 1

−1

𝑈𝑙(𝑥)
√︀

1− 𝜉2𝑓(𝜉,𝑥)𝑑𝜉

||𝑈𝑙||2 =
𝜋

2

Враховуючи, що: Φ𝑙,𝑚 =

⎧⎪⎨⎪⎩||𝑈𝑚(𝑥)||2, 𝑚 = 𝑙

0, 𝑚 ̸= 𝑙

отримаємо наступний вигляд формули (1.54):

𝜚𝐹𝑚(−𝜋(𝑙 + 1))||𝑈𝑚(𝑥)||2 +
∞∑︁
𝑙=0

𝐹𝑙𝐷𝑙,𝑚 = 𝑟𝑚,𝑚 ∈ [0;∞) (1.55)

де: ||𝑈𝑚(𝑥)||2 =
𝜋

2
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Побудуємо графiк функцiї стрибка:

Рис. 1.2. Функцiя стрибка 𝜒(𝜉) у трiщинi

1.7. Коефiцiєнти iнтенсивностi напружень
(КIН)

КIН обчислюється за формулою:

𝐾± = lim
𝑥→±1±0

√︀
𝜋(𝑐1 − 𝑐0)(±𝑥− 1)𝜏𝑦𝑧 (1.56)

У формулу (1.56) пiдставляється зображення (1.51) зi спектральним спiв-
вiдношенням

1

𝜋

𝑑2

𝑑𝑥2

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝑥− 𝜉|
√︀

1− 𝜉2𝑈𝑙(𝜉)𝑑𝜉 =

=
|𝑥|𝑈𝑚(𝑥)√
𝑥2 − 1

+
√︀
𝑥2 − 1𝑈

′

𝑚(𝑥)− 0.5(𝑙 + 1)𝑈𝑚(𝑥)

та отримаємо:

lim
𝑥→±1±0

√︀
𝜋(𝑐1 − 𝑐0)(±𝑥− 1)

(︂
𝑑2

𝑑𝑥2

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝑥− 𝜉|
√︀

1− 𝜉2𝑈𝑙(𝜉)𝑑𝜉

)︂
=

=
√︀
𝜋(𝑐1 − 𝑐0)(±1)𝑙(𝑙 + 1)

1√
2

(1.57)
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В результатi отримаємо розрахунковi формули для обчислення КIН:

𝐾− =
∞∑︁
𝑙=0

𝐹𝑘

√︀
𝜋(𝑐1 − 𝑐0)(−1)𝑙(𝑙 + 1)√

2
, 𝐾+ =

∞∑︁
𝑙=0

𝐹𝑘

√︀
𝜋(𝑐1 − 𝑐0)(𝑙 + 1)√

2

1.8. Аналiз числових розрахункiв

1.8.1. КIН при змiнi довжини трiщини

Розглянемо динамiку змiни коефiцiєнтiв iнтенсивностi напружень при
змiнi довжини трiщини.
Розрахунки проводилися з такими паметрами:

• 𝑎 = 10

• 𝑏 = 10

• 𝑏1 = 5

• 𝐺1 = 8.0 · 1010 — сталь вуглецева
• 𝐺2 = 4.0 · 1010 — бронза марганцева

• 𝑝1 (𝜉) =
2𝜉

𝑎
−

4𝜉(𝜉 − 𝑎

2
)

𝑎2
— навантаження на область

• 𝑝2 (𝜉) = 4 cos (𝛼𝜉) + 12 sin (𝛼𝜉)) sin (𝛼𝜉 — навантаження на область
• 𝑝3 (𝜉) = sin

𝜋

𝑎
𝜉 — навантаження на область

• 𝑝4 (𝜉) = 0— навантаження на область
• 𝜁1 (𝜉) = 0— навантаження на трiщину
• 𝜁2 (𝜉) = 1— навантаження на трiщину



27

Рис. 1.3. Залежнiсть КIН вiд довжини трiщини , 𝑝 (𝜉) = 𝑝1 (𝜉) ,𝜁 (𝜉) = 𝜁1 (𝜉)

Рис. 1.4. Залежнiсть КIН вiд довжини трiщини , 𝑝 (𝜉) = 𝑝2 (𝜉) ,𝜁 (𝜉) = 𝜁1 (𝜉)
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Рис. 1.5. Залежнiсть КIН вiд довжини трiщини , 𝑝 (𝜉) = 𝑝3 (𝜉) ,𝜁 (𝜉) = 𝜁1 (𝜉)

Аналiзуючи поданi графiки можемо зробити висновок, що КIН змень-
шується, коли довжина трiщини менше за 50% областi, а потiм стрiмко
зростає.

Рис. 1.6. Залежнiсть КIН вiд довжини трiщини , 𝑝 (𝜉) = 𝑝4 (𝜉) ,𝜁 (𝜉) = 𝜁2 (𝜉)
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Аналiзуючи поданий графiк можемо зробити висновок, що коли наванта-
ження дiє безпосередньо на трiщину, то КIН зменьшується, коли довжина
трiщини бiльша за 50% областi.

1.8.2. КIН при змiнi довжини трiщини та розмiру

першого шару

Розглянемо динамiку змiни коефiцiєнтiв iнтенсивностi напружень при
змiнi довжини трiщини.
Розглянемо ситуацiю, коли перший шар бiльший за другий
Розрахунки проводилися з такими паметрами:

• 𝑎 = 10

• 𝑏 = 10

• 𝑏1 = 7.5

• 𝐺1 = 8.0 · 1010 — сталь вуглецева
• 𝐺2 = 4.0 · 1010 — бронза марганцева

• 𝑝1 (𝜉) =
2𝜉

𝑎
−

4𝜉(𝜉 − 𝑎

2
)

𝑎2
— навантаження на область

Рис. 1.7. Залежнiсть КIН вiд довжини трiщини , 𝑝 (𝜉) = 𝑝1 (𝜉) ,𝜁 (𝜉) = 𝜁1 (𝜉)
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Аналiзуючи поданий графiк можемо зробити висновок, що КIН зменьшує-
ться, коли довжина трiщини менше за 50% областi, а потiм стрiмко зростає.
Також слiд зауважити, що функцiя, якою представлене навантаження на
область не спливає на показник росту КIН.

Розглянемол ситуацiя, коли перший шар менший за другий
Розрахунки проводилися з такими паметрами:

• 𝑎 = 10

• 𝑏 = 10

• 𝑏1 = 2.5

• 𝐺1 = 8.0 · 1010 — сталь вуглецева
• 𝐺2 = 4.0 · 1010 — бронза марганцева

• 𝑝1 (𝜉) =
2𝜉

𝑎
−

4𝜉(𝜉 − 𝑎

2
)

𝑎2
— навантаження на область

Рис. 1.8. Залежнiсть КIН вiд довжини трiщини , 𝑝 (𝜉) = 𝑝1 (𝜉) ,𝜁 (𝜉) = 𝜁1 (𝜉)

Аналiзуючи поданий графiк можемо зробити висновок, що КIН зменьшує-
ться, коли довжина трiщини менше за 50% областi, а потiм стрiмко зростає.
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ВИСНОВКИ

Дослiджена антиплоска задача для двошарової прямокутної областi з
мiжфазним дефектом пiд впливом рiзних видiв навантаженнь, що задано
по вiсi 𝑦.

1) Побудован розв’язок антиплоскої задачi теорiї пружностi для прямо-
кутної зони з використанням апарату iнтегральних перетвореннь.

2) Дослiджено поведiнку напружень всерединi прямокутної зони для
рiзного спiввiдношення сторiн. Встановлено, що найбiльшi напруження
досягаються, коли довжина прямокутника бiльша за його ширину.

3) Дослiджено змiну напружень при змiнi матерiалiв.
4) Проаналiзованi коефiцiєнти iнтенсивностi напружень стосовно довжи-

ни трiщини.
5) Даний пiдхiд може бути розповсюджено на випадок N шарiв.
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