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ВСТУП

Оптимiзацiйнi методи є невiд’ємною частиною сучасної прикладної
математики, iнформатики та iнженерiї, оскiльки багато задач у науцi й
технiцi формулюються як задачi знаходження мiнiмуму (або максимуму)
функцiї. У чисельнiй оптимiзацiї особливу увагу придiляють методам без-
умовної оптимiзацiї, якi не потребують додаткових обмежень на розв’язок.
Важливу роль серед них вiдiграють багатокроковi методи, що використо-
вують iнформацiю з кiлькох попереднiх iтерацiй для побудови напрямку
пошуку.

У данiй роботi розглядається узагальнений 𝑝-кроковий метод оптимi-
зацiї, в якому 𝑝 визначає кiлькiсть попереднiх крокiв (або доданкiв), що
беруть участь у формуваннi нового напрямку. При 𝑝 = 2 цей метод збiгає-
ться з вiдомим методом спряжених градiєнтiв, який широко застосовується
для розв’язання задач квадратичної оптимiзацiї та задач великої розмiрно-
стi.

Окрiм базового 𝑝-крокового методу, у роботi також запропоновано
модифiкований варiант цього алгоритму. Основна увага придiляється тео-
ретичному аналiзу цiєї модифiкацiї, а також практичному дослiдженню її
ефективностi порiвняно з класичним пiдходом.

Для перевiрки властивостей та продуктивностi розглянутих алгори-
тмiв проведено чисельнi експерименти на вiдомих тестових функцiях опти-
мiзацiї при рiзних початкових точках та рiзних значеннях параметра 𝑝. Це
дозволяє оцiнити вплив кiлькостi попереднiх крокiв на швидкiсть збiжно-
стi, точнiсть та стабiльнiсть методiв.

Метою дипломної роботи є дослiдження та порiвняння узагальненого
𝑝-крокового методу i його модифiкацiї, а також формулювання практичних
висновкiв щодо їх використання в залежностi вiд структури задачi та обра-
ного значення 𝑝.

Актуальнiсть теми полягає в необхiдностi рацiонального вибору опти-
мiзацiйного методу залежно вiд особливостей задачi, що розв’язується. Адже
вiд цього напряму залежить не лише точнiсть кiнцевого результату, а й за-
гальнi витрати обчислювальних ресурсiв. Проведений аналiз дозволяє на-
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дати практичнi рекомендацiї щодо вибору оптимального методу в тих чи
iнших умовах.
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РОЗДIЛ 1

ЗАГАЛЬНI ВIДОМОСТI

У загальному випадку задача оптимiзацiї полягає у визначеннi екс-
тремального значення деякої функцiї на допустимiй множинi, яка визна-
чається набором обмежень. У випадку вiдсутностi обмежень маємо задачу
безумовної оптимiзацiї.

Чисельнi методи безумовної оптимiзацiї рiзняться або вибором на-
прямку спуску, або способом руху вздовж напрямку спуску. Методи спуску
мають таку процедуру побудови послiдовностi {𝑥𝑘}. За початкову точку
обирається, взагалi кажучи, довiльна точка 𝑥0 ∈ 𝑅𝑛. Послiдовнi наближе-
ння знаходимо за алгоритмом:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠
𝑘, (1.1)

де 𝑠𝑘 - напрямок спуску, 𝛽𝑘 - величина кроку руху вздовж 𝑠𝑘.

У залежностi вiд максимального порядку похiдної вiд цiльової фун-
кцiї, що бере участь в утвореннi 𝑠𝑘, розрiзняють методи нульового, першого
та другого порядкiв.

Щодо побудови цих напрямкiв 𝑠𝑘 розроблено рiзнi пiдходи, якi i визна-
чають подальшу класифiкацiю методiв. Зокрема, тi методи, якi при побу-
довi напрямкiв спуску використовують лише iнформацiю поточної iтерацiї,
тобто для (𝑘+1)-го наближення використовується тiльки 𝑘-е наближення,
називають однокроковими. Якщо використовується додатково iнформацiя
попереднього кроку, тобто для (𝑘 + 1)-го наближення використовуються
(𝑘− 1)-е i 𝑘-е наближення, то двокроковим i т. д. Класичним двокроковим
методом є метод спряжених градiєнтiв.

Розглянемо задачу

𝜑(𝑥) → 𝑚𝑖𝑛, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, (1.2)

де 𝜑(𝑥) : 𝑅𝑛 → 𝑅1 є нерерервно диференцiйованою функцiєю. Позначимо
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її градiєнт через 𝜑′(𝑥) =
𝜕𝜑(𝑥)

𝜕𝑥
.

Метод спряжених градiєнтiв має такий загальний вигляд:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠
𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . ,

𝑠𝑘 =

⎧⎨⎩−𝜑′(𝑥𝑘), 𝑘 = 0,

−𝜑′(𝑥𝑘) + 𝛾𝑘−1𝑠
𝑘−1, 𝑘 = 1, 2, . . .

(1.3)

де 𝑥0, 𝑥1, . . . 𝑥𝑘, . . . - послiдовнi наближення, 𝑠0, 𝑠1, . . . 𝑠𝑘, . . . - напрямки спу-
ску, 𝛽𝑘 - величина кроку вздовж напрямку спуску, 𝛾𝑘−1 - числовий пара-
метр.

Одним iз можливих варiантiв вибору кроку 𝛽𝑘 є розв’язування задачi
одновимiрної мiнiмiзацiї:

𝛽𝑘 : min
𝛽≥0

𝜑(𝑥𝑘 + 𝛽𝑠𝑘) (1.4)

Практичнi дослiдження доводять, що якiсть розв’язку вихiдної за-
дачi (1.2) та швидкiсть збiжностi алгоритму суттєво залежать вiд якостi
розв’язку одновимiрної задачi (1.4).

Рiзновиди методу (1.3) визначаються способом обчислення параметру
𝛾𝑘−1, зокрема:

∘ 𝛾𝑘−1 =
‖𝜑′(𝑥𝑘)‖2

‖𝜑′(𝑥𝑘−1)‖2
(метод Флетчера-Рiвза);

∘ 𝛾𝑘−1 =
(𝜑′(𝑥𝑘), 𝜑′(𝑥𝑘)− 𝜑′(𝑥𝑘−1))

‖𝜑′(𝑥𝑘−1)‖2
(метод Полака - Рiб’єра - Поляка)

та iншi. Тут i далi ‖·‖ означає евклiдову норму вектора, а (· , ·) - скалярний
добуток векторiв.

Метод спряжених градiєнтiв вважається досить ефективним для за-
дач великого вимiру. Вiн у бiльшiй мiрi порiвняно iз однокроковими градi-
єнтними методами враховує геометричнi властивостi цiльової функцiї. Не-
долiком методу є чутливiсть до похибок обчислень, особливо при великiй
кiлькостi змiнних.
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Зважаючи на переваги двокрокових методiв перед однокроковими,
можна очiкувати, що врахування iнформацiї, отриманої не тiльки на попе-
редньому, (𝑘−1)-му, кроцi, а й на (𝑘−2)-му, . . . , (𝑘− (𝑝−1)-му дозволить
побудувати ще бiльш ефективний алгоритм.

1.1 p-кроковий метод

У роботi [4] було розглянуто узагальнений 𝑝-кроковий метод:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠
𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . ,

𝑠𝑘 =

⎧⎨⎩−𝜑′(𝑥𝑘), 𝑘 = 0,

−𝜑′(𝑥𝑘) + 𝛾𝑘−1𝑠
𝑘−1 + · · ·+ 𝛾𝑘−(𝑝−1)𝑠

𝑘−(𝑝−1), 𝑘 = 1, 2, 3 . . .
(1.5)

Крок 𝛽𝑘 визначається з умови (1.4), а параметри 𝛾𝑘−𝑖 за формулою:

𝛾𝑘−𝑖 =
(𝜑′(𝑥𝑘), 𝜑′(𝑥𝑘−𝑖+1)− 𝜑′(𝑥𝑘−𝑖))

‖𝜑′(𝑥𝑘−𝑖)‖2

У згаданнiй роботi були описанi властивостi цього алгоритму у випад-
ку квадратичної цiльової функцiї та показано, що цей метод вiдноситься
до методiв спряжених напрямкiв.

Метою даної роботи є модифiкацiя алгоритму (1.5) та їх порiвняння.
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РОЗДIЛ 2

ТЕОРЕТИЧНI ПОЛОЖЕННЯ МОДИФIКОВАНОГО

P-КРОКОВОГО МЕТОДУ

Отже, повернемося до задачi нелiнiйного програмування (1.2). Для її
розв’язання пропонується такий алгоритм:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠
𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . .

𝑠0 = −𝜑′(𝑥0), 𝑠𝑘 = −𝐻𝑘𝜑
′(𝑥𝑘) + 𝛾𝑘1𝑠

𝑘−1 + 𝛾𝑘2𝑠
𝑘−2 + · · ·+ 𝛾𝑘𝑝−1𝑠

𝑘−(𝑝−1)

(2.1)
де 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 - послiдовнi наближення, 𝛽𝑘 i 𝛾𝑚𝑗 - числовi параметри. Па-
раметр 𝛽𝑘 визначатиметься з умови (1.4). Матриця 𝐻𝑘 розраховується за
рекурентною формулою:

𝐻𝑘+1 = 𝐻𝑘 +
∆𝑥𝑘(∆𝑥𝑘)𝑇

(∆𝑥𝑘, ∆𝑔𝑘)
− 𝐻𝑘∆𝑔

𝑘(∆𝑔𝑘)𝑇𝐻𝑇
𝑘

(𝐻𝑘∆𝑔𝑘, ∆𝑔𝑘)
(2.2)

де ∆𝑥𝑘 = 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘, ∆𝑔𝑘 =
𝜕𝜑(𝑥𝑘+1)

𝜕𝑥
− 𝜕𝜑(𝑥𝑘)

𝜕𝑥
На початку iтерацiйного процесу за 𝐻0 можна взяти довiльну симе-

тричну додатно визначену матрицю, але на практицi (як i у нашому випад-
ку) часто береться одинична матриця, тобто 𝐻0 = 𝐼.

Цей спосiб побудови матриць вiдомий як алгоритм Девiдона - Флетче-
ра - Пауелла (ДФП). Матриця 𝐻𝑘, отримана за домомогою методу ДФП є
симетричною та строго додатньо визначеною.

Означення 2.1. [3] Розглянемо симетричну та додатно визначену матри-
цю 𝐴 (𝐴 > 0). Вектори 𝑠′ i 𝑠′′ називаються спряженими вiдносно матрицi
𝐴, якщо вони вiдмiннi вiд нуля i (𝐴𝑠′, 𝑠′′) = 0.

Означення 2.2. [3] Вектори 𝑠0, 𝑠1, . . . 𝑠𝑘 називаються взаємно спряжени-
ми вiдносно матрицi 𝐴, якщо всi вони вiдмiннi вiд нуля i (𝐴𝑠𝑖, 𝑠𝑗) = 0,

𝑖 = 0, 𝑘, 𝑗 = 0, 𝑘, 𝑖 ̸= 𝑗.

Розглянемо властивостi методу (2.1) за умови, що цiльова функцiя
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𝜑(𝑥) є квадратичною, тобто

𝜑(𝑥) =
1

2
(𝐴𝑥, 𝑥) + (𝑏, 𝑥) + 𝑐 (2.3)

де 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, . . . 𝑏𝑛)
𝑇 , 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Побудуємо систему взаємно спряжених напрямкiв за правилом (2.1).
Для цього обидвi частини скалярно домножимо на вектор 𝐴𝑠𝑘−1:

(𝑠𝑘, 𝐴𝑠𝑘−1) = 0 = (−𝐻𝑘𝜑
′(𝑥𝑘)+𝛾𝑘1𝑠

𝑘−1+𝛾𝑘2𝑠
𝑘−2+· · ·+𝛾𝑘𝑝−1𝑠

𝑘−(𝑝−1), 𝐴𝑠𝑘−1) =

= (−𝐻𝑘𝜑
′(𝑥𝑘), 𝐴𝑠𝑘−1) + 𝛾𝑘1 (𝑠

𝑘−1, 𝐴𝑠𝑘−1) + 𝛾𝑘2 (𝑠
𝑘−2, 𝐴𝑠𝑘−1) + · · ·+
+ 𝛾𝑘𝑝−1(𝑠

𝑘−(𝑝−1), 𝐴𝑠𝑘−1)

Звiдси, з урахуванням взаємної спряженостi векторiв, отримаємо:

𝛾𝑘1 =
(𝐻𝑘𝜑

′(𝑥𝑘), 𝐴𝑠𝑘−1)

(𝑠𝑘−1, 𝐴𝑠𝑘−1)
(2.4)

Знаменник у (2.4) не дорiвнює нулю, згiдно означення додатно визначеної
матрицi 𝐴.

Аналогiчно отримаємо:

𝛾𝑘𝑖 =
(𝐻𝑘𝜑

′(𝑥𝑘), 𝐴𝑠𝑘−𝑖)

(𝑠𝑘−𝑖, 𝐴𝑠𝑘−𝑖)
𝑖 = 2, 3, . . . , (𝑝− 1) (2.5)

Теорема 2.1. Для квадратичної (диференцiйовної) функцiї 𝜑(𝑥) (2.3) по-
слiдовнiсть {𝑥𝑘}, що побудована за (2.1), (1.4), (2.4), (2.5), така, що

(𝜑′(𝑥𝑘+1), 𝑠𝑘) = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . . (2.6)

Доведення. Враховуючи (2.1), отримаємо 𝐴𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝐴𝑠
𝑘; а з

(2.3) маємо: 𝜑′(𝑥) = 𝐴𝑥+ 𝑏. Таким чином отримаємо:

𝜑′(𝑥𝑘+1) = 𝜑′(𝑥𝑘) + 𝛽𝑘𝐴𝑠
𝑘 (2.7)



10

З умови (1.4) та з необхiдної умови мiнiмуму випливає, що при 𝛽𝑘 > 0:

𝑑

𝑑𝛽
𝜑(𝑥𝑘 + 𝛽𝑠𝑘)

⃒⃒⃒⃒
𝛽=𝛽𝑘

= 0,

а при 𝛽𝑘 = 0 з необхiдної умови мiнiмуму функцiї на вiдрiзку (𝛽 ≥ 0):

𝑑

𝑑𝛽
𝜑(𝑥𝑘 + 𝛽𝑠𝑘)

⃒⃒⃒⃒
𝛽=0

≥ 0.

Якщо 𝛽𝑘 > 0, то

0 =
𝑑

𝑑𝛽
𝜑(𝑥𝑘 + 𝛽𝑠𝑘)

⃒⃒⃒⃒
𝛽=𝛽𝑘

= (𝜑′(𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠
𝑘), 𝑠𝑘) = (𝜑′(𝑥𝑘+1), 𝑠𝑘).

Отже, (𝜑′(𝑥𝑘+1), 𝑠𝑘) = 0.

Доведення того, що спiввiдношення (2.6) справедливе i при 𝛽𝑘 = 0,
проведемо за iндукцiєю. Якщо 𝛽0 = 0, то з 𝑥1 = 𝑥0 i 𝑠0 = −𝜑′(𝑥0) отримає-
мо:

0 ≤ 𝑑

𝑑𝛽
𝜑(𝑥0 + 𝛽𝑠0)

⃒⃒⃒⃒
𝛽=0

= (𝜑′(𝑥1), 𝑠0) = (𝜑′(𝑥0),−𝜑′(𝑥0)) = −||𝜑′(𝑥0)||2 ≤ 0,

звiдки слiдує рiвнiсть (𝜑′(𝑥1), 𝑠0) = 0.

Нехай справедлива рiвнiсть (𝜑′(𝑥𝑘), 𝑠𝑘−1) = 0. Доведемо, що справе-
дливо (𝜑′(𝑥𝑘+1), 𝑠𝑘) = 0 при 𝛽𝑘 = 0. Так як при 𝛽𝑘 = 0 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘, то
враховуючи (2.1):

0 ≤ 𝑑

𝑑𝛽
𝜑(𝑥𝑘 + 𝛽𝑠𝑘)

⃒⃒⃒⃒
𝛽=0

= (𝜑′(𝑥𝑘+1), 𝑠𝑘) = (𝜑′(𝑥𝑘), 𝑠𝑘) =

= (𝜑′(𝑥𝑘),−𝐻𝑘𝜑
′(𝑥𝑘) + 𝛾𝑘1𝑠

𝑘−1 + 𝛾𝑘2𝑠
𝑘−2 + · · ·+ 𝛾𝑘𝑝−1𝑠

𝑘−(𝑝−1)) =

= −(𝜑′(𝑥𝑘), 𝐻𝑘𝜑
′(𝑥𝑘)) + 𝛾𝑘1 (𝜑

′(𝑥𝑘), 𝑠𝑘−1) + 𝛾𝑘2 (𝜑
′(𝑥𝑘), 𝑠𝑘−2) + · · ·+
+ 𝛾𝑘𝑝−1(𝜑

′(𝑥𝑘), 𝑠𝑘−(𝑝−1))
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Враховуючи припущення iндукцiї i (2.7) для 𝑖 > 1 отримаємо:

(𝜑′(𝑥𝑘), 𝑠𝑘−𝑖) = (𝜑′(𝑥𝑘−1) + 𝛽𝑘−1𝐴𝑠
𝑘−1, 𝑠𝑘−𝑖) = (𝜑′(𝑥𝑘−1), 𝑠𝑘−𝑖)+

+ 𝛽𝑘−1(𝐴𝑠
𝑘−1, 𝑠𝑘−𝑖) = (𝜑′(𝑥𝑘−1), 𝑠𝑘−𝑖) = · · · = (𝜑′(𝑥(𝑘−𝑖+1)), 𝑠𝑘−𝑖) =

= (𝜑′(𝑥(𝑘−𝑖+1)), 𝑠(𝑘−𝑖+1)−1) = 0

В результатi отримали, враховуючи додатну означенiсть матрицi 𝐻𝑘,

0 ≤ (𝜑′(𝑥𝑘+1), 𝑠𝑘) = −(𝜑′(𝑥𝑘), 𝐻𝑘𝜑
′(𝑥𝑘)) ≤ 0

звiдси (𝜑′(𝑥𝑘+1), 𝑠𝑘) = 0. Теорему доведено.

З цiєї теореми, як наслiдок, та, враховуючи симетричнiсть матрицi
𝐻𝑘, випливає рiвнiсть:

(𝜑′(𝑥𝑘), 𝑠𝑘) = −(𝐻𝑘𝜑
′(𝑥𝑘), 𝜑′(𝑥𝑘)) (2.8)

Вiдомо [3], що для квадратичної функцiї (2.3) розв’язком задачi одно-
вимiрної мiнiмiзацiї (1.4) є:

𝛽𝑘 = −(𝜑′(𝑥𝑘), 𝑠𝑘)

(𝐴𝑠𝑘, 𝑠𝑘)
(2.9)

Iз рiвняння (2.7), та з урахуванням, що 𝛽𝑘 ̸= 0, отримаємо:

𝐴𝑠𝑘 =
𝜑′(𝑥𝑘+1)− 𝜑′(𝑥𝑘)

𝛽𝑘
(2.10)

Ми побудували систему спряжених напрямкiв за правилом (2.1) для
випадку квадратичних функцiй. Сформулюємо тепер модифiкований 𝑝-
кроковий метод для неквадратичних функцiй. Для цього перетворимо фор-
мулу (2.5) так, щоб до неї не входила матриця 𝐴, використовуючи (2.10),
(2.6) i (2.8):
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𝛾𝑘𝑖 =
(𝐻𝑘𝜑

′(𝑥𝑘), 𝐴𝑠𝑘−𝑖)

(𝑠𝑘−𝑖, 𝐴𝑠𝑘−𝑖)
=

(𝐻𝑘𝜑
′(𝑥𝑘), 𝜑′(𝑥𝑘−𝑖+1)− 𝜑′(𝑥𝑘−𝑖))

(𝑠𝑘−𝑖, 𝜑′(𝑥𝑘−𝑖+1)− 𝜑′(𝑥𝑘−𝑖))
=

=
(𝐻𝑘𝜑

′(𝑥𝑘), 𝜑′(𝑥𝑘−𝑖+1)− 𝜑′(𝑥𝑘−𝑖))

(𝐻𝑘−𝑖𝜑′(𝑥𝑘−𝑖), 𝜑′(𝑥𝑘−𝑖))
(2.11)

Тепер наведемо деякi допомiжнi означення та теореми, якi будуть
викоритсаннi при доведеннi збiжностi методу.

Отже, розглядається задача мiнiмiзацiї функцiї 𝜑(𝑥) на деякiй мно-
жинi 𝑋. Процес побудови послiдовностi точок {𝑥𝑘} будемо називати рела-
ксацiйним, якщо

𝑥𝑘 ∈ 𝑋 i 𝜑(𝑥𝑘+1) ≤ 𝜑(𝑥𝑘) (𝑘 = 0, 1, . . . )

Означення 2.3. [3] Множина 𝑋 ⊆ 𝑅𝑛 називається опуклою, якщо разом
з будь-якими двома своїми точками 𝑥 i 𝑦 вона мiстить i вiдрiзок [𝑥, 𝑦], що
з’єднує цi точки, тобто [𝑥, 𝑦] ⊂ 𝑋, де

[𝑥, 𝑦] = {𝑧 ∈ 𝑅𝑛|𝑧 = 𝛼𝑥+ (1− 𝛼)𝑦, 𝛼 ∈ [0; 1]}

Означення 2.4. [5] Функцiю 𝜑(𝑥), визначену на опуклiй множинi 𝑋, нази-
вають опуклою, якщо для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 та всiх 𝛼 ∈ [0; 1] виконується
нерiвнiсть:

𝜑(𝛼𝑥+ (1− 𝛼)𝑦) ≤ 𝛼𝜑(𝑥) + (1− 𝛼)𝜑(𝑦) (2.12)

Означення 2.5. [5] Функцiя 𝜑(𝑥), визначена та диференцiйована на деякiй
множинi 𝑋, належить класу 𝐶1,1(𝑋), якщо iснує така константа 𝐿 > 0, що
для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 таких, що [𝑥, 𝑦] ⊂ 𝑋, виконується нерiвнiсть:

‖𝜑′(𝑥)− 𝜑′(𝑦)‖ ≤ 𝐿‖𝑥− 𝑦‖ (2.13)

Далi будемо припускати, що цiльова функцiя 𝜑(𝑥) та допустима мно-
жина 𝑋 є опуклими.
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Лема 2.1. [5] Якщо числова послiдовнiсть {𝜇𝑘} є такою, що

𝜇𝑘 − 𝜇𝑘+1 ≥ 𝜏𝑘𝜇
2
𝑘, 𝜇𝑘 > 0, 𝜏𝑘 ≥ 0, (𝑘 = 0, 1, . . . ),

тодi

𝜇𝑘 ≤ 𝜇0

[︃
1 + 𝜇0

𝑚−1∑︁
𝑘=0

]︃−1

(𝑚 = 1, 2, 3, . . . ).

Далi розглянемо деякi теореми про оцiнки, знову ж таки в припущен-
нi, що цiльова функцiя 𝜑(𝑥) та допустима множина 𝑋 є опуклими. Позна-
чимо:

𝑥* = argmin{𝜑(𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑋}, 𝑋* = {𝑥* ∈ 𝑋},

𝜇𝑘 = 𝜑(𝑥𝑘)− 𝜑(𝑥*), 𝜌(𝑥𝑘, 𝑋
*) = ‖𝑥𝑘 − 𝑝*𝑘‖,

де 𝑝*𝑘 - проєкцiя точки 𝑥𝑘 на множину 𝑋*.

З опуклостi функцiї 𝜑(𝑥) випливає нерiвнiсть:

0 ≤ 𝜇𝑘 ≤ (𝜑′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑝*𝑘) (2.14)

В основi бiльшостi подальших дослiджень швидкостi збiжностi рела-
ксацiйних методiв мiнiмiзацiї лежить така теорема про оцiнку.

Теорема 2.2. [5] Якщо

1) функцiя 𝜑(𝑥) є опуклою i диференцiйованою на опуклiй i замкнутiй
множинi 𝑋;

2) множина 𝑋* непорожня;
3) послiдовнiсть наближень 𝑥𝑘 релаксацiйна,

то має мiсце оцiнка:

𝜑(𝑥𝑚)− 𝜑(𝑥*) ≤ 𝜇0

[︃
1 + 𝜇0

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝜑(𝑥𝑘)− 𝜑(𝑥𝑘+1)

(𝜑′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑝*𝑘)
2

]︃−1

(2.15)
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Доведення. Використовуючи нерiвнiсть для 𝜇𝑘 (2.14), отримуємо:

𝜇𝑘 − 𝜇𝑘+1 = 𝜑(𝑥𝑘)− 𝜑(𝑥𝑘+1) =

=
𝜑(𝑥𝑘)− 𝜑(𝑥𝑘+1)

(𝜑′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑝*𝑘)
2
(𝜑′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑝*𝑘)

2 ≥ 𝜑(𝑥𝑘)− 𝜑(𝑥𝑘+1)

(𝜑′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑝*𝑘)
2
𝜇2𝑘

звiдси, застосовуючи до отриманої нерiвностi лему 2.1, приходимо до оцiн-
ки (2.15).

Теорема 2.3. [5] Якщо

1) 𝑋 = 𝑅𝑛;
2) опукла функцiя 𝜑(𝑥) диференцiйована;
3) множина 𝑋0 = {𝑥 : 𝜑(𝑥) ≤ 𝜑(𝑥0)} обмежена:

diam𝑋0 = 𝜂(𝑥0) = 𝜂 <∞, де diam𝑋0 = sup
𝑥′ ,𝑥′′∈𝑋0

‖𝑥′ − 𝑥
′′‖;

4) послiдовнiсть точок {𝑥𝑘} релаксацiйна;

тодi справедлива оцiнка:

𝜑(𝑥𝑚)− 𝜑(𝑥*) ≤ 𝜇0

[︃
1 + 𝜇0

1

𝜂2

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝜑(𝑥𝑘)− 𝜑(𝑥𝑘+1)

‖𝜑′(𝑥𝑘)‖2

]︃
, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . ,

(2.16)
де 𝜇0 = 𝜑(𝑥0)− 𝜑(𝑥*).

Випишемо також основне спiввiдношення, яке гарантує спадання фун-
кцiї 𝜑(𝑥), якому повинна задовiльняти величина 𝛽𝑘, обчислена у результатi
вирiшення задачi одновимiрної мiнiмiзацiї (1.4) [5]:

𝜑(𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠
𝑘) ≤ (1− 𝜆𝑘)𝜑(𝑥

𝑘) + 𝜆𝑘𝜔𝑘, (2.17)

де
𝜔𝑘 = inf

𝛽≥0
𝜑(𝑥𝑘 + 𝛽𝑠𝑘),

а число 𝜆𝑘 ∈ (0; 1] характеризує точнiсть обчислення точки одновимiрного
мiнiмума функцiї 𝜓(𝛽) = 𝜑(𝑥𝑘 + 𝛽𝑠𝑘) i з (2.17) отримуємо

𝜆𝑘 ≤
𝜑(𝑥𝑘)− 𝜑(𝑥𝑘+1)

𝜑(𝑥𝑘)− 𝜔𝑘
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Позначимо через 𝛼𝑘 величину косинуса кута мiж напрямками градi-
єнта 𝜑′(𝑥𝑘) i напрямком спуску 𝑠𝑘 з цiєї ж точки:

𝛼𝑘 =
(𝜑′(𝑥𝑘), 𝑠𝑘)

‖𝜑′(𝑥𝑘)‖‖𝑠𝑘‖
(2.18)

𝛼𝑘 > 0, так як це є необхiдною умовою вибору напрямку спуску.

Лема 2.2. [5] Якщо обмежена знизу функцiя 𝜑(𝑥) належить до класу
𝐶1,1(𝑅𝑛), а послiдовнiсть {𝑥𝑘} будується за формулою 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠

𝑘 i
задовiльняє умовi (2.17), то справедлива нерiвнiсть:

𝜑(𝑥𝑘)− 𝜑(𝑥𝑘+1) ≥ 1

2𝐿
𝜆𝑘𝛼

2
𝑘‖𝜑′(𝑥𝑘)‖2

Множину 𝑋* = {𝑥* : 𝜑′(𝑥*) = 0} будемо називати множиною ста-
цiонарних точок. Також визначимо множини 𝑋0 = {𝑥 : 𝜑(𝑥) ≤ 𝜑(𝑥0)} та
𝑋*

0 = 𝑋* ∩𝑋0.

Для деякого числа 𝜀 > 0 визначимо множину

𝑈𝜀 = {𝑥 : 𝜌(𝑥,𝑋*
0) ≤ 𝜀},

де
𝜌(𝑥,𝑋*

0) = inf
𝑥*∈𝑋*

0

‖𝑥− 𝑥*‖2

Сформулюємо умову, яка гарантує збiжнiсть релаксацiйної послiдовностi:
для будь-якого 𝜀 > 0 знайдеться таке 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0, що для всiх 𝑥𝑘 ∈
𝑋0 ∖ 𝑈𝜀 буде

‖𝜑′(𝑥𝑘)‖ ≥ 𝛿. (2.19)

Припущення 2.1. Вiдносно функцiї 𝜑(𝑥) будемо припускати, що

1) 𝜑(𝑥) ∈ 𝐶1,1(𝑅𝑛);

2) 𝑋*
0 ̸= ∅;

3) 𝜑(𝑥) обмежена знизу на множинi 𝑋0.

Вiдносно послiдовностi {𝑥𝑘} будемо припускати, що

1) 𝑥0 - будь-яка точка;
2) 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠

𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . ;
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3) 𝛼𝑘 ≥ 𝛼 > 0, 𝑘 = 0, 1, . . . ;

4) виконується умова (2.17) при 0 < 𝜆 ≤ 𝜆𝑘 ≤ 1, 𝑘 = 0, 1, . . . .

Теорема 2.4. [5] Якщо виконуються припущення 2.1 та умова (2.19), то

lim
𝑘→∞

𝜌(𝑥𝑘, 𝑋*
0) = 0 (2.20)

Перейдемо до оцiнок швидкостi збiжностi методiв спуску для вирiше-
ння задач безумовної оптимiзацiї опуклих функцiй. Цi оцiнки для опуклих
функцiй вдається побудувати при достатньо жорсткiй умовi обмеженостi
множини 𝑋0. В цьому випадку виконуються припущення 2) i 3) вiдносно
функцiї 𝜑(𝑥) iз припущення 2.1 та умова (2.19).

Теорема 2.5. [5] Нехай

1) опукла функцiя 𝜑(𝑥) належить класу 𝐶1,1(𝑅𝑛);

2) diam𝑋0 = 𝜂 <∞;

3) послiдовнiсть {𝑥𝑘} будується за формулою 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛽𝑘𝑠
𝑘;

4) 𝛼𝑘 > 0, 𝑘 = 0, 1, . . . .

Якщо виконується умова (2.17), тодi

𝜑(𝑥𝑚)− 𝜑(𝑥*) ≤ 𝜇0

[︃
1 + 𝐶𝜇0

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘𝛼
2
𝑘

]︃−1

, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . , (2.21)

для будь-якого 0 < 𝐶 ≤ 1
2𝐿𝜂2 .

Враховуючи нерiвнiсть (2.21), видно, що найбiльш точнi оцiнки вини-
кають при 𝛼𝑘 i 𝜆𝑘 близьких до одиницi. Однак, це потребує високої точностi
обчислення градiєнта функцiї 𝜑(𝑥) у точках 𝑥𝑘, високої точностi при вирi-
шеннi задачi одновимiрної мiнiмiзацiї (1.4), що часто знижує ефективiнсть
обраного процесу мiнiмiзацiї.

Припустимо тепер, що при виборi напрямку спуску виконується не-
рiвнiсть 𝛼𝑘 ≥ 𝛼 > 0, а точнiсть обчислення 𝛽𝑘 є такою, що 0 < 𝜆 ≤ 𝜆𝑘 < 1.

Тодi у цьому випадку iз спiввiдношення (2.21) випливає оцiнка вигляду

𝜑(𝑥𝑚)− 𝜑(𝑥*) <
2𝐿𝜂2

𝛼2𝜆

1

𝑚
= 𝐶

1

𝑚
, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . .
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Перейдемо до розгляду питання про збiжнiсть методу (2.1), (2.5).

Припустимо, що норма матриць 𝐻𝑘 рiвномiрно обмежена зверху, тоб-
то ‖𝐻𝑘‖ ≤ 𝜁, 𝑘 = 0, 1, . . . , а всi власнi числа цих матриць обмеженi знизу
числом 𝜈 > 0. Тодi для будь-якого 𝑥 буде виконуватися нерiвнiсть:

(𝐻𝑘𝑥, 𝑥) ≥ 𝜈𝑘(𝑥, 𝑥) ≥ 𝜈𝑘‖𝑥‖2, 𝑘 = 0, 1, . . . , (2.22)

де 𝜈𝑘 - найменше власне число матрицi 𝐻𝑘.

Також припустимо, що:

|𝛾𝑘𝑖 | ≤ 𝐶𝑖
‖𝜑′(𝑥𝑘)‖
‖𝑠𝑘−𝑖‖

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑖 = 1, 2, . . . (2.23)

для деяких 𝐶𝑖 > 0.

З (2.1) маємо:

𝑠𝑘 = −𝐻𝑘𝜑
′(𝑥𝑘) + 𝛾𝑘1𝑠

𝑘−1 + 𝛾𝑘2𝑠
𝑘−2 + · · ·+ 𝛾𝑘𝑝−1𝑠

𝑘−(𝑝−1)

тодi

‖𝑠𝑘‖ ≤ ‖𝐻𝑘‖‖𝜑′(𝑥𝑘)‖+ |𝛾𝑘1 | ‖𝑠𝑘−1‖+ |𝛾𝑘2 | ‖𝑠𝑘−2‖+ · · ·+ |𝛾𝑘𝑝−1| ‖𝑠𝑘−(𝑝−1)‖

З урахуванням (2.23) i обмеженостi норми матрицi 𝐻𝑘 отримуємо:

‖𝑠𝑘‖ ≤ ‖𝐻𝑘‖‖𝜑′(𝑥𝑘)‖+ 𝐶1 ‖𝜑′(𝑥𝑘)‖+ 𝐶2 ‖𝜑′(𝑥𝑘)‖+ · · ·+ 𝐶𝑝−1 ‖𝜑′(𝑥𝑘)‖ =

= ‖𝜑′(𝑥𝑘)‖(‖𝐻𝑘‖+𝐶1+𝐶2+· · ·+𝐶𝑝−1) ≤ ‖𝜑′(𝑥𝑘)‖(𝜁+𝐶1+𝐶2+· · ·+𝐶𝑝−1) =

= 𝐶‖𝜑′(𝑥𝑘)‖

Звiдси отримуємо:
‖𝑠𝑘‖2 ≤ 𝐶2‖𝜑′(𝑥𝑘)‖2 (2.24)

Далi, використовуючи (2.8), (2.24) та властивiсть матрицi 𝐻𝑘 (2.22)
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маємо:

𝛼2
𝑘 =

(𝜑′(𝑥𝑘), 𝑠𝑘)2

‖𝑠𝑘‖2 ‖𝜑′(𝑥𝑘)‖2
=

(𝐻𝑘𝜑
′(𝑥𝑘), 𝜑′(𝑥𝑘))2

‖𝑠𝑘‖2 ‖𝜑′(𝑥𝑘)‖2
≥ (𝐻𝑘𝜑

′(𝑥𝑘), 𝜑′(𝑥𝑘))2

𝐶2‖𝜑′(𝑥𝑘)‖2 ‖𝜑′(𝑥𝑘)‖2
≥

≥ 𝜈2𝑘‖𝜑′(𝑥𝑘)‖2 ‖𝜑′(𝑥𝑘)‖2

𝐶2‖𝜑′(𝑥𝑘)‖4
=
𝜈2𝑘‖𝜑′(𝑥𝑘)‖4

𝐶2‖𝜑′(𝑥𝑘)‖4
=
𝜈2𝑘
𝐶2

(2.25)

Отже, отримали, що 𝛼𝑘 > 0. Тодi для методу (2.1), (2.5) виконуються умови
теореми 2.4, з якої випливає збiжнiсть алгоритму.

З теореми 2.5 можна отримати оцiнки швидкостi збiжностi методу
(2.1), (2.5):

𝜑(𝑥𝑚)− 𝜑(𝑥*) ≤ 𝜇0

[︃
1 +𝐾𝜇0

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘𝛼
2
𝑘

]︃−1

, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . ,

для будь-якого 0 < 𝐾 ≤ 1
2𝐿𝜂2 .

При виборi напрямку спуску iз (2.25) виконується нерiвнiсть 𝛼2
𝑘 ≥

𝜈2𝑘
𝐶2 ≥ 𝜈2

𝐶2 . Припустимо тепер, що точнiсть обчислення 𝛽𝑘 є такою, що 0 <

𝜆 ≤ 𝜆𝑘 < 1. Тодi

𝜑(𝑥𝑚)− 𝜑(𝑥*) ≤ 1

𝐾𝜆

[︃
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝛼2
𝑘

]︃−1

= 𝐾

[︃
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝛼2
𝑘

]︃−1

≤ 𝐾
1

𝜈2

𝐶2𝑚
= 𝐾

𝐶2

𝜈2𝑚

Остатотно отримаємо таку оцiнку швидкостi збiжностi методу (2.1), (2.5):

𝜑(𝑥𝑚)− 𝜑(𝑥*) ≤ 𝐶
1

𝑚
(2.26)

де 𝐶 = 𝐾
𝐶2

𝜈2
=

1

𝐾𝜆

𝐶2

𝜈2
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РОЗДIЛ 3

РЕЗУЛЬТАТИ РОБОТИ АЛГОРИТМIВ НА

ТЕСТОВИХ ФУНКЦIЯХ

Для аналiзу роботи описаного модифiкованого 𝑝-крокового методу
(2.1) був проведений чисельний експеримент, у якому результати роботи за-
пропонованого алгоритму порiвнюювалися iз результатами роботи 𝑝-крокового
методу (1.5). Для кожної тестової функцiї [1, 2] оптимiзацiя проводилася
при рiзних початкових точках та при значеннях 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4.

Обчислення проводились iз точнiстю 𝜀 = 10−6 за допомогою мови про-
грамування Python. Задача одновимiрної мiнiмiзацiї (1.4) розв’язувалась за
допомогою вбудованого методу minimize_scalar() iз модуля scipy.optimize,
який є частиною бiблiотеки Scipy. Похiднi функцiй знаходились аналiти-
чно. Критерiй зупинки процесу обчислень полягав у одночасному виконан-
нi трьох умов:

𝜑(𝑥𝑘−1)− 𝜑(𝑥𝑘) < 𝜀(1 + |𝜑(𝑥𝑘)|),
||𝑥𝑘−1 − 𝑥𝑘|| <

√
𝜀(1 + ||𝑥𝑘||),

||𝜑′(𝑥𝑘)|| ≤ 3
√
𝜀(1 + |𝜑(𝑥𝑘)|)

Для бiльш ефективного порiвняння результати обчислень для кожної поча-
ткової точки вiдповiдної тестової функцiї зведенi у таблицi та проiлюстро-
ванi графiчно. На графiках вiсь абсцис показує кiлькiсть iтерацiй (вiдповiд-
них наближень), а вiсь ординат - логарифм вiдхилення значення цiльової
функцiї у 𝑘-тiй точцi вiд оптимального.
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Задача 1. Кiлькiсть змiнних 𝑛 = 2

𝜑(𝑥) = 100(𝑥2 − 𝑥21)
2 + (1− 𝑥1)

2 → 𝑚𝑖𝑛

Функцiя є погано обумовленою, яристою. Точний розв’язок 𝑥* = (1; 1)𝑇 ,
значення функцiї в цiй точцi 𝜑(𝑥*) = 0.

Таблиця 3.1

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(−1.2; 1.0)𝑇 24.2

2
Звичайний (0.999999, 0.999997) 1.61𝑒−12 17

Модифiкований (0.999889, 0.999777) 1.25𝑒−8 20

3
Звичайний (1.000009, 1.000013) 2.29𝑒−9 24

Модифiкований (1.000139, 1.00028) 1.97𝑒−8 37

4
Звичайний (1.000009, 1.000014) 2.55𝑒−9 31

Модифiкований (0.999588, 0.999185) 1.78𝑒−7 79

Рис. 3.1. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.2

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(3;−5)𝑇 19604.0

2
Звичайний (0.9999997, 0.99999934) 4.41𝑒−13 14

Модифiкований (0.9999997, 0.99999934) 4.41𝑒−13 14

3
Звичайний (0.9999997, 0.99999934) 4.39𝑒−13 20

Модифiкований (1.00016726, 1.00033726) 2.87𝑒−8 27

4
Звичайний (0.9999997, 0.99999934) 4.37𝑒−13 26

Модифiкований (1.00131063, 1.00262793) 1.72𝑒−6 207

Рис. 3.2. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.3

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(10; 12)𝑇 774481

2
Звичайний (1.00000023, 1.00000039) 5.83𝑒−13 23

Модифiкований (1.0000055, 1.00001046) 6.00𝑒−11 33

3
Звичайний (0.99988396, 0.99976423) 1.48𝑒−8 33

Модифiкований (1.00020706, 1.00040312) 5.51𝑒−8 55

4
Звичайний (0.99987911, 0.99975443) 1.61𝑒−8 43

Модифiкований (1.00367026, 1.00734867) 1.35𝑒−5 1103

Рис. 3.3. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Задача 2. Кiлькiсть змiнних 𝑛 = 2

𝜑(𝑥) = (𝑥2 − 𝑥21)
2 + (1− 𝑥1)

2 → 𝑚𝑖𝑛

Точний розв’язок 𝑥* = (1; 1)𝑇 , значення функцiї в цiй точцi 𝜑(𝑥*) = 0.

Таблиця 3.4

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(−1.2; 1)𝑇 5.0336

2
Звичайний (1.00000001, 1.00000002) 1.20𝑒−16 6

Модифiкований (1.00000001, 1.00000002) 1.20𝑒−16 6

3
Звичайний (1.00137952, 1.003077) 2.00𝑒−6 6

Модифiкований (1.00120748, 1.00283348) 1.63𝑒−6 7

4
Звичайний (1.00137952, 1.00307701) 2.00𝑒−6 7

Модифiкований (0.99263751, 0.9810636) 7.24𝑒−5 16

Рис. 3.4. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)



24

Таблиця 3.5

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(1;−2)𝑇 9.0

2
Звичайний (1.00000671, 1.00001501) 4.75𝑒−11 7

Модифiкований (1.00000671, 1.00001501) 4.75𝑒−11 6

3
Звичайний (0.99990728, 1.00023414) 1.85𝑒−7 9

Модифiкований (0.9992766, 0.99922835) 9.78𝑒−7 19

4
Звичайний (0.99990728, 1.00023414) 1.85𝑒−7 11

Модифiкований (1.00641389, 1.01632644) 5.31𝑒−5 36

Рис. 3.5. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.6

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(10;−5)𝑇 11106.0

2
Звичайний (1.00000001, 1.00000002) 6.15𝑒−17 7

Модифiкований (1.00000001, 1.00000002) 6.13𝑒−17 6

3
Звичайний (0.99999279, 1. ) 2.60𝑒−10 9

Модифiкований (1.00098015, 1.00107815) 1.74𝑒−6 15

4
Звичайний (0.99999279, 1. ) 2.60𝑒−10 11

Модифiкований (0.99567103, 0.99138994) 1.87𝑒−5 56

Рис. 3.6. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Задача 3. Кiлькiсть змiнних 𝑛 = 2

𝜑(𝑥) = (𝑥2 − 𝑥21)
2 + 100(1− 𝑥1)

2 → 𝑚𝑖𝑛

Ця задача вiдрiзняється вiд попередньої великим коефiцiєнтом при
другому доданку. Точний розв’язок 𝑥* = (1; 1)𝑇 , значення функцiї в цiй
точцi 𝜑(𝑥*) = 0.

Таблиця 3.7

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(−1.2; 1)𝑇 484.1936

2
Звичайний (1., 0.99999999) 5.98𝑒−17 3

Модифiкований (1., 0.99999999) 5.29𝑒−17 3

3
Звичайний (1., 0.99999999) 6.66𝑒−17 4

Модифiкований (1., 0.99999999) 7.32𝑒−17 4

4
Звичайний (1., 0.99999999) 7.37𝑒−17 5

Модифiкований (1., 0.99999971) 8.63𝑒−14 5

Рис. 3.7. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.8

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(1;−2)𝑇 9.0

2
Звичайний (1., 1.) 1.17𝑒−15 4

Модифiкований (1., 1.) 1.17𝑒−15 4

3
Звичайний (1., 1.) 1.17𝑒−15 5

Модифiкований (0.99999491, 0.99976924) 5.12𝑒−8 5

4
Звичайний (1., 1.) 1.17𝑒−15 6

Модифiкований (0.99999465, 0.99976933) 5.12𝑒−8 6

Рис. 3.8. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.9

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(10;−5)𝑇 19125.0

2
Звичайний (1., 1.00000001) 2.13𝑒−16 5

Модифiкований (1., 1.00000001) 2.17𝑒−16 5

3
Звичайний (0.9999892, 1.00001981) 1.34𝑒−8 6

Модифiкований (0.99999899, 0.99997176) 7.89𝑒−10 8

4
Звичайний (0.9999892, 1.00001981) 1.34𝑒−8 7

Модифiкований (0.99994194, 0.99870619) 1.72𝑒−6 44

Рис. 3.9. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Задача 4. Кiлькiсть змiнних 𝑛 = 2

𝜑(𝑥) = 100(𝑥2 − 𝑥31)
2 + (1− 𝑥1)

2 → 𝑚𝑖𝑛

Точний розв’язок 𝑥* = (1; 1)𝑇 , значення функцiї в цiй точцi 𝜑(𝑥*) = 0.

Таблиця 3.10

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(−1.2; 1)𝑇 749.0384

2
Звичайний (0.99999766, 0.99999294) 5.59𝑒−12 13

Модифiкований (0.99999766, 0.99999294) 5.59𝑒−12 13

3
Звичайний (1.0000018, 1.00000221) 1.02𝑒−9 18

Модифiкований (1.00007974, 1.00023764) 6.61𝑒−9 18

4
Звичайний (1.0000018, 1.00000223) 1.00𝑒−9 23

Модифiкований (0.99919165, 0.99758479) 6.60𝑒−7 60

Рис. 3.10. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)



30

Таблиця 3.11

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(1;−2)𝑇 900.0

2
Звичайний (0.99997082, 0.99990914) 1.95𝑒−9 25

Модифiкований (0.99997082, 0.99990914) 1.95𝑒−9 25

3
Звичайний (0.99997078, 0.99990901) 1.96𝑒−9 37

Модифiкований (0.99996973, 0.99991027) 1.03𝑒−9 29

4
Звичайний (0.99997073, 0.99990886) 1.97𝑒−9 49

Модифiкований (1.00076749, 1.00231666) 6.04𝑒−7 73

Рис. 3.11. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.12

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(10; 12)𝑇 97614481.0

2
Звичайний (1.00004507, 1.00013582) 2.07𝑒−9 42

Модифiкований (1.00000314, 1.00001018) 6.92𝑒−11 40

3
Звичайний (1.0000114, 1.00003309) 2.54𝑒−10 31

Модифiкований (1.00003498, 1.00010706) 1.67𝑒−9 188

4
Звичайний (0.99999175, 0.99997553) 1.97𝑒−9 54

Модифiкований
зациклюється у точцi

(2.2387, 11.202017)
1.57𝑒0 1000

Рис. 3.12. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Задача 5. Кiлькiсть змiнних 𝑛 = 2

𝜑(𝑥) = [1,5−𝑥1 (1−𝑥2)]2+[2,25−𝑥1 (1−𝑥22)]2+[2,625−𝑥1 (1−𝑥32)]2 → 𝑚𝑖𝑛

Точний розв’язок 𝑥* = (3; 0.5)𝑇 , значення функцiї в цiй точцi
𝜑(𝑥*) = 0.

Таблиця 3.13

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(0; 0)𝑇 14.203125

2
Звичайний (2.99999344, 0.49999824) 7.29𝑒−12 8

Модифiкований (2.99999344, 0.49999824) 7.29𝑒−12 8

3
Звичайний (2.99999344, 0.49999824) 7.29𝑒−12 11

Модифiкований (2.99856631, 0.49954527) 5.55𝑒−7 15

4
Звичайний (2.99999344, 0.49999824) 7.29𝑒−12 14

Модифiкований (2.99535534, 0.49878611) 3.55𝑒−6 42

Рис. 3.13. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.14

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(1; 0.8)𝑇 9.828869

2
Звичайний (3.00001321, 0.50000575) 1.69𝑒−10 11

Модифiкований (3.00000098, 0.50000025) 1.56𝑒−13 9

3
Звичайний (3.00105771, 0.50022463) 2.11𝑒−7 15

Модифiкований (2.99802612, 0.49962125) 9.09𝑒−7 17

4
Звичайний (3.00105991, 0.50022508) 2.12𝑒−7 19

Модифiкований (3.0070136, 0.5017882) 7.88𝑒−6 39

Рис. 3.14. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.15

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(10;−5)𝑇 1643099.203125

2
Звичайний (2.99999973, 0.49999992) 1.77𝑒−14 14

Модифiкований (2.99999964, 0.49999989) 3.33𝑒−14 14

3
Звичайний (2.99680986, 0.49901809) 2.46𝑒−6 18

Модифiкований (2.99800072, 0.49968617) 1.41𝑒−6 19

4
Звичайний (2.99663181, 0.49896068) 2.77𝑒−6 23

Модифiкований
зациклюється у точцi
(7.614337, 0.855756)

2.54𝑒−1 1000

Рис. 3.15. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Задача 6. Кiлькiсть змiнних 𝑛 = 4

min𝜑(𝑥) = 100 (𝑥2 − 𝑥21)
2 + (1− 𝑥1)

2 + 90 (𝑥4 − 𝑥23)
2 + (1− 𝑥3)

2+

+ 10.1 {(𝑥2 − 1)2 + (𝑥4 − 1)2}+ 19.8 (𝑥2 − 1)(𝑥4 − 1)

Точний розв’язок - 𝑥* = (1; 1; 1; 1)𝑇 , значення функцiї в цiй точцi 𝜑(𝑥*) = 0.

Таблиця 3.16

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(−3;−1;−3;−1)𝑇 19192.0

2
Звичайний

(1.00188638, 1.00378105,
0.99814611, 0.99630346)

1.27𝑒−5 68

Модифiкований
(0.99999967, 0.99999937,
1.00000022, 1.00000052)

1.04𝑒−12 39

3
Звичайний

(0.99801241, 0.99601356,
1.00201725, 1.00404651)

1.45𝑒−5 40

Модифiкований
(0.99999701, 0.99999605,
1.00000377, 1.00000853)

7.53𝑒−10 45

4
Звичайний

(1.0001421, 1.00028714,
0.99989745, 0.99979857)

1.30𝑒−7 62

Модифiкований
(1.0000975, 1.0001951,

0.99991246, 0.99980908)
5.49𝑒−8 98

Рис. 3.16. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.17

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(3;−1; 0; 1)𝑇 10135.4

2
Звичайний

(0.99989053, 0.99979361,
1.00006398, 1.0001142)

1.44𝑒−7 68

Модифiкований
(1.00003519, 1.00006992,
0.9999634, 0.9999246)

5.45𝑒−9 28

3
Звичайний

(1.00033435, 1.00067146,
0.99966934, 0.99933281)

4.04𝑒−7 43

Модифiкований
(0.99997653, 0.99994523,
1.00002289, 1.00005388)

1.43𝑒−8 32

4
Звичайний

(0.99907075, 0.99814552,
1.00092105, 1.00185868)

3.11𝑒−6 48

Модифiкований
(0.99999444, 0.99998899,
1.00000572, 1.00001073)

1.58𝑒−10 83

Рис. 3.17. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.18

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(0; 1;−5; 1)𝑇 51977.0

2
Звичайний

(0.9991571, 0.9982978,
1.00090885, 1.00183656)

3.03𝑒−6 94

Модифiкований
(0.99989038, 0.99978239,
1.00007897, 1.00015315)

7.59𝑒−8 38

3
Звичайний

(1.00014976, 1.00030213,
0.99981921, 0.9996431)

1.31𝑒−7 66

Модифiкований
(1.00001143, 1.00000633,
0.99999761, 0.99999946)

2.94𝑒−8 45

4
Звичайний

(1.0000478, 1.00007898,
0.99997449, 0.9999407)

4.26𝑒−8 81

Модифiкований
(0.99998908, 0.99998399,
1.00005248, 1.00009252)

7.99𝑒−8 115

Рис. 3.18. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.19

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(0; 3; 5; 10)𝑇 22381.9

2
Звичайний

(1.00083117, 1.0016505,
0.99918992, 0.99838703)

2.45𝑒−6 177

Модифiкований
(1.0000438, 1.000091,

0.99995596, 0.99990968)
8.75𝑒−9 44

3
Звичайний

(0.99911196, 0.99822488,
1.00096313, 1.00191598)

3.29𝑒−6 78

Модифiкований
(1.00002561, 1.0000514,
0.99997813, 0.99995435)

2.74𝑒−9 55

4
Звичайний

(0.99992246, 0.9998565,
1.00000322, 1.00000208)

2.23𝑒−7 84

Модифiкований
(1.00000222, 0.99998979,
1.0000549, 1.00011133)

1.28𝑒−7 138

Рис. 3.19. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Задача 7 функцiя Пауелла. Кiлькiсть змiнних 𝑛 = 4

𝜑(𝑥) = (𝑥1 + 10𝑥2)
2 + 5 (𝑥3 − 𝑥4)

2 + (𝑥2 − 2𝑥3)
4 + 10 (𝑥1 − 𝑥4)

4 → 𝑚𝑖𝑛

Точний розв’язок 𝑥* = (0; 0; 0; 0)𝑇 , значення функцiї в цiй точцi
𝜑(𝑥*) = 0.

Таблиця 3.20

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(−3;−1; 0; 1)𝑇 2735.0

2
Звичайний

(-0.05468635, 0.00542489,
-0.03003665, -0.03038472)

2.27𝑒−5 28

Модифiкований
(-0.00038721, 0.00003909,
0.00100463, 0.00100493 )

6.64𝑒−11 23

3
Звичайний

(-0.00706836, 0.00072886,
0.02910787, 0.02887439)

2.79𝑒−5 28

Модифiкований
(0.03669156, -0.00367823,

0.01451759, 0.014533)
3.57𝑒−6 15

4
Звичайний

(-0.0088695, 0.0009204,
0.02314784, 0.02332522)

1.53𝑒−5 34

Модифiкований
(-0.00616193, 0.00064231,
-0.00544204, -0.00546804)

8.93𝑒−8 36

Рис. 3.20. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.21

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(1; 1; 1; 1)𝑇 122.0

2
Звичайний

(-0.00477742, 0.00046825,
-0.02770333, -0.02801322)

1.32𝑒−5 26

Модифiкований
(-0.00537318, 0.00053584,
0.00333259, 0.00333253)

5.91𝑒−8 12

3
Звичайний

(0.02852263, -0.00284551,
0.0113815, 0.01141071)

1.30𝑒−6 26

Модифiкований
(-0.00884299, 0.00087017,
0.01004582, 0.0100089)

1.43𝑒−6 13

4
Звичайний

(-0.05795064, 0.00579758,
-0.02083545, -0.02101444)

2.39𝑒−5 33

Модифiкований
(-0.00292663, 0.00029415,
-0.01197976, -0.01194416)

4.19𝑒−7 14

Рис. 3.21. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.22

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(−0.5; 3;

4.5;−1)𝑇
2318.125

2
Звичайний

(0.0324276, -0.00321244,
0.01714279, 0.0175121)

3.25𝑒−6 20

Модифiкований
(0.00322878, -0.00032231,
-0.00532662, -0.00532693)

6.50𝑒−8 12

3
Звичайний

(-0.09006641, 0.00899491,
-0.04404306, -0.04486496)

1.34𝑒−4 25

Модифiкований
(0.00143262, -0.00014319,
0.00133569, 0.00133364)

8.41𝑒−11 30

4
Звичайний

(-0.05598129, 0.00561431,
-0.02094136, -0.02110171)

2.00𝑒−5 43

Модифiкований
(0.05834536, -0.00581977,
0.02952995, 0.03026499)

2.67𝑒−5 21

Рис. 3.22. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.23

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(1; 1; 0; 0)𝑇 132.0

2
Звичайний

(-0.04317197, 0.0043198,
-0.02734788, -0.02717457)

1.29𝑒−5 20

Модифiкований
(-0.00850125, 0.00085054,
-0.00384524, -0.00384985)

1.01𝑒−8 16

3
Звичайний

(0.01391427, -0.00142911,
0.00270377, 0.00263333)

3.31𝑒−7 22

Модифiкований
(0.01051444, -0.00105802,
-0.00015256, -0.00012099)

1.37𝑒−7 13

4
Звичайний

(-0.00161131, 0.00013922,
0.02461655, 0.02436899)

1.07𝑒−5 28

Модифiкований
(-0.01645501, 0.00165078,
-0.00378801, -0.00368848)

3.25𝑒−7 20

Рис. 3.23. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Задача 8 Кiлькiсть змiнних 𝑛 = 2

𝜑(𝑥) = (𝑥1𝑥2)
2 (1− 𝑥1)

2 [1− 𝑥1 − 𝑥2 (1− 𝑥1)
5]2 → 𝑚𝑖𝑛

Функцiя має декiлька точок мiнiмуму:

𝑥*1 = (1;∞)𝑇 , 𝑥*2 = (0;∞)𝑇 , 𝑥*3 = (∞; 0)𝑇

де ∞ - мається на увазi необмежене значення (тобто будь-яке число iз R).

Значення функцiї в цих точках 𝜑(𝑥*𝑖 ) = 0.

Таблиця 3.24

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(−1.2; 1)𝑇 16964.511495

2
Звичайний (1.00000031, -1.52931231) 2.08𝑒−26 2

Модифiкований (1.00000031, -1.52931231) 2.08𝑒−26 2

3
Звичайний (1.00000031, -1.52931231) 2.08𝑒−26 2

Модифiкований (1.00000031, -1.52931231) 2.08𝑒−26 2

4
Звичайний (1.00000031, -1.52931231) 2.08𝑒−26 2

Модифiкований (1.00000031, -1.52931231) 2.08𝑒−26 2

Рис. 3.24. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)



44

Задача 9 Функцiя Хiммельблау. Кiлькiсть змiнних 𝑛 = 2

𝜑(𝑥) = (𝑥21 + 𝑥2 − 11)2 + (𝑥1 + 𝑥22 − 7)2 → 𝑚𝑖𝑛

Функцiя має чотири точки мiнiмуму:

𝑥*1 = (3; 2)𝑇 , 𝑥*2 = (3.58443; −1.84813)𝑇 ,

𝑥*3 = (−2.805118; 3.131312)𝑇 , 𝑥*4 = (−3.779310; −3.283186)𝑇

Значення функцiї в цих точках 𝜑(𝑥*𝑖 ) = 0.

Таблиця 3.25

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(1; 1)𝑇 106.0

2
Звичайний (3., 2.00000002) 5.40𝑒−15 6

Модифiкований (3., 2.00000002) 5.51𝑒−15 6

3
Звичайний (3., 2.00000002) 5.96𝑒−15 8

Модифiкований (3.00006734, 1.99994386) 1.46𝑒−7 9

4
Звичайний (3., 2.00000002) 6.48𝑒−15 10

Модифiкований (2.99998427, 1.99978175) 8.87𝑒−7 52

Рис. 3.25. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.26

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(0; 1)𝑇 136.0

2
Звичайний (2.99999997, 2.00000026) 1.08𝑒−12 7

Модифiкований (2.99999997, 2.00000026) 1.08𝑒−12 7

3
Звичайний (2.99994009, 1.99999171) 1.44𝑒−7 9

Модифiкований (3.00011587, 1.99993751) 4.18𝑒−7 22

4
Звичайний (2.99994486, 1.99997195) 1.57𝑒−11 11

Модифiкований (3.00017785, 1.99981008) 1.11𝑒−6 70

Рис. 3.26. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Задача 10. Кiлькiсть змiнних 𝑛 = 3

𝜑(𝑥) = 100

[︃
𝑥3 −

(︂
𝑥1 + 𝑥2

2

)︂2
]︃2

+ (1− 𝑥1)
2 + (1− 𝑥2)

2

Точний розв’язок 𝑥* = (1; 1; 1)𝑇 , значення функцiї в цiй точцi 𝜑(𝑥*) = 0.

Таблиця 3.27

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(−1.2; 2; 0)𝑇 8.4

2
Звичайний

(0.99451664, 0.99791944,
0.99244185)

3.44𝑒−5 209

Модифiкований
(0.99999907, 1.00000236,

1.00000141)
6.50𝑒−12 15

3
Звичайний

(1.00010571, 0.99995555,
1.00006073)

1.32𝑒−8 24

Модифiкований
(1.00005401, 1.00005167,

1.00010095)
7.83𝑒−9 18

4
Звичайний

(1.00078923, 1.00056039,
1.00133006)

9.77𝑒−7 45

Модифiкований
(1.00144359, 1.00042228,

1.00185213)
2.28𝑒−6 35

Рис. 3.27. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.28

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(2; 2; 2)𝑇 402.0

2
Звичайний

(1.00000251, 1.00000251,
1.00000439)

4.18𝑒−10 10

Модифiкований
(1.00000251, 1.00000251,

1.00000439)
5.18𝑒−11 10

3
Звичайний

(1.00000269, 1.00000269,
1.00000476)

5.23𝑒−11 14

Модифiкований
(1.00019422, 1.00019422,

1.00038979)
7.56𝑒−8 18

4
Звичайний

(1.00000265, 1.00000265,
1.00000474)

4.55𝑒−11 18

Модифiкований
(1.00104488, 1.00104491,

1.00211213)
2.23𝑒−6 49

Рис. 3.28. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.29

Результати обчислень

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝑥 - отриманий
розв’язок

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(10;−10; 1.2)𝑇 346.0

2
Звичайний

(0.99613463, 0.99440005,
0.99051099)

4.65𝑒−5 199

Модифiкований
(0.99999823, 0.9999969,

0.99999526)
1.44𝑒−11 18

3
Звичайний

(1.00004661, 0.99994823,
0.9999946)

4.86𝑒−9 25

Модифiкований
(0.99998968, 1.00000409,

0.99999412)
1.36𝑒−10 23

4
Звичайний

(0.99999281, 0.99999793,
0.99996505)

6.61𝑒−8 30

Модифiкований
(1.00113128, 0.99930736,

1.00043169)
1.76𝑒−6 51

Рис. 3.29. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Задача 11 Узагальнена функцiя Розенброка, кiлькiсть змiнних 𝑛:

𝜑(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=2

[100 (𝑥𝑖 − 𝑥2𝑖−1)
2 + (1− 𝑥𝑖−1)

2]

Точний розв’язок - 𝑥* = (1; . . . ; 1)𝑇 , значення функцiї в цiй точцi
𝜑(𝑥*) = 0.

Таблиця 3.30

Результати обчислень для задачi 15 при 𝑛 = 8:

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(2; 4, . . . , 2; 4)𝑇 58831.0

2
Звичайний 2.46𝑒−6 154

Модифiкований 6.74𝑒−9 44

3
Звичайний 2.77𝑒−6 61

Модифiкований 9.95𝑒−10 51

4
Звичайний 3.13𝑒−8 53

Модифiкований 3.41𝑒−8 164

Рис. 3.30. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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Таблиця 3.31

Результати обчислень для задачi 15 при 𝑛 = 20:

𝑥0 𝜑(𝑥0)
Кiлькiсть
доданкiв 𝑝

Метод
мiнiмiзацiї

𝜑(𝑥)
Кiлькiсть
iтерацiй

(−1.2; 1; . . . ;−1.2, 1)𝑇 4598.0

2
Звичайний 1.69𝑒−6 288

Модифiкований 2.37𝑒−8 96

3
Звичайний 1.57𝑒−6 223

Модифiкований 4.05𝑒−9 99

4
Звичайний 2.91𝑒−6 147

Модифiкований 3.02𝑒−8 115

Рис. 3.31. Графiки збiжностi методiв для 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 (нижнiй)
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ВИСНОВКИ

У роботi розглянуто узагальнений 𝑝-кроковий метод та запропоно-
вано його модифiкацiю для задач безумовної оптимiзацiї. Бiльш детально
розглянуто теоретичнi положення модифiкованого методу.

У роботi порiвнювалися цi методи шляхом чисельного експерименту
на рiзних тестових функцiях iз рiзними початковими умовами та параме-
трами 𝑝 = 2, 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4. У результатi обчислювальних експериментiв
було продемонстровано, що для функцiй при 𝑛 = 2 змiнних звичайний 𝑝-
кроковий метод дає кращi результати, нiж модифiкований, причому при
збiльшеннi крокiв (доданкiв) iз 𝑝 = 2 до 𝑝 = 3 i 𝑝 = 4 результати обох
методiв або не дуже змiнюються, або стають гiршими, це проявляється у
збiльшеннi кiлькостi iтерацiй та зменшення точностi розв’язку.

Iнша ситуацiя спостерiгається при кiлькостi змiнних 𝑛 > 2. У цих
випадках модифiкований метод на вiдповiдних тестових функцiях здебiль-
шого показав кращi результати i з точки зору точностi, i з точки зору
кiлькостi iтерацiй. Щодо кiлькостi крокiв 𝑝, то при збiльшеннi до 𝑝 = 3 або
𝑝 = 4 звичайний 𝑝-кроковий метод на деяких тестових функцiях дiйсно
дає кращi результати, проте, в цiлому, для бiльшостi функцiй не спосте-
рiгається покращення результату. Стосовно модифiкованого методу, то на
всiх розглянутих вiдповiдних функцiях при збiльшеннi кiлькостi крокiв 𝑝
результат залишається або майже незмiнним, порiвняно iз 𝑝 = 2, або, що
для бiльшостi випадкiв справедливо, стає гiршим.
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ДОДАТОК А

Програмна реалiзацiя розглянутих методiв

Посилання на реалiзацiю розглянутих методiв та порiвняльний аналiз
шляхом побудови графiкiв за допомогою мови прогармування Python:

https://github.com/AlexSkur/Diplom_p_terms_methods/tree/main

https://github.com/AlexSkur/Diplom_p_terms_methods/tree/main
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