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ВСТУП

Методичнi вказiвки призначенi для забезпечення виконання лаборатор-
них робiт iз дисциплiни «Методи обчислень». Вони мiстять короткий виклад
теоретичних положень, необхiдних для засвоєння матерiалу, а також практи-
чнi завдання, спрямованi на формування навичок застосування чисельних
методiв для розв’язання задач аналiзу. Розглянуто такi теми: iнтерполяцiя
функцiй багаточленами; iнтерполяцiя функцiй сплайнами; найкраще сере-
дньоквадратичне наближення функцiй; наближення функцiй методом най-
менших квадратiв.

Особливу увагу придiлено побудовi алгоритмiв i реалiзацiї методiв з
використанням програмного середовища GNU Octave, що дозволяє студен-
там ефективно дослiджувати чисельнi властивостi методiв i перевiряти їх
точнiсть на практичних прикладах.

Методичнi вказiвки розроблено для студентiв спецiальностi F1 — При-
кладна математика, якi здобувають перший (бакалаврський) рiвень вищої
освiти. Виконання лабораторних робiт сприяє глибшому розумiнню основ чи-
сельного аналiзу, формуванню обчислювальної культури та розвитку навичок
роботи з сучасними програмними засобами математичних розрахункiв.

Передбачається, що лабораторнi роботи виконуються паралельно з ви-
вченням теоретичного матерiалу. Додатковий матерiал можна знайти у пiд-
ручниках [1, 3, 5], а вiдповiднi програмнi продукти — за посиланнями [8–10].
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1. IНТЕРПОЛЯЦIЯ ФУНКЦIЙ БАГАТОЧЛЕНАМИ

1.1. Iнтерполяцiйний багаточлен Лагранжа

Задача iнтерполяцiї функцiї полягає в наступному. Нехай в деяких то-
чках xi вiдомi значення функцiї y = f(x):

yi = f(xi), i = 0, n.

Точки xi називаються вузлами iнтерполяцiї. Потрiбно приблизно обчислити
значення функцiї y = f(x) в точцi x̃, що знаходиться мiж вузлами iнтерпо-
ляцiї i не збiгається нi з одним з них.

Задачу iнтерполяцiї вирiшують наступним чином. Розглянемо функцiю

y = g(x, α0, α1, . . . , αn). (1.1)

Невiдомi параметри αi визначимо з умов збiгу в вузлах iнтерполяцiї цiєї фун-
кцiї з функцiєю y = f(x):

g(xi, α0, α1, . . . , αn) = f(xi), i = 0, n. (1.2)

Якщо вiдомий вид функцiї (1.1), то (1.2) — це система з n + 1 рiвняння
щодо невiдомих параметрiв α0, α1, . . . , αn. У загальному випадку ця система
нелiнiйна. Припустимо, що функцiя (1.1) має вигляд

g(x, α0, α1, . . . , αn) =

n∑
i=0

αiφi(x), (1.3)

де φi(x) (i = 0, n) — вiдомi функцiї, лiнiйно незалежнi на промiжку [a, b],
якому належать вузли iнтерполяцiї. В цьому випадку система (1.2) набуває
вигляду:

n∑
i=0

αiφi(xj) = f(xj), j = 0, n. (1.4)

Оскiльки функцiї φi(x) лiнiйно незалежнi, то матриця системи лiнiйних алге-
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браїчних рiвнянь (1.4) невироджена, а значить ця система однозначно розв’язна.
Вирiшивши систему (1.4), знаходимо значення параметрiв α0, α1, . . . , αn. Фун-
кцiя (1.1) повнiстю визначена. Цю функцiю називають iнтерполянтом (фун-
кцiєю що iнтерполює) функцiї y = f(x). Тепер можна покласти

f(x̃) ≈ g(x̃, α0, α1, . . . , αn).

Найбiльш часто функцiю iнтерполюють, використовуючи багаточлени.
В цьому випадку функцiя що iнтерполює називається iнтерполяцiйним мно-
гочленом,

φi(x) = xi,

i система (1.4) набуває вигляду

n∑
i=0

αix
i
j = f(xj), j = 0, n. (1.5)

Визначником цiєї системи є визначник Вандермонда∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x0 x20 . . . xn0
1 x1 x21 . . . xn1
1 x2 x22 . . . xn2... ... ... . . . ...
1 xn x2n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (1.6)

Оскiльки визначник Вандермонда вiдмiнний вiд нуля, то задача iнтерполяцiї
функцiї многочленами однозначно розв’язна.

Припустимо, для деякої функцiї потрiбно побудувати iнтерполяцiйний
многочлен на промiжку [0, 1]. Оскiльки для великих i функцiї φi(x) = xi

на промiжку [0, 1] майже лiнiйно залежнi, то число обумовленостi матрицi
(1.5) буде зростати зi зростанням числа вузлiв iнтерполяцiї. Цей окремий
приклад показує, що недоцiльно для побудови iнтерполяцiйного многочлена
використовувати многочлени великих ступенiв.

Iнтерполяцiйний многочлен можна побудувати не вирiшуючи систему
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(1.5). Так iнтерполяцiйний многочлен можна записати в такий спосiб:

Ln(x) =

n∑
i=0

f(xi)φi(x), (1.7)

де

φi(x) =

n∏
j=0, j ̸=i

x− xj
xi − xj

. (1.8)

Очевидно, що функцiї φi(x), являючись многочленами n-го ступеня, задо-
вольняють умовам

φi(xj) = δij, i, j = 0, n. (1.9)

Тому
Ln(xi) = f(xi), i = 0, n,

i Ln(x) — iнтерполяцiйний багаточлен n-го ступеня, який називають iнтер-
поляцiйним многочленом Лагранжа.

Враховуючи вище викладене, цей iнтерполяцiйний багаточлен єдиний.
Функцiї (1.8) називаються базисними функцiями iнтерполяцiйного багаточле-
на Лагранжа.

Функцiя
Rn(x) = f(x)− Ln(x)

називається залишковим членом iнтерполяцiйного багаточлена Ln(x). Надалi
ми покажемо, що якщо f(x) ∈ Cn+1[a, b] i Ln(x) — iнтерполяцiйний багато-
член функцiї f(x), який побудовано за n+1 вузлами, якi належить промiжку
[a, b], то

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn), (1.10)

де ξ ∈ (a, b). Формула (1.10) дозволяє оцiнити погрiшнiсть iнтерполяцiї фун-
кцiї багаточленами.
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1.2. Iнтерполяцiйний багаточлен Ньютона

Введемо визначення подiлених рiзниць. Значення функцiї в вузлi iн-
терполяцiї f(xi) називають подiленою рiзницею нульового порядку. Подiлена
рiзниця першого порядку визначається через подiленi рiзницi нульового по-
рядку, а подiлена рiзниця другого порядку — через подiленi рiзницi першого:

f(xi;xj) =
f(xj)− f(xi)

xj − xi
,

f(xi;xj;xk) =
f(xj;xk)− f(xi;xj)

xk − xi
.

Подiлена рiзниця n-го порядку визначається через подiленi рiзницi (n−1)-го
порядку:

f(xi;xi+1; . . . ;xi+n) =
f(xi+1;xi+2; . . . ;xi+n)− f(xi;xi+1; . . . ;xi+n−1)

xi+n − xi
.

Розглянемо деякi властивостi подiлених рiзниць.

Властивiсть 1.1 Подiлену рiзниця довiльного порядку можна виразити че-
рез значення функцiї у вузлах iнтерполяцiї.

Доведення. Дiйсно,

f(xi;xj) =
f(xj)− f(xi)

xj − xi
=

f(xi)

xi − xj
+

f(xj)

xj − xi
,

f(xi;xj;xk) =
f(xj;xk)− f(xi;xj)

xk − xi
=

=
1

xk − xi

(
f(xj)

xj − xk
+

f(xk)

xk − xj
− f(xi)

xi − xj
−

f(xj)

xj − xi

)
=

=
f(xi)

(xi − xj)(xi − xk)
+

f(xj)

(xj − xi)(xj − xk)
+

f(xk)

(xk − xi)(xk − xj)
.
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Помiтивши закономiрнiсть, запишемо

f(x0;x1; . . . ;xn) =

n∑
i=0

f(xi)∏
j=0, j ̸=i

(xi − xj)
. (1.11)

Припустимо, що формула (1.11) вiрна для подiлених рiзниць (n−1)-го поряд-
ку. Скориставшись визначенням рiзницi n-го порядку через рiзницi (n−1)-го
порядку, легко показати, що формула (1.10) вiрна i для подiлених рiзниць
n-го порядку.

Безпосередньо з формули (1.11) випливають такi двi властивостi.

Властивiсть 1.2 Подiлена рiзниця є симетричної функцiєю своїх аргумен-
тiв, тобто, не змiнюється при будь-якiй їхнiй перестановцi.

Властивiсть 1.3 Подiлена рiзниця є лiнiйної операцiєю, тобто,

(c1f1 + c2f2)(x0;x1; . . . ;xn) = c1f1(x0;x1; . . . ;xn) + c2f2(x0;x1; . . . ;xn).

Використовуючи (1.11), отримуємо

Rn(x) = f(x)− Ln(x) = f(x)−
n∑

i=0

f(xi)

n∏
j=0, j ̸=i

x− xj
xi − xj

=

= (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)×

×

 f(x)

(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)
−

n∑
i=0

f(xi)

(x− xi)
∏

j=0, j ̸=i

(xi − xj)

 =

= f(x, x0;x1; . . . ;xn)(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn).

Таким чином,

Rn(x) = f(x, x0;x1; . . . ;xn)(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn). (1.12)

Ми отримали вираз для залишкового члена iнтерполяцiйного багаточлена у
формi з подiленою рiзницею.
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Властивiсть 1.4 Подiлена рiзниця i похiдна функцiї пов’язанi наступним
чином:

f(x0;x1; . . . ;xn) =
f (n)(ξ)

n!
, (1.13)

де ξ ∈ (xmin, xmax), xmin = min{x0, x1, . . . , xn}, xmax = max{x0, x1, . . . , xn}.

Доведення.Необхiдне отримуємо, прирiвнюючи правi частини виразiв (1.10)
i (1.12) залишкового члена iнтерполяцiйного багаточлена.

Якщо вiдомi значення функцiї f(x) в вузлах x0, x1, . . . , xn, можна по-
будувати наступну таблицю подiлених рiзниць:

x0 f(x0)
x1 f(x1)
x2 f(x2)... ...
xn f(xn)

f(x0;x1)
f(x1;x2)...
f(xn−1;xn)

f(x0;x1;x2)...
f(xn−2;xn−1;xn)

· · ·
· · · f(x0;x1; . . . ;xn)

Розглянемо тотожнiсть

Ln(x) = L0(x) + (L1(x)−L0(x)) + (L2(x)−L2(x)) + · · ·+ (Ln(x)−Ln−1(x)).

(1.14)
Вiдмiтимо, що L0(x) = f(x0), и Lk(x)−Lk−1(x) (k = 1, n) — багаточлен сту-
пеня k, який має k коренiв x0, x1, . . . , xk−1. Значить, його можна представити
у виглядi

Lk(x)− Lk−1(x) = A(x− x0)(x− x1) · · · (x− xk−1), (1.15)

де A — деяка константа. Тодi

f(xk)− Lk−1(xk) = Lk(xk)− Lk−1(xk) = A(xk − x0)(xk − x1) · · · (xk − xk−1).

(1.16)
З iншого боку, використовуючи вираз (1.12) для залишкового члена iнтерпо-
ляцiйного багаточлена у формi з подiленою рiзницею, отримуємо

Rk−1(xk) = f(xk)− Lk−1(xk) =

= f(xk;x0;x1; . . . ;xk−1)(xk − x0)(xk − x1) · · · (xk − xk−1). (1.17)
10



Прирiвнюючи останнi вирази в ланцюжках рiвностей (1.16) та ( ref ii18), зна-
ходимо, що константа

A = f(x0;x1; . . . ;xk).

Знаючи вираз константи A i пiдставляючи (1.15) в (1.14), отримуємо насту-
пний запис iнтерполяцiйного багаточлена

Ln(x) = f(x0) + f(x0;x1)(x− x0) + f(x0;x1;x2)(x− x0)(x− x1) + · · ·+

+f(x0;x1; . . . ;xn)(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1). (1.18)

Цей iнтерполяцiйний багаточлен називають iнтерполяцiйним багаточленом
Ньютона з подiленими рiзницями.

1.3. Iнтерполяцiя за вузлами Чебишева

Нехай для функцiї f(x) ∈ Cn+1[a, b] побудовано iнтерполяцiйний ба-
гаточлен Ln(x) за вузлами x0, x1, . . . , xn, що належать промiжку [a, b]. Як
ми вже встановили, похибка iнтерполяцiї визначається залишковим членом
iнтерполяцiйного багаточлена

Rn(x) = f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn(x), (1.19)

де
ωn(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn).

Значить,

|f(x)− Ln(x)| ≤
1

(n+ 1)!
max
[a,b]

|f (n+1)(x)|max
[a,b]

|ωn(x)|. (1.20)

Мiнiмiзуємо праву частину оцiнки (1.20) за рахунок вибору вузлiв iнтерпо-
ляцiї. Нагадаємо, що багаточлен

Tn+1(t) =
Tn+1(t)

2n
, (1.21)
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де Tn+1(t) — багаточлен Чебишева, є багаточленом, що найменш ухиляється
вiд нуля, тобто,

max
[−1,1]

|Pn+1(t)| ≥ max
[−1,1]

|Tn+1(t)| =
1

2n
, (1.22)

де Pn+1(t) = tn+1 + αnt
n + · · · + α0. Iншими словами, багаточлен Tn+1(t)

на промiжку [−1, 1] найменш вiдхиляється вiд нуля серед усiх багаточленiв
ступеня n+ 1 зi старшим коефiцiєнтом рiвним одиницi.

Багаточлен Чебишева Tn+1(t) на промiжку [−1, 1] має n+ 1 корень:

ti = cos
(2i+ 1)π

2(n+ 1)
, i = 0, n. (1.23)

Тому
Tn+1(t) = (t− t0)(t− t1) · · · (t− tn).

Линiйной замiною
x =

1

2
((b− a)t+ (b+ a)) (1.24)

промiжок [−1, 1] вiдображається на промiжок [a, b]. При цьому, кореням ба-
гаточлена Чебишева (1.23) вiдповiдають точки

xi =
1

2
((b− a)ti + (b+ a)). (1.25)

Вiзьмемо цi точки в якостi вузлiв iнтерполяцiї для побудови iнтерполяцiйного
багаточлена Ln(x). Тодi

ωn(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn) =

=
(b− a)n+1

2n+1
(t− t0)(t− t1) · · · (t− tn) =

(b− a)n+1

2n+1
Tn+1(t).

Значить,

max
[a,b]

|ωn(x)| =
(b− a)n+1

2n+1
max
[−1,1]

|Tn+1(t)| =
(b− a)n+1

22n+1
.

12



Вiдмiтимо, що якщо вузли iнтерполяцiї вибрати iнакше, то

max
[a,b]

|ωn(x)| =
(b− a)n+1

2n+1
max
[−1,1]

|(t− t̃0)(t− t̃1) · · · (t− t̃n)| =

=
(b− a)n+1

2n+1
max
[−1,1]

|Pn+1(t)| ≥
(b− a)n+1

2n+1
max
[−1,1]

|Tn+1(t)| =
(b− a)n+1

22n+1
.

Отже, якщо вузли iнтерполяцiї вибрати по вузлах Чебишева, то для похибки
iнтерполяцiї матиме мiсце оцiнка

|f(x)− Ln(x)| ≤
(b− a)n+1

22n+1(n+ 1)!
max
[a,b]

|f (n+1)(x)|. (1.26)

Таким чином, якщо є можливiсть вибирати вузли iнтерполяцiї, то по-
будувавши їх по кореням багаточлена Чебишева ми мiнiмiзуємо похибку iн-
терполяцiї.

1.4. Завдання до лабораторної роботи

Студенти повиннi знати:

• Iснування та єдинiсть розв’язання задачi iнтерполювання функцiї бага-
точленами

• Iнтерполяцiйнi багаточлени Лагранжа та Ньютона.
• Iнтерполяцiйний багаточлен Ермiта.
• Залишковий член iнтерполяцiйного багаточлена.
• Iнтерполювання за вузлами Чебишева.

Завдання

1. Для заданої функцiї y = f(x) знайти iнтерполяцiйний багаточлен сту-
пеня n за її значеннями у вузлах рiвномiрної сiтки промiжка [a, b],

ωh = {xi = a+ ih, i = 0, n, h = (b− a)/n}.

Побудувати графiки заданої функцiї та її iнтерполяцiйних багаточленiв
для рiзних n ( n = 3, 5, 10, 50).
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2. Для заданої функцiї y = f(x) знайти iнтерполяцiйний багаточлен сту-
пеня n за її значеннями у n+1-му вузлi сiтки Чебишева для промiжка
[a, b]. Побудувати графiки заданої функцiї та її iнтерполяцiйних бага-
точленiв для рiзних n ( n = 3, 5, 10, 50).

Для знаходження коефiцiєнтiв iнтерполяцiйних багаточленiв викори-
стати Octave-функцiю vander(). Для обчислення значень iнтерполяцiйного
багаточлена використовувати Octave-функцiю polyval().

Варiанти завдань

Вар. y = f(x) [a, b] Вар. y = f(x) [a, b]
1 y = cos(x) [0, 2π] 2 y = sin(x) [0, 2π]
3 y = x+ cos(x) [−π, π] 4 y = x+ sin(x) [−π, π]
5 y = ln(x) cos(x) [0.5, 4] 6 y = ln(x) sin(x) [0.5, 4]

7 y =
cos(x)
1+x2 [−π, π] 8 y =

sin(x)
1+x2 [−π, π]

9 y = x cos(x) [−π, π] 10 y = x sin(x) [−π, π]
11 y = 1

1+cos2(x)
[−π, π] 12 y = 1

1+sin2(x)
[−π, π]

13 y =
cos(x)

1+cos2(x)
[−π, π] 14 y =

sin(x)
1+sin2(x)

[−π, π]
15 y =

cos(x)

1+sin2(x)
[−π, π] 16 y =

sin(x)
1+cos2(x)

[−π, π]
До звiту з виконання лабораторної роботи включити:

1. постановку задачi;
2. текст програми;
3. графiки заданих функцiй та їх iнтерполянтiв;
4. висновки.
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2. IНТЕРПОЛЯЦIЯ ФУНКЦIЙ СПЛАЙНАМИ

Одним iз способiв iнтерполяцiї функцiй є iнтерполювання за допомо-
гою сплайнiв. Сплайном називають кусочно-полiномiальну функцiю. Слово
"сплайн"(spline — англ.) означає гнучку лiнiйку, яка використовується для
проведення гладких кривих через заданi точки площини. Стiйкiсть алгори-
тму обчислення сплайна i збiжнiсть процесу iнтерполяцiї сплайнами є голов-
ними перевагами сплайн-iнтерполяцiї перед iнтерполяцiєю багаточленами.

2.1. Глобальний iнтерполяцiйний кубiчний сплайн

Нехай вiдомi значення функцiї f(x) в вузлах рiвномiрної сiтки промiж-
ку [a, b]

ωh = {xi : xi = a+ ih, i = 0, n, h = (b− a)/n}.

Апроксимуємо функцiю f(x) на вiдрiзку [a, b] глобальним iнтерполяцiйним
кубiчним сплайном s(x). На кожному сегментi [xi−1, xi] сплайн s(x) є много-
членом третього ступеня. Тому, для побудови сплайна s(x) необхiдно визна-
чити 4n параметрiв. Параметри сплайна s(x) визначимо з наступних умов.
Вимагатимемо, щоб сплайн s(x) збiгався в вузлах сiтки зi значеннями функцiї
що iнтерполюється,

s(xi) = f(xi), i = 0, n, (2.1)

i був безперервний на [a, b] разом зi своїми першою i другою похiдними.
Оскiльки сплайн — кусочно-полiномiальна функцiя, то досить забезпечити
безперервнiсть сплайна, його першої та другої похiдних у внутрiшнiх вузлах
сiтки. Отримуємо 4n− 2 умови. Вiдсутнi двi умови можна визначити, напри-
клад, так:

s′′(x0) = s′′(xn) = 0. (2.2)

Покажемо, що цi умови дозволяють визначити кубiчний сплайн єдиним чи-
ном. На вiдрiзку [xi−1, xi] сплайн s(x) будемо шукати у виглядi кубiчного
багаточлена

si(x) = ai + bi(x− xi) +
ci
2
(x− xi)

2 +
di
6
(x− xi)

3, i = 1, n. (2.3)
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Очевидно, що
s′i(x) = bi + ci(x− xi) +

di
2 (x− xi)

2,
s′′i (x) = ci + di(x− xi),
s′′i (x) = di,

та
ai = si(xi), i = 1, n. (2.4)

З (2.4), враховуючи (2.1), знаходимо, що

ai = f(xi), i = 1, n. (2.5)

З умови безперервностi сплайна s(x) у внутрiшнiх вузлах сiтки,

si(xi) = si+1(xi), i = 1, n− 1.

З огляду на (2.5), звiдси отримуємо рiвняння:

−hbi+1 +
h2

2
ci+1 −

h3

6
di+1 = f(xi)− f(xi+1), i = 1, n− 1. (2.6)

Умова
s1(x0) = f(x0)

породжує рiвняння

−hb1 +
h2

2
c1 −

h3

6
d1 = f(x0)− f(x1). (2.7)

Умови безперервностi першої похiдної сплайна у внутрiшнiх вузлах сiтки,

s′i(xi) = s′i+1(xi), i = 1, n− 1,

зводяться до рiвнянь

−hci+1 +
h2

2
di+1 = bi − bi+1, i = 1, n− 1. (2.8)
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З умов безперервностi другої похiдної сплайна у внутрiшнiх вузлах сiтки,

s′′i (xi) = s′′i+1(xi), i = 1, n− 1,

знаходимо
−hdi+1 = ci − ci+1, i = 1, n− 1. (2.9)

Умови (2.2) дають два рiвняння

c1 − hd1 = 0, (2.10)

cn = 0. (2.11)

Рiвняння (2.5) — (2.11) утворюють систему з 4n рiвнянь щодо 4n невiдомих.

З рiвнянь (2.6) i (2.7) знайдемо

bi − bi+1 =
1
h(2f(xi)− f(xi−1)− f(xi+1) +

h2

2 (ci − ci+1)− h3

6 (di − di+1)),
i = 1, n− 1.

(2.12)
Пiдставляючи в (2.8) спочатку (2.12), а потiм вирази для di (i = 1, n), зна-
йденi з рiвнянь (2.9) i (2.10), враховуючи (2.11) i ввiвши позначення c0 = 0,
отримуємо систему рiвнянь{

ci−1 + 4ci + ci+1 = 6
f(xi−1)−2f(xi)+f(xi+1)

h2 , i = 1, n− 1,
c0 = cn = 0.

(2.13)

Матриця цiєї системи симетрична трехдiагональна i позитивно визначена.
Значить, ця система має єдинний розв’язок. Знаючи ci, з рiвностей (2.9) i
(2.10) знайдемо di, а потiм з рiвностей (2.6) i (2.7) — параметри bi (i = 1, n).
Таким чином, коефiцiєнти кубiчних багаточленiв (2.3) визначено, а значить
визначено шуканий сплайн s(x).

2.2. Базисний лiнiйний неперервний сплайн

Тепер розглянемо базиснi сплайни. На промiжку [a, b] визначимо сiтку

ωh = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}.
17



Покладемо
h = max

1≤i≤n
hi.

де hi = xi − xi−1. Для визначення лiнiйного сплайна, асоцiйованого з сiткою
ωh, необхiдно 2n параметрiв. Позначимо S1,0

ωh
[a, b] простiр лiнiйних безперерв-

них на [a, b] сплайнiв, що визначаються сiткою ωh. Сплайн s(x) ∈ S1,0
ωh

[a, b]

безперервний у внутрiшнiх вузлах xi (i = 1, n− 1) сiтки ωh, тобто, задоволь-
няє n − 1 умовi. Значить, для його визначення необхiдний n + 1 параметр.
Таким чином, розмiрнiсть простору S1,0

ωh
[a, b] дорiвнює n + 1. Очевидно, що

функцiї

φi(x) =

{
(x− xi−1)/hi, x ∈ [xi−1, xi],
−(x− xi+1)/hi+1, x ∈ [xi, xi+1],
0, x ∈ [a, b]\[xi−1, xi+1], i = 1, n− 1,

(2.14)

φ0(x) =
{ −(x− x1)/h1, x ∈ [x0, x1],

0, x ∈ [x1, b],
(2.15)

φn(x) =
{

(x− xn−1)hn, x ∈ [xn−1, xn],
0, x ∈ [a, xn−1],

(2.16)

лiнiйно незалежнi лiнiйнi безперервнi сплайни (див. рис. 1.2). Значить {φi(x)}ni=0

— базис простору S1,0
ωh

[a, b].

x

1

x0 xi−1 xi xi+1 xn

Рис. 2.1: Базисна функцiя φi(x) простору S1,0
ωh

[a, b]

Очевидно, що
φi(xj) = δij, i, j = 0, n.

Тому, якщо вiдомi значення функцiї у вузлах сiтки f(xi) (i = 0, n), то лiнiй-
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ний безперервний сплайн

s(x) =

n∑
i=0

f(xi)φi(x)

є iнтерполяцiйним сплайном функцiї f(x), бо

s(xi) = f(xi), i = 0, n.

Цей сплайн називається лiнiйним iнтерполяцiйним сплайном Лагранжа.

2.3. Базисний ермiтовий сплайн

Позначимо через S3,1
ωh

[a, b] простiр сплайнiв третього ступеня безперерв-
них на [a, b] разом зi своєю першою похiдною, якi асоцiюються з сiткою ωh.
Для визначення сплайна s(x) ∈ S3,1

ωh
[a, b] необхiдно 4n параметрiв. Оскiльки

сплайн s(x) має бути безперервний разом зi своєю першою похiдною у вну-
трiшнiх вузлах сiтки, тобто, повинен задовольняти 2n − 2 умовам, то для
його визначення необхiдно 2n + 2 параметра. Значить простiр S3,1

ωh
[a, b] має

розмiрнiсть 2n+ 2.

На промiжку [xi−1, xi] побудуємо iнтерполяцiйний багаточлен Ермiта
третього ступеня φi,−(x), що задовольняє умовам:

φi,−(xi−1) = 0, φ′
i,−(xi−1) = 0, φi,−(xi) = 1, φ′

i,−(xi) = 0.

Використовуючи таблицю подiлених рiзниць

xi−1 0
xi−1 0
xi 1
xi 1

0
1/hi
0

1/h2i
−1/h2i

−2/h3i ,

отримуємо

φi,−(x) =
1

h2i
(x− xi−1)

2 − 2

h3i
(x− xi−1)

2(x− xi).

Аналогiчно на промiжку [xi, xi+1] побудуємо iнтерполяцiйний багаточлен Ер-
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мiта третього ступеня

φi,+(x) =
1

h2i+1

(x− xi+1)
2 +

2

h3i+1

(x− xi+1)
2(x− xi),

що задовольняє умовам:

φi,+(xi) = 1, φ′
i,+(xi) = 0, φi,+(xi+1) = 0, φ′

i,+(xi+1) = 0.

Визначимо функцiї (див. рис. 1.3):

φi(x) =

{
φi,−(x), x ∈ [xi−1, xi],
φi,+(x), x ∈ [xi, xi+1],
0, x ∈ [a, b]\[xi−1, xi+1], i = 1, n− 1,

(2.17)

φ0(x) =
{
φ0,+(x), x ∈ [x0, x1],
0, x ∈ [x1, b],

(2.18)

φn(x) =
{
φn,−(x), x ∈ [xn−1, xn],
0, x ∈ [a, xn−1],

(2.19)

На промiжку [xi−1, xi] побудуємо iнтерполяцiйний багаточлен Ермiта тре-

x

1

x0 xi−1 xi xi+1 xn

Рис. 2.2: Базисна функцiя φi(x) простору S3,1
ωh

[a, b]

тього ступеня ψi,−(x), що задовольняє умовам:

ψi,−(xi−1) = 0, ψ′
i,−(xi−1) = 0, ψi,−(xi) = 0, ψ′

i,−(xi) = 1.
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Використовуючи таблицю подiлених рiзниць

xi−1 0
xi−1 0
xi 0
xi 0

0
0
1

0
1/hi

1/h2i ,

отримуємо

ψi,−(x) =
1

h2i
(x− xi−1)

2(x− xi).

Аналогiчно на промiжку [xi, xi+1] побудуємо iнтерполяцiйний багаточлен Ер-
мiта третього ступеня

ψi,+(x) =
1

h2i+1

(x− xi+1)
2(x− xi),

що задовольняє умовам:

ψi,+(xi) = 0, ψ′
i,+(xi) = 1, ψi,+(xi+1) = 0, ψ′

i,+(xi+1) = 0.

Визначимо функцiї (див. рис. 1.4):

ψi(x) =

{
ψi,−(x), x ∈ [xi−1, xi],
ψi,+(x), x ∈ [xi, xi+1],
0, x ∈ [a, b]\[xi−1, xi+1], i = 1, n− 1,

(2.20)

ψ0(x) =
{
ψ0,+(x), x ∈ [x0, x1],
0, x ∈ [x1, b],

(2.21)

ψn(x) =
{
ψn,−(x), x ∈ [xn−1, xn],
0, x ∈ [a, xn−1],

(2.22)

Очевидно, що функцiї φi(x) i ψi(x) (i = 0, n) лiнiйно незалежнi та нале-
жать простору S3,1

ωh
[a, b]. Значить {φi(x)}ni=0 та {ψi(x)}ni=0 утворюють базис

простору S3,1
ωh

[a, b].

xx0 xi−1 xi xi+1 xn

Рис. 2.3: Базисна функцiя ψi(x) простору S3,1
ωh

[a, b]

21



Зауважимо, що

φi(xj) = δij, φ
′
i(xj) = 0, i, j = 0, n,

ψi(xj) = 0, ψ′
i(xj) = δij, i, j = 0, n.

Таким чином, якщо у вузлах сiтки вiдомi значення функцiї f(xi) та її першої
похiдної f ′(xi), сплайн

s(x) =

n∑
i=0

f(xi)φi(x) +

n∑
i=0

f ′(xi)ψi(x)

називається iнтерполяцiйним сплайном Ермiта третього ступеня, бо

s(xi) = f(xi), s
′(xi) = f ′(xi), i = 0, n.

2.4. Завдання до лабораторної роботи

Студенти повиннi знати:

• Глобальний iнтерполяцiйний кубiчний сплайн.
• Лiнiйний iнтерполяцiйний сплайн Лагранжа.
• Iнтерполяцiйний сплайн Ермiта 3-го ступеня.

Завдання

За допомогою пакета Octave виконати таке:

1. Для заданої функцiї y = f(x), використовуючи рiвномiрну сiтку

ωh = {xi : xi = a+ ih, i = 0, n, h = (b− a)/n},

побудувати:

• глобальний iнтерполяцiйний кубiчний сплайн;
• лiнiйний iнтерполяцiйний сплайн Лагранжа;
• iнтерполяцiйний сплайн Ермiта 3-го ступеня.

2. Побудувати графiки заданої функцiї та побудованих iнтерполяцiйних
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сплайнiв для рiзних n (n = 3, 5, 10, 50).

Варiанти завдань

Вар. y = f(x) [a, b] Вар. y = f(x) [a, b]
1 y = cos(x) [0, 2π] 9 y = sin(x) [0, 2π]
2 y = x+ cos(x) [−π, π] 10 y = x+ sin(x) [−π, π]
3 y = ln(x) cos(x) [0.5, 4] 11 y = ln(x) sin(x) [0.5, 4]

4 y =
cos(x)
1+x2 [−π, π] 12 y =

sin(x)
1+x2 [−π, π]

5 y = x cos(x) [−π, π] 13 y = x sin(x) [−π, π]
6 y = 1

1+cos2(x)
[−π, π] 14 y = 1

1+sin2(x)
[−π, π]

7 y =
cos(x)

1+cos2(x)
[−π, π] 15 y =

sin(x)
1+sin2(x)

[−π, π]
8 y =

cos(x)

1+sin2(x)
[−π, π] 16 y =

sin(x)
1+cos2(x)

[−π, π]
До звiту з виконання лабораторної роботи включити:

1. постановку задачi;
2. текст програми;
3. графiки заданих функцiй та їх iнтерполянтiв;
4. висновки.
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3. НАЙКРАЩЕ СЕРЕДНЬОКВАДРАТИЧНЕ
НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ

Розглянемо наступну задачу. Функцiю f(x) ∈ L2(a, b) необхiдно апро-
ксимувати функцiєю

φ(x, α0, α1, . . . , αn) (3.1)

з деякого класу (n + 1)–параметричних функцiй. В якостi мiри близькостi
функцiй будемо використовувати норму простору L2(a, b). Визначимо фун-
кцiонал

Φ(α0, α1, . . . , αn) = ||f(x)− φ(x, α0, α1, . . . , αn)||2L2(a,b)
=

=
b∫
a

(f(x)− φ(x, α0, α1, . . . , αn))
2dx.

(3.2)

Функцiя φ(x, α∗0, α
∗
1, . . . , α

∗
n) називається найкращим середньоквадрати-

чним наближенням функцiї f(x) на деякому класi (n + 1)–параметричних
функцiй (3.1), якщо параметри α∗0, α

∗
1, . . . , α

∗
n обранi з умови мiнiмуму фун-

кцiонала (3.2).

Розглянемо досить загальний випадок, коли функцiя (3.1) є лiнiйною
щодо параметрiв α0, α1, . . . , αn, тобто,

φ(x, α0, α1, . . . , αn) =

n∑
i=0

αiφi(x), (3.3)

причому функцiї {φi(x)}ni=0 — лiнiйно незалежнi в L2(a, b). В цьому випадку
функцiонал (3.2) стає квадратичним:

Φ(α0, α1, . . . , αn) =

b∫
a

(f(x)−
n∑

i=0

αiφi(x))
2dx. (3.4)

Необхiдною i достатньою умовою мiнiмуму функцiоналу (3.4) є рiвнiсть нулю
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його градiєнта:

∂Φ(α0, α1, . . . , αn)

∂αj
=

∂

∂αj

b∫
a

(f(x)−
n∑

i=0

αiφi(x))
2dx =

= −2

b∫
a

f(x)φj(x)dx+ 2

b∫
a

n∑
i=0

αiφi(x)φj(x)dx = 0, j = 0, n.

З огляду на вид скалярного добутка в L2(a, b),

(u, v)L2(a,b) =

b∫
a

uvdx,

необхiдна i достатня умова мiнiмуму функцiонала (3.4) записується так:

n∑
i=0

αi(φi(x), φj(x))L2(a,b) = (f(x), φj(x))L2(a,b), j = 0, n. (3.5)

Визначник СЛАР (3.5) вiдмiнний вiд нуля, оскiльки це визначник Грама лi-
нiйно незалежних функцiй {φi(x)}ni=0. Отже, система (3.5) має єдине рiшення,
i найкраще середньоквадратичне наближення функцiї f(x) iснує i єдине. Лi-
нiйно незалежну систему функцiй можна ортогоналiзувати. Нехай {φi(x)}ni=0

— ортонормирована система функцiй,

(φi(x), φj(x))L2(a,b) = δij, i, j = 0, n.

В цьому випадку

αi = (f(x), φi(x))L2(a,b) =

b∫
a

f(x)φi(x)dx, i = 0, n.

Якщо ж функцiї {φi(x)}∞i=0 утворюють ортонормовану систему функцiй пов-
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ну в L2(a, b), то найкраще середньоквадратичне наближення функцiї f(x)

φ(x) =

n∑
i=0

αiφi(x)

є вiдрiзком узагальненого ряду Фур’є

f(x) =

∞∑
i=0

αiφi(x)

i в силу рiвностi Парсеваля[? ? ],

||f(x)||2L2(a,b)
=

∞∑
i=0

α2i ,

маємо

||f(x)− φ(x)||2L2(a,b)
=

∞∑
i=n+1

α2i .

Значить при n → ∞ норма похибки найкращого середньоквадратичного на-
ближення наближається до нуля, тобто, найкраще середньоквадратичне на-
ближення збiгається до функцiї f(x) за нормою простору L2(a, b) при n→ ∞.

Якщо функцiї {φi(x)}ni=0 неортогональнi, то часто число обумовлено-
стi матрицi системи (3.5) швидко зростає при n → ∞. У таких випадках n

вибирають невеликим.

Для побудови найкращих середньоквадратичних апроксимацiй в якостi
функцiй φi(x) зручно брати багаточлении, що ортогональнi з деякою вагою
ρ(x) на промiжку [a, b]. Найбiльш часто використовуються багаточлени Якобi
(окремим випадком яких є многочлени Лежандра i Чебишева), Лагерра та
Ермiта [? ]. Для апроксимацiї перiодичних функцiй використовують триго-
нометричний ряд. Всi цi системи функцiй повнi, а значить найкраще сере-
дньоквадратичне наближення збiгається при n → ∞ для функцiй f(x), що
iнтегрюються з квадратом для заданої ваги ρ(x).

Розглянемо приклади.
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3.1. Найкраще середньоквадратичне наближення функцiй багаточленами

Якщо для функцiї f(x) ∈ L2(0, 1) будувати найкраще середньоквадра-
тичне наближення на промiжку [0,1] за допомогою многочленiв {xi}ni=0, то
(i, j)-елемент матрицi системи (3.5) обчислюється так:

1∫
0

xi+jdx =
1

i+ j + 1
, i, j = 0, n.

Матриця системи (3.5) є матрицею Гiльберта
1 1

2
1
3 . . . 1

n+1
1
2

1
3

1
4 . . . 1

n+2
1
3

1
4

1
5 . . . 1

n+3... ... ... . . . ...
1

n+1
1

n+2
1

n+3 . . . 1
2n+2

 .

Оскiльки число обумовленостi матрицi Гiльберта зi збiльшенням n дуже швид-
ко зростає, то для побудови кращої середньоквадратичної апроксимацiї до-
цiльно використовувати многочлени невисоких ступенiв.

3.2. Найкраще середньоквадратичне наближення функцiй ортогональними багаточленами

Багаточлени Чебишева

Ti(x) = cos(i arccosx), i = 0, 1, 2, . . .

ортогональнi з вагою 1√
1−x2

на промiжку [−1, 1]. Дiйсно

1∫
−1

Ti(x)Tj(x)√
1− x2

dx =

1∫
−1

cos(i arccosx) cos(j arccosx)√
1− x2

dx =

=

∣∣∣∣ t = arccosx,
dt = − 1√

1−x2
,

∣∣∣∣ =
π∫

0

cos(it) cos(jt)dt =
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=
1

2

π∫
0

cos((i− j)t)dt+
1

2

π∫
0

cos((i+ j)t)dt =

{
π, если i = j = 0,
π
2 , если i = j ̸= 0,
0, если i ̸= j.

Нехай f(x) — функцiя квадратично сумовна з вагою 1√
1−x2

на промiжку
[−1, 1]. Тодi її найкраще середньоквадратичне наближення багаточленами
Чебишева має вигляд

φ(x) =
1

π

1∫
−1

f(x)√
1− x2

dx+
2

π

n∑
i=1

 1∫
−1

f(x)Ti(x)√
1− x2

dx

Ti(x).
3.3. Найкраще середньоквадратичне наближення функцiй сплайнами

Нехай f(x) ∈ L2(a, b). Промiжок [a, b] розiб’ємо на n рiвних частин.
Нехай φi(x) — базисна функцiя простору лiнiйних безперервних сплайнiв,
пов’язана з вузлом xi = a+ ih (h = (b− a)/n, i = 0, n). Найкраще середньо-
квадратичне наближення функцiї f(x) будемо шукати в просторi лiнiйних
безперервних сплайнiв з базисом {φi(x)}ni=0. Оскiльки

b∫
a

φ2
0(x)dx =

x1∫
x0

(x− x1)
2

h2
dx =

h

3
,

b∫
a

φ2
i (x)dx = 2

xi∫
xi−1

(x− xi−1)
2

h2
dx =

2h

3
, i = 1, n− 1,

b∫
a

φ2
n(x)dx =

xn∫
xn−1

(x− xn−1)
2

h2
dx =

h

3
,

b∫
a

φi(x)φi+1(x)dx =

xi+1∫
xi

−x− xi+1

h

x− xi
h

dx =
h

6
, i = 0, n− 1,
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b∫
a

φi(x)φj(x)dx = 0, |i− j| > 1,

то матриця системи (3.5) буде симетричною тридiагональною i позитивно
визначеною: 

h
3

h
6

h
6

2h
3

h
6. . . . . . . . .
h
6

2h
3

h
6

h
3

h
6

 .
Компоненти правої частини системи (3.5) обчислюються так:

b∫
a

f(x)φi(x)dx =



x1∫
x0

f(x)φ0(x)dx, i = 0,

xi+1∫
xi−1

f(x)φi(x)dx, i = 1, n− 1,

xn∫
xn−1

f(x)φn(x)dx, i = n.

3.4. Завдання до лабораторної роботи

Студенти повиннi знати:

• найкраще середньоквадратичне наближення функцiй багаточленами;
• найкраще середньоквадратичне наближення функцiй ортогональними

багаточленами;
• найкраще середньоквадратичне наближення функцiй сплайнами.

Завдання

За допомогою пакета Octave виконайте такi завдання.

1. Для заданої на промiжку [0, 1] функцiї побудувати найкраще середньо-
квадратичне наближення багаточленами ступеня n. Побудувати графi-
ки заданої функцiї та апроксимуючого багаточлена (n = 1, 2, 3, 5, 10).

2. Для заданої на промiжку [−1, 1] функцiї побудувати найкраще сере-
дньоквадратичне наближення багаточленами Чебишева ступеня n. По-
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будувати графiки заданої функцiї та апроксимуючого багаточлена (n =

3, 5, 10, 20).
3. Для заданої на промiжку [a, b] функцiї побудувати найкраще середньо-

квадратичне наближення лiнiйним сплайном, використовуючи рiвно-
мiрну сiтку з кроком h = (b−a)/n. Побудувати графiки заданої функцiї
та апроксимуючого сплайну (n = 3, 5, 10, 20).

Варiанти до завдання 1

Вар. y = f(x) [a, b] Вар. y = f(x) [a, b]
1 y = cos(4x) [0, 1] 9 y = sin(4x) [0, 1]
2 y = x+ cos(x) [0, 1] 10 y = x+ sin(3x) [0, 1]
3 y = x cos(2x) [0, 1] 11 y = x sin(3x) [0, 1]

4 y =
cos(x)
1+x2 [0, 1] 12 y =

sin(x)
1+x2 [0, 1]

5 y = x cos(x) [0, 1] 13 y = x sin(x) [0, 1]
6 y = 1

1+cos2(x)
[0, 1] 14 y = 1

1+sin2(x)
[0, 1]

7 y =
cos(x)

1+cos2(x)
[0, 1] 15 y =

sin(x)
1+sin2(x)

[0, 1]

8 y =
cos(x)

1+sin2(x)
[0, 1] 16 y =

sin(x)
1+cos2(x)

[0, 1]

Варiанти до завдання 2

Вар. y = f(x) [a, b] Вар. y = f(x) [a, b]
1 y = cos(4x) [−1, 1] 9 y = sin(4x) [−1, 1]
2 y = x+ cos(x) [−1, 1] 10 y = x+ sin(3x) [−1, 1]
3 y = x cos(2x) [−1, 1] 11 y = x sin(2x) [−1, 1]

4 y =
cos(x)
1+x2 [−1, 1] 12 y =

sin(x)
1+x2 [−1, 1]

5 y = x cos(x) [−1, 1] 13 y = x sin(x) [−1, 1]
6 y = 1

1+cos2(x)
[−1, 1] 14 y = 1

1+sin2(x)
[−1, 1]

7 y =
cos(x)

1+cos2(x)
[−1, 1] 15 y =

sin(x)
1+sin2(x)

[−1, 1]

8 y =
cos(x)

1+sin2(x)
[−1, 1] 16 y =

sin(x)
1+cos2(x)

[−1, 1]

Варiанти до завдання 3
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Вар. y = f(x) [a, b] Вар. y = f(x) [a, b]
1 y = cos(4x) [0, π/2] 9 y = sin(4x) [0, π/2]
2 y = x+ cos(x) [0, π/2] 10 y = x+ sin(3x) [0, π/2]
3 y = ln(x) cos(x) [0.5, 2] 11 y = ln(x) sin(x) [0.5, 2]

4 y =
cos(x)
1+x2 [0, π/2] 12 y =

sin(x)
1+x2 [0, π/2]

5 y = x cos(x) [0, π/2] 13 y = x sin(x) [0, π/2]
6 y = 1

1+cos2(x)
[0, π/2] 14 y = 1

1+sin2(x)
[0, π/2]

7 y =
cos(x)

1+cos2(x)
[0, π/2] 15 y =

sin(x)
1+sin2(x)

[0, π/2]

8 y =
cos(x)

1+sin2(x)
[0, π/2] 16 y =

sin(x)
1+cos2(x)

[0, π/2]

До звiту з виконання лабораторної роботи включити:

1. постановку задачi;
2. текст програми;
3. графiки заданих функцiй та їх апроксимантiв;
4. висновки.
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4. НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ МЕТОДОМ
НАЙМЕНШИХ КВАДРАТIВ

На вiдрiзку [a, b] визначимо деяку сiтку ωh = {x0, x1, . . . , xm}. Для фун-
кцiї f(x) ∈ C0[a, b] будемо шукати її апроксимацiю на (n+1)-параметричному
сiмействi функцiй

φ(x, α0, α1, . . . , αn), (4.1)

де α0, α1, . . . , αn — невiдомi параметри. Для визначення цих параметрiв скла-
демо систему рiвнянь

φ(xj, α0, α1, . . . , αn) = f(xj), j = 0,m. (4.2)

Очевидно, необхiдно, щоб m ≥ n, оскiльки число рiвнянь m+1 повинно бути
не менше числа невiдомих n + 1. При m > n система (4.2) перевизначена.
Її точне рiшення в цьому випадку може не iснувати. Тому будемо шукати її
псевдорiшення в сенсi методу найменших квадратiв. Псевдорiшенням системи
(4.2) є набiр параметрiв α0, α1, . . . , αn, що мiнiмiзує функцiонал

Φ(α0, α1, . . . , αn) =

m∑
j=0

(f(xj)− φ(xj, α0, α1, . . . , αn))
2. (4.3)

Зауважимо, що цей функцiонал дорiвнює сумi квадратiв нев’язок рiвнянь
системи (4.2).

Функцiя φ(x, α∗0, α
∗
1, . . . , α

∗
n) називається найкращою апроксимацiєю фун-

кцiї f(x) на (n + 1)-параметричному сiмействi функцiй (4.1) в сенсi методу
найменших квадратiв, якщо параметри α∗0, α

∗
1, . . . , α

∗
n знайденi з умови мiнi-

муму функцiонала (4.3).

Необхiдною умовою екстремуму функцiоналу (4.3), а в силу специфiки
завдання, i достатньою умовою його мiнiмуму є рiвнiсть нулю його градiєнта:

m∑
j=0

(f(xj)− φ(xj, α0, α1, . . . , αn))
∂φ(xj, α0, α1, . . . , αn)

∂αi
, i = 0, n. (4.4)
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Якщо функцiя (4.1) нелiнiйно залежить вiд параметрiв α0, α1, . . . , αn,
то системи (4.2), (4.4) є нелiнiйними. Тому при визначеннi сiмейств функцiй,
що апроксимують реальнi залежностi, число параметрiв беруть невеликим.
Наприклад, часто застосовуються двопараметричнi сiмейства:

φ(x, α0, α1) = α0x
α1, φ(x, α0, α1) = α0e

xα1,

φ(x, α0, α1) =
1

α0 + α1x
, φ(x, α0, α1) =

x

α0 + α1x
,

рiдше — трипараметричнi:

φ(x, α0, α1, α2) = α0x
α1 + α2, φ(x, α0, α1, α2) = α0e

xα1 + α2.

4.1. Наближення функцiй лiнiйним методом найменших квадратiв

Як i при побудовi найкращого середньоквадратичного наближення фун-
кцiї, найбiльш часто функцiя (4.1) вибирається лiнiйною щодо параметрiв
α0, α1, . . . , αn, тобто,

φ(x, α0, α1, . . . , αn) =

n∑
i=0

αiφi(x), (4.5)

де функцiї {φi(x)}ni=0 — лiнiйно незалежнi на [a, b]. В цьому випадку система
(4.2) стає лiнiйної i набуває вигляду:

n∑
i=0

αiφi(xj) = f(xj), j = 0,m. (4.6)

Її псевдорiшення — це рiшення лiнiйної задачi найменших квадратiв

min
αi

m∑
j=0

(f(xj)−
n∑

i=0

αiφi(xj))
2. (4.7)
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Оскiльки функцiї φi(x) лiнiйно незалежнi, то i стовпцi матрицi

A =

 φ0(x0) φ1(x0) · · · φn(x0)
φ0(x1) φ1(x1) · · · φn(x1)· · · · · · · · · · · ·
φ0(xm) φ1(xm) · · · φn(xm)

 (4.8)

системи (4.6) лiнiйно незалежнi. Тому лiнiйна задача найменших квадратiв
(4.7) однозначно розв’язна i її рiшення можна знайти, наприклад, вирiшуючи
систему нормальних рiвнянь

ATAz = AT b, (4.9)

де z = [α0, α1, . . . , αn]
T , b = [f(x0), f(x1), . . . , f(xm)]

T . Зауважимо, що рiвня-
ння (4.9) — це необхiдна i достатня умова мiнiмуму квадратичного функцiо-
налу

Φ(α0, α1, . . . , αn) =

m∑
j=0

(f(xj)−
n∑

i=0

αiφi(xj))
2, (4.10)

тобто, (4.9) можна отримати, прирiвнюючи нулю градiєнт цього функцiоналу.

Зауваження 1. При m = n, система (4.2) — задача про iнтерполяцiю
функцiї f(x) функцiями (4.1), а система (4.6 ) — задача про iнтерполяцiю
функцiї f(x) функцiями (4.5).

4.2. Приклади апроксимацiй функцiй що задаються таблично

Приклад 1. Задана таблиця значень функцiї xi, f(xi) > 0, i = 0,m,
m > 1. Побудуємо найкращу, в сенсi методу найменших квадратiв, апрокси-
мацiю цiєї функцiї на двопараметричному сiмействi функцiй

φ(x, α0, α1) = α0e
α1x.

Параметри α0 и α1 визначимо з рiвнянь

α0e
α1xj = f(xj), j = 0,m.
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Логарифмуючи цi рiвняння, отримуємо

lnα0 + α1xj = ln f(xj), j = 0,m.

Ввiвши нову змiнну α̃0 = lnα0, отримуємо лiнiйну перевизначену систему

α̃0 + α1xj = ln f(xj), j = 0,m.

Використовуючи лiнiйний метод найменших квадратiв, знайдемо псевдорi-
шення цiєї системи (α̃0, α1). Нарештi, α0 = eα̃0, α1 — параметри шуканої
апроксимацiї.

Приклад 2. За допомогою лiнiйного методу найменших квадратiв апро-
ксимуємо функцiю, задану у виглядi таблицi xi, f(xi), i = 0,m, m > 1, полi-
номом

pn(x) = α0 + α1x+ α2x
2 + · · ·+ αnx

n, n < m.

Для визначення коефiцiєнтiв цього полiнома маємо лiнiйну перевизначену
систему

pn(xj) = f(xj), j = 0,m,

тобто, 
1 x0 x20 · · · xn0
1 x1 x21 · · · xn1
1 x2 x22 · · · xn2
1 x3 x23 · · · xn3· · · · · · · · · · · · · · ·
1 xm x2m · · · xnm


 α0
α1
α2· · ·
αn

 =


f(x0)
f(x1)
f(x2)
f(x3)· · ·
f(xm)

 . (4.11)

Вiдзначимо, що з ростом n матриця цiєї системи стає погано обумовленою.
Тому зазвичай використовуються багаточлени невисоких ступенiв. Обчислю-
ючи псевдорiшення системи (4.11) методом найменших квадратiв, наприклад,
вирiшуючи нормальнi рiвняння

ATAx = AT b,

де A, b — матриця i права частина системи (4.11), отримуємо значення шу-
каних параметрiв αi.
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4.3. Завдання до лабораторної роботи

Студенти повиннi знати:

• Метод найменших квадратiв;
• Лiнiйний метод найменших квадратiв;
• Нормальнi рiвняння.

Завдання

За допомогою пакета Octave:

1. Обчислити значення заданої функцiї y = f(x) у вузлах рiвномiрної
сiтки

ωh = {xi : xi = a+ ih, i = 0, n, h = (b− a)/n}, n = 7.

2. Використовуючи МНК, табличну функцiю апроксимувати однiєю з фун-
кцiй:

а) φ(x, α0, α1) = α0e
α1x;

б) φ(x, α0, α1) = α0x
α1;

в) φ(x, α0, α1) = α0 + α1/x;
г) φ(x, α0, α1) = α010

α1x.

3. Використовуючи ЛМНК, побудувати апроксимацiю табличної функцiї
багаточленом ступеня n (n = 2, 3, 6).

4. Побудувати графiки заданої функцiї та побудованих апроксимацiй.

Варiанти завдань

Вар. y = f(x) [a, b] Вар. y = f(x) [a, b]
1 y = cos(x) [0, π/2] 9 y = sin(x) [0, π/2]
2 y = x+ cos(x) [0, π/2] 10 y = x+ sin(x) [0, π/2]
3 y = ln(x) cos(x) [0.5, 2] 11 y = ln(x) sin(x) [0.5, 2]

4 y =
cos(x)
1+x2 [0, π/2] 12 y =

sin(x)
1+x2 [0, π/2]

5 y = x cos(x) [0, π/2] 13 y = x sin(x) [0, π/2]
6 y = 1

1+cos2(x)
[0, π/2] 14 y = 1

1+sin2(x)
[0, π/2]

7 y =
cos(x)

1+cos2(x)
[0, π/2] 15 y =

sin(x)
1+sin2(x)

[0, π/2]

8 y =
cos(x)

1+sin2(x)
[0, π/2] 16 y =

sin(x)
1+cos2(x)

[0, π/2]
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До звiту з виконання лабораторної роботи включити:

1. постановку задачi;
2. текст програми;
3. графiки заданих функцiй та їх апроксимантiв;
4. висновки.
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