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ПОШАГОВОЕ УСРЕДНЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ ПЕРЕМЕННОЙ
РАЗМЕРНОСТИ

Теория дифференциальных включений начала свое развитие в начале тридцатых го-
дов 20-го века с публикаций А. Маршо и С. Заремба. Однако бурное развитие данной
теории началось с 60-х годов прошлого века благодаря работам Т. Важевского и А.Ф.
Филиппова, которые обосновали ее тесную связь с теорией оптимального управлен-
ния и дифференциальными уравнениями с разрывной правой частью. Математическое
обоснование метода усреднения для обыкновенных дифференциальных уравнений бе-
рет начало с фундаментальной работы Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова. В 70-е
годы В.А. Плотниковым была обоснована возможность применение различных схем
метода усреднения для дифференциальных включений. В данной статье обосновывает-
ся возможность применения пошаговой схемы усреднения при исследовании линейных
дифференциальных включений с переменной размерностью.
MSC: 34C29, 34A60.
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Введение. Теория дифференциальных включений начала свое развитие в
начале тридцатых годов 20-го века с публикаций А. Маршо и С. Заремба. Од-
нако бурное развитие данной теории началось с 60-х годов прошлого века благо-
даря работам Т. Важевского и А.Ф. Филиппова, которые обосновали ее тесную
связь с теорией оптимального управленния и дифференциальными уравнениями
с разрывной правой частью. Основные результаты теории дифференциальных
включений изложены в работах [1–4] и ссылки в них.

Математическое обоснование метода усреднения для обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений берет начало с фундаментальной работы Н. М. Крылова
и Н. Н. Боголюбова [5]. Большую роль в разработке метода усреднения для раз-
личных классов динамических систем сыграли работы Ю. А. Митропольского,
В. И. Арнольда, В. М. Волосова, Н. Н. Моисеева, Н. А. Перестюка, В. А. Плот-
никова, А. М. Самойленко, А. Н. Филатова, О. П. Филатова, М. М. Хапаева, T.
Dontchev, M. Kisieliwicz, J. A. Sanders и др. ( см. [2, 3, 6, 7] и ссылки в них).

В данной статье мы рассмотрим дифференциальные включения с переменной
размерностью. Такие дифференциальные включения относятся к импульсным
дифференциальным включениям [3]. Однако в отличие от ранее рассматрива-
емых импульсных дифференциальных включений, в данном случае в моменты
импульсных воздействий меняется размерность системы, а сам импульс "связы-
вает" разноразмерные решения в эти моменты времени. Также к таким системам
сводятся, например, управляемые процессы возникновения и развития объектов,
дифференцированных по моменту создания [8–10] и управляемые системы пере-
менной размерности [11–13].

В этой статье обоснована возможность применения пошаговой схемы усред-
нения для исследования таких линеных систем.
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Основные результаты
1. Основные определения и обозначения. Пусть 𝜃 > 0 произвольное

действительное число, 𝑁 - множество натуральных чисел, а 𝑁0 = 𝑁
⋃︀

0.
Обозначим через Σ𝜃 множество функций 𝑛(·) : 𝑅+ → 𝑁 , которые удовлетво-

ряют следующим условиям
1) 𝑛(·) - кусочно-постоянные и кусочно-непрерывные справа;
2) если 𝑛(𝑡− 0)− 𝑛(𝑡) ̸= 0, то 𝑛(𝜏)− 𝑛(𝑡) = 0 для всех 𝜏 ∈ [𝑡,𝑡+ 𝜃].
Очевидна справедливость следующей леммы:

Лемма 1. Для любой функции 𝑛(·) ∈ Σ𝜃 полупрямую 𝑅+ можно разбить
не более чем на счетное число множеств 𝐼𝑖 = [𝑡𝑖,𝑡𝑖+1), 𝑖 = 0,1,... таких, что
𝑅+ =

⋃︀
𝑖 𝐼𝑖 и 𝐼𝑖

⋂︀
𝐼𝑗 = ∅, если 𝑖 ̸= 𝑗, где 𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡𝑖) = 0 для всех 𝑡 ∈ 𝐼𝑖.

Обозначим через Φ𝑛 множество функций 𝜙(𝑡,𝑥), соответствующих функции
𝑛(·) ∈ Σ𝜃 таких, что

𝜙(𝑡,𝑥) =

{︂
𝑥, 𝑛(𝑡− 0) = 𝑛(𝑡),
𝜓(𝑥), 𝑛(𝑡− 0) ̸= 𝑛(𝑡),

где 𝜓 : 𝑅𝑛(𝑡−0) → 𝑅𝑛(𝑡) - непрерывная функция.
Например, 𝜓(𝑥) = 𝑀(𝑛(𝑡),𝑛(𝑡 − 0))𝑥, где 𝑀(𝑛(𝑡),𝑛(𝑡 − 0)) = (𝑚𝑖𝑗)

𝑛(𝑡),𝑛(𝑡−0)
𝑖=1,𝑗=1

матрица размерности 𝑛(𝑡)×𝑛(𝑡−0) принадлежащая некоторому множеству 𝑀 =

{(𝑚𝑖𝑗)
𝑘,𝑙
𝑖=1,𝑗=1}

∞,∞
𝑘=1,𝑙=1 матриц размерностей (𝑘 × 𝑙), 𝑘 = 1,2,..., 𝑙 = 1,2,... .

Возьмем произвольную функцию 𝑛(·) ∈ Σ𝜃 и 𝜙(·,·) ∈ Φ𝑛.

Определение 1. Функцию 𝑥(·,𝑛) назовем функцией с переменной размер-
ностью, если 𝑥(𝑡,𝑛) ∈ 𝑅𝑛(𝑡) для всех 𝑡 > 0.

Определение 2. Будем говорить, что функция с переменной размерно-
стью 𝑥(·,𝑛) непрерывна на интервале (𝑡′,𝑡′′) ⊂ 𝑅+, если она непрерывна в точ-
ках 𝑡 ∈ (𝑡′,𝑡′′), где 𝑛(𝑡)−𝑛(𝑡− 0) = 0 и непрерывна справа в точках 𝑡 ∈ (𝑡′,𝑡′′), где
𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡− 0) ̸= 0.

Определение 3. Будем говорить, что функция с переменной размерно-
стью 𝑥(·,𝑛) абсолютно непрерывна на сегменте [𝑡′,𝑡′′] ⊂ 𝑅+, если она непре-
рывна на (𝑡′,𝑡′′) и абсолютно непрерывна на любом сегменте [𝜏 ′,𝜏 ′′] ⊂ [𝑡′,𝑡′′], где
𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡− 0) = 0 для всех 𝑡 ∈ [𝜏 ′,𝜏 ′′].

Замечание 1. Аналогично, можно ввести определение измеримости (диф-
ференцируемости, интегрируемости, липшицевости и др.) функции 𝑥(·,𝑛).

Определение 4. Многозначное отображение 𝐹 (·,𝑛) назовем отображени-
ем с переменной размерностью, если множество 𝐹 (𝑡,𝑛) ⊂ 𝑅𝑛(𝑡) для всех 𝑡 ∈ 𝑅+.

Определение 5. Будем говорить, что многозначное отображение с пере-
менной размерностью 𝐹 (·,𝑛) непрерывно на интервале (𝑡′,𝑡′′) ⊂ 𝑅+, если оно
непрерывно в точках 𝑡 ∈ (𝑡′,𝑡′′), где 𝑛(𝑡) − 𝑛(𝑡 − 0) = 0 и непрерывно справа в
точках 𝑡 ∈ (𝑡′,𝑡′′), где 𝑛(𝑡)− 𝑛(𝑡− 0) ̸= 0.
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Рассмотрим следующую систему с переменной размерностью

𝑥̇(𝑡,𝑛,𝜙) ∈ 𝐴(𝑡,𝑛)𝑥(𝑡,𝑛,𝜙) + 𝐹 (𝑡,𝑛), 𝑥(0,𝑛,𝜙) = 𝑥0, (1)

где 𝑡 ∈ 𝑅+ - время; 𝑛(·) ∈ Σ𝜃; 𝜙(·,·) ∈ Φ𝑛; 𝑥(𝑡,𝑛,𝜙) - фазовый вектор; 𝐴(𝑡,𝑛) : 𝑅+ →
𝑅𝑛(𝑡)×𝑛(𝑡) - матрично-значная функция с переменной размерностью; 𝐹 (𝑡,𝑛) : 𝑅+ →
𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑛(𝑡)) - многозначное отображение с переменной размерностью.

Определение 6. Абсолютно непрерывная функция с переменной размерно-
стью 𝑥(·,𝑛,𝜙) называется решением системы (1) на отрезке [0,𝑇 ], если

1) 𝑥̇(𝑡,𝑛,𝜙) ∈ 𝐴(𝑡,𝑛)𝑥(𝑡,𝑛,𝜙) + 𝐹 (𝑡,𝑛) для почти всех 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

2) 𝑥(0,𝑛,𝜙) = 𝑥0,

3) 𝑥(𝑡,𝑛,𝜙) = 𝜙(𝑡,𝑥(𝑡− 0,𝑛,𝜙)) для всех 𝑡 ∈ (0,𝑇 ].

Замечание 2. Если 𝑛(𝑡) ≡ 𝑛, то система (1) будет обычным линейным
дифференциальным включением.

Предположение 1. Пусть функция 𝑛(·) ограничена постоянной 𝑛 > 1 для
всех 𝑡 > 0.

Предположение 2. Пусть справедливы следующие условия:

a) 𝐴(·,𝑛) - измерима по 𝑡 на 𝑅+;

b) 𝐹 (·,𝑛) - измеримо по 𝑡 на 𝑅+;

c) существует такая постоянная 𝜅 > 0, что для всех 𝑡 ∈ 𝑅+

‖𝐴(𝑡,𝑛)‖𝑛(𝑡) 6 𝜅, ℎ𝑛(𝑡)(𝐹 (𝑡,𝑛),{0}𝑛(𝑡)) 6 𝜅

где {0}𝑛(𝑡) - нулевой вектор в пространстве 𝑅𝑛(𝑡), ‖𝑥−𝑦‖𝑅𝑛(𝑡) - евклидова метрика

в пространстве 𝑅𝑛(𝑡), ‖𝐴(𝑡,𝑛)‖𝑛(𝑡) =
√︁∑︀𝑛(𝑡)

𝑖=1

∑︀𝑛(𝑡)
𝑗=1 𝑎

2
𝑖𝑗(𝑡,𝑛), a ℎ𝑛(𝑡)(𝐴,𝐵) - метрика

Хаусдорфа в пространстве 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑛(𝑡)).

Теорема 1. [11] Если 𝑛(·) ∈ Σ𝜃, 𝜙(·,·) ∈ Φ𝑛, 𝐴(·,𝑛) и 𝐹 (·,𝑛) удовлетворя-
ют условиям предположений 1 и 2, то на любом отрезке [0,𝑇 ] у системы (1)
существует решение 𝑥(·,𝑛,𝜙).

Обозначим через 𝑋(𝑡,𝑛,𝜙) сечение множества решений системы (1) в момент
времени 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

Теорема 2. [11] Если 𝑛(·) ∈ Σ𝜃, 𝜙(·,·) ∈ Φ𝑛, 𝐴(·,𝑛) и 𝐹 (·,𝑛) удовлетворяют
условиям предположений 1 и 2, то 𝑋(𝑡,𝑛,𝑀) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛(𝑡)) для всех 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

2. Метод пошагового усреднения. Пусть 𝐺𝑖 = {(𝑡,𝑥) : 𝑡 ∈ 𝐼𝑖, 𝑥 ∈ 𝑀𝑖 ⊂
𝑅𝑛(𝑡)}, где 𝐼𝑖 соответствуют лемме, 𝑀𝑖 - выпуклые множества, а 𝐺 =

⋃︀
𝑖𝐺𝑖.

Теперь рассмотрим следующую систему с малым параметром

𝑥̇(𝑡,𝑛,𝜙) ∈ 𝜀[𝐴(𝑡,𝑛)𝑥(𝑡,𝑛,𝜙) + 𝐹 (𝑡,𝑛)], 𝑥(0,𝑛,𝜙) = 𝑥0, (2)
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где 𝜀 > 0 - малый параметр, 𝑡 ∈ 𝑅+ - время; 𝑛(·) ∈ Σ𝜃; 𝜙(·,·) ∈ Φ𝑛; 𝑥(𝑡,𝑛,𝜙) -
фазовый вектор; 𝐴(𝑡,𝑛) : 𝑅+ → 𝑅𝑛(𝑡)×𝑛(𝑡) - матрично-значная функция с пере-
менной размерностью; 𝐹 (𝑡,𝑛) : 𝑅+ → 𝑐𝑜𝑚𝑝(𝑅𝑛(𝑡)) - многозначное отображение с
переменной размерностью.

Возьмем некоторое 𝜔 > 0. Обозначим через Γ множество точек пространства
𝑅+ таких, что 𝛾𝑖 = 𝑖𝜔, 𝑖 = 0,1,..., а через ϒ множество точек 𝜏𝑖 таких, что
𝑛(𝜏𝑖 − 0)− 𝑛(𝜏𝑖 + 0) ̸= 0.

Обозначим через Ξ множество точек 𝑡𝑖, 𝑖 = 0,1,... таких, что Ξ = Γ
⋃︀

ϒ.

Очевидно, что 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖 6 𝜔 для всех 𝑖 = 0,1,....
Поставим в соответствие системе (2) следующую усредненную систему

𝑦̇(𝑡,𝑛,𝜙) ∈ 𝜀[𝐴(𝑡,𝑛)𝑦(𝑡,𝑛,𝜙) + 𝐹 (𝑡,𝑛)], 𝑦(0,𝑛,𝜙) = 𝑥0, (3)

где

𝐴(𝑡,𝑛) = {𝐴𝑖(𝑛) : 𝐴𝑖(𝑛) = 1
𝑡𝑖+1−𝑡𝑖

𝑡𝑖+1´
𝑡𝑖

𝐴(𝑠,𝑛)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝑡𝑖,𝑡𝑖+1), 𝑖 = 0,1,...},

𝐹 (𝑡,𝑛) = {𝐹𝑖(𝑛) : 𝐹𝑖(𝑛) = 1
𝑡𝑖+1−𝑡𝑖

𝑡𝑖+1´
𝑡𝑖

𝐹 (𝑠,𝑛)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝑡𝑖,𝑡𝑖+1), 𝑖 = 0,1,...}.
(4)

Теорема 3. Пусть в области 𝐺 выполняются следующие условия:

1) функция 𝑛(·) ∈ Σ𝜃 ограничена константой 𝑛 > 0 для всех 𝑡 > 0;

2) 𝐴(·,𝑛) - измерима по 𝑡 на 𝑅+;

3) 𝐹 (·,𝑛) - измеримо по 𝑡 на 𝑅+;

4) существует такая постоянная 𝜅 > 0, что для всех 𝑡 ∈ 𝑅+

‖𝐴(𝑡,𝑛)‖𝑛(𝑡) 6 𝜅, ℎ𝑛(𝑡)(𝐹 (𝑡,𝑛),{0}𝑛(𝑡)) 6 𝜅

5) существует 𝜇 ∈ (0,1) такое, что для всех 𝜏𝑖 ∈ ϒ и любых 𝑥,𝑥1,𝑥2 ∈𝑀𝑖−1

‖𝜙(𝜏𝑖,𝑥)‖𝑅𝑛(𝜏𝑖) 6 𝜇‖𝑥‖𝑅𝑛(𝜏𝑖−0) , ‖𝜙(𝜏𝑖,𝑥1)−𝜙(𝜏𝑖,𝑥2)‖𝑅𝑛(𝜏𝑖) 6 𝜇‖𝑥1−𝑥2‖𝑅𝑛(𝜏𝑖−0) ;

6) для всех 𝑥0 ∈ 𝑀 ′
0 ⊂ 𝑀0 и 𝑡 > 0 решения системы (2) с некоторой 𝜌-

окрестностью принадлежат области 𝐺.

Тогда для любого 𝐿 > 0 существуют 𝜀0(𝐿) > 0 и 𝐶(𝐿) > 0 такие, что для
всех 𝜀 ∈ (0,𝜀0] и 𝑡 ∈ [0,𝐿𝜀−1] справедливы следующие утверждения:

1) для любого решения 𝑥(·) системы (2) существует решение 𝑦(·) системы
(3) такое, что

‖𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖𝑅𝑛(𝑡) < 𝐶𝜀; (5)

2) для любого решения 𝑦(·) системы (3) существует решение 𝑥(·) системы
(2) такое, что выполняется неравенство (5).
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Доказательство. Очевидно, что из условий 2)-4) теоремы следует, что отоб-
ражения 𝐴(·,𝑛) и 𝐹 (·,𝑛) кусочно-постоянные и равномерно ограниченны констан-
той 𝜅 > 0.

Теперь докажем выполнение первого утверждения. Обозначим через Ξ𝜀 =
[0,𝐿𝜀−1]

⋂︀
Ξ и ϒ𝜀 = [0,𝐿𝜀−1]

⋂︀
ϒ. Очевидно, что множества Ξ𝜀 и ϒ𝜀 конечны и

будем считать, что они содержат 𝑘 + 1 6
[︀
𝐿
𝜀𝜔

]︀
+ 1 элементов 𝑡0,𝑡1,...,𝑡𝑘 и 𝑙 6

[︀
𝐿
𝜀𝜃

]︀
элементов 𝜏1,...,𝜏𝑙, соответственно. Так же обозначим через 𝑡𝑘+1 = 𝐿𝜀−1.

Возьмем любое решение 𝑥(·,𝑛,𝜙) системы (2). Тогда

𝑥(𝑡,𝑛,𝜙) = 𝑥(𝑡𝑖,𝑛,𝜙) + 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑖

[𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙) + 𝑓(𝑠,𝑛)] 𝑑𝑠 (6)

для всех 𝑡 ∈ [𝑡𝑖,𝑡𝑖+1), если 𝑡𝑖+1 ∈ ϒ и 𝑡 ∈ [𝑡𝑖,𝑡𝑖+1], если 𝑡𝑖+1 ̸∈ ϒ, 𝑖 = 0,1,...,𝑘,
где 𝑓(·,𝑛) - измеримая вектор-функция такая, что 𝑓(𝑡,𝑛) ∈ 𝐹 (𝑡,𝑛) почти для всех
𝑡 ∈ [0,𝐿𝜀−1]. А так же 𝑥(0,𝑛,𝜙) = 𝑥0 и 𝑥(𝑡𝑖,𝑛,𝜙) = 𝜙(𝑡𝑖,𝑥(𝑡𝑖 − 0,𝑛,𝜙)) для всех
𝑡𝑖 ∈ Ξ𝜀

⋂︀
ϒ.

Теперь рассмотрим функцию

𝑦(𝑡,𝑛,𝜙) = 𝑦(𝑡𝑖,𝑛,𝜙) + 𝜀

𝑡ˆ

𝑡𝑖

[︀
𝐴(𝑠,𝑛)𝑦(𝑠,𝑛,𝜙) + 𝑓(𝑠,𝑛)

]︀
𝑑𝑠, (7)

для всех 𝑡 ∈ [𝑡𝑖,𝑡𝑖+1), если 𝑡𝑖+1 ∈ ϒ и 𝑡 ∈ [𝑡𝑖,𝑡𝑖+1], если 𝑡𝑖+1/∈ ϒ, 𝑖 = 0,1,...,𝑘, где
𝑓(·,𝑛) - измеримая вектор-функция такая, что

𝑓(𝑡,𝑛) = {𝑓𝑖(𝑛) : 𝑓𝑖(𝑛) =
1

𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖

𝑡𝑖+1ˆ

𝑡𝑖

𝑓(𝑠,𝑛)𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [𝑡𝑖,𝑡𝑖+1), 𝑖 = 0,1,...}

Очевидно, что 𝑓(𝑡,𝑛) ∈ 𝐹 (𝑡,𝑛) для всех 𝑡 ∈ [0,𝐿𝜀−1]. А так же 𝑦(0,𝑛,𝜙) = 𝑥0 и
𝑦(𝑡𝑖,𝑛,𝜙) = 𝜙(𝑡𝑖,𝑦(𝑡𝑖 − 0,𝑛,𝜙)) для всех 𝑡𝑖 ∈ Ξ𝜀

⋂︀
ϒ.

Возьмем произвольное 𝑡 ∈ (0,𝐿𝜀−1). Тогда возможны следующие случаи:

1) 𝑡 ∈ (0,𝜏1), где 𝜏1 ∈ ϒ𝜀;

2) 𝑡 ∈ (𝜏𝑗 ,𝜏𝑗+1), где 𝜏𝑗 ,𝜏𝑗+1 ∈ ϒ𝜀, 𝑗 ∈ {1,...,𝑙 − 1};

3) 𝑡 ∈ (𝜏𝑙,𝑡𝑘+1), где 𝜏𝑙 ∈ ϒ𝜀;

4) 𝑡 = 𝜏𝑟, где 𝜏𝑟 ∈ ϒ𝜀, 𝑟 ∈ {1,...,𝑙}.

Рассмотрим первый случай. Предположим, что [0,𝜏1]
⋂︀

Ξ𝜀 = {𝑡0,...,𝑡𝑚} и 𝑡 ∈
(𝑡𝑗−1,𝑡𝑗), 𝑗 = 1,...,𝑚, где 𝑡0 = 0, 𝑡𝑚 = 𝜏1. Из (10) и (7), имеем

‖𝑥(𝑡,𝑛,𝜙)‖ 6𝑀, ‖𝑦(𝑡,𝑛,𝜙)‖ 6𝑀, (8)

где 𝑀 = (‖𝑥0‖+ 𝜅𝐿)𝑒𝜅𝐿.
Теперь оценим разность

‖𝑥(𝑡,𝑛,𝜙)− 𝑦(𝑡,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(0) 6
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6

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑥(𝑡𝑗−1,𝑛,𝜙) + 𝜀

ˆ 𝑡

𝑡𝑗−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙) + 𝑓(𝑠,𝑛)𝑑𝑠−

−𝑦(𝑡𝑗−1,𝑛,𝜙)− 𝜀

ˆ 𝑡

𝑡𝑗−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑦(𝑠,𝑛,𝜙)− 𝑓(𝑠,𝑛)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅𝑛(0)

6

6

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑥(0,𝑛,𝜙) + 𝜀

𝑗−1∑︁
𝑖=1

(︃ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙) + 𝑓(𝑠,𝑛)𝑑𝑠

)︃
+

+𝜀

ˆ 𝑡

𝑡𝑗−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙) + 𝑓(𝑠,𝑛)𝑑𝑠−

−𝑦(0,𝑛,𝜙)− 𝜀

𝑗−1∑︁
𝑖=1

(︃ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑦(𝑠,𝑛,𝜙) + 𝑓(𝑠,𝑛)𝑑𝑠

)︃
−

− 𝜀

ˆ 𝑡

𝑡𝑗−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑦(𝑠,𝑛,𝜙) + 𝑓(𝑠,𝑛)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅𝑛(0)

6

6 𝜀
𝑗−1∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)𝑑𝑠−
ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅𝑛(0)

+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ 𝑡

𝑡𝑗−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)𝑑𝑠−
ˆ 𝑡

𝑡𝑗−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅𝑛(0)

+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦ˆ 𝑡

0

[𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)−𝐴(𝑠,𝑛)𝑦(𝑠,𝑛,𝜙)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝑅𝑛(0)

+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ 𝑡

𝑡𝑗−1

[𝑓(𝑠,𝑛)− 𝑓(𝑠,𝑛)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅𝑛(0)

Оценим каждое из слагаемых:⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)𝑑𝑠−
ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅𝑛(0)

6

6

⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)𝑑𝑠−
ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑡𝑖−1,𝑛,𝜙)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅𝑛(0)

+

+

⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑡𝑖−1,𝑛,𝜙)𝑑𝑠−
ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅𝑛(0)

6

6

⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)[𝑥(𝑡𝑖−1,𝑛,𝜙) + 𝜀

ˆ 𝑠

𝑡𝑖−1

𝐴(𝜏,𝑛)𝑥(𝜏,𝑛,𝜙) + 𝑓(𝜏,𝑛)𝑑𝜏 ]𝑑𝑠 −

−
ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑡𝑖−1,𝑛,𝜙)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅𝑛(0)

+

⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑡𝑖−1,𝑛,𝜙)𝑑𝑠−
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−
ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)[𝑥(𝑡𝑖−1,𝑛,𝜙) + 𝜀

ˆ 𝑠

𝑡𝑖−1

𝐴(𝜏,𝑛)𝑥(𝜏,𝑛,𝜙) + 𝑓(𝜏,𝑛)𝑑𝜏 ]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅𝑛(0)

6

6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)

ˆ 𝑠

𝑡𝑖−1

𝐴(𝜄,𝑛)𝑥(𝜄,𝑛,𝜙) + 𝑓(𝜄,𝑛)𝑑𝜄]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅𝑛(0)

+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐴(𝑠,𝑛)

ˆ 𝑠

𝑡𝑖−1

𝐴(𝜄,𝑛)𝑥(𝜄,𝑛,𝜙) + 𝑓(𝜄,𝑛)𝑑𝜄]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅𝑛(0)

6

6 2𝜀

ˆ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝜅

ˆ 𝑠

𝑡𝑖−1

(𝜅𝑀 + 𝜅)𝑑𝜄𝑑𝑠 6 𝜀𝜅(𝜅𝑀 + 𝜅)𝜔2,⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ 𝑡

𝑡𝑗−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)𝑑𝑠−
ˆ 𝑡

𝑡𝑗−1

𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅𝑛(0)

6

≤
ˆ 𝑡

𝑡𝑗−1

⃦⃦
𝐴(𝑠,𝑛)−𝐴(𝑠,𝑛)

⃦⃦
𝑅𝑛(0) ‖𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(0) 𝑑𝑠 6

6 2𝜅(‖𝑥0‖𝑅𝑛(0) + 𝜀𝜅𝜏1)𝑒
𝜀𝑘𝜏1

ˆ 𝑡

𝑡𝑗−1

𝑑𝑠 6 2𝜅𝑀𝜔,⃦⃦⃦⃦ˆ 𝑡

0

[𝐴(𝑠,𝑛)𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)−𝐴(𝑠,𝑛)𝑦(𝑠,𝑛,𝜙)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝑅𝑛(0)

6

6 𝜅
ˆ 𝑡

0

‖𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)− 𝑦(𝑠,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(0) 𝑑𝑠,⃦⃦⃦⃦
⃦
ˆ 𝑡

𝑡𝑗−1

[𝑓(𝑠,𝑛)− 𝑓(𝑠,𝑛)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑅𝑛(0)

≤
ˆ 𝑡

𝑡𝑗−1

[︀
‖𝑓(𝑠,𝑛)‖𝑅𝑛(0) +

⃦⃦
𝑓(𝑠,𝑛)

⃦⃦
𝑅𝑛(0)

]︀
𝑑𝑠 6 2𝜅𝜔.

Тогда
‖𝑥(𝑡,𝑛,𝜙)− 𝑦(𝑡,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(0) 6

6 𝜀(𝑗 − 1)𝜀𝜅(𝜅𝑀 + 𝜅)𝜔2 + 𝜀2𝜅𝜔(𝑀 + 1)+𝜀𝜅

ˆ 𝑡

0

‖𝑥(𝑠,𝑛,𝜙)− 𝑦(𝑠,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(0) 𝑑𝑠

Следовательно, для всех 𝑡 ∈ [0,𝜏1) имеем

‖𝑥(𝑡,𝑛,𝜙)− 𝑦(𝑡,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(0) 6

6 𝜀𝜅𝜔 ‖𝑥0‖𝑅𝑛(0) (𝐿𝜅+ 2)𝑒2𝜅𝐿 + 𝜀𝜔𝜅(𝜅𝐿𝑒𝜅𝐿 + 1)(𝐿𝜅+ 2)𝑒𝜅𝐿 (9)

Если 𝑡 = 𝜏1, то из (8) и (9) имеем

‖𝑥(𝜏1,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(𝜏1) 6 𝜇(‖𝑥0‖𝑅𝑛(0) +𝜅𝐿)𝑒
𝜅𝐿, ‖𝑦(𝜏1,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(𝜏1) 6 𝜇(‖𝑥0‖𝑅𝑛(0) +𝜅𝐿)𝑒

𝜅𝐿,

‖𝑥(𝜏1,𝑛,𝜙)− 𝑦(𝜏1,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(𝜏1) =

= ‖𝜙(𝜏1,𝑥(𝜏1 − 0,𝑛,𝜙))− 𝜙(𝜏1,𝑦(𝜏1 − 0,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(𝜏1) 6

6 𝜇 ‖𝑥(𝜏1 − 0,𝑛,𝜙)− 𝑦(𝜏1 − 0,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(0) 6

6 𝜇𝜀𝜅𝜔{(‖𝑥0‖𝑅𝑛(0) + 𝜅𝐿)𝑒𝜅𝐿 + 1}(𝐿𝜅+ 2)𝑒𝜅𝐿. (10)
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Теперь, аналогично, рассмотрим случай, когда 𝑡 ∈ [𝜏1,𝜏2) и получим

‖𝑥(𝑡,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(𝜏1) 6 𝜇 ‖𝑥0‖𝑅𝑛(0) 𝑒
𝜅𝐿 + (𝜇+ 1)𝜅𝐿 𝑒𝜅𝐿,

‖𝑦(𝑡,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(𝜏1) 6 𝜇 ‖𝑥0‖𝑅𝑛(0) 𝑒
𝜅𝐿 + (𝜇+ 1)𝜅𝐿 𝑒𝜅𝐿,

‖𝑥(𝑡,𝑛,𝜙)− 𝑦(𝑡,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(𝜏1) 6

6 2𝜀𝜇𝜅𝜔 ‖𝑥0‖𝑅𝑛(0) 𝑒
2𝜅𝐿(𝐿𝜅+ 2) + 𝜀(𝜇+ 1)𝜔𝜅(𝜅𝐿𝑒𝜅𝐿 + 1)(𝐿𝜅+ 2)𝑒𝜅𝐿

Далее рассмотрим второй случай, когда 𝑡 ∈ (𝜏𝑗 ,𝜏𝑗+1), где 𝜏𝑗 ,𝜏𝑗+1 ∈ ϒ𝜀, 𝑗 ∈
{1,...,𝑙 − 1}. Тогда проведя аналогичные оценки и используя метод математиче-
ской индукции получим:

‖𝑥(𝑡,𝑛,𝜙)‖
𝑅𝑛(𝜏𝑗) 6 𝜇

𝑗 ‖𝑥0‖𝑅𝑛(0) 𝑒
𝜅𝐿 + (𝜇𝑗 + ...+ 𝜇+ 1)𝜅𝐿 𝑒𝜅𝐿,

‖𝑦(𝑡,𝑛,𝜙)‖
𝑅𝑛(𝜏𝑗) 6 𝜇

𝑗 ‖𝑥0‖𝑅𝑛(0) 𝑒
𝜅𝐿 + (𝜇𝑗 + ...+ 𝜇+ 1)𝜅𝐿 𝑒𝜅𝐿.

‖𝑥(𝑡,𝑛,𝜙)− 𝑦(𝑡,𝑛,𝜙)‖
𝑅𝑛(𝜏𝑗) 6

6 𝑗𝜀𝜇𝑗𝜅𝜔 ‖𝑥0‖𝑅𝑛(0) 𝑒
2𝜅𝐿(𝐿𝜅+ 2) + 𝜀(𝜇𝑗 + ...+ 𝜇+ 1)𝜔𝜅𝐿(𝜅𝐿𝑒𝜅𝐿 + 1)(𝐿𝜅+ 2)𝑒𝜅𝐿

Следовательно, если 𝑡 ∈ (𝜏𝑙,𝑡𝑘+1), то

‖𝑥(𝑡,𝑛,𝜙)− 𝑦(𝑡,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(𝜏𝑙) 6 𝜀𝑙𝜇
𝑙𝜅𝜔 ‖𝑥0‖𝑅𝑛(0) 𝑒

2𝜅𝐿(𝐿𝜅+ 2)+

+𝜀(𝜇𝑙 + ...+ 𝜇+ 1)𝜔𝜅𝐿(𝜅𝐿𝑒𝜅𝐿 + 1)(𝐿𝜅+ 2)𝑒𝜅𝐿, (11)

то есть для всех 𝑡 ∈ [0,𝐿𝜀−1),

‖𝑥(𝑡,𝑛,𝜙)− 𝑦(𝑡,𝑛,𝜙)‖𝑅𝑛(𝑡) 6 𝐶𝜀,

где 𝐶 = 𝛾(𝜇)𝜅𝜔 ‖𝑥0‖𝑅𝑛(0) 𝑒2𝜅𝐿(𝐿𝜅+2)+(1−𝜇)−1𝜔𝜅𝐿(𝜅𝐿𝑒𝜅𝐿+1)(𝐿𝜅+2)𝑒𝜅𝐿, 𝛾(𝜇) =
max{1,𝜇,2𝜇2,...}. Тем самым первое утверждение теоремы доказано. Аналогично
доказывается второе утверждение теоремы. Теорема доказана.

Замечание 3. Если в условии 3) теоремы 𝜇 > 1, то утверждения теоремы
остаются справедливыми, если множество ϒ конечно.

Заключение. Очевидно, что данная теорема обосновывает возможность
применения пошагового усреднения для исследования линейных управляемых
систем с переменной размерностью

𝑥̇(𝑡,𝑛,𝜙) = 𝜀[𝐴(𝑡,𝑛)𝑥(𝑡,𝑛,𝜙) +𝐵(𝑡,𝑛)𝑢(𝑡)], 𝑥(0,𝑛,𝜙) = 𝑥0, (12)

где 𝜀 > 0 - малый параметр, 𝑡 ∈ 𝑅+ - время; 𝑛(·) ∈ Σ𝜃; 𝜙(·,·) ∈ Φ𝑛; 𝑥(𝑡,𝑛,𝜙) -
фазовый вектор; 𝐴(𝑡,𝑛) : 𝑅+ → 𝑅𝑛(𝑡)×𝑛(𝑡), 𝐵(𝑡,𝑛) : 𝑅+ → 𝑅𝑛(𝑡)×𝑚 - матрично-
значные функцим с переменной размерностью; 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈 ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑚) - вектор
управления.
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Кiчмаренко О. Д., Плотнiков А. А.
Покрокове усереднення лiнiйних диференцiальних включень змiнної розмiр-
ностi

Резюме

Теорiя диференцiальних включень почала свiй розвиток на початку тридцятих рокiв
20-го столiття з публiкацiй А. Маршо i С. Заремба. Однак бурхливий розвиток да-
ної теорiї почалося з 60-х рокiв минулого столiття завдяки роботам Т. Важевського i
О.Ф. Фiлiппова, якi обґрунтували її тiсний зв’язок з теорiєю оптимального керування
та диференцiальними рiвняннями з розривної правої частиною. Математичне обгрун-
тування методу усереднення для звичайних диференцiальних рiвнянь бере початок з
фундаментальної роботи М. М. Крилова i М. М. Боголюбова. У 70-тi роки В.О. Плотнi-
ковим була обґрунтована можливiсть застосування рiзних схем методу усереднення для
диференцiальних включень. У данiй статтi обґрунтовується можливiсть застосування
покрокової схеми усереднення при дослiдженнi лiнiйних диференцiальних включень зi
змiнною розмiрнiстю.
Ключовi слова: диференцiальне включення, усереднення, лiнiйна система .

Kichmarenko O. D., Plotnikov A. A.
Step average linear differential inclusions of variable dimension

Summary

The theory of differential inclusions began its development in the early thirties of the 20th

century with the publication A. Marsh and S. Zaremba. However, the rapid development

of this theory began with the 60s of the last century thanks to the work of T. Wazewski

and A.F. Filippov, which justified its close relationship with the theory of optimal control

and differential equations with discontinuous right-hand side. Mathematical justification of

the averaging method for ordinary differential equations stems from the fundamental work of

N.M. Krylov and N.N. Bogolyubov. In the 70s, V.A. Plotnikov was justified by the possibility

of the application of various schemes of the averaging method for differential inclusions.

In this article The possibility of the use of turn-averaging scheme in the study of linear

differential inclusions with variable dimension.

Key words: differential inclusion, averaging, linear system.
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