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НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ О НЕУСТАНОВИВШЕМСЯ 
ПРИТОКЕ ЖИДКОСТИ К СКВАЖИНЕ 

В КРУГОВОЙ ОБЛАСТИ
С УЧЕТОМ СЛАБОЙ ПРОНИЦАЕМОСТИ ВОДОУПОРА

В системах достаточно большого числа скважин можно считать, 
что каждая скважина имеет свою, круговую область действия [1]. 
Задачи о неустановившемся притоке жидкости к такой скважине 
рассматривались в работах П. Альберта [2], С. Ф. Аверьянова, 
В. С. Усенко [3], П. Я. Полубариновой-Кочиной [1], М. Б. Бак­
лушина [4] и др.

В данной работе эти исследования продолжены на случай учета 
слабой проницаемости водоупора.

§ 1. Неустановившийся приток жидкости к скважине конечного 
радиуса при постоянном уровне воды в ней. В случае неустановив- 
шегося осесимметричного движения грунтовых вод в безнапорном 
пласте с учетом слабой проницаемости нижележащего водоупора 
и инфильтрации сверху напорная функция h (г, t) удовлетворяет 
следующему линеаризованному уравнению [1]:

k — коэффициент фильтрации водоносного слоя; а — пористость 
грунта; kx — коэффициент фильтрации водоупора, М г — его глу­
бина; Н — напор в водоносном пласте, лежащем ниже водоупора; 
М — некоторое среднее значение глубины потока; є — интенсив­
ность инфильтрации на поверхность грунтового потока.

Предположим, что интенсивность инфильтрации постоянна 
и что скважина радиуса г0 работает при постоянном уровне Н1 
воды в ней. Напор Н считаем постоянным. На границе г — R об- 

„ „ dh лласти действия скважины, как на твердой стенке цилиндра, =  0.
В начальный момент времени h (г, t) постоянно и равно Н. Тогда 
относительно функции

г ( 1 )

где

Ь2 = М.аа а

S(r, t) =  h(r,t ) — H,
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определяющей понижение напора в пласте, получаем краевую 
задачу

as „ /  d*S . 1 d S \ , 20 . r\
—  =  а (— +  — • — ) - г а  +  0- 

S(r, 0) =  0, r0< r < / ? ,
asS(r0,t) =  a, -£ -(/? , 0 =  0,

где
a =  Hl — Я.

Применив интегральное преобразование Лапласа относительно 
переменной /, получаем для изображения

Т (г, р) =  |  е P‘S (г, 0

функции Т (г, р) задачу
d 4

+  т
1 dT »■ +  <■ г + 4 -  =  о,

' а1р ’ (2)

T(r0,p)  =  - y ,  - ^ ( R , p) =  0.

Общим решением задачи (2) будет функция

Т(г ,р )  =  0

ар +  аЬг — 0
+

Р (Р  +  Ьг)
/о  ( w )  К 1 (to /?) +  /Со (cor) / ,  ( с о # )

где
Р (Р +  а2) /о ( w 0) /С, (СOR) +  Ко  (а>л0) 1, (со/?)

_  Р +  а2

К (z), К\ (г) — цилиндрические функции мнимого аргумента со­
ответственно первого и второго рода порядка Я.

По формуле обращения Римана — Меллина

V+loo
4 ____L -  Г  « р  +  « а 2 — е 10 (шг) K x (<oR) + Кр (ш г) l i ( ( d R )  ы ,
^  2лі J  Р (Р +  а2) ' / 0 (соа0) /Сі (со/?) +  /Со (0)Г0) /і (со/?) е  и р ' W

У—too
где интегрирование происходит по произвольной прямой (у >  0), 
параллельной мнимой оси.

Подынтегральная функция относительно р однозначна и обладает 
простыми полюсами в точках

Р =  0, p =  — b2, ph =  — b2 — а \ , * = 1 , 2 , 3 ..........



(4)
где sh — корни уравнения

J0 М  Y і № ) — Ji (Rs) Yо M  =  О,
Л  (z), УД (г) — цилиндрические функции соответственно первого 
и второго рода порядка X. Как известно [5], корни уравнения (4) 
действительные и простые. Так как у нас выполнены все условия 
леммы Жордана, то для вычисления интеграла (3) достаточно найти 
сумму вычетов подынтегральной функции во всех полюсах.

После вычислений находим искомую функцию

h(r,f) — H =  S (г, () =  - р -  +

+
а  Ь 2 — 9

~W
' • н н | К х | 1 +  К 0 1[4 - ) '

, 1 Ьг° ' 1 bR  і
| + К о

н «  - 1 «  і [  «  J 4  3  J

+

Ь* + а%

где
л /.\ Jo(rsk) К, (Rsk) Jl (RSh)Yn(rSit) j \

А (Г) = - - - - - - - - - - - - Jl(r0sk ) - J U R s k) J> {RSh)

Из асимптотических разложений цилиндрических функций сле­
дует, что

Пш
4 [4 -1 |K i|( 4 ) І +  Ч : 4 ) M ( 4 ) 1

'o|( 4 ) [ 4 - j |+  *•![ 4 ; І Ч 4 - ) 1

ь-*о
і /o1__

' 6r 
a

K ,
bR

a ) +  Ко ( 4 H 4 - ) |

( 4 ) K 1 {

bR \

a  I
+  Ко j 4 )

R 2 
2а- 1п —— 1 (Г2 — г?),4а2

а поэтому, если в (5) положить b — 0, т. е. считать водоупор совер­
шенно непроницаемым, то получаем известный результат

h{r, / ) = Я  +  4 § - 1п —  —

k=\
+  п S  (“ +  а*Л ) А ^ е

2 R*

—a'sit

+

Для (5) можно получить более простое приближенное выражение 
аналогично тому, как это сделано в работах [1, 3].
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§ 2. Неустановившийся приток жидкости к скважине конечно­
го радиуса при постоянном дебите. В отличие от предыдущего па­
раграфа будем сейчас считать заданным и постоянным не уровень 
воды в скважине радиуса г0, а его дебит Q. Тогда для функции

5 (г, t) =  h (г, /) — Н
получаем краевую задачу

dS 2 /  d*S I as \
dt ~  а  \  дг* г дг ) -  b2S  +  0,

S(r, 0) =  0, -§ - ( r0,t) =  fi, (R> t) =  о.
где

Q
2nkr0M ’

М  — некоторое среднее значение глубины потока. Аналогично пре­
дыдущему для изображения по Лапласу Т (г, р) функции 5 (г, і) 
находим

■TV- п \  __ о К \  (tt>R ) /(I (ойг) -[- / ,  (в)/?) К о  (<£>Г)_____ |_________ 6______
'  ’ Н Р ®  [Кх (<о/?) R  (сог0) -  1Х (со /?) к х (cor0)}  f  р(р  +  ь*) ’ w

где, как н ранее,
У р + Ь*(О =  ----- --

а

Первое слагаемое в равенстве (6) четное, следовательно, однознач­
ная функция. Так как выполнены все условия леммы Жордана, то 
для нахождения оригинала достаточно найти сумму вычетов функции 

Ki  (м /? )  / 0 (со/-) +  / ,  (со/?) К 0 (cor) Pt 
рш {Кх ( с о /? ) / j  (со/-0)  —  / х (со/?) /С х (сот0)}  е

k =  1,2. 3,

в ее особых точках (полюсах)

Р — 0, p = — b2, ph =  — Ьй — аЧ\, 
где sh — корни уравнения

J\  (sR) Y\  (sr0) — J\  (sr0) Y l (sR) =  0.
Известно [5], что все sh действительные и простые. 

После вычислений и преобразований находим

Л ( г , 0 - Я  =  4 ■ (1 — е~Ьч) +  2р

+
ар

Ь1 (R1 -  $
+

к ,
+

+  я а2р V s*
+  a2ŝ

В (г) е-фі+аЧ^І
(7)
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гд е

B(r) = Л  № )  У о М - Л  (У )  г  і № )
•/? ( V o )  —  J\ (skR) Ji (skR) ^ і (skro)-

В случае непроницаемого водоупора (после перехода в (7) к пределу, 
когда b -у  0) находим

h (г, 0 =  Н +  0/ — — , ( 2 a \ t  +  ~ г \  —

aR-r\

- » . ь т  +  т г = т 1" £ + * 2k=\

В (Г) -a r f t  
sk

§ 3. Приток жидкости к скважине бесконечно тонкого радиуса 
при постоянном дебите. Для бесконечно тонкой скважины, вместо

dS с пзадания при г — г0, как в § 2, имеем граничное условие

где

Y =
Q

2я kM '

Остальные обозначения те же, что и в предыдущих параграфах. 
Решением операторного уравнения

dr1 +  —
dT b2
dr -P-T + 6

=  0 ,

удовлетворяющим граничным условиям

4JL(/?,p) =  0, lim fdr r-+  0 \ dr

будет функция
Т ( л , й  =  - і { - ^ - / . М  +  К . (шг)) p (p +  6а)

где (о то же, что и в предыдущих параграфах.
Как и ранее, для нахождения оригинала достаточно найти сумму 

вычетов функции
К і (<■>#) / о (сот) +  А  (<■>#) К 0 (tor) j>t 

pl і (<oR)
во всех ее особых точках. Особыми точками этой функции являются 
полюса

р =  0, р — — Ьг, pft =  — b2 — a?sl, k =  1, 2, 3, . . .  , 
где sh (они вещественны) корни уравнения

7 ! (Rs)  =  0 .

После вычислений и преобразований находим

h(r, t) — H*=S(r,  0 =  - р - 0  — +  - g -  -
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1 4 | +  Л і
. _L_

4
2yd1 у  J„ (rsk) e- ib ’+a'sl)l

R L  (b'1 +  d ^ J  J0 (Rsk)

Из асимптотического разложения цилиндрических функций 
следует, что

Следовательно,
h(r,t) — H =  et +  y 1̂п -------- +  4 ------------ % г) +

і Jv_ v  J<>{rSk) P- a,sb 
R •*/*<«*>

что совпадает с результатом [1, 2] для совершенно непроницаемого 
водоупора.
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Т. 1. MATWEJENKO

EINIGE AUFGABEN BEIM NICHTSTATIONAREN EINFLIEBEN 
VAN FL0SSIGKEIT IN DIE OFFNUNG 

EINES KRESFORMIGEN GEBIETS UNTER BERCCKSICHTIGUNG 
VON SCHWACHER DURCHLASSIGKEIT DER WANDUNG

Z u s a m m e n f a s s u n g
In der Arbeit wurde die Losung der linearisieren Bussinesk’schen Gleichung 

gefunden unter der Vorraussetzung, dap entweder der Staudruck oder der Versult 
durch die Wandung einer Offnung endlichen Radiusses vorgegeben ist, die in einem 
kreisformigen Gebiet wirkt, Des weiteren wurde derToll einer unendlicht diinnen 
Offnung betrachtet.


