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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Нерiвностi вiдiграють фундаментальну роль
у багатьох роздiлах математики, зокрема в математичному аналiзi, фун-
кцiональному аналiзi, теорiї ймовiрностей, математичнiй статистицi, теорiї
оптимiзацiї тощо. Вони дозволяють отримувати оцiнки для рiзноманiтних
величин, дослiджувати граничну поведiнку функцiй та послiдовностей,
встановлювати критерiї збiжностi рядiв та iнтегралiв, характеризувати
геометричнi та аналiтичнi властивостi функцiональних просторiв.

Особливе мiсце серед нерiвностей займають класичнi нерiвностi, такi
як нерiвнiсть Кошi-Буняковського, нерiвнiсть Гельдера, нерiвнiсть Мiнков-
ського, нерiвностi мiж середнiми величинами тощо. Цi нерiвностi мають
широке застосування не лише в самiй математицi, але й у природничих
науках, технiцi, економiцi. Зокрема, вони використовуються в теоретичнiй
фiзицi для отримання спiввiдношень невизначеностей, в теорiї сигналiв та
ймовiрнiсному аналiзi для оцiнювання похибок та ризикiв, в математичнiй
економiцi для моделювання процесiв оптимiзацiї та прийняття рiшень.

Незважаючи на те, що класичнi нерiвностi є загальновiдомими i ча-
сто вивчаються в стандартних курсах математичного аналiзу, їхнi методи
доведення залишаються актуальною темою дослiдження. Причин цього
декiлька. По-перше, iснує велика кiлькiсть рiзних доведень одних i тих
самих нерiвностей, кожне з яких має свої переваги та сферу застосування.
Порiвняльний аналiз цих доведень дозволяє глибше зрозумiти сутнiсть
нерiвностей, виявити їхнiй зв’язок з iншими математичними фактами та
методами.

По-друге, класичнi методи доведення нерiвностей (вiд елементарних
алгебраїчних перетворень до тонких аналiтичних прийомiв) є чудовою
школою математичної технiки та винахiдливостi. Вивчення та варiювання
цих методiв сприяє розвитку професiйних компетентностей математика —
вмiння логiчно мислити, будувати моделi, проводити мiнливi мiркування,
вiдшукувати нестандартнi пiдходи до розв’язання задач.

По-третє, багато класичних нерiвностей допускають посилення, уза-
гальнення, перенесення на iншi математичнi об’єкти та структури (матрицi,
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оператори, многочлени, випадковi величини тощо). Дослiдження таких уза-
гальнень, якi часто виявляються далеко не тривiальними, складає область
активної наукової роботи на стику рiзних математичних дисциплiн. А мето-
ди доведення класичних нерiвностей нерiдко стають вiдправною точкою та
евристичним прийомом для таких дослiджень.

Нарештi, останнiм часом методи доведення нерiвностей знаходять
несподiване застосування в тих областях, якi, на перший погляд, далекi вiд
математичного аналiзу. Наприклад, деякi прийоми доведення нерiвностей
виявилися корисними в комп’ютерних науках для верифiкацiї програм та
алгоритмiв, в комбiнаторицi для розв’язання екстремальних задач на графах
та гiперграфах, в теорiї керування для синтезу оптимальних стратегiй в
умовах невизначеностi. Все це показує, що тематика нерiвностей та методiв їх
доведення є справдi актуальною та багатогранною, i заслуговує на ретельне
вивчення.

Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є систематичний
виклад та порiвняльний аналiз рiзних методiв доведення класичних нерiв-
ностей математичного аналiзу, таких як нерiвнiсть Кошi-Буняковського,
нерiвностi мiж середнiми величинами, нерiвностi Єнсена для опуклих фун-
кцiй тощо. Для досягнення цiєї мети поставлено такi завдання:

• навести точнi формулювання розглянутих нерiвностей та iсторичнi
вiдомостi про їх походження;

• детально розiбрати декiлька рiзних доведень кожної нерiвностi, почи-
наючи вiд найпростiших i закiнчуючи бiльш витонченими;

• прокоментувати переваги та недолiки кожного методу доведення,
сферу його застосовностi;

• прослiдкувати логiчнi зв’язки мiж рiзними нерiвностями та їх доведе-
ннями;

• розглянути деякi посилення та узагальнення нерiвностей, продемон-
струвати застосування методiв їх доведення;

• проiлюструвати застосування нерiвностей та методiв їх доведення до
розв’язання конкретних задач з рiзних роздiлiв математики.

Об’єкт дослiдження: класичнi нерiвностi математичного аналiзу
(нерiвнiсть Кошi-Буняковського, нерiвностi мiж середнiми величинами, не-
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рiвнiсть Єнсена тощо).

Предмет дослiдження: методи доведення вказаних нерiвностей.

Практичне значення роботи. Результати дослiдження методiв
доведення класичних нерiвностей мають широке практичне застосування.
Вони можуть використовуватися викладачами при розробцi лекцiйних кур-
сiв та практичних занять з математичного аналiзу, теорiї ймовiрностей,
функцiонального аналiзу тощо. Студенти можуть застосовувати розглянутi
методи при розв’язаннi задач та доведеннi теорем в рiзних роздiлах мате-
матики. Крiм того, класичнi нерiвностi та методи їх доведення знаходять
застосування в багатьох прикладних галузях, таких як фiзика, економiка,
iнженерiя, аналiз даних, що робить їх важливим iнструментом для фахiвцiв
рiзних спецiальностей.

Теоретичне значення роботи. Дане дослiдження вносить вклад
у розвиток теорiї нерiвностей як роздiлу математичного аналiзу. Систе-
матизацiя та порiвняння рiзних методiв доведення класичних нерiвностей
дозволяє виявити глибокi внутрiшнi зв’язки мiж ними, побудувати їх приро-
дну класифiкацiю та iєрархiю. Це створює теоретичну основу для подальших
дослiджень в цiй областi — пошуку нових методiв доведення, їх узагальне-
ння та перенесення на iншi математичнi об’єкти. Розкриття структури та
взаємозв’язкiв мiж нерiвностями сприяє формуванню цiлiсного та конце-
птуального бачення математичного аналiзу як наукової дисциплiни.

Гiпотеза дослiдження. В роботi висувається гiпотеза про iснування
деякого загального принципу, який об’єднує всi розглянутi методи доведення
нерiвностей. Цей принцип умовно можна назвати принципом «локалiзацiї»
або «звуження» i полягає вiн у зведеннi доведення нерiвностi до порiвняння
дослiджуваної величини з бiльш простими еталонними об’єктами — констан-
тами, лiнiйними функцiями, квадратичними формами, опуклими функцiями
тощо. Передбачається, що усвiдомлення та формалiзацiя цього принципу
дозволить розробити свого роду «метатеорiю» доведення нерiвностей, яка
не лише пояснить з єдиних позицiй iснуючi методи, але й допоможе знайти
новi пiдходи та алгоритми.

Новизна роботи. Новизна дослiдження полягає, по-перше, в порiв-
няльному аналiзi та концептуальному узагальненнi низки добре вiдомих
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методiв доведення класичних нерiвностей з точки зору висунутої гiпотези
про загальний принцип «локалiзацiї». По-друге, в роботi наведено декiлька
нових доведень та прикладiв застосування розглянутих методiв, якi не є
стандартними i загальновживаними. По-третє, намiчено можливi шляхи
подальшого розвитку теорiї нерiвностей на основi сформульованого загаль-
ного принципу, якi можуть привести до вiдкриття нових видiв нерiвностей
та способiв їх доведення.

Методи дослiдження. В процесi написання даної роботи була вико-
ристана система загальнонаукових та спецiальних емпiричних i теоретичних
методiв дослiдження. Також використовувалися такi емпiричнi методи, як,
опис, порiвняння та узагальнення.

Структура роботи. Робота складається з змiсту, вступу, 3 роздiлiв,
9 пiдроздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел.
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РОЗДIЛ 1

НЕРIВНIСТЬ КОШI ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ

Доведення нерiвностi Кошi методом невiд’ємностi квадрату дiйсного числа

Нерiвнiсть Кошi є однiєю з фундаментальних нерiвностей, яка ши-
роко використовується в рiзних галузях математики. Вона була доведена
видатним французьким математиком Огюстеном Кошi у 1821 роцi i з тих
пiр носить його iм’я [1, с. 7].

Розглянемо один з найпоширенiших методiв доведення нерiвностi
Кошi, який базується на тому, що квадрат будь-якого дiйсного числа є
невiд’ємним. Для двох довiльних чисел 𝑦1 та 𝑦2 справедлива нерiвнiсть
(𝑦1 + 𝑦2)

2 ≥ 0.

Цю нерiвнiсть можна переписати у виглядi 𝑦21 + 𝑦22 ≥ 2𝑦1𝑦2. Легко
бачити, що рiвнiсть тут досягається тодi i тiльки тодi, коли 𝑦1 = 𝑦2 [1, с. 7].

З цiєї простої нерiвностi можна отримати цiкаве спiввiдношення мiж
середнiм арифметичним та середнiм геометричним двох невiд’ємних чисел.

Нехай 𝑦1 =
√
𝑥1 та 𝑦2 =

√
𝑥2, де 𝑥1, 𝑥2 ≥ 0. Пiдставляючи цi значення

в попередню нерiвнiсть, отримуємо:

𝑥1 + 𝑥2
2

≥
√
𝑥1 · 𝑥2

Рiвнiсть тут досягається тодi i лише тодi, коли 𝑥1 = 𝑥2 [1, с. 7].

Тепер розглянемо узагальнення цього результату на довiльну кiлькiсть
𝑛 невiд’ємних чисел. Для цього введемо в розгляд суму квадратiв 𝑛 виразiв
виду 𝑢𝑥𝑖 + 𝑣𝑦𝑖, де 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 — дiйснi числа, а 𝑢, 𝑣 — довiльнi дiйснi коефiцiєнти
[1, с. 7]:

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑢𝑥𝑖 + 𝑣𝑦𝑖)
2 = 𝑢2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖 + 2𝑢𝑣
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖 + 𝑣2
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑦2𝑖

Лiва частина цiєї рiвностi, очевидно, невiд’ємна. Звiдси випливає, що ква-
дратична форма у правiй частинi також невiд’ємна.



8

А це означає, що її дискримiнант недодатний, тобто виконується
нерiвнiсть: (︃

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖

)︃2

≤

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥2𝑖

)︃(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑦2𝑖

)︃
Саме ця нерiвнiсть i називається класичною нерiвнiстю Кошi [1, с. 8].

Постає природне питання: коли в нерiвностi Кошi досягається рiвнiсть?
Виявляється, це вiдбувається тодi i тiльки тодi, коли набори чисел {𝑥𝑖} та
{𝑦𝑖} пропорцiйнi.

Iншими словами, повиннi iснувати такi числа 𝑢0, 𝑣0 (𝑢20 + 𝑣20 > 0), що
𝑢0𝑥𝑖 + 𝑣0𝑦𝑖 = 0 для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 [1, с. 8].

З геометричної точки зору це означає, що вектори (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) та
(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) колiнеарнi, тобто лежать на однiй прямiй або на паралельних
прямих.

Взагалi, нерiвнiсть Кошi має цiкаву геометричну iнтерпретацiю. В 𝑛-
вимiрному евклiдовому просторi вона виражає той факт, що модуль косинуса
кута мiж двома довiльними векторами нiколи не перевищує одиницi. При
цьому рiвнiсть досягається лише в тому випадку, коли вектори колiнеарнi
[1, с. 9]. Ця iнтерпретацiя дозволяє глибше зрозумiти геометричний змiст
нерiвностi Кошi.

Цiкаво вiдзначити, що метод доведення нерiвностi Кошi через не-
вiд’ємнiсть квадрату можна застосувати не лише в евклiдовому просторi, а
й у довiльному лiнiйному просторi зi скалярним добутком.

Нагадаємо, що скалярним добутком векторiв 𝑥 та 𝑦 називається число
(𝑥, 𝑦), яке задовольняє трьом аксiомам [1, с. 9]:

• (𝑥, 𝑥) ≥ 0, причому (𝑥, 𝑥) = 0 тодi i тiльки тодi, коли 𝑥 = 0;
• (𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥);
• (𝑥, 𝑢𝑦 + 𝑣𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑣(𝑥, 𝑧).

Користуючись цими властивостями, неважко переконатися, що квадратична
форма (𝑢𝑥+ 𝑣𝑦, 𝑢𝑥+ 𝑣𝑦) = 𝑢2(𝑥, 𝑥)+2𝑢𝑣(𝑥, 𝑦)+ 𝑣2(𝑦, 𝑦) невiд’ємна для всiх
дiйсних 𝑢 та 𝑣. А звiдси вже випливає нерiвнiсть |(𝑥, 𝑦)| ≤

√︀
(𝑥, 𝑥)(𝑦, 𝑦), яка

є точним аналогом нерiвностi Кошi для просторiв зi скалярним добутком
[1, с. 9].
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Серед просторiв зi скалярним добутком особливе мiсце посiдає простiр
𝐿2 iнтегровних з квадратом функцiй. У цьому просторi скалярний добуток
задається формулою (𝑥, 𝑦) =

∫︀
𝑥(𝑡)𝑦(𝑡) 𝑑𝑡.

Застосовуючи до функцiй з 𝐿2 загальну нерiвнiсть Кошi для просторiв
зi скалярним добутком, отримуємо нерiвнiсть [1, с. 10]:⃒⃒⃒⃒∫︁

𝑥(𝑡)𝑦(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒2
≤
∫︁

𝑥2(𝑡) 𝑑𝑡 ·
∫︁

𝑦2(𝑡) 𝑑𝑡

Ця нерiвнiсть вiдома пiд назвою iнтегральної нерiвностi Кошi-Буняковського
або просто нерiвностi Кошi-Шварца. Вона вiдiграє виключно важливу роль
у сучасному функцiональному аналiзi та його застосуваннях [2, с. 112].

Крiм методу невiд’ємностi квадрату, iснує ще один цiкавий спосiб
отримати нерiвнiсть Кошi. Вiн полягає в тому, щоб звести її до очевидної
нерiвностi за допомогою тотожних алгебраїчних перетворень.

Розглянемо для цього подвiйну суму
∑︀𝑛

𝑖=2

∑︀𝑖−1
𝑗=1(𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖)

2. Вико-
навши громiздкi, але нескладнi перетворення, цей вираз можна звести до
рiзницi: (︃

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥2𝑖

)︃(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑦2𝑖

)︃
−

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖

)︃2

Оскiльки сума квадратiв завжди невiд’ємна, то ця рiзниця теж невiд’ємна.
А це й означає, що ми довели нерiвнiсть Кошi.

Взагалi, зведення шуканої нерiвностi до очевидної за допомогою алге-
браїчних перетворень — дуже потужний метод, який часто застосовується в
математичних змаганнях та олiмпiадах. Але вiн вимагає певної кмiтливостi,
винахiдливостi та вмiння проводити алгебраїчнi перетворення. Крiм того,
потрiбнi перетворення не завжди є простими та очевидними [3, с. 24].

Ще один елегантний метод доведення нерiвностi Кошi запропонував
видатний французький математик Жак Адамар. Цей метод використовує
принцип математичної iндукцiї, причому в досить нестандартний спосiб.
Спочатку доводиться базовий випадок для 𝑛 = 2, а потiм робиться iн-
дуктивний перехiд не вiд 𝑛 до 𝑛 + 1, як зазвичай, а вiдразу вiд 𝑛 до 2𝑛.
Такий прийом називається «iндукцiєю вгору». Пiсля цього, використовуючи
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«iндукцiю донизу», нерiвнiсть доводиться для всiх промiжних значень 𝑛, якi
не є степенями двiйки [4, с. 91].

Продемонструємо цей метод бiльш детально. Для 𝑛 = 2 нерiвнiсть
Кошi вже доведена ранiше. Припустимо тепер, що вона правильна для де-
якого 𝑛 = 2𝑘. Розглянемо 2𝑘+1 невiд’ємних чисел 𝑥1, . . . , 𝑥2𝑘+1. Застосовуючи
припущення iндукцiї та нерiвнiсть мiж середнiм арифметичним i середнiм
геометричним, отримуємо:

𝑥1 + . . .+ 𝑥2𝑘+1

2𝑘+1
=

(𝑥1 + . . .+ 𝑥2𝑘) + (𝑥2𝑘+1 + . . .+ 𝑥2𝑘+1)

2𝑘+1
≥

≥

√︃(︂
𝑥1 + . . .+ 𝑥2𝑘

2𝑘

)︂(︂
𝑥2𝑘+1 + . . .+ 𝑥2𝑘+1

2𝑘

)︂
≥

≥
(︁
(𝑥1 + . . .+ 𝑥2𝑘)

1

2𝑘 · (𝑥2𝑘+1 + . . .+ 𝑥2𝑘+1)
1

2𝑘

)︁ 1
2

≥ (𝑥1 . . . 𝑥2𝑘+1)
1

2𝑘+1 .

Отже, ми довели нерiвнiсть Кошi для всiх 𝑛 = 2𝑘, тобто для всiх
степенiв двiйки. Тепер, щоб довести її для решти значень 𝑛, скористаємося
«iндукцiєю донизу».

Припустимо, що нерiвнiсть правильна для якогось 𝑛 ≥ 3. Доведемо,
що вона правильна i для 𝑛 − 1. Для цього розглянемо 𝑛 − 1 довiльних
чисел 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1 i покладемо 𝑥𝑛 = 𝑥1+...+𝑥𝑛−1

𝑛−1 . Застосуємо нерiвнiсть Кошi
до чисел 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛:

𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛
𝑛

≥
𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛−1 +

𝑥1+...+𝑥𝑛−1

𝑛−1

𝑛
≥

(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛−1)
1
𝑛

(︂
𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛−1

𝑛− 1

)︂ 1
𝑛

Пiсля нескладних перетворень отримаємо саме нерiвнiсть Кошi для 𝑛− 1

чисел:
𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛−1

𝑛− 1
≥ (𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛−1)

1
𝑛−1

Таким чином, нерiвнiсть Кошi доведено для всiх натуральних 𝑛 [4, с. 92].

Ще один чудовий доказ нерiвностi Кошi, що зводить її до тотожностi,
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належить нiмецькому математику Адольфу Гурвiцу. Його iдея полягає в
тому, щоб розглянути спецiальнi симетричнi многочлени вiд змiнних 𝑥𝑖. За
допомогою алгебраїчних перетворень Гурвiц показує, що цi многочлени не-
вiд’ємнi. Пiсля цього виявляється, що сума цих многочленiв точно дорiвнює
рiзницi мiж лiвою та правою частинами нерiвностi Кошi, що й доводить
саму нерiвнiсть [1, с. 19-20].

До речi, саме первiсне доведення нерiвностi Кошi, яке дав Огюстен
Кошi в своїй роботi 1821 року, використовувало зовсiм iншi iдеї. Кошi розгля-
дав квадратичнi форми i застосовував до них метод множникiв Лагранжа.
Але зараз це доведення вважається досить громiздким i користуються
переважно простiшими методами, про якi йшлося вище.

У загальнiшiй ситуацiї можна розглядати нерiвнiсть Кошi для декiль-
кох наборiв дiйсних чисел {𝑥(𝑘)𝑖 } (𝑖 = 1, . . . , 𝑛; 𝑘 = 1, . . . ,𝑚):(︃

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥
(1)
𝑖 . . . 𝑥

(𝑚)
𝑖

)︃2

≤
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑥
(1)
𝑖 )2 . . .

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥
(𝑚)
𝑖 )2

Вона зводиться до звичайної нерiвностi Кошi, якщо покласти 𝑦𝑖 = 𝑥
(1)
𝑖 . . . 𝑥

(𝑚)
𝑖 .

Тому всi методи доведення, якi ми розглянули, переносяться i на цей бiльш
загальний випадок.

Нерiвнiсть Кошi має численнi узагальнення та аналоги на рiзноманiтнi
математичнi об’єкти — - матрицi, оператори, випадковi величини тощо. Вона
вiдiграє важливу роль в геометрiї, лiнiйнiй алгебрi, математичному аналiзi,
теорiї ймовiрностей, математичнiй статистицi та багатьох iнших роздiлах
математики.

Зокрема, в геометрiї вона застосовується для оцiнки довжин, кутiв,
об’ємiв, для доведення опуклостi множин тощо. В математичному аналiзi
нерiвнiсть Кошi використовується для оцiнки iнтегралiв, доведення збiжно-
стi рядiв, дослiдження екстремумiв функцiй багатьох змiнних, вивчення
ортогональних многочленiв та осциляцiйних властивостей функцiй [5, с. 82].

В теорiї ймовiрностей нерiвнiсть Кошi дозволяє отримувати оцiнки
моментiв випадкових величин, дослiджувати їх залежнiсть та збiжнiсть.
А в математичнiй статистицi вона застосовується в регресiйному аналiзi,
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перевiрцi гiпотез, оцiнюваннi параметрiв та багатьох iнших задачах [6,
с. 127].

Цiкаво, що iдеї, подiбнi до нерiвностi Кошi, проникають i в нематема-
тичнi науки, зокрема в теоретичну фiзику. Наприклад, принцип невизначе-
ностi Гейзенберга, який стверджує неможливiсть одночасно точно вимiряти
координати та iмпульс частинки, має в своїй основi саме нерiвнiсть Кошi,
застосовану до некомутативних операторiв [7, с. 215].

Пiдсумовуючи, можна сказати, що нерiвнiсть Кошi є справжньою пер-
линою математики. Вона має багато еквiвалентних формулювань, допускає
рiзноманiтнi методи доведення — вiд найпростiших до дуже витончених,
i знаходить застосування практично в усiх математичних дисциплiнах.
Той факт, що нерiвнiсть Кошi та її узагальнення постiйно виникають в
найрiзноманiтнiших математичних задачах та проблемах, свiдчить про її
фундаментальний характер та величезне значення для математики в цiлому.
Недарма видатний український математик Михайло Кравчук називав не-
рiвнiсть Кошi «нарiжним каменем» багатьох роздiлiв математики [8, с. 182].
I дiйсно, важко уявити собi математичний аналiз, функцiональний аналiз
або теорiю ймовiрностей без цiєї нерiвностi та її аналогiв.

Цiкаво також вiдзначити, що дослiдження, пов’язанi з нерiвнiстю
Кошi, тривають i в нашi днi. Математики вiдшукують новi сфери її засто-
сування, розробляють її модифiкацiї та узагальнення, використовують її
для розв’язання складних задач в рiзних галузях науки та технiки [9, с. 94].
Так, нещодавно група українських та американських вчених використала
нерiвнiсть Кошi для дослiдження стiйкостi розв’язкiв диференцiальних
рiвнянь з випадковими збуреннями, якi виникають в задачах управлiння та
оптимiзацiї [10, с. 215]. А в теорiї iнформацiї узагальнення нерiвностi Кошi
на випадковi матрицi дозволило отримати новi оцiнки пропускної здатностi
систем зв’язку [11, с. 127].

Все це свiдчить про те, що нерiвнiсть Кошi залишається актуальною
та важливою i в сучаснiй математицi. Вона не тiльки має багату iсторiю та
глибокий теоретичний змiст, але й продовжує слугувати потужним iнстру-
ментом для нових наукових вiдкриттiв.

Завершуючи наш огляд, хотiлося б ще раз пiдкреслити красу та
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елегантнiсть нерiвностi Кошi. Вона є справжньою окрасою математики,
зразком того, як простi iдеї можуть приводити до глибоких та далекосяжних
результатiв. Вивчення цiєї нерiвностi та методiв її доведення збагачує наше
розумiння математики та розвиває наше математичне мислення.

Тому не дивно, що нерiвнiсть Кошi посiдає почесне мiсце в усiх серйо-
зних курсах математичного аналiзу, функцiонального аналiзу, теорiї ймовiр-
ностей та iнших математичних дисциплiн [12, с. 281]. Її вивчають студенти
унiверситетiв всього свiту, нею захоплюються математики-професiонали, її
застосовують дослiдники з найрiзноманiтнiших галузей науки.

Насамкiнець хотiлося б навести слова видатного французького ма-
тематика Жака Адамара, який сказав про нерiвнiсть Кошi: «Ця проста
нерiвнiсть має таку силу i так часто застосовується, що кожен, хто збирає-
ться серйозно вивчати математику, повинен з нею ознайомитись i назавжди
закарбувати її у своїй пам’ятi».

Я повнiстю згодна з цiєю думкою i сподiваюся, що цей детальний огляд
нерiвностi Кошi та методiв її доведення допоможе читачам глибше зрозумiти
та по-справжньому оцiнити такий чудовий математичний результат.

Геометрична iнтерпретацiя нерiвностi Кошi

Нерiвнiсть Кошi має цiкаву та змiстовну геометричну iнтерпретацiю,
яка дозволяє глибше зрозумiти її сутнiсть та взаємозв’язок з iншими фунда-
ментальними поняттями математики. Розглянемо цю iнтерпретацiю бiльш
детально [1, с. 9].

Нехай у 𝑛-вимiрному евклiдовому просторi задано два вектори:

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) та 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛).

Позначимо через |𝑥| та |𝑦| їхнi довжини (норми), якi обчислюються за
формулами:

|𝑥| =
√︁

𝑥21 + 𝑥22 + . . .+ 𝑥2𝑛, |𝑦| =
√︁
𝑦21 + 𝑦22 + . . .+ 𝑦2𝑛.

Скалярним добутком векторiв 𝑥 та 𝑦 називається число (𝑥, 𝑦), яке визнача-
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ється як:
(𝑥, 𝑦) = 𝑥1 𝑦1 + 𝑥2 𝑦2 + . . .+ 𝑥𝑛 𝑦𝑛.

З геометричної точки зору скалярний добуток виражає зв’язок мiж довжи-
нами векторiв та кутом мiж ними. А саме, справедлива формула:

(𝑥, 𝑦) = |𝑥| · |𝑦| cos(𝜙),

де 𝜙— кут мiж векторами 𝑥 та 𝑦. Ця формула є одним з основних тригоно-
метричних спiввiдношень в евклiдовому просторi [4, с. 127].

Нерiвнiсть Кошi стверджує, що для будь-яких векторiв 𝑥 та 𝑦 викону-
ється нерiвнiсть:

(𝑥, 𝑦)2 ≤ |𝑥|2 · |𝑦|2.

Пiдставляючи сюди вирази для скалярного добутку та довжин векторiв,
отримуємо:

(𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑦𝑛)
2 ≤ (𝑥21 + 𝑥22 + . . .+ 𝑥2𝑛)(𝑦

2
1 + 𝑦22 + . . .+ 𝑦2𝑛),

що збiгається з алгебраїчним формулюванням нерiвностi Кошi.

З геометричної точки зору нерiвнiсть Кошi виражає той факт, що
квадрат скалярного добутку двох векторiв не перевищує добутку квадратiв
їхнiх довжин. Iншими словами, модуль косинуса кута мiж векторами нiколи
не перевищує одиницi:

| cos(𝜙)| ≤ 1.

Рiвнiсть тут досягається тодi i тiльки тодi, коли вектори 𝑥 та 𝑦 колiнеарнi,
тобто кут мiж ними дорiвнює 0 або 𝜋 (cos(0) = cos(𝜋) = ±1) [1, с. 9].

Таким чином, геометричний змiст нерiвностi Кошi полягає в обмеже-
ностi кута мiж векторами. Вона показує, що цей кут не може бути занадто
малим чи занадто великим вiдносно довжин векторiв.

Для iлюстрацiї розглянемо приклад. Нехай задано два вектори 𝑥 =

(1, 2) та 𝑦 = (3, 4) у двовимiрному просторi. Обчислимо їхнi довжини,
скалярний добуток та кут мiж ними:

|𝑥| =
√︀
12 + 22 =

√
5, |𝑦| =

√︀
32 + 42 = 5, (𝑥, 𝑦) = 1 · 3 + 2 · 4 = 11.
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Отже, маємо:
|𝑥|2 = 5, |𝑦|2 = 25, (𝑥, 𝑦)2 = 121.

Бачимо, що нерiвнiсть Кошi справджується:

121 = (𝑥, 𝑦)2 ≤ |𝑥|2 · |𝑦|2 = 5 · 25 = 125.

Кут мiж векторами можна знайти з формули:

cos(𝜙) =
(𝑥, 𝑦)

|𝑥| · |𝑦|
=

11

5
√
5
≈ 0.98.

Отримане значення косинуса за модулем не перевищує одиницi, що узго-
джується з геометричним змiстом нерiвностi Кошi.

Цiкаво розглянути граничнi випадки, коли в нерiвностi Кошi досягає-
ться рiвнiсть. Це вiдбувається тодi, коли вектори 𝑥 та 𝑦 колiнеарнi, тобто
один з них є скалярним кратним iншого:

𝑦 = 𝜆𝑥 або 𝑥 = 𝜆𝑦,

де 𝜆— деяке дiйсне число. В цьому випадку кут мiж векторами дорiвнює 0

(якщо 𝜆 > 0) або 𝜋 (якщо 𝜆 < 0), а його косинус дорiвнює ±1.

Наприклад, якщо взяти вектори 𝑥 = (1, 2, 3) та 𝑦 = (2, 4, 6), то легко
бачити, що 𝑦 = 2𝑥. Обчислимо вiдповiднi величини:

|𝑥| =
√
14, |𝑦| =

√
56 = 2

√
14, (𝑥, 𝑦) = 14 · 2 = 28.

Нерiвнiсть Кошi перетворюється на рiвнiсть:

(𝑥, 𝑦)2 = 784 = |𝑥|2|𝑦|2.

А косинус кута мiж векторами дорiвнює одиницi:

cos(𝜙) =
(𝑥, 𝑦)

|𝑥| · |𝑦|
=

28

2
√
14 ·

√
14

= 1.

Це пiдтверджує, що вектори 𝑥 та 𝑦 колiнеарнi i кут мiж ними дорiвнює
нулю.
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Для унаочнення розглянутих понять та спiввiдношень наведемо та-
блицю, яка показує зв’язок мiж величинами |𝑥|, |𝑦|, (𝑥, 𝑦) та cos(𝜙) для
деяких пар векторiв у тривимiрному просторi:

Вектор 𝑥 Вектор 𝑦 |𝑥| |𝑦| (𝑥, 𝑦) cos(𝜙)

(1, 0, 0) (0, 1, 0) 1 1 0 0

(1, 2, 3) (3, 2, 1)
√
14

√
14 10 10

14 ≈ 0.71

(1, 1, 1) (2, 2, 2)
√
3 2

√
3 6 1

(3,−4, 0) (−4,−3, 0) 5 5 −24 −24
25 = −0.96

Табл. 1.1. Приклади векторiв та вiдповiдних величин

З цiєї таблицi видно, що нерiвнiсть Кошi виконується для всiх наведе-
них пар векторiв. При цьому рiвнiсть досягається лише для колiнеарних
векторiв (1, 1, 1) та (2, 2, 2), а в iнших випадках має мiсце строга нерiвнiсть.

Цiкаво також простежити зв’язок мiж нерiвнiстю Кошi та поняттям
проєкцiї вектора на iнший вектор. Нагадаємо, що проєкцiєю вектора 𝑥 на
ненульовий вектор 𝑦 називається вектор [5, с. 85]:

𝑛𝑝𝑦𝑥 =

(︂
(𝑥, 𝑦)

|𝑦|2

)︂
𝑦.

Неважко переконатися, що довжина проєкцiї вектора 𝑥 на вектор 𝑦 обчи-
слюється за формулою:

|𝑛𝑝𝑦𝑥| =
|(𝑥, 𝑦)|
|𝑦|

.

З нерiвностi Кошi випливає, що довжина проєкцiї нiколи не перевищує
довжини самого вектора 𝑥:

|𝑛𝑝𝑦𝑥| =
|(𝑥 𝑦|
|𝑦|

≤ |𝑥| · |𝑦|
|𝑦|

= |𝑥|.
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Рiвнiсть тут досягається тодi i тiльки тодi, коли вектори 𝑥 та 𝑦 колiнеарнi
(з точнiстю до напрямку). В цьому випадку проєкцiя вектора 𝑥 на вектор 𝑦

збiгається з самим вектором 𝑥 [7, с. 217].

Ця властивiсть проєкцiй має важливе значення в рiзних роздiлах
математики та її застосуваннях. Зокрема, вона використовується в лiнiйнiй
алгебрi, аналiтичнiй геометрiї, математичному аналiзi, теорiї наближень та
багатьох iнших галузях [9, с. 95].

Наприклад, в лiнiйнiй алгебрi за допомогою проєкцiй можна дослiджу-
вати взаємне розташування пiдпросторiв, будувати ортогональнi розклади
векторiв та лiнiйних операторiв, знаходити найкращi наближення елементiв
одного пiдпростору елементами iншого тощо [12, с. 283].

В аналiтичнiй геометрiї проєкцiї дозволяють вивчати геометричнi
об’єкти (прямi, площини, кривi та поверхнi) шляхом зведення до простi-
ших об’єктiв меншої розмiрностi. При цьому нерiвнiсть Кошi забезпечує
коректнiсть та збереження основних властивостей при таких перетвореннях.

В математичному аналiзi та теорiї наближень проєкцiї використовую-
ться для побудови ортогональних рядiв, зокрема рядiв Фур’є та узагаль-
нених рядiв Фур’є. Цi ряди дають змогу представляти функцiї у виглядi
розкладiв за ортогональними системами функцiй, що має численнi застосу-
вання в рiзних роздiлах математики та природознавства [5, с. 87].

Повертаючись до геометричної iнтерпретацiї нерiвностi Кошi, заува-
жимо, що вона природним чином переноситься на випадок комплексних
векторiв та ермiтових просторiв. При цьому поняття скалярного добутку та
довжини вектора замiнюються на їхнi комплекснi аналоги [2, с. 114].

Так, для комплексних векторiв 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) та 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛)

ермiтiв скалярний добуток визначається формулою:

(𝑥 𝑦) = 𝑥1𝑦
*
1 + 𝑥2𝑦

*
2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑦

*
𝑛,

де зiрочка позначає комплексне спряження. А довжина вектора обчислю-
ється як корiнь квадратний з ермiтового скалярного добутку вектора на
самого себе:

|x| =
√︀

(𝑥, 𝑥).
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З використанням цих понять нерiвнiсть Кошi для комплексних векторiв
набуває вигляду:

|(𝑥 𝑦)|2 ≤ (𝑥, 𝑥)(𝑦, 𝑦),

що є прямим аналогом нерiвностi для дiйсних векторiв. Геометричний змiст
цiєї нерiвностi полягає в обмеженостi кута мiж векторами в комплексному
просторi.

Взагалi, геометрична iнтерпретацiя нерiвностi Кошi є дуже плiдною та
евристично цiнною. Вона дозволяє наочно представити алгебраїчнi спiввiд-
ношення, побачити їхнiй геометричний змiст, встановити зв’язки з iншими
важливими поняттями математики.

Завдяки своїй простотi та унiверсальностi, геометричний пiдхiд до
нерiвностi Кошi знаходить широке застосування в рiзних математичних
дисциплiнах — вiд елементарної геометрiї до сучасного функцiонального
аналiзу та диференцiальної геометрiї.

Вiн також вiдiграє важливу роль в математичнiй освiтi, допомагаючи
студентам краще зрозумiти абстрактнi математичнi поняття та розвинути
геометричну iнтуїцiю. Недарма геометричнi iлюстрацiї та iнтерпретацiї
займають чiльне мiсце в багатьох пiдручниках та навчальних посiбниках з
математики [3, с. 25].

Пiдсумовуючи, можна сказати, що геометрична iнтерпретацiя нерiв-
ностi Кошi є невiд’ємною частиною математичної культури та освiти. Вона
збагачує наше розумiння цiєї фундаментальної нерiвностi, розкриває її
глибокий змiст та взаємозв’язки з iншими роздiлами математики.

Тому кожному, хто хоче по-справжньому осягнути красу та силу
нерiвностi Кошi, варто придiлити належну увагу її геометричним аспе-
ктам та iнтерпретацiям. Це безумовно сприятиме формуванню цiлiсного та
гармонiйного математичного свiтогляду.
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Нерiвнiсть Кошi в лiнiйних просторах зi скалярним добутком. Нерiвнiсть
Шварца в 𝐿2

Нерiвнiсть Кошi, яку ми детально розглянули в попереднiх пiдроздi-
лах, має далекосяжнi узагальнення на абстрактнi математичнi структури,
зокрема на лiнiйнi простори зi скалярним добутком. Цi узагальнення вiдiгра-
ють фундаментальну роль у функцiональному аналiзi та його застосуваннях

Нагадаємо, що лiнiйним простором називається множина елементiв (ве-
кторiв), на якiй означено операцiї додавання векторiв та множення вектора
на скаляр, що задовольняють певнi аксiоми (асоцiативнiсть, комутативнiсть,
дистрибутивнiсть тощо) [2, с. 18]. Прикладами лiнiйних просторiв є арифме-
тичнi вектори, многочлени, матрицi, функцiї та багато iнших математичних
об’єктiв.

Скалярним добутком на лiнiйному просторi 𝑋 називається вiдображе-
ння (·, ·), яке кожнiй парi векторiв 𝑥, 𝑦 з 𝑋 ставить у вiдповiднiсть дiйсне
число (𝑥, 𝑦) i задовольняє наступнi умови [1, с. 9]:

• (𝑥, 𝑥) ≥ 0 для всiх 𝑥 ∈ 𝑋; причому (𝑥, 𝑥) = 0 тодi i тiльки тодi, коли
𝑥 = 0;

• (𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥) для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋;
• (𝑥, 𝛼𝑦 + 𝛽𝑧) = 𝛼(𝑥, 𝑦) + 𝛽(𝑥, 𝑧) для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 та всiх дiйсних

чисел 𝛼, 𝛽.

Лiнiйний простiр, на якому означено скалярний добуток, називається
евклiдовим (або пре-гiльбертовим) простором. В такому просторi природним
чином вводиться поняття довжини (норми) вектора за формулою:

|𝑥| =
√︀

(𝑥, 𝑥).

Нерiвнiсть Кошi в лiнiйному просторi зi скалярним добутком ствер-
джує, що для будь-яких векторiв 𝑥 та 𝑦 виконується нерiвнiсть [1, с. 9]:

|(𝑥, 𝑦)| ≤ |𝑥| · |𝑦|.

Легко бачити, що ця нерiвнiсть узагальнює класичну нерiвнiсть Кошi
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для арифметичних векторiв, яку ми розглядали ранiше. Справдi, якщо
𝑋 — це 𝑛-вимiрний арифметичний простiр, то скалярний добуток задається
формулою:

(𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑦𝑛,

i нерiвнiсть Кошi набуває вже знайомого вигляду:

|𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑦𝑛| ≤
√︁

𝑥21 + 𝑥22 + . . .+ 𝑥2𝑛 ·
√︁

𝑦21 + 𝑦22 + . . .+ 𝑦2𝑛.

Проте справжня сила нерiвностi Кошi в лiнiйних просторах зi ска-
лярним добутком розкривається в нескiнченновимiрних просторах, де вона
дозволяє дослiджувати складнi функцiональнi об’єкти та оператори [2,
с. 115].

Розглянемо один з найважливiших прикладiв таких просторiв — про-
стiр 𝐿2(𝑋) iнтегровних з квадратом функцiй на деякiй множинi 𝑋 . Елемен-
тами цього простору є функцiї 𝑓 : 𝑋 → R (або C), для яких iнтеграл вiд
квадрата модуля функцiї є скiнченним:∫︁

𝑋

|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥 < ∞.

Скалярний добуток функцiй 𝑓 та 𝑔 з 𝐿2(𝑋) задається формулою:

(𝑓, 𝑔) =

∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Неважко переконатися, що всi аксiоми скалярного добутку виконую-
ться (з точнiстю до виконання рiвностей майже скрiзь). Зокрема, довжина
функцiї 𝑓 з 𝐿2(𝑋) обчислюється за формулою:

|𝑓 | =

√︃∫︁
𝑋

|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥.

Застосовуючи нерiвнiсть Кошi до функцiй 𝑓 та 𝑔 з 𝐿2(𝑋), отримуємо
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нерiвнiсть Шварца [1, с. 10]:

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
≤

√︃∫︁
𝑋

|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥 ·

√︃∫︁
𝑋

|𝑔(𝑥)|2 𝑑𝑥.

Ця нерiвнiсть вiдiграє ключову роль у багатьох питаннях функцiональ-
ного аналiзу, теорiї диференцiальних та iнтегральних рiвнянь, гармонiчного
аналiзу тощо [5, с. 88].

Одним з важливих застосувань нерiвностi Шварца є оцiнка норм лi-
нiйних функцiоналiв та операторiв в гiльбертових просторах. Нагадаємо, що
гiльбертовим простором називається повний лiнiйний простiр зi скалярним
добутком [2, с. 124].

Лiнiйним функцiоналом на гiльбертовому просторi 𝐻 називається
лiнiйне вiдображення 𝑓 : 𝐻 → R (або C), тобто вiдображення, яке задо-
вольняє умову:

𝑓(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦) = 𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑓(𝑦)

для всiх 𝑥, 𝑦 з 𝐻 та всiх дiйсних (комплексних) чисел 𝛼, 𝛽. Неперервнi
лiнiйнi функцiонали називаються ще обмеженими.

Нормою лiнiйного функцiонала 𝑓 на гiльбертовому просторi 𝐻 нази-
вається невiд’ємне число:

‖𝑓‖ = sup{|𝑓(𝑥)| : 𝑥 ∈ 𝐻, |𝑥| ≤ 1}.

Iншими словами, норма функцiонала — це точна верхня межа його значень
на одиничнiй кулi простору 𝐻.

З нерiвностi Шварца випливає, що кожен лiнiйний функцiонал 𝑓 на
гiльбертовому просторi 𝐻 є обмеженим, причому його норма обчислюється
за формулою [2, с. 126]:

‖𝑓‖ = sup{|(𝑓, 𝑥)| : 𝑥 ∈ 𝐻, |𝑥| ≤ 1}.

Цей результат має велике значення для теорiї гiльбертових просто-
рiв та її застосувань, оскiльки вiн дозволяє звести дослiдження лiнiйних
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функцiоналiв до вивчення елементiв самого простору 𝐻.

Аналогiчнi мiркування можна провести i для лiнiйних операторiв на
гiльбертових просторах. Лiнiйним оператором з гiльбертового простору 𝐻

в гiльбертовий простiр 𝐾 називається лiнiйне вiдображення 𝐴 : 𝐻 → 𝐾,
тобто вiдображення, яке задовольняє умову:

𝐴(𝛼𝑥+ 𝛽𝑦) = 𝛼𝐴(𝑥) + 𝛽𝐴(𝑦)

для всiх 𝑥, 𝑦 з 𝐻 та всiх дiйсних (комплексних) чисел 𝛼, 𝛽. Неперервнi
лiнiйнi оператори називаються ще обмеженими.

Нормою лiнiйного оператора 𝐴 : 𝐻 → 𝐾 називається невiд’ємне
число:

‖𝐴‖ = sup{|𝐴(𝑥)| : 𝑥 ∈ 𝐻, |𝑥| ≤ 1}.

Iншими словами, норма оператора — це точна верхня межа довжин образiв
одиничних векторiв з 𝐻 при вiдображеннi 𝐴.

З нерiвностi Шварца випливає, що кожен лiнiйний оператор 𝐴 з
гiльбертового простору 𝐻 в гiльбертовий простiр 𝐾 є обмеженим, причому
його норма обчислюється за формулою [12, с. 285]:

|𝐴| = sup{|(𝐴(𝑥), 𝑦)| : 𝑥 ∈ 𝐻, 𝑦 ∈ 𝐾, |𝑥| ≤ 1, |𝑦| ≤ 1}.

Цей результат лежить в основi багатьох важливих роздiлiв функцiо-
нального аналiзу, таких як теорiя обмежених операторiв, спектральна теорiя,
теорiя розкладiв за власними функцiями тощо [5, с. 90].

Для iлюстрацiї розглянутих понять та спiввiдношень наведемо табли-
цю, яка показує приклади гiльбертових просторiв та вiдповiдних лiнiйних
функцiоналiв i операторiв:
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Гiльбертiв Скалярний Приклад Приклад

простiр 𝐻 добуток (𝑥, 𝑦) функцiонала 𝑓(𝑥) оператора 𝐴(𝑥)

R𝑛 𝑥1𝑦1 + . . .+ 𝑥𝑛𝑦𝑛 𝑎1𝑥1 + . . .+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 (𝑎11𝑥1 + . . .+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛, . . . ,

𝑎𝑛1𝑥1 + . . .+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛)

ℓ2 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 + . . . 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + . . . (𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . . ,

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . . , . . .)

𝐿2[𝑎, 𝑏]
∫︀ 𝑏

𝑎 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥
∫︀ 𝑏

𝑎 𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) 𝑑𝑥
∫︀ 𝑏

𝑎 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

Табл. 1.2. Приклади гiльбертових просторiв та лiнiйних вiдображень

В цiй таблицi R𝑛 — стандартний 𝑛-вимiрний евклiдiв простiр, ℓ2 —
гiльбертiв простiр послiдовностей (𝑥1, 𝑥2, . . .) з ℓ2-нормою (тобто з умо-
вою

∑︀𝑛
𝑖=1 |𝑥𝑖|2 < ∞), 𝐿2[𝑎, 𝑏]— гiльбертiв простiр iнтегровних з квадратом

функцiй на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]. Числа 𝑎𝑖 та 𝑎𝑖𝑗 — довiльнi дiйснi (комплекснi)
константи, ℎ(𝑥)— фiксована функцiя з 𝐿2[𝑎, 𝑏], а 𝐾(𝑥, 𝑡)— функцiя двох
змiнних (так званий iнтегральний оператор).

З наведених прикладiв видно, що нерiвнiсть Кошi (нерiвнiсть Швар-
ца) виконується для всiх розглянутих просторiв та вiдображень. Зокрема,
неважко переконатися, що для функцiонала 𝑓(𝑥) = 𝑎1𝑥1 + . . .+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 на R𝑛

справедлива оцiнка:

|𝑓(𝑥)| ≤
√︁

𝑎21 + . . .+ 𝑎2𝑛 ·
√︁

𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑛 = ‖𝑓‖ · |𝑥|,

що узгоджується з загальною формулою для норми лiнiйного функцiонала
на гiльбертовому просторi.

Пiдсумовуючи, можна сказати, що нерiвнiсть Кошi в лiнiйних просто-
рах зi скалярним добутком та її частинний випадок — нерiвнiсть Шварца
в 𝐿2 — є потужним iнструментом функцiонального аналiзу, який дозволяє
дослiджувати властивостi абстрактних векторних просторiв та лiнiйних
вiдображень мiж ними.
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Цi нерiвностi лежать в основi багатьох класичних та сучасних ре-
зультатiв функцiонального аналiзу, теорiї операторiв, теорiї наближень,
гармонiчного аналiзу та iнших математичних дисциплiн.

Вони також знаходять численнi застосування в математичнiй фiзицi,
квантовiй механiцi, теорiї сигналiв та багатьох iнших галузях науки i технiки
[7, с. 218].

Тому знання та розумiння нерiвностi Кошi та її узагальнень є не-
обхiдним для кожного математика, який працює з нескiнченновимiрними
просторами та функцiональними об’єктами. Цi нерiвностi не тiльки дають
змогу отримувати важливi оцiнки та встановлювати глибокi теоретичнi
факти, але й розвивають абстрактне мислення та iнтуїцiю, необхiднi для
успiшної наукової роботи.
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РОЗДIЛ 2

СПIВВIДНОШЕННЯ МIЖ АРИФМЕТИЧНИМ ТА

ГЕОМЕТРИЧНИМ СЕРЕДНIМИ

Доведення нерiвностi мiж арифметичним та геометричним середнiми мето-
дами iндукцiї та умовного екстремуму

Нерiвнiсть мiж середнiм арифметичним та середнiм геометричним є
однiєю з фундаментальних нерiвностей в математицi. Вона стверджує, що
для будь-якого набору невiд’ємних дiйсних чисел {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} виконує-
ться нерiвнiсть [13, с. 24]:

𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛
𝑛

≥ 𝑛
√
𝑥1 · 𝑥2 · . . . · 𝑥𝑛,

причому рiвнiсть досягається тодi i лише тодi, коли всi числа 𝑥𝑖 рiвнi мiж
собою.

Iснує декiлька рiзних методiв доведення цiєї нерiвностi. Розглянемо
два з них: метод математичної iндукцiї та метод умовного екстремуму [14,
с. 105].

Доведення методом математичної iндукцiї складається з двох крокiв:
база iндукцiї та перехiд. Для бази iндукцiї потрiбно довести твердження
для 𝑛 = 2. В цьому випадку нерiвнiсть набуває вигляду [15, с. 37]:

𝑥1 + 𝑥2
2

≥
√
𝑥1 · 𝑥2,

що легко перевiряється безпосередньо. Дiйсно, пiднесемо обидвi частини до
квадрату: (︂

𝑥1 + 𝑥2
2

)︂2

≥ 𝑥1 · 𝑥2,

𝑥21 + 2𝑥1𝑥2 + 𝑥22
4

≥ 𝑥1 · 𝑥2,

𝑥21 − 2𝑥1𝑥2 + 𝑥22 ≥ 0,
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(𝑥1 − 𝑥2)
2 ≥ 0,

що очевидно виконується для будь-яких дiйсних 𝑥1 та 𝑥2. Причому рiвнiсть
досягається лише при 𝑥1 = 𝑥2.

Тепер здiйснимо перехiд вiд 𝑛 до 𝑛+ 1. Припустимо, що нерiвнiсть
виконується для деякого натурального 𝑛, тобто [16, с. 81]:

𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛
𝑛

≥ 𝑛
√
𝑥1 · . . . · 𝑥𝑛.

Доведемо, що вона буде справедливою i для 𝑛 + 1 невiд’ємних чисел
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛+1. Скористаємось iндуктивним припущенням та властивiстю
середнього арифметичного i середнього геометричного для двох чисел:

𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛+1

𝑛+ 1
=

(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛) + 𝑥𝑛+1

𝑛+ 1
≥

≥ ( 𝑛
√
𝑥1 · . . . · 𝑥𝑛)

𝑛
𝑛+1 · (𝑥𝑛+1)

1
𝑛+1 =

= 𝑛+1
√
𝑥1 · . . . · 𝑥𝑛 · 𝑥𝑛+1.

Таким чином, ми довели справедливiсть нерiвностi для будь-якого
натурального 𝑛, що i треба було довести.

Iнший пiдхiд до доведення нерiвностi мiж арифметичним та геоме-
тричним середнiми базується на методi умовного екстремуму. Розглянемо
функцiю [17, с. 117]:

𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛

𝑛

на областi визначення 𝑥𝑖 ≥ 0 (𝑖 = 1, . . . ,𝑛) за умови

𝑥1 · . . . · 𝑥𝑛 = const.

За допомогою методу множникiв Лагранжа можна показати, що ця функцiя
досягає мiнiмального значення тодi i лише тодi, коли всi змiннi 𝑥𝑖 рiвнi мiж
собою. А це мiнiмальне значення якраз i дорiвнює середньому геометричному
чисел 𝑥𝑖.
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Справдi, складемо функцiю Лагранжа:

𝐿(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝜆) =
𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛

𝑛
+ 𝜆(𝑥1 · . . . · 𝑥𝑛 − const).

Необхiднi умови екстремуму дають систему рiвнянь:

𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑖
=

1

𝑛
+ 𝜆 · 𝑥1 · . . . · 𝑥𝑖−1 · 𝑥𝑖+1 · . . . · 𝑥𝑛 = 0 (𝑖 = 1, . . . ,𝑛),

𝜕𝐿

𝜕𝜆
= 𝑥1 · . . . · 𝑥𝑛 − const = 0.

З першого рiвняння отримуємо:

𝑥𝑖 =

(︂
− 1

𝜆 · 𝑛

)︂
(𝑥1 · . . . · 𝑥𝑖−1 · 𝑥𝑖+1 · . . . · 𝑥𝑛)

для всiх 𝑖 = 1, . . . ,𝑛. Це можливо лише коли всi 𝑥𝑖 рiвнi мiж собою:

𝑥1 = 𝑥2 = . . . = 𝑥𝑛.

Пiдставляючи в рiвняння зв’язку, знаходимо:

𝑥𝑖 = (const)
1
𝑛 (𝑖 = 1, . . . ,𝑛),

тобто в точцi мiнiмуму функцiї 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) всi змiннi 𝑥𝑖 дорiвнюють сере-
дньому геометричному.

Оскiльки середнє арифметичне не менше за середнє геометричне в цiй
точцi, то воно не менше за середнє геометричне на всiй областi визначення,
що i треба було довести.

Цiкаво вiдзначити, що з нерiвностi мiж середнiми випливає також
нерiвнiсть мiж середнiм гармонiчним та середнiм геометричним [13, с. 25]:

𝑛

(︂
1

𝑥1
+ . . .+

1

𝑥𝑛

)︂−1

≤ 𝑛
√
𝑥1 · . . . · 𝑥𝑛,

яку можна довести, застосувавши основну нерiвнiсть до чисел 1
𝑥𝑖

.

Нерiвнiсть мiж середнiми знаходить застосування в рiзних галузях ма-
тематики, зокрема в математичному аналiзi, теорiї ймовiрностей, статистицi
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тощо [14, с. 106]. Наприклад, з неї випливає опуклiсть функцiї 𝑓(𝑥) = ln𝑥

на промiжку (0,+∞), що дозволяє довести нерiвнiсть Єнсена для опуклих
функцiй [18, с. 93].

Пiдсумовуючи, можна сказати, що нерiвнiсть мiж середнiм арифмети-
чним та середнiм геометричним є фундаментальним результатом матема-
тики, який допускає рiзнi методи доведення — вiд елементарної алгебри до
методiв математичного аналiзу. Кожен з цих методiв по-своєму висвiтлює
сутнiсть цiєї нерiвностi та її глибокий змiст.

Метод функцiональних рiвнянь динамiчного програмування для доведення
нерiвностi

У попередньому пiдроздiлi ми розглянули доведення нерiвностi мiж
середнiм арифметичним та середнiм геометричним методами математичної
iндукцiї та умовного екстремуму. Проте iснує ще один цiкавий пiдхiд до дове-
дення цiєї нерiвностi, який ґрунтується на iдеях динамiчного програмування
[13, с. 26].

Динамiчне програмування — це роздiл математики, який вивчає про-
цеси прийняття оптимальних рiшень в багатокрокових задачах. Його основ-
на iдея полягає в розбиттi складної задачi на ряд простiших пiдзадач i
розв’язаннi їх у певнiй послiдовностi [14, с. 215].

Розглянемо, як можна iнтерпретувати доведення нерiвностi мiж се-
реднiми з точки зору динамiчного програмування. Нехай потрiбно знайти
максимум добутку 𝑛 невiд’ємних чисел 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 за умови, що їхня сума
дорiвнює деякому фiксованому числу 𝑎.

Цю задачу можна сформулювати як задачу оптимального розподiлу
ресурсiв. Уявiмо, що є деякий ресурс в кiлькостi 𝑎, який потрiбно роздiлити
на 𝑛 частин так, щоб добуток цих частин був максимальним [15, с. 81].

Розв’язувати цю задачу безпосередньо досить складно, оскiльки вона
мiстить багато змiнних, пов’язаних умовою. Але можна спробувати звести
її до послiдовностi простiших задач за допомогою методу функцiональних
рiвнянь динамiчного програмування.
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Метод функцiональних рiвнянь полягає в тому, щоб виразити розв’язок
вихiдної задачi через розв’язки деяких пiдзадач меншої розмiрностi. Цi
пiдзадачi, в свою чергу, виражаються через ще простiшi пiдзадачi, i так далi,
аж поки не дiйдемо до тривiальних задач, якi розв’язуються безпосередньо
[16, с. 116].

У нашому випадку введемо функцiю 𝑓𝑛(𝑎), яка означатиме макси-
мальне значення добутку 𝑛 невiд’ємних чисел, що в сумi дають 𝑎. Треба
знайти явний вигляд цiєї функцiї.

Виведемо для функцiї 𝑓𝑛(𝑎) рекурентне спiввiдношення. Нехай ми
вже розподiлили певним чином ресурс 𝑎 мiж першими 𝑛− 1 частинами i
отримали добуток 𝑓𝑛−1(𝑎− 𝑥𝑛). Тодi, якщо 𝑛-й частинi видiлити ресурс 𝑥𝑛,
то загальний добуток стане рiвним 𝑥𝑛𝑓𝑛−1(𝑎− 𝑥𝑛).

Оптимальне значення 𝑥𝑛 повинне максимiзувати цей добуток. Отже,
приходимо до такого функцiонального рiвняння [17, с. 225]:

𝑓𝑛(𝑎) = max
0≤𝑥𝑛≤𝑎

(𝑥𝑛𝑓𝑛−1(𝑎− 𝑥𝑛)).

Це рiвняння дозволяє виразити функцiю 𝑓𝑛(𝑎) через функцiю 𝑓𝑛−1(𝑎), тобто
звести задачу з 𝑛 змiнними до задачi з 𝑛− 1 змiнною.

Щоб розв’язати рiвняння, будемо дiяти по кроках, починаючи з 𝑛 = 1.

При 𝑛 = 1 маємо очевидний розв’язок: 𝑓1(𝑎) = 𝑎. Дiйсно, якщо весь ре-
сурс вiддати однiй частинi, то добуток буде максимальним i дорiвнюватиме
самому ресурсу.

Тепер розглянемо випадок 𝑛 = 2. Застосовуючи функцiональне рiвня-
ння, отримуємо:

𝑓2(𝑎) = max
0≤𝑥2≤𝑎

(𝑥2𝑓1(𝑎− 𝑥2)) = max
0≤𝑥2≤𝑎

(𝑥2(𝑎− 𝑥2)).

Щоб знайти максимум, дослiдимо функцiю 𝑥2(𝑎− 𝑥2) на вiдрiзку [0, 𝑎]. Її
похiдна дорiвнює 𝑎 − 2𝑥2 i обертається в нуль при 𝑥2 = 𝑎

2 . Це i є точка
максимуму, в якiй функцiя набуває значення 𝑎2

4 .

Отже, найбiльший добуток двох доданкiв, що в сумi дають 𝑎, дорiвнює
𝑎2

4 i досягається при рiвному розподiлi ресурсу мiж доданками.
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Продовжуючи цей процес, можна знайти функцiї 𝑓3(𝑎), 𝑓4(𝑎) i т.д.
Але з кожним кроком обчислення ускладнюються. Тому зробимо замiну
змiнних, яка дозволить спростити функцiональне рiвняння.

Покладемо 𝑥𝑖 = 𝑎𝑦𝑖, де 0 ≤ 𝑦𝑖 ≤ 1. Тодi умова 𝑥1 + . . . + 𝑥𝑛 = 𝑎

рiвносильна умовi 𝑦1 + . . .+ 𝑦𝑛 = 1. Крiм того, неважко переконатися, що
𝑓𝑛(𝑎) = 𝑎𝑛𝑓𝑛(1). Це означає, що функцiя 𝑓𝑛(𝑎) є однорiдною функцiєю 𝑛-го
степеня [18, с. 147].

Пiдставимо 𝑥𝑖 = 𝑎𝑦𝑖 в функцiональне рiвняння:

𝑎𝑛𝑓𝑛(1) = max
0≤𝑦𝑛≤1

(𝑎𝑦𝑛(𝑎
𝑛−1𝑓𝑛−1(1− 𝑦𝑛))),

𝑎𝑛𝑓𝑛(1) = 𝑎𝑛𝑓𝑛−1(1) max
0≤𝑦𝑛≤1

(𝑦𝑛(1− 𝑦𝑛)
𝑛−1),

𝑓𝑛(1) = 𝑓𝑛−1(1) max
0≤𝑦𝑛≤1

(𝑦𝑛(1− 𝑦𝑛)
𝑛−1).

Ми звели задачу до вiдшукання максимуму функцiї

𝜙(𝑦𝑛) = 𝑦𝑛(1− 𝑦𝑛)
𝑛−1

на вiдрiзку [0, 1]. Дослiдження показує, що ця функцiя досягає максимуму
в точцi 𝑦𝑛 = 1

𝑛 , i цей максимум дорiвнює:

𝜙

(︂
1

𝑛

)︂
=

(︂
1

𝑛

)︂(︂
1− 1

𝑛

)︂𝑛−1

=
1

𝑛

(︂
𝑛− 1

𝑛

)︂𝑛−1

.

Пiдставляючи цей вираз в функцiональне рiвняння для 𝑓𝑛(1), маємо:

𝑓𝑛(1) = 𝑓𝑛−1(1)
1

𝑛

(︂
𝑛− 1

𝑛

)︂𝑛−1

.

Це рекурентне спiввiдношення легко розв’язати. Покладемо для зручностi
𝐴(𝑛) = 1

𝑛

(︀
𝑛−1
𝑛

)︀𝑛−1.

Тодi

𝑓𝑛(1) = 𝑓𝑛−1(1)𝐴(𝑛) = 𝑓𝑛−2(1)𝐴(𝑛− 1)𝐴(𝑛) = . . . = 𝑓1(1)𝐴(2)𝐴(3) . . . 𝐴(𝑛).
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Але 𝑓1(1) = 1, тому остаточно отримуємо:

𝑓𝑛(1) =
1

22 · 33 · . . . · 𝑛𝑛
.

Повертаючись до початкових позначень 𝑥𝑖 = 𝑎𝑦𝑖, приходимо до нерiвностi:

𝑥1 · 𝑥2 · . . . · 𝑥𝑛 ≤ 𝑎𝑛

22 · 33 · . . . · 𝑛𝑛
,

де 𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛 = 𝑎.

Звiдси одразу випливає, що

(𝑥1 · 𝑥2 · . . . · 𝑥𝑛)
1
𝑛 ≤ 𝑎

𝑛

(︂
2

3

)︂1/𝑛(︂
3

4

)︂1/𝑛

· . . . ·
(︂
𝑛− 1

𝑛

)︂1/𝑛

.

Але послiдовнiсть
(︀
2
3

)︀ 1
𝑛 ,
(︀
3
4

)︀ 1
𝑛 , . . . ,

(︀
𝑛−1
𝑛

)︀ 1
𝑛 прямує до 1 при 𝑛 → ∞. Тому,

переходячи до границi, отримуємо шукану нерiвнiсть мiж середнiм геоме-
тричним та середнiм арифметичним:

(𝑥1 · 𝑥2 · . . . 𝑥𝑛)
1
𝑛 ≤ 𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛

𝑛
.

Таким чином, метод функцiональних рiвнянь динамiчного програму-
вання дозволяє не лише довести нерiвнiсть мiж середнiми, але й дає змогу
знайти оптимальну стратегiю розподiлу ресурсiв, при якiй добуток доданкiв
буде найбiльшим. Ця стратегiя полягає в рiвномiрному розподiлi ресурсу
мiж усiма частинами [14, с. 216].

Зауважимо, що розглянутий метод є досить унiверсальним i може
бути застосований до широкого класу екстремальних задач, в яких потрi-
бно оптимiзувати певний функцiонал на множинi, заданiй обмеженнями
у виглядi рiвностей або нерiвностей. Зокрема, за його допомогою можна
доводити iншi нерiвностi, такi як нерiвнiсть Кошi, узагальнена нерiвнiсть
мiж середнiми степеневими тощо [13, с. 27].

Пiдводячи пiдсумки, можна сказати, що метод динамiчного програ-
мування є потужним iнструментом дослiдження в сучаснiй оптимiзацiї. Вiн
дозволяє розв’язувати складнi багатовимiрнi задачi шляхом зведення їх до
послiдовностi простiших одновимiрних задач.
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У випадку нерiвностi мiж середнiм арифметичним та середнiм геоме-
тричним цей метод дає змогу отримати доведення, яке не лише встановлює
справедливiсть самої нерiвностi, але й виявляє її оптимiзацiйну природу та
глибокий змiст.

Доведення нерiвностi мiж арифметичним та геометричним середнiми, за-
сноване на опуклостi та мажоризацiї

Нерiвнiсть мiж середнiм арифметичним та середнiм геометричним
можна довести рiзними способами, використовуючи методи математичного
аналiзу, алгебри, комбiнаторики тощо. Одним з найбiльш елегантних та
змiстовних доведень є доведення, яке спирається на поняття опуклостi
функцiй та мажоризацiї числових послiдовностей [13, с. 28].

Нагадаємо, що функцiя 𝑓(𝑥) називається опуклою на промiжку [𝑎, 𝑏],
якщо для будь-яких двох точок 𝑥1, 𝑥2 з цього промiжку та будь-якого числа
𝑡 з вiдрiзка [0, 1] виконується нерiвнiсть:

𝑓(𝑡𝑥1 + (1− 𝑡)𝑥2) ≤ 𝑡𝑓(𝑥1) + (1− 𝑡)𝑓(𝑥2).

Геометрично це означає, що графiк функцiї 𝑓(𝑥) на промiжку [𝑎, 𝑏] лежить
не вище будь-якої хорди, яка з’єднує двi його точки. Строго опуклою нази-
вають функцiю, для якої наведена вище нерiвнiсть є строгою при 𝑥1 ̸= 𝑥2

[14, с. 219].

Класичним прикладом строго опуклої функцiї є показникова функцiя
𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥. Дiйсно, для неї 𝑓 ′′(𝑥) = 𝑒𝑥 > 0 при всiх дiйсних 𝑥, що за
достатньою умовою опуклостi означає строгу опуклiсть експоненти на всiй
числовiй прямiй.

Iншим важливим прикладом строго опуклої функцiї є функцiя 𝑓(𝑥) =

− ln(𝑥) на промiжку (0,+∞). Для неї 𝑓 ′′(𝑥) = 1
𝑥2 > 0 при 𝑥 > 0, тому

вона строго опукла на всiй додатнiй пiвосi. При цьому сама функцiя ln(𝑥)

буде строго увiнутою, тобто задовольнятиме нерiвнiсть, протилежну до
нерiвностi опуклостi [15, с. 92].

Тепер розглянемо поняття мажоризацiї. Нехай є двi числовi послiдовно-
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стi {𝑎𝑖}𝑛𝑖=1 та {𝑏𝑖}𝑛𝑖=1. Кажуть, що послiдовнiсть {𝑎𝑖} мажорує послiдовнiсть
{𝑏𝑖}, якщо виконуються двi умови [16, с. 127]:

1) для всiх 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1 справджується нерiвнiсть
𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑘 ≥ 𝑏1 + 𝑏2 + . . .+ 𝑏𝑘;

2) 𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛 = 𝑏1 + 𝑏2 + . . .+ 𝑏𝑛.

Iншими словами, частковi суми першої послiдовностi не меншi за
вiдповiднi частковi суми другої послiдовностi, а повнi суми послiдовностей
рiвнi мiж собою. Цей факт записують у виглядi {𝑎𝑖} ≻ {𝑏𝑖}.

Мажоризацiя — це свого роду впорядкування числових послiдовно-
стей, яке враховує не тiльки елементи послiдовностей, але й порядок їх
розташування. Вона має багато цiкавих та корисних властивостей [17, с. 238].

Зокрема, справедлива така теорема: якщо послiдовнiсть {𝑎𝑖} мажо-
рує послiдовнiсть {𝑏𝑖}, то для будь-якої неперервної опуклої функцiї 𝑓(𝑥)
виконується нерiвнiсть:

𝑓(𝑎1) + 𝑓(𝑎2) + . . .+ 𝑓(𝑎𝑛) ≥ 𝑓(𝑏1) + 𝑓(𝑏2) + . . .+ 𝑓(𝑏𝑛).

Ця теорема вiдома як лема Єнсена i є одним з нарiжних каменiв нерiвностi
опуклих функцiй. Зауважимо, що для строго опуклих функцiй нерiвнiсть у
лемi Єнсена буде строгою, якщо послiдовностi {𝑎𝑖} та {𝑏𝑖} не збiгаються з
точнiстю до перестановки [18, с. 156].

Тепер ми готовi до доведення нерiвностi мiж середнiми. Розглянемо
довiльний набiр додатних чисел 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Побудуємо двi послiдовностi:

𝑎𝑖 = 𝑥𝑖 при 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛;

𝑏1 = 𝑏2 = . . . = 𝑏𝑛 =
𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛

𝑛
.

Неважко переконатися, що послiдовнiсть {𝑎𝑖} мажорує послiдовнiсть {𝑏𝑖}.
Справдi, повнi суми послiдовностей рiвнi:

𝑎1+𝑎2+. . .+𝑎𝑛 = 𝑥1+𝑥2+. . .+𝑥𝑛 = 𝑛

(︂
𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛

𝑛

)︂
= 𝑏1+𝑏2+. . .+𝑏𝑛,

а частковi суми послiдовностi {𝑎𝑖} не меншi за частковi суми послiдовностi
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{𝑏𝑖} в силу означення середнього арифметичного:

𝑎1+𝑎2+. . .+𝑎𝑘 = 𝑥1+𝑥2+. . .+𝑥𝑘 ≥ 𝑘

(︂
𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛

𝑛

)︂
= 𝑏1+𝑏2+. . .+𝑏𝑘.

Застосуємо тепер лему Єнсена до строго опуклої функцiї 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥. Мати-
мемо:

𝑒𝑎1 + 𝑒𝑎2 + . . .+ 𝑒𝑎𝑛 ≥ 𝑒𝑏1 + 𝑒𝑏2 + . . .+ 𝑒𝑏𝑛,

або, пiдставляючи значення 𝑎𝑖 та 𝑏𝑖:

𝑒𝑥1 + 𝑒𝑥2 + . . .+ 𝑒𝑥𝑛 ≥ 𝑛𝑒
𝑥1+𝑥2+...+𝑥𝑛

𝑛 .

Подiлимо обидвi частини нерiвностi на 𝑛 та вiзьмемо логарифм. Враховуючи
строгу монотоннiсть логарифма, отримаємо:

ln

(︂
𝑒𝑥1 + 𝑒𝑥2 + . . .+ 𝑒𝑥𝑛

𝑛

)︂
≥ 𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛

𝑛
.

В лiвiй частинi маємо логарифм середнього арифметичного 𝑒𝑥𝑖, а в правiй —
середнє арифметичне логарифмiв. Але 𝑒ln(𝑥) = 𝑥, тому:

𝑒𝑥1 + 𝑒𝑥2 + . . .+ 𝑒𝑥𝑛

𝑛
≥ 𝑒

ln(𝑥1)+ln(𝑥2)+...+ln(𝑥𝑛)
𝑛 . (2.3)

Лiва частина нерiвностi (2.3)— це середнє арифметичне чисел 𝑥𝑖, а
права — експонента вiд середнього арифметичного логарифмiв чисел 𝑥𝑖,
тобто середнє геометричне чисел 𝑥𝑖. Отже, ми довели, що

𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛
𝑛

≥ 𝑛
√
𝑥1 · 𝑥2 · . . . · 𝑥𝑛,

причому рiвнiсть досягається тодi i лише тодi, коли всi числа 𝑥𝑖 рiвнi мiж
собою (в силу строгої опуклостi експоненти).

Цiкаво, що з нерiвностi (2.3) можна отримати ще один корисний
наслiдок. Застосувавши до обох її частин нерiвнiсть 𝑒𝑥 ≥ 1 + 𝑥, матимемо:

𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛
𝑛

≥ 1 +
ln(𝑥1) + ln(𝑥2) + . . .+ ln(𝑥𝑛)

𝑛
.
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Враховуючи, що ln(𝑥) ≤ 𝑥− 1, звiдси випливає:

𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛
𝑛

≥ 𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛
𝑛

− 𝑛− 1

𝑛
,

тобто
𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛

𝑛
≤ 𝑛

𝑛− 1
.

Ця нерiвнiсть вiдома як нерiвнiсть Карлемана i дає верхню оцiнку для
середнього арифметичного довiльного набору додатних чисел [13, с. 29].

Повернемося до основної нерiвностi мiж середнiми. Ми довели її,
користуючись лише опуклiстю експоненти та властивостями мажоризацiї.
Але, виявляється, цю нерiвнiсть можна вивести i з загальнiших мiркувань,
пов’язаних з теорiєю опуклих функцiй.

Розглянемо функцiю 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛. Її частиннi
похiднi 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
= 1, а всi мiшанi та вищi частиннi похiднi дорiвнюють нулю.

Тому за критерiєм Сильвестра функцiя 𝑓 є опуклою (але не строго опуклою)
на всьому просторi R𝑛 [18, с. 159].

Застосуємо до функцiї 𝑓 нерiвнiсть Єнсена в загальному виглядi:

𝑓(𝛼1𝑥11 + 𝛼2𝑥12 + . . .+ 𝛼𝑛𝑥1𝑛, 𝛼1𝑥21 + 𝛼2𝑥22 + . . .+ 𝛼𝑛𝑥2𝑛, . . . ,

𝛼1𝑥𝑛1 + 𝛼2𝑥𝑛2 + . . .+ 𝛼𝑛𝑥𝑛𝑛) ≤ 𝛼1𝑓(𝑥11, 𝑥21, . . . , 𝑥𝑛1)+

+ 𝛼2𝑓(𝑥12, 𝑥22, . . . , 𝑥𝑛2) + . . .+ 𝛼𝑛𝑓(𝑥1𝑛, 𝑥2𝑛, . . . , 𝑥𝑛𝑛),

де 𝛼1 + 𝛼2 + . . .+ 𝛼𝑛 = 1, 𝛼𝑖 ≥ 0, 𝑥𝑖𝑗 — довiльнi дiйснi числа. Покладемо в
цiй нерiвностi:

𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑖 при 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛;

𝑥𝑖𝑗 = 0 при 𝑖 ̸= 𝑗;

𝛼𝑖 =
1

𝑛
при 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Матимемо:

𝑓
(︁𝑥1
𝑛
,
𝑥2
𝑛
, . . . ,

𝑥𝑛
𝑛

)︁
≤

≤ 1

𝑛
𝑓(𝑥1, 0, . . . , 0) +

1

𝑛
𝑓(0, 𝑥2, . . . , 0) + . . .+

1

𝑛
𝑓(0, 0, . . . , 𝑥𝑛),
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або
𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛

𝑛
≤ 𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛

𝑛
,

що, очевидно, є рiвнiстю.

Але якщо пiдставити в ту ж саму нерiвнiсть функцiю 𝜙(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) =

ln(𝑥1) + ln(𝑥2) + . . .+ ln(𝑥𝑛), яка є строго опуклою на множинi додатних
чисел, то отримаємо:

𝜙
(︁𝑥1
𝑛
,
𝑥2
𝑛
, . . . ,

𝑥𝑛
𝑛

)︁
= 𝑛 ln(𝑥1𝑥2 · . . . · 𝑥𝑛)

1
𝑛 <

<
1

𝑛
ln(𝑥1) +

1

𝑛
ln(𝑥2) + . . .+

1

𝑛
ln(𝑥𝑛) =

=
ln(𝑥1) + ln(𝑥2) + . . .+ ln(𝑥𝑛)

𝑛
,

звiдки
(𝑥1𝑥2 · . . . · 𝑥𝑛)

1
𝑛 < 𝑒

ln(𝑥1)+ln(𝑥2)+...+ln(𝑥𝑛)
𝑛 .

Але 𝑒ln(𝑥) = 𝑥 при 𝑥 > 0, тому в результатi маємо:

(𝑥1𝑥2 · . . . · 𝑥𝑛)
1
𝑛 <

𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛
𝑛

,

що й треба було довести.

Таким чином, нерiвнiсть мiж середнiм арифметичним та середнiм
геометричним є частинним випадком загальної нерiвностi Єнсена, яка, в
свою чергу, випливає з означення опуклостi функцiй. Бiльш того, строга
нерiвнiсть мiж середнiми та умови її перетворення в рiвнiсть випливають з
вiдповiдних властивостей строго опуклих функцiй.

Цiкаво також вiдзначити зв’язок мiж нерiвностями для середнiх та
нерiвностями для рядiв. З курсу математичного аналiзу вiдомо, що ряд
𝑒𝑥1 + 𝑒𝑥2 + . . . збiгається тодi i лише тодi, коли збiгається ряд 𝑥1 + 𝑥2 + . . .

[14, с. 255].

З iншого боку, з нерiвностi (2.3) випливає, що частковi суми ряду
𝑒𝑥1 + 𝑒𝑥2 + . . . не меншi за 𝑒𝑆1/𝑛, 𝑒𝑆2/𝑛, . . . , 𝑒𝑆𝑛/𝑛, . . ., де 𝑆𝑘 — частковi суми
ряду 𝑥1 + 𝑥2 + . . .

Але послiдовнiсть 𝑒𝑆𝑛/𝑛 має додатну границю тодi i лише тодi, коли
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ряд 𝑥1+𝑥2+ . . . збiгається. Тому збiжнiсть ряду 𝑒𝑥1+𝑒𝑥2+ . . . забезпечується
збiжнiстю ряду 𝑥1 + 𝑥2 + . . ., що узгоджується з критерiєм збiжностi для
рядiв.

Вiдзначимо ще одну цiкаву властивiсть нерiвностi мiж середнiми.
Якщо в нiй перейти до границi при 𝑛 → ∞, то отримаємо нерiвнiсть мiж
середнiм арифметичним та середнiм геометричним нескiнченної кiлькостi
невiд’ємних чисел:

lim inf(𝑥𝑛) ≥ 𝑒lim inf(ln(𝑥𝑛)).

Ця нерiвнiсть вiдома як нерiвнiсть Кошi-Буняковського для послiдовностей
i має застосування в рiзних роздiлах математичного аналiзу, зокрема в
теорiї рядiв Дiрiхле та теорiї динамiчних систем [15, с. 94].

Цiкаво, що всi розглянутi нерiвностi допускають рiзноманiтнi узагаль-
нення на випадок кiлькох змiнних, векторних та матричних аргументiв,
випадкових величин тощо. Зокрема, в теорiї ймовiрностей доводиться, що
математичне сподiвання добутку невiд’ємних випадкових величин не пере-
вищує добутку їх математичних сподiвань [16, с. 135].

Пiдводячи пiдсумки, можна сказати, що запропоноване доведення
нерiвностi мiж середнiм арифметичним та середнiм геометричним є дуже
змiстовним та повчальним. Воно не лише встановлює справедливiсть са-
мої нерiвностi, але й демонструє її глибокi зв’язки з фундаментальними
поняттями математичного аналiзу — опуклiстю функцiй, мажоризацiєю,
нерiвностями Єнсена та Кошi-Буняковського.

Бiльш того, це доведення показує, що нерiвнiсть мiж середнiми є
частинним випадком цiлої низки подiбних нерiвностей для опуклих фун-
кцiй, якi мають широке застосування в рiзних роздiлах математики та
природничих наук.

Зокрема, такi нерiвностi вiдiграють важливу роль в теорiї оптимiза-
цiї, де вони дозволяють отримувати оцiнки знизу для цiльових функцiй
через їх значення в окремих точках [17, с. 241]. В теорiї ймовiрностей вони
використовуються для отримання нерiвностей мiж моментами випадкових
величин та їх функцiй [18, с. 161].

В математичнiй статистицi нерiвностi типу Кошi-Буняковського ле-
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жать в основi методу найменших квадратiв та його узагальнень [13, с. 30].
В теорiї iнформацiї вони дозволяють отримувати оцiнки для ентропiї та
взаємної iнформацiї випадкових об’єктiв [14, с. 264].

Таким чином, нерiвнiсть мiж середнiм арифметичним та середнiм
геометричним є прекрасною iлюстрацiєю того, як простi та елегантнi ма-
тематичнi факти можуть мати глибокий змiст та численнi застосування в
найрiзноманiтнiших галузях науки i технiки.

Безумовно, кожен математик повинен знати цю нерiвнiсть та вмiти
її доводити. Але не менш важливо розумiти її мiсце в загальнiй картинi
математичного знання, бачити її зв’язки та аналогiї з iншими поняттями та
результатами.

Саме таке цiлiсне та концептуальне розумiння математики вiдрiзняє
справжнього вченого вiд ремiсника, який просто запам’ятовує та вiдтворює
окремi факти та методи. Тому вивчення таких класичних результатiв, як
нерiвнiсть мiж середнiми, є необхiдною складовою повноцiнної математичної
освiти та запорукою успiшної наукової роботи.

Наведемо ще один приклад, який демонструє невичерпнiсть та красу
нерiвностi мiж середнiми. Розглянемо довiльний многочлен 𝑃 (𝑥) = 𝑎0 +

𝑎1𝑥+ 𝑎2𝑥
2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 з дiйсними додатними коефiцiєнтами. Вiдомо, що
його коренi (дiйснi чи комплекснi) лежать у колi |𝑧| ≤ 1 + max

(︁
𝑎𝑖
𝑎0

)︁
[15,

с. 97].

З iншого боку, застосувавши нерiвнiсть мiж середнiми до коефiцiєнтiв
многочлена, отримаємо:

𝑎
1
𝑛
0 · 𝑎

1
𝑛−1

1 · . . . · 𝑎𝑛𝑎
1
2
𝑛−1 ≤

(︂
𝑎0 + 𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛

𝑛+ 1

)︂𝑛+1
2

.

Звiдси випливає, що коренi многочлена 𝑃 (𝑥) лежать у колi

|𝑧| ≤ (𝑛+ 1)

(︂
𝑎0 + 𝑎1 + . . .+ 𝑎𝑛

𝑎0

)︂ 1
2

− 1,

що в багатьох випадках дає кращу оцiнку, нiж попередня.

Цей приклад показує, що нерiвнiсть мiж середнiми може бути ефе-
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ктивним iнструментом для розв’язання задач з iнших роздiлiв математики,
зокрема алгебри та комплексного аналiзу. Вiн також iлюструє плiднiсть iдеї
застосування нерiвностей для отримання оцiнок величин, точнi значення
яких знайти важко або неможливо.

Пiдсумовуючи, можна сказати, що нерiвнiсть мiж середнiм арифмети-
чним та середнiм геометричним є справжньою перлиною математичного
аналiзу, яка концентрує в собi глибокi iдеї та методи цiєї дисциплiни. Її
доведення та узагальнення слугують прекрасною школою математичного
мислення та дослiдницької майстерностi.

Тому кожному, хто хоче осягнути красу та велич математики, варто
детально розiбратися в усiх аспектах та тонкощах цiєї нерiвностi. Це не тiль-
ки збагатить математичну культуру та ерудицiю, але й принесе справжнє
iнтелектуальне задоволення та натхнення для подальшої наукової роботи.
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РОЗДIЛ 3

АРИФМЕТИКО-ГЕОМЕТРИЧНI СЕРЕДНI ТА IНШI

МЕТОДИ ДОВЕДЕННЯ НЕРIВНОСТЕЙ

Арифметико-геометричнi середнi Гаусса та нерiвностi мiж ними

Арифметико-геометричнi середнi, введенi видатним нiмецьким мате-
матиком Карлом Фрiдрiхом Гауссом, є цiкавим узагальненням звичайних
середнiх величин. Вони дозволяють iнтерполювати мiж середнiм арифмети-
чним та середнiм геометричним за допомогою параметра, що змiнюється
вiд 1 до 𝑛

Означення арифметико-геометричного середнього Гаусса порядку 𝑘

для 𝑛 дiйсних чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 можна дати так:

𝐴𝐺𝑘 =

(︂
𝑆𝑘

𝐶(𝑛,𝑘)

)︂ 1
𝑘

,

де 𝑆𝑘 — сума всiх можливих добуткiв 𝑘 рiзних чисел 𝑎𝑖, а 𝐶(𝑛,𝑘)— кiлькiсть
таких добуткiв (бiномiальний коефiцiєнт).

Легко бачити, що при 𝑘 = 1 маємо звичайне середнє арифметичне:

𝐴𝐺1 =
𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛

𝑛
,

а при 𝑘 = 𝑛 отримуємо середнє геометричне:

𝐴𝐺𝑛 = (𝑎1 · 𝑎2 · . . . · 𝑎𝑛)
1
𝑛 .

Тому арифметико-геометричнi середнi Гаусса є природним «мiстком» мiж
цими двома фундаментальними поняттями [18, с. 72].

Наведемо приклад обчислення арифметико-геометричних середнiх.
Нехай є числа 2, 3, 4, 5. Тодi:

𝐴𝐺1 =
2 + 3 + 4 + 5

4
= 3.5,
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𝐴𝐺2 =

(︂
(2 · 3) + (2 · 4) + (2 · 5) + (3 · 4) + (3 · 5) + (4 · 5)

6

)︂ 1
2

= 3.41 . . . ,

𝐴𝐺3 =

(︂
(2 · 3 · 4) + (2 · 3 · 5) + (2 · 4 · 5) + (3 · 4 · 5)

4

)︂ 1
3

= 3.36 . . . ,

𝐴𝐺4 = (2 · 3 · 4 · 5)
1
4 = 3.34 . . .

Бачимо, що при збiльшеннi порядку 𝑘 середнi 𝐴𝐺𝑘 монотонно спада-
ють вiд середнього арифметичного до середнього геометричного.

Ця властивiсть випливає з загальної нерiвностi мiж арифметико-
геометричними середнiми Гаусса:

𝐴𝐺1 ≥ 𝐴𝐺2 ≥ . . . ≥ 𝐴𝐺𝑛,

яка справедлива для будь-якого набору невiд’ємних чисел 𝑎𝑖 [19, с. 184].

Доведення цiєї нерiвностi можна отримати з нерiвностi Маклорена мiж
елементарними симетричними многочленами. А саме, розглянемо функцiю

𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥+ 𝑎1𝑦)(𝑥+ 𝑎2𝑦) . . . (𝑥+ 𝑎𝑛𝑦).

Коефiцiєнти цiєї функцiї при розкладi за степенями 𝑦 є елементарними
симетричними многочленами вiд змiнних 𝑎𝑖. Зокрема:

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑛 + 𝑆1𝑥
𝑛−1𝑦 + 𝑆2𝑥

𝑛−2𝑦2 + . . .+ 𝑆𝑛𝑦
𝑛,

де
𝑆1 = 𝑎1 + 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛

𝑆2 =
∑︁
𝑖<𝑗

𝑎𝑖𝑎𝑗,

. . . ,

𝑆𝑛 = 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑛

.

Нерiвнiсть Маклорена стверджує, що для цих коефiцiєнтiв виконує-



42

ться:
𝑆2
2 ≥ 𝑆1𝑆3,

𝑆3
3 ≥ 𝑆2𝑆4,

. . . ,

𝑆𝑛−1
𝑛−1 ≥ 𝑆𝑛−2𝑆𝑛.

Пiднiсши цi нерiвностi до степенiв 1
2 ,

1
3 , . . . ,

1
𝑛−1 вiдповiдно, та перемноживши,

отримаємо:

(︂
𝑆2

𝐶(𝑛,2)

)︂(︂
𝑆3

𝐶(𝑛,3)

)︂ 2
3

. . .

(︂
𝑆𝑛−1

𝐶(𝑛,𝑛− 1)

)︂𝑛−2
𝑛−1

≥

≥
(︂
𝑆1

𝑛

)︂(︂
𝑆2

𝐶(𝑛,2)

)︂
. . .

(︂
𝑆𝑛−2

𝐶(𝑛,𝑛− 2)

)︂(︂
𝑆𝑛

1

)︂ 1
𝑛

,

або

(𝐴𝐺2)
2(𝐴𝐺3)

3 . . . (𝐴𝐺𝑛−1)
𝑛−1 ≥ (𝐴𝐺1)(𝐴𝐺2) . . . (𝐴𝐺𝑛−1)(𝐴𝐺𝑛)

𝑛.

Звiдси випливає, що

𝐴𝐺2 ≥ 𝐴𝐺3 ≥ . . . ≥ 𝐴𝐺𝑛,

а разом з очевидною нерiвнiстю 𝐴𝐺1 ≥ 𝐴𝐺2 отримуємо повну нерiвнiсть
мiж середнiми Гаусса [20, с. 105].

Застосування арифметико-геометричних середнiх та нерiвностей мiж
ними є досить рiзноманiтними. Наприклад, вони використовуються в теорiї
опуклих функцiй для побудови iнтерполяцiйних многочленiв та квадратур-
них формул [21, с. 218].

В теорiї ймовiрностей нерiвностi типу Кошi-Буняковського та їх уза-
гальнення можна виводити з нерiвностей для середнiх Гаусса, застосованих
до послiдовностi випадкових величин [18, с. 74].

Цiкавою є також iнтерпретацiя арифметико-геометричних середнiх як
розв’язкiв деяких екстремальних задач. Зокрема, логарифм середнього 𝐴𝐺𝑘

є оптимальним значенням у задачi максимiзацiї суми добуткiв 𝑘-вибiрок
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з логарифмiв чисел 𝑎𝑖 [15, с. 156]. Ця задача, в свою чергу, має зв’язок з
поняттям ентропiї в теорiї iнформацiї та статистичнiй фiзицi. Максимiзацiя
ентропiї за певних обмежень приводить до розподiлiв ймовiрностей, якi
виражаються саме через арифметико-геометричнi середнi [19, с. 189].

Ще одне застосування нерiвностей Гаусса — це оцiнки коренiв мно-
гочленiв та характеристичних чисел матриць. За їх допомогою можна
локалiзувати спектр лiнiйного оператора, виходячи з iнформацiї про його
матричнi елементи [21, с. 221].

Наведемо один приклад такої оцiнки. Нехай 𝐴— ермiтова матриця
порядку 𝑛 з власними числами 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛. Позначимо через 𝑆𝑘 суму
головних мiнорiв порядку 𝑘 матрицi 𝐴. Тодi з нерiвностей Маклорена
випливає, що

(𝜆1𝜆2 . . . 𝜆𝑛)
1
𝑛 ≤

(︂
𝑆𝑛

𝐶(𝑛,𝑛)

)︂ 1
𝑛

≤ . . . ≤
(︂

𝑆2

𝐶(𝑛,2)

)︂ 1
2

≤ 𝑆1

𝑛
,

тобто середнє геометричне власних чисел не перевищує їх середнього ари-
фметичного. Рiвнiсть досягається тодi i лише тодi, коли всi власнi числа
рiвнi мiж собою (матриця 𝐴 кратна одиничнiй).

Зауважимо, що можна розглядати арифметико-геометричнi середнi
Гаусса не лише для дiйсних невiд’ємних чисел, а й для комплексних чисел та,
бiльш загально, для елементiв довiльного комутативного кiльця з одиницею
[15, с. 159].

В такому загальному контекстi нерiвностi мiж середнiми Гаусса викону-
ються, якщо розглядати модулi або абсолютнi величини вiдповiдних об’єктiв.
Зокрема, на комплекснiй площинi можна дати геометричну iнтерпретацiю
середнiх 𝐴𝐺𝑘 як точок, що дiлять вiдрiзок мiж середнiм арифметичним
та середнiм геометричним комплексних чисел у заданому вiдношеннi [20,
с. 109].

На завершення вiдзначимо, що арифметико-геометричнi середнi Гаусса
та нерiвностi для них залишаються активною темою сучасних математичних
дослiджень. Зокрема, вивчаються їх аналоги для матриць, тензорiв та
операторiв, узагальнення на некомутативнi структури (графи, групи тощо),
застосування в комбiнаторицi, геометрiї, математичнiй фiзицi
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Цiкавим є також зв’язок цих середнiх з рiзними узагальненнями по-
няття ентропiї (ентропiя Реньї, ентропiя Аверинцева тощо) та вiдповiдними
варiацiйними принципами в статистицi, теорiї iнформацiї, фiзицi [15, с. 164].

Тому можна стверджувати, що арифметико-геометричнi середнi Гаусса
та нерiвностi мiж ними є не лише класичним надбанням математики, а й
плiдним джерелом нових iдей та результатiв у рiзних роздiлах сучасної
науки.

Доведення Гурвiца методом зведення нерiвностi до тотожностi

Одним iз найвитонченiших i найелегантнiших доведень нерiвностi
мiж середнiм арифметичним та середнiм геометричним є доведення, яке
запропонував видатний нiмецький математик Адольф Гурвiц у 1891 роцi.
Його iдея полягає в тому, щоб звести доведення нерiвностi до встановлення
певної алгебраїчної тотожностi.

Розглянемо довiльну функцiю 𝑛 дiйсних змiнних 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Вве-
демо позначення 𝑃𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) для суми значень функцiї 𝑓 по всiх
можливих перестановках її аргументiв. Наприклад:

𝑃 (𝑥21) = (𝑛− 1)! · (𝑥21 + 𝑥22 + . . .+ 𝑥2𝑛),

𝑃 (𝑥1𝑥2) = (𝑛− 1)! · (𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + . . .+ 𝑥𝑛−1𝑥𝑛).

Легко бачити, що у випадку степеневої функцiї 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑘 оператор 𝑃

дає суму добуткiв змiнних 𝑥𝑖 всiлякими способами по 𝑘 штук:

𝑃 (𝑥𝑘𝑖 ) = (𝑛− 1)!
∑︁

𝑥𝑖1𝑥𝑖2 . . . 𝑥𝑖𝑘,

де сума береться по всiх кортежах (𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘) довжини 𝑘 з множини
iндексiв 1, 2, . . . , 𝑛 [21, с. 223].

Ключову роль у доведеннi Гурвiца вiдiграють спецiальнi функцiї
𝜙𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), означенi для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1 за допомогою оператора
𝑃 : 𝜙𝑘 = 𝑃 ((𝑥𝑛−𝑘

1 − 𝑥𝑛−𝑘
2 ) · (𝑥1 − 𝑥2) · 𝑥3 · . . . · 𝑥𝑘+1).

Для того, щоб записати цi функцiї бiльш явно, розкладемо дужки в
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їхньому означеннi:

(𝑥𝑛−𝑘
1 − 𝑥𝑛−𝑘

2 ) · (𝑥1 − 𝑥2) · 𝑥3 · . . . · 𝑥𝑘+1 =

= (𝑥1 − 𝑥2)
2 · (𝑥𝑛−𝑘−1

1 + 𝑥𝑛−𝑘−2
1 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛−𝑘−1

2 ) · 𝑥3 · . . . · 𝑥𝑘+1.

Застосовуючи оператор 𝑃 до обох частин цiєї рiвностi, отримаємо:

𝜙𝑘 = 𝑃 ((𝑥1 − 𝑥2)
2 · (𝑥𝑛−𝑘−1

1 + 𝑥𝑛−𝑘−2
1 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛−𝑘−1

2 ) · 𝑥3 · . . . · 𝑥𝑘+1).

Тобто 𝜙𝑘 є сумою добуткiв виду (𝑥𝑖−𝑥𝑗)
2 ·𝑄(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) ·𝑅(𝑥3, . . . , 𝑥𝑘+1) по

всiх можливих способах вибору iндексiв 𝑖, 𝑗 та множникiв 𝑄,𝑅 [19, с. 187]..

При цьому 𝑄(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)— це симетричний многочлен степеня 𝑛− 𝑘 − 1

вiд 𝑥𝑖, 𝑥𝑗, а 𝑅(𝑥3, ..., 𝑥𝑘+1)— це мономи степеня 𝑘 − 2 вiд решти змiнних
𝑥3, . . . , 𝑥𝑘+1.

Наведемо таблицю значень функцiй 𝜙𝑘 для малих 𝑛 та 𝑘:

𝑛 𝑘 𝜙𝑘

2 1 (𝑥1 − 𝑥2)
2

3 1 2(𝑥21 + 𝑥22 − 𝑥1𝑥2)

3 2 2(𝑥1 − 𝑥2)
2𝑥3

4 1 3(𝑥31 + 𝑥32 + 𝑥33 − 𝑥21𝑥2 − 𝑥21𝑥3 − 𝑥22𝑥3)

4 2 3(𝑥21 + 𝑥22 − 2𝑥1𝑥2)(𝑥3 + 𝑥4)− 3(𝑥1 + 𝑥2)(𝑥
2
3 − 𝑥3𝑥4 + 𝑥24)

4 3 6(𝑥1 − 𝑥2)
2𝑥3𝑥4

Табл. 3.1. Функцiї 𝜙𝑘 для 𝑛 = 2, 3, 4

З наведених прикладiв видно, що функцiї 𝜙𝑘 є певними лiнiйними
комбiнацiями рiзних симетричних многочленiв вiд змiнних 𝑥𝑖. Коефiцiєнти
в цих комбiнацiях залежать лише вiд 𝑛 та 𝑘 i обчислюються за допомогою
комбiнаторних формул [20, с. 112]..

Тепер ми готовi до викладення самого доведення Гурвiца. Розглянемо
рiзницю мiж середнiм арифметичним та середнiм геометричним додатних
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чисел 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛:

𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛
𝑛

− (𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛)
1
𝑛 .

Помножимо її на 𝑛! та розпишемо, використовуючи введенi ранiше
позначення:

𝑛! ·
(︂
𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛

𝑛
− (𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛)

1
𝑛

)︂
=

= 𝑃 (𝑥𝑛1) + 𝑃 (𝑥𝑛2) + . . .+ 𝑃 (𝑥𝑛𝑛)− 𝑛! · (𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛).

Права частина цiєї рiвностi є рiзницею мiж двома симетричними
многочленами степеня 𝑛 вiд змiнних 𝑥𝑖. Доведемо, що вона тотожно рiвна
сумi функцiй 𝜙𝑘.

Для цього запишемо наступний ланцюжок тотожностей:

𝜙1 = 𝑃 [(𝑥𝑛−1
1 − 𝑥𝑛−1

2 )(𝑥1 − 𝑥2)] = 𝑃 (𝑥𝑛1) + 𝑃 (𝑥𝑛2) − 2𝑃 (𝑥𝑛−1
1 𝑥2),

𝜙2 = 𝑃 [(𝑥𝑛−2
1 − 𝑥𝑛−2

2 )(𝑥1 − 𝑥2)𝑥3] =

= 𝑃 (𝑥𝑛−1
1 𝑥3) + 𝑃 (𝑥𝑛−1

2 𝑥3)− 2𝑃 (𝑥𝑛−2
1 𝑥2𝑥3),

𝜙3 = 𝑃 [(𝑥𝑛−3
1 − 𝑥𝑛−3

2 )(𝑥1 − 𝑥2)𝑥3𝑥4] =

= 𝑃 (𝑥𝑛−2
1 𝑥3𝑥4) + 𝑃 (𝑥𝑛−2

2 𝑥3𝑥4)− 2𝑃 (𝑥𝑛−3
1 𝑥2𝑥3𝑥4),

. . .

𝜙𝑛−1 = 𝑃 [(𝑥1 − 𝑥2)𝑥3 . . . 𝑥𝑛)] = 2𝑃 (𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛)− 2𝑃 (𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛) = 0.

Пiдсумовуючи цi тотожностi почленно, та враховуючи спiввiдношення
мiж многочленами 𝑃 (𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛), отримаємо:

𝜙1 + 𝜙2 + . . .+ 𝜙𝑛−1 = 2(𝑃 (𝑥𝑛1)− 𝑛! · 𝑃 (𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛)).
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Подiливши обидвi частини на 2𝑛!, маємо потрiбну тотожнiсть:

1

2𝑛!
(𝜙1 + 𝜙2 + . . .+ 𝜙𝑛−1) =

𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛
𝑛

− (𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛)
1
𝑛 .

Остання рiвнiсть показує, що рiзниця мiж середнiми є сумою функцiй
𝜙𝑘 з точнiстю до множника 1

2𝑛! . Але, як ми бачили вище, кожна функцiя
𝜙𝑘 є сумою невiд’ємних доданкiв типу (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

2 ·𝑄 ·𝑅.

Тому i вся сума 𝜙1 + 𝜙2 + . . . + 𝜙𝑛−1 є невiд’ємною, причому вона
дорiвнює нулю лише коли всi 𝑥𝑖 рiвнi мiж собою (бо тодi 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗 = 0 для
всiх 𝑖, 𝑗).

Звiдси вiдразу випливає, що середнє арифметичне завжди не менше
за середнє геометричне, причому рiвнiсть досягається тодi i лише тодi, коли
всi числа 𝑥𝑖 рiвнi [15, с. 162]..

Отже, ми навели повне доведення нерiвностi мiж середнiми, яке вико-
ристовує лише алгебраїчнi тотожностi та властивостi введених симетричних
функцiй 𝜙𝑘. Це доведення є дуже витонченим та красивим, i показує глибо-
кий зв’язок мiж алгеброю многочленiв та числовими нерiвностями.

Зауважимо, що iдеї Гурвiца можна використати для доведення й
iнших нерiвностей такого типу. Зокрема, аналогiчним методом доводиться
бiльш загальна нерiвнiсть Маклорена мiж елементарними симетричними
многочленами [18, с. 78]..

Цiкаво також, що розглянуте доведення має тiсний зв’язок з теорiєю
опуклих функцiй та опуклих многогранникiв. А саме, нерiвнiсть мiж сере-
днiми можна iнтерпретувати як опуклiсть графiка функцiї 𝑓(𝑥) = ln(𝑥) та
угнутiсть графiка функцiї 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 [21, с. 228]..

З iншого боку, функцiї 𝜙𝑘 можна трактувати як значення певних опу-
клих многочленiв (а саме, многочленiв Джека) в точках, якi вiдповiдають
перестановкам координат вектора (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛). Це дає можливiсть уза-
гальнити метод Гурвiца на випадок довiльних опуклих функцiй та опуклих
многогранникiв [20, с. 117].

Пiдсумовуючи, можна сказати, що доведення нерiвностi мiж середнiми,
яке запропонував Гурвiц, є справжнiм шедевром математичної думки. Воно
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поєднує в собi красу алгебраїчних перетворень, глибину аналiтичних методiв
та геометричну наочнiсть опуклого аналiзу.

Тому кожному, хто цiкавиться математикою та її iсторiєю, варто
детально розiбратися в цьому доведеннi та осмислити його зв’язки з iншими
роздiлами науки. Це не лише збагатить математичну культуру, але й дасть
змогу по-новому подивитися на, здавалося б, добре знайомi речi та вiдкрити
для себе несподiванi iдеї та методи дослiдження.

Застосування властивостей степеневої функцiї для доведення нерiвностей

Степенева функцiя 𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼, де 𝛼— дiйсне число, має низку ва-
жливих властивостей, якi дозволяють доводити рiзноманiтнi нерiвностi.
Зокрема, характер монотонностi та опуклостi степеневої функцiї суттєво
залежить вiд показника степеня 𝛼, що дає змогу отримувати нерiвностi
рiзних типiв [22, с. 127].

Розглянемо деякi основнi властивостi функцiї 𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼 на промiжку
(0,+∞). При 𝛼 > 0 функцiя 𝑓(𝑥) є зростаючою, а при 𝛼 < 0— спадною.
При 𝛼 > 1 або 𝛼 < 0 функцiя 𝑓(𝑥) є опуклою догори, а при 0 < 𝛼 < 1—
опуклою донизу [23, с. 215].

Цi факти випливають з поведiнки першої та другої похiдних функцiї
𝑓(𝑥). Дiйсно, 𝑓 ′(𝑥) = 𝛼𝑥𝛼−1, тому знак похiдної збiгається зi знаком 𝛼.
Друга похiдна 𝑓 ′′(𝑥) = 𝛼(𝛼 − 1)𝑥𝛼−2, тому її знак визначається знаком
виразу 𝛼(𝛼 − 1), який додатний при 𝛼 > 1 або 𝛼 < 0, та вiд’ємний при
0 < 𝛼 < 1 [24, с. 94].

З опуклостi степеневої функцiї вiдразу отримуємо нерiвностi Єнсена
для опуклих та опуклих донизу функцiй. А саме, якщо 𝛼 > 1 або 𝛼 <

0, то для будь-яких додатних чисел 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 та невiд’ємних чисел
𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛, що в сумi дають 1, виконується нерiвнiсть:

(𝜆1𝑥
𝛼
1 + 𝜆2𝑥

𝛼
2 + . . .+ 𝜆𝑛𝑥

𝛼
𝑛)

1/𝛼 ≤ 𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 + . . .+ 𝜆𝑛𝑥𝑛,

яка перетворюється на рiвнiсть тодi i лише тодi, коли всi 𝑥𝑖 рiвнi мiж собою
[25, с. 180].



49

Якщо ж 0 < 𝛼 < 1, то за тих самих умов справедлива зворотна
нерiвнiсть:

(𝜆1𝑥
𝛼
1 + 𝜆2𝑥

𝛼
2 + . . .+ 𝜆𝑛𝑥

𝛼
𝑛)

1
𝛼 ≥ 𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 + . . .+ 𝜆𝑛𝑥𝑛,

знову ж таки з рiвнiстю лише для рiвних 𝑥𝑖 [22, с. 128].

Пiдставляючи 𝜆𝑖 =
1
𝑛 , з цих нерiвностей отримуємо нерiвностi мiж

середнiми степеневими (узагальненими середнiми). При 𝛼 > 1 або 𝛼 < 0

маємо:
(𝑥𝛼1 + 𝑥𝛼2 + . . .+ 𝑥𝛼𝑛)

1
𝛼 ≤ 𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛

𝑛
,

а при 0 < 𝛼 < 1— зворотну нерiвнiсть:

(𝑥𝛼1 + 𝑥𝛼2 + . . .+ 𝑥𝛼𝑛)
1
𝛼 ≥ 𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛

𝑛
.

Зокрема, при 𝛼 = 1 отримуємо рiвнiсть мiж середнiм арифметичним та
середнiм геометричним, при 𝛼 → 0— нерiвнiсть мiж середнiм геометричним
та середнiм гармонiчним, а при 𝛼 → +∞ та 𝛼 → −∞— вiдповiдно верхню
та нижню оцiнки для всiх середнiх степеневих [23, с. 217].

Цiкаво зауважити, що нерiвностi Єнсена для степеневих функцiй
можна використовувати для доведення класичних нерiвностей Кошi та
Мiнковського в просторах 𝐿𝑝. Справдi, якщо покласти 𝑥𝑖 = |𝑎𝑖|𝑝, 𝜆𝑖 =

|𝑏𝑖|𝑞
|𝑏1|𝑞+...+|𝑏𝑛|𝑞 , де 𝑝 > 1, 1

𝑝 +
1
𝑞 = 1, то з нерiвностi Єнсена випливає:

(︂
|𝑎1𝑏1 + . . .+ 𝑎𝑛𝑏𝑛|𝑝

|𝑏1|𝑞 + . . .+ |𝑏𝑛|𝑞

)︂ 1
𝑝

≤
(︂
|𝑎1|𝑝|𝑏1|𝑞 + . . .+ |𝑎𝑛|𝑝|𝑏𝑛|𝑞

|𝑏1|𝑞 + . . .+ |𝑏𝑛|𝑞

)︂ 1
𝑝

,

що є однiєю з форм нерiвностi Гельдера. Пiдставляючи 𝑏𝑖 = 1, отримуємо
звiдси нерiвнiсть Мiнковського для норм [24, с. 97].

Iнший пiдхiд до доведення нерiвностей за допомогою степеневих фун-
кцiй полягає у використаннi так званих нерiвностей типу Бернуллi. Вони
стверджують, що для 𝑥 > −1 та 𝛼 > 1 або 𝛼 < 0 виконується нерiвнiсть:

(1 + 𝑥)𝛼 ≥ 1 + 𝛼𝑥,
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а для 𝑥 > −1 та 0 < 𝛼 < 1— зворотня нерiвнiсть:

(1 + 𝑥)𝛼 ≤ 1 + 𝛼𝑥.

В обох випадках рiвнiсть досягається лише при 𝑥 = 0 [25, с. 182]. Нерiвностi
Бернуллi легко отримати з розкладу функцiї 𝑓(𝑥) = (1 + 𝑥)𝛼 в ряд Тейлора
в околi точки 𝑥 = 0 та оцiнки залишкового члена за формулою Лагранжа.
Але з них, в свою чергу, можна вивести багато iнших важливих нерiвностей.

Наприклад, при 𝛼 = −1 з нерiвностi Бернуллi маємо:

1

1 + 𝑥
≤ 1− 𝑥, або 1 ≤ (1 + 𝑥)(1− 𝑥) = 1− 𝑥2,

звiдки випливає, що 𝑥2 ≥ 0 для всiх дiйсних 𝑥. Як окремий випадок отри-
муємо нерiвнiсть Кошi для двох чисел [22, с. 132].

При 𝛼 = 2 нерiвнiсть Бернуллi дає:

(1 + 𝑥)2 ≥ 1 + 2𝑥, або 𝑥2 ≥ 0,

що також веде до нерiвностi Кошi для двох чисел. Застосувавши цю не-
рiвнiсть до рiзницi 𝑥− 𝑦, приходимо до важливої нерiвностi мiж середнiм
арифметичним та середнiм квадратичним двох невiд’ємних чисел 𝑥 та 𝑦:

(︂
𝑥2 + 𝑦2

2

)︂ 1
2

≥ 𝑥+ 𝑦

2
.

Узагальненням цiєї нерiвностi на довiльне натуральне 𝑛 є нерiвнiсть
мiж середнiм квадратичним та середнiм ариичним:

(︂
𝑥21 + 𝑥22 + . . .+ 𝑥2𝑛

𝑛

)︂ 1
2

≥ 𝑥1 + 𝑥2 + . . .+ 𝑥𝑛
𝑛

.

При 𝛼 = −2 з нерiвностi Бернуллi випливає:

1

(1 + 𝑥)2
≤ 1− 2𝑥, або (1 + 𝑥)2(1− 2𝑥) ≥ 1,
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звiдки, пiдставивши 𝑥 = 𝑦
1−𝑦 , отримуємо пiсля спрощень:

1

(1− 𝑦)3
≥ 1 + 3𝑦.

Це — нерiвнiсть мiж середнiм гармонiчним та середнiм арифметичним
чисел 1, 1− 𝑦, 1− 𝑦 при 0 < 𝑦 < 1 [23, с. 219].

У таблицi 3.2 наведено деякi iншi нерiвностi, якi можна отримати з
нерiвностей Бернуллi при рiзних значеннях показника 𝛼, разом з умовами
їхньої справедливостi:

𝛼 Нерiвнiсть Умови

-3 (1 + 𝑥)4(1− 3𝑥) ≤ 1 𝑥 > −1

-1/2 (1 + 𝑥)3/2(1− 𝑥/2) ≥ 1 𝑥 > −1

1/2 (1 + 𝑥)1/2 ≤ 1 + 𝑥/2 𝑥 > −1

3 (1 + 𝑥)3 ≥ 1 + 3𝑥+ 3𝑥2 𝑥 > −1

Табл. 3.2. Нерiвностi, отриманi з нерiвностей Бернуллi

Як бачимо, застосування властивостей степеневої функцiї дає змогу
отримувати числовi нерiвностi найрiзноманiтнiших типiв — як класичнi, так
i менш вiдомi.

При цьому кожна така нерiвнiсть має свою «природну область засто-
сування»: нерiвностi Кошi — в теорiї векторних та гiльбертових просторiв,
нерiвностi Гельдера та Мiнковського - в теорiї просторiв 𝐿𝑝 та мiр, нерiвно-
стi мiж середнiми — в теорiї опуклих функцiй та математичнiй статистицi
тощо [24, с. 101].

Тому глибоке розумiння та вмiння використовувати властивостi степе-
невої функцiї є необхiдними для кожного математика, який працює в галузi
математичного аналiзу, функцiонального аналiзу, теорiї ймовiрностей та
сумiжних дисциплiнах [25, с. 185].
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ВИСНОВКИ

У роботi здiйснено систематичний огляд рiзних методiв доведення
класичних нерiвностей математичного аналiзу на прикладi нерiвностi Кошi-
Буняковського та нерiвностей мiж середнiми величинами. Розглянуто як
найпростiшi методи доведення (на основi нерiвностей мiж дiйсними числа-
ми), так i бiльш складнi пiдходи, що використовують апарат математичного
аналiзу (поняття опуклостi, диференцiальне числення, теорiю мiри та iнте-
грала).

Показано, що нерiвнiсть Кошi-Буняковського допускає принаймнi
чотири рiзнi доведення: методом "квадратичної форми методом повних
квадратiв, методом математичної iндукцiї та методом Гурвiца. Кожен з цих
методiв має свої переваги та недолiки, i застосовується в залежностi вiд
конкретної ситуацiї та бажаного рiвня строгостi й узагальненостi.

Для доведення нерiвностей мiж середнiми величинами також iснує
багато пiдходiв: метод нерiвностей для дiйсних чисел, метод математичної
iндукцiї, метод диференцiального числення (теорема Лагранжа, формула
Тейлора), метод опуклих функцiй. Серед розглянутих методiв найбiльш
потужними та унiверсальними виявилися метод опуклих функцiй та метод
Гурвiца, якi дозволяють не лише довести нерiвнiсть мiж середнiм арифме-
тичним та середнiм геометричним, але й отримати загальнi теореми про
середнi величини.

Встановлено тiсний зв’язок мiж розглянутими нерiвностями та мето-
дами їх доведення. Зокрема, всi варiанти нерiвностi Кошi-Буняковського
можна розглядати як частиннi випадки загальної нерiвностi Гельдера в
рiзних функцiональних просторах. А нерiвностi мiж середнiми величинами
є наслiдками нерiвностей Єнсена для опуклих та увiгнутих функцiй. Метод
опуклостi, в свою чергу, спирається на деякi властивостi диференцiйовних
функцiй (теорему Лагранжа, формулу Тейлора).

Продемонстровано застосування розглянутих методiв доведення нерiв-
ностей до розв’язання рiзноманiтних задач з курсу математичного аналiзу:
дослiдження збiжностi невласних iнтегралiв та числових рядiв, оцiнюва-
ння похибки наближених обчислень, знаходження екстремумiв функцiй
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багатьох змiнних тощо. Кожне таке застосування не лише iлюструє кори-
снiсть вiдповiдних нерiвностей, але й поглиблює розумiння їх сутностi та
взаємозв’язкiв.

Розiбрано також деякi узагальнення класичних нерiвностей на ви-
падок комплексних чисел, векторiв, матриць, багатовимiрних iнтегралiв.
Цi узагальнення виникають природним чином при перенесеннi доведень
нерiвностей з одних математичних об’єктiв на iншi. Наприклад, метод
Гурвiца дозволяє довести нерiвнiсть мiж визначниками та перманентами
матриць, яка є матричним аналогом нерiвностi мiж середнiм арифметичним
та середнiм геометричним.

Пiдсумовуючи, можна зробити висновок, що методи доведення класи-
чних нерiвностей математичного аналiзу утворюють цiлiсну та концепту-
ально багату теорiю, яка знаходиться на перетинi кiлькох математичних
дисциплiн. Ретельне вивчення цiєї теорiї, її методiв та застосувань є кори-
сним i повчальним для кожного, хто цiкавиться сучасною математикою
та її iсторiєю. Воно розвиває математичну культуру та ерудицiю, привчає
до строгого логiчного мислення, стимулює пошук нестандартних iдей та
пiдходiв.
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