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ВСТУП 

 

 Дослiдження розв’язкiв задачi оптимального керування призводить до 

вивчення рiвнянь з множиннозначною правою частиною [4],[5],[7],[6], 

зокрема диференцiальних рiвнянь з похiдною Хукухари, так як траекторiї 

керованого руху при всiх можливих керуваннях утворюють пучок, так звану 

iнтегральну воронку, яка, апроксимується зверху розв’язком вiдповiдного 

диференцiального рiвняння з похiдною Хукухари. 

 Диференцiальнi рiвняння з похiдною Хукухари були введенi в роботах 

F.S. De Blasi, F. Iervolino. В цих же роботах дослiджувались основнi 

властивостi розв’язкiв рiвнянь з похiдною Хукухари: 

𝐷𝐻𝑋(𝑡) = 𝐹(𝑡, 𝑋(𝑡)), 𝑋(𝑡0) = 𝑋
0, 

де 𝑋: 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛), 𝐹: 𝐼 × 𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛)1 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛). 

 Надалi багато авторiв [2],[3],[8] розглядали диференцiальнi рiвняння з 

похiдною Хукухари. 

 Метою данної роботи є визначення поняття добутку множини та 

використання його для констуруювання нелінійності правої частини, розробка 

алгоритмiв побудови числових розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з 

похiдною Хукухари з квадратичною правою частиною. 

 Об’єкт данної роботи є числові розв’язки квадратичних диферен-

ціальних рівнянь з похідню Хукухари. 

 Предметом данної роботи є квадратичні рівняння з похідною Хукухари. 

Методи данної роботи є аналітичний метод, програмування та літера-

турний огляд. 
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Розділ 1 

Диференційні рівняння з похідною Хукухари 

1.1 Диференцiальнi рiвняння з похiдною Хукухари 

 

Розглянемо диференцiальне рiвнянн 

𝐷𝐻𝑋 = 𝐹(𝑡, 𝑋),         𝑋(𝑡0) = 𝑋0                                      (1) 

де 𝐹 ∶  𝐼 ×  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛)  →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛)− багатозначне вiдображення, 𝑋0 ∈

𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛). 

Означення 1 [2] . Багатозначне вiдображення 𝑋 ∶  𝐽 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛), 𝐽 ⊂ 

𝐼, називається розв’язком диференцiального рiвняння (1), якщо воно абсолютно 

неперервне на 𝐽 i задовольняє цьому рiвнянню при майже усiх 𝑡 ∈  𝐽. 

Разом з диференцiальним рiвнянням (1) розглянемо iнтегральне рiвняння 

𝑋(𝑡) = 𝑋0 + ∫𝐹(𝑠, 𝑋(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

.                                         (2) 

Означення 2 [2] . Багатозначне вiдображення 𝑋 ∶  𝐽 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛), 𝐽 ⊂ 

𝐼, називається розв’язком iнтегрального рiвняння (2), якщо воно неперервне на 𝐽 

та задовольняє цьому рiвнянню при всiх 𝑡 ∈  𝐽. 

Тодi за лемами 7, 8 i зауваженням 2 рiвняння (1) та (2) є еквiвалентними, 

тобто розв’язок рiвняння (1) є розв’язком рiвняння (2) i навпаки 

Лема 9 [2] . Нехай багатозначне вiдображення 𝐹 (𝑡, 𝑋) вимiрне по 𝑡 

для будь-якого фiксованого 𝑋, неперервне по 𝑋 при майже всiх 𝑡, 

ℎ(𝐹 (𝑡, 𝑋), {0}) ≤ 𝑚(𝑡), де 𝑚(·) сумована i вiдображення 𝜑 ∶ 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) 

вимiрне. Тодi багатозначне вiдображення 𝐹 (𝑡, 𝜑(𝑡)) вимiрне. 

 

1.2 Теорема iснування i єдиностi розв’язку 
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Для задачi (1) справедливою є наступна теорема. 

 

Теорема 1 [2]. Нехай багатозначне вiдображення 𝐹(𝑡, 𝑋) в областi 

𝑄 =  {(𝑡, 𝑋) ∶  𝑡0  ≤  𝑡 ≤  𝑡0  +  𝑎, ℎ(𝑋, 𝑋0)  ≤  𝑏} задовольняє наступним 

умовам: 

1) 𝐹 (𝑡, 𝑋) вимiрне по 𝑡 для будь-якого фiксованого 𝑋; 

2) 𝐹 (𝑡, 𝑋) неперервне по 𝑋 для будь-якого фiксованого 𝑡; 

3) ℎ(𝐹 (𝑡, 𝑋), {0})  ≤  𝑚(𝑡), де 𝑚(·) сумована на [𝑡0 , 𝑡0  +  𝑎]. 

Тодi на вiдрiзку [𝑡0 , 𝑡0  +  𝑑] iснує розв’язок задачi (1), де 𝑑 >  0 таке, що 

𝑑 ≤ 𝑎, 𝜑(𝑡0 + 𝑑) ≤ 𝑏, 𝜑(𝑡) = ∫𝑚(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

. 

Умови єдиностi розв’язку задачi (1) окреслює наступна теорема. 

 

Теорема 2 [2]. Нехай в областi 𝑄 =  {(𝑡, 𝑋) ∶  𝑡0 ≤  𝑡 ≤  𝑡0  +  𝑎, 𝑋 ∈ 

𝐷 ⊂  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛)} багатозначне вiдображення 𝐹(𝑡, 𝑋) задовольняє умову Лiпшиця 

з константою 𝐿 >  0. 

Тодi рiвняння (1) має єдиний розв’язок. 

 

1.3 Лінійні диференційні рівняння з похідною Хукухари 

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння з похiдною Хукухари: 

𝐷𝐻𝑋 = 𝐴(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝐵(𝑡),        𝑋(𝑡0) = 𝑋0                         (3) 

де 𝐴(𝑡) - 2𝜋-перiодична матриця розмiрностi 𝑛 ×  𝑛, 𝑡 ∈  [𝑡0, 𝑇] , 𝐵(𝑡) - 

неперервне багатозначне вiдображення. 

Для рiвняння (3) доведено iснування розв’язку на всьому промiжку [𝑡0, 𝑇]. 

 

Теорема 3 [2] . Нехай виконуються наступнi умови: 

1) всi елементи матрицi 𝐴(𝑡) сумованi на вiдрiзку [𝛼, 𝛽]; 
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2) багатозначне вiдображення 𝐵(𝑡) вимiрне, |𝐵(𝑡)|  ≤  𝑚(𝑡), де фун-кцiя 

𝑚(·) сумована на вiдрiзку [𝛼, 𝛽]. 

Тодi при 𝑡0  ∈  [𝛼, 𝛽] розв’язок системи (3) з будь-якою початковою 

умовою 𝑋(𝑡0)  =  𝑋0  ∈  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ
𝑛) iснує на всьому вiдрiзку [𝛼, 𝛽] i єдиний. 

Для диференцiального рiвняння з похiдною Хукухари (3) розглянемо 

алгоритм побудови "ламаної" Ейлера та оцiнки похибки. Розiб’ємо промiжок 

[𝑡0, 𝑇] на 𝑚 частин наступним чином: 

𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑚 =  𝑇, 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 = 𝛿, 𝐼𝑘 = [𝑡𝑘  , 𝑡𝑘+1], 𝑘 =  0,𝑚 −  1, 

i побудуємо "ламану" Ейлера: 

𝑋𝑚(𝑡) = 𝑋𝑚(𝑡𝑘) + (𝑡 + 𝑡𝑘)𝐹(𝑡𝑘, 𝑋𝑚(𝑡𝑘)), 𝑡 ∈ 𝐼𝑘 , 𝑘 = 0,𝑚 − 1,

 𝑋𝑚(𝑡0) = 𝑋0
          (4) 

Позначимо як 𝑅 =  max
𝑡∈[𝑡0,𝑇]

ℎ(𝑋(𝑡), 𝑋𝑚(𝑡))– вiдхилення лiнiйної апрокси-

мацiї вiд точного розв’язку. 

 

Теорема 4 [2]. Нехай багатозначне вiдображення 𝐹 ∶  [𝑡0, 𝑇] ×

 𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) задовольняє наступним умовам: 

1) 𝐹 (·,·) неперервне по (𝑡, 𝑋) ; 

2) 𝐹 (𝑡,·) задовольняє умову Лiпшиця по 𝑋 з константою 𝐿; 

3) розв’язок 𝑋(·) рiвняння (3) має неперервну другу похiдну 𝐷𝐻(𝐷𝐻𝑋(·)) 

на [𝑡0, 𝑇] таку, що |𝐷𝐻(𝐷𝐻𝑋(𝑡))|  <  𝐾 при 𝑡 ∈  [𝑡0, 𝑇]. 

Тодi похибка 𝑅 задовольняє нерiвностi 

𝑅 <
𝛿𝐾

2
[(
1

𝐿
+ 𝛿) (𝑒𝐿(𝑇−𝑡0) − 1) + 𝛿]. 

 

1.4 Алгоритм побудови числового розв’язку лiнiйного 

диференцiального рiвняння з похiдною Хукухари 

 

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння з похiдною Хукухари (3). 
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Розв’язком цього диференцiального рiвняння є вiдображення 𝑋(𝑡). 

Запишемо розв’язок рiвняння (3) в iнтегральнiй формi: 

𝑋(𝑡) = 𝑋0 + ∫[𝐴(𝑠)𝑋(𝑠) + 𝐵(𝑠)]𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

. 

Розiб’ємо промiжок [𝑡0, 𝑡1] на 𝑛 частин кроком 

∆𝑡 =
𝑡1 − 𝑡0
𝑛

. 

Тодi на кожному з отриманих промiжкiв 

𝑋(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑋(𝑡) + ∫ [𝐴(𝑠)𝑋(𝑠) + 𝐵(𝑠)]𝑑𝑠

𝑡+∆𝑡

𝑡0

, 𝑋(𝑡0) = 𝑋0. 

Скористаємося формулою числового iнтегрування 

𝑋(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑋(𝑡) + ∆𝑡[𝐴(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝐵(𝑡)], 𝑋(𝑡0) = 𝑋0. 

Вiзьмемо опорну функцiю вiд обох частин: 

𝐶 (𝑋(𝑡 + ∆𝑡), 𝜓)  =  𝐶 (𝑋(𝑡)  + ∆𝑡[𝐴(𝑡)𝑋(𝑡)  +  𝐵(𝑡)], 𝜓) . 

Скористаємося властивостями опорної функцiї [1]. Нехай 𝐴, 𝐵 – компактнi 

множини. Тодi: 

𝐶(𝐴 +  𝐵, 𝜓)  =  𝐶(𝐴, 𝜓)  +  𝐶(𝐵, 𝜓) 

𝐶(𝜆𝐴,𝜓)  =  𝐶(𝐴, 𝜆𝜓) 

𝐶(𝐴, 𝜆𝜓)  =  𝜆𝐶(𝐴, 𝜓), 𝜆 >=  0 

𝐶(𝑀 𝐴, 𝜓)  =  𝐶(𝐴,𝑀𝑇  𝜓), 

де 𝑀 - матриця 𝑛 ×  𝑛. 

Отримаємо: 

𝐶 (𝑋(𝑡 + ∆𝑡), 𝜓)  =  𝐶 (𝑋(𝑡), 𝜓)  + ∆𝑡[𝐶 𝑋(𝑡), 𝐴(𝑡)𝑇𝜓 +  𝐶 (𝐵(𝑡), 𝜓)]. 

Отримана формула i буде розрахунковою формулою для розв’язання 

диференцiального рiвняння з похiдною Хукухари. 

Далi приведемо безпосередньо алгоритм розв’язку поставленої задачi. 

Розiб’ємо коло [0, 2𝜋] на m частин i отримаємо 𝑚 значень кута 𝛾. Вектор 

𝜓 визначимо наступним чином: 



 

7 

 

 

 

𝜓 = (
𝜓1
𝜓2
) , 𝜓1 = cos 𝛾 , 𝜓2 = sin 𝛾. 

Затабулюємо для кожного значення кута 𝛾 значення опорної функцiї 

𝐶(𝑋0, 𝜓) початкової множини 𝑋0. 

В кожний момент часу ми отримаємо значення для наступної таблиці: 

𝛾  𝐶(𝑋(𝑡), 𝜓) 𝐶(𝑋(𝑡), 𝐴𝑇𝜓) 𝐶(𝑋(𝑡 + Δ𝑡), 𝜓) 𝐶(𝐵(𝑡), 𝜓) 

0      

𝛾1 = 2𝜋/𝑚      

…     

𝛾𝑚 = 2𝜋      

 

Стовбець 𝐶(𝑋(𝑡), 𝐴𝑇  𝜓) розраховується наступним чином: 

𝐶(𝑋(𝑡), 𝐴𝑇𝜓) = 𝐶 (𝑋(𝑡),
𝐴𝑇𝜓

||𝐴𝑇𝜓||
) ||𝐴𝑇𝜓||, 

де для компоненти: 

𝐴𝑇𝜓

||𝐴𝑇𝜓||
 

ми повиннi знайти такий вектор 𝜓, на якому буде досягатися мiнiму норми 

рiзницi: 

min
𝑗
||𝜓𝑗 −

𝐴𝑇(𝑡𝑘)𝜓𝑗

||𝐴𝑇(𝑡𝑘)𝜓𝑗||
|| 

Тут змiнюється вектор 𝜓, а отже i кут 𝛾. Тому знайденi значення слiд 

записувати в рядок таблицi з вiдповiдним γ. 

Отже, в кожний момент часу 𝑡 ми отримуємо m значень опорної функцiї i 

𝑚 значень опорного вектору 𝜓, якi визначають m точок на межi множини, яка 

утворює багатозначне вiдображення 𝑋(𝑡) в кожний момент часу. Але самi точки 

ми отримати не зможемо, оскiльки опорна функцiя визначає цiлу опорну 

гiперплощiну i невiдомо яка саме точка цiєї гiперплощини є точкою межi 
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множини. Проте ми зможемо побудувати наближення цих множин у виглядi 

описаних многокутникiв, вершинами яких будуть точки перетину гiперплощин, 

якi визначаються опорними функцiями i опорними векторами. Для знаходження 

кожної 𝑖-тої вершини многокутника для множини, що утворюється 

вiдображенням 𝑋(𝑡) в конкретний момент часу, ми будемо розв’язувати систему 

рiвнянь: 

{
𝑥1𝜓1

𝑖 + 𝑥2𝜓2
𝑖 = 𝐶(𝑋(𝑡), 𝜓𝑖),

𝑥1𝜓1
𝑖+1 + 𝑥2𝜓2

𝑖+1 = 𝐶(𝑋(𝑡), 𝜓𝑖+1),
 

Описаний вище алгоритм реалiзований у пакетi комп’ютерної (див. Додаток В). 

 

1.5 Тестовi приклади 

 

Розглянемо початкову задачу для лiнiйного диференцiального рiвняння з 

похiдною Хукухари (3). 

Використовуючи описаний вище алгоритм, побудуємо для рiзних значень 

матрицi 𝐴(𝑡) i множини 𝐵(𝑡) графiки розв’язкiв рiвняння виду (3) на якому синiм 

будемо зображати графiк початкової множини 𝑋(𝑡0), а червоним будемо 

зображати побудованi множини досяжностi в конкретний момент часу. 

 

Приклад 1. 

𝐴 = (
1 0
0 2

)  

𝐵 - одиничне коло з центром в точцi (1, 1). 

𝑋0 - одиничне коло з центром в початку координат 

 

𝐷𝐻𝑋 = (
1 0
0 2

)𝑋(𝑡) + 𝑆1 (
1
1
), 
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Рис. 1: Розв’язок лінійного диференціального рівняння з похідною Хукухари 

для приклада 1 

 

Приклад 2. 

𝐴 = (
1 0
0 2

)  

𝐵 - одиничне коло з центром в точцi (1, 1). 

𝑋0 - одиничний квадрат з центром в початку координат 

 

𝐷𝐻𝑋 = (
1 0
0 2

)𝑋(𝑡) + 𝑆1 (
1
1
), 

 

 

Рис. 2: Розв’язок лінійного диференціального рівняння з похідною Хукухари 

для приклада 2 

Приклад 3. 
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𝐴 = (
1 0
0 2

)  

𝐵 - одиничне коло з центром в точцi (1, 1). 

𝑋0 – відрізок осі 𝑌[−1,1] 

 

𝐷𝐻𝑋 = (
1 0
0 2

)𝑋(𝑡) + 𝑆1 (
1
1
), 

 

Рис. 3: Розв’язок лінійного диференціального рівняння з похідною Хукухари 

для приклада 3 

 

Приклад 4. 

𝐴 = (
sin 𝑡 1
0 −3𝑡

)  

𝐵 - одиничний квадрат з центром в точцi (−1, 𝑡). 

𝑋0 - одиничне коло з центром в початку координат 

 

𝐷𝐻𝑋 = (
sin 𝑡 1
0 −3𝑡

)𝑋(𝑡) + 𝐾1 (
−1
𝑡
), 
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Рис. 4: Розв’язок лінійного диференціального рівняння з похідною Хукухари 

для приклада 4 

 

Приклад 5. 

𝐴 = (
sin 𝑡 1
0 −3𝑡

)  

𝐵 - одиничний квадрат з центром в точцi (−1, 𝑡). 

𝑋0 - одиничний квадрат з центром в початку координат 

 

𝐷𝐻𝑋 = (
sin 𝑡 1
0 −3𝑡

)𝑋(𝑡) + 𝐾1 (
−1
𝑡
), 

 

 

Рис. 5: Розв’язок лінійного диференціального рівняння з похідною Хукухари 

для приклада 5 
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Приклад 6. 

𝐴 = (
sin 𝑡 1
0 −3𝑡

)  

𝐵 - одиничний квадрат з центром в точцi (−1, 𝑡). 

𝑋0 - відрізок осі 𝑌[−1,1] 

 

𝐷𝐻𝑋 = (
sin 𝑡 1
0 −3𝑡

)𝑋(𝑡) + 𝐾1 (
−1
𝑡
), 

 

Рис. 6: Розв’язок лінійного диференціального рівняння з похідною Хукухари 

для приклада 6 
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Розділ 2 

Добуток множин 

2.1 Множення множин на основі скалярного добутку 

Стандартної операцiї добутку множин не визначено в класичнiй лiтературi. 

Але можна ввести способи побудови множини 𝑋2(𝑡)  =  𝑋(𝑡)  ·  𝑋(𝑡), яку 

будемо розумiти як добуток багатозначного вiдображення на себе при кожному 

фiксованому значеннi 𝑡. 

Отже розглянемо варiанти операцiї добутку 𝑋(𝑡)  ·  𝑌(𝑡), де 𝑋(𝑡), 𝑌(𝑡) – 

багатозначнi вiдображення. 

Першою розглядатимемо операцiю скалярного добутку двох 

багатозначних вiдображень. Оскiльки елементами множин 𝑋(𝑡) та 𝑌(𝑡) при фi-

ксованому 𝑡 є векторнi величини 𝑥(𝑡)  ∈  𝑋(𝑡) та 𝑦(𝑡)  ∈  𝑌(𝑡), то при однаковiй 

розмiрностi векторiв 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) можна знайти їх скалярний добуток. Перебравши 

всi елементи iз 𝑋(𝑡) та всi елементи iз 𝑌(𝑡), ми отримаємо всi елементи множини 

𝑋(𝑡)  ·  𝑌(𝑡). Зауважимо, що елементи множини 𝑋(𝑡) · 𝑌(𝑡) є скалярам, що 

означає, що отримана множина завжди матиме вимірність 𝑅1. 

 

2.2 Декартовий добуток 

Для множин 𝑋(𝑡), 𝑌(𝑡) можна використовувати операцiю декартового 

добутку. Ця операцiя збiльшує розмiрнiсть простору до ℝ2𝑛. Запишемо операцiю 

декартового добутку для 𝑋(𝑡) × 𝑋(𝑡). В цьому випадку множини повинні мати 

певну розмiрнiст. Запишемо рiвняння з декартовим добутком 𝑋(𝑡) ×  𝑋(𝑡) та 

виконаємо деякi перетворення: 

𝐴 ∙ 𝑋 + 𝑄 ∙ 𝑋2 = 
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= (

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

) ∙ (
𝑥1
⋮
𝑥𝑛 

) + (

𝑞11 ⋯ 𝑞1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑞𝑛1 ⋯ 𝑞𝑛𝑛

𝑞1𝑛+1 ⋯ 𝑞12𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑞𝑛𝑛+1 ⋯ 𝑞𝑛2𝑛
) ∙

(

  
 

𝑥1
⋮
𝑥𝑛
𝑥1
⋮
𝑥𝑛)

  
 
= 

= (

𝑎11𝑥1 + ⋯ +𝑎1𝑛𝑥𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1𝑥1 + ⋯ +𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛

) + 

+(

𝑞11𝑥1 + ⋯ +𝑞1𝑛𝑥𝑛 +
⋮ ⋱ ⋮

𝑞𝑛1𝑥1 + ⋯ +𝑞𝑛𝑛𝑥𝑛 +

𝑞1𝑛+1𝑥1 + ⋯ +𝑞12𝑛𝑥𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑞𝑛𝑛+1𝑥1 + ⋯ +𝑞𝑛2𝑛𝑥𝑛

) = 

= (
𝑥1(𝑎11 + 𝑞11 + 𝑞1𝑛+1) ⋯ 𝑥𝑛(𝑎1𝑛 + 𝑞1𝑛 + 𝑞12𝑛)

⋮ ⋱ ⋮
𝑥1(𝑎𝑛1 + 𝑞𝑛1 + 𝑞𝑛𝑛+1) ⋯ 𝑥𝑛(𝑎𝑛𝑛 + 𝑞𝑛𝑛 + 𝑞𝑛2𝑛)

) = 

= (
(𝑎11 + 𝑞11 + 𝑞1𝑛+1) ⋯ (𝑎1𝑛 + 𝑞1𝑛 + 𝑞12𝑛)

⋮ ⋱ ⋮
(𝑎𝑛1 + 𝑞𝑛1 + 𝑞𝑛𝑛+1) ⋯ (𝑎𝑛𝑛 + 𝑞𝑛𝑛 + 𝑞𝑛2𝑛)

) ∙ (
𝑥1
⋮
𝑥𝑛 

) = 

=

(

  
 
𝐴 + 𝑄 ∙

(1)
 
 

(𝑛 + 1)
 (

  
 

1 0
0 0
⋮ ⋮
0 1
⋮ ⋮
0 0)

  
 
+⋯+ 𝑄 ∙

 
  
 
(𝑛)
 

(2𝑛) (

  
 

0 0
0 0
⋮ ⋮
1 0
⋮ ⋮
0 1)

  
 

)

  
 
∙ 𝑋. 

Таким чином бачимо, що введення декартового добутку для визначення 

квадрата багатозначного вiдображення не вводить нелiнiйнiсть, оскiльки праву 

частину можна виразити як деяку нову матрицю, помножену на 𝑋(𝑡). Тобто 

рiвняння залишається лiнiйним. Отже варiант декартового добутку надалi ми не 

будемо використовувати. 

Проiлюструємо визначенi способи отримання добутку множин насту-

пними прикладами. 

 

2.3 Операція «*» 

Введемо операцiю "*" на множинах 𝑋(𝑡), 𝑌(𝑡) за наступним означенням: 

𝑋(𝑡)  ∗  𝑌(𝑡)  = {𝑧(𝑡)  =  (𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡), . . . , 𝑧𝑛(𝑡))| 𝑧𝑖(𝑡)  =  𝑥𝑖(𝑡)  ·  𝑦𝑖(𝑡), 
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𝑥(𝑡)  =  (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡)) , 𝑦(𝑡)  =  (𝑦1(𝑡), . . . , 𝑦𝑛(𝑡)) , 

𝑥(𝑡)  ∈  𝑋(𝑡), 𝑦(𝑡)  ∈  𝑌 (𝑡)}. 

Таким чином 𝑋2(𝑡)  =  𝑋(𝑡)  ∗  𝑋(𝑡) має ту ж розмiрнiсть, що i 𝑋(𝑡), а матриця 𝑄 

має ту ж розмiрнiсть, що i матриця 𝐴(𝑡). 

Як ми побачимо, множина 𝑋2 , побудована за допомогою операцiї "∗”, не 

завжди є опуклою. 

 

 

2.4 Приклади 

Проiлюструємо визначенi способи отримання добутку множин насту-

пними прикладами. 

Приклад 7. 

𝑥1 =  [𝑎1, 𝑏1], 𝑎1 =  (0, 4), 𝑏1 =  (4, 0) - вiдрiзок в ℝ2 

𝑥2 =  [𝑎2, 𝑏2], 𝑎2 =  (−3, 1), 𝑏2 =  (1, 3) - вiдрiзок в ℝ2 

 

 

Рис. 7: Початковi множини для прикладу 7 
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Рис. 8: Скалярний добуток для прикладу 7 

 

 

Рис. 9: Операцiя покоординатного добутку для прикладу 7 

 

Приклад 8. 

𝑥1 =  [𝑎, 𝑏], 𝑎 =  (−3, 1), 𝑏 =  (−1, 2) - вiдрiзок в ℝ2 

𝑥2 =  −3 <=  𝑥 <=  2,−2 <=  𝑦 <=  3 - квадрат в ℝ2 

 

Рис. 10: Початковi множини для прикладу 8 
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Рис. 11: Скалярний добуток для прикладу 8 

 

 

Рис. 12: Операцiя покоординатного добутку для прикладу 8 

 

Приклад 9. 

𝑥1 =  −4 <=  𝑥 <=  −1, 𝑦 =  1 - вiдрiзок в ℝ2 

𝑥2 =  𝑐 =  (2, 3), 𝑟 =  1 - круг в ℝ2 
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Рис. 13: Початковi множини для прикладу 9 

 

 

Рис. 14: Скалярний добуток для прикладу 9 

 

 

Рис. 15: Операцiя покоординатного добутку для прикладу 9 
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Розділ 3 

Диференцiальнi рiвняння з похiдною Хукухари з 

квадратичною правою частиною 

 

3.1 Постановка задачi 

 

Розглянемо квадратичне диференцiальне рiвняння з похiдною Хукхари 

виду: 

𝐷𝐻𝑋(𝑡)  =  𝐴(𝑡)𝑋(𝑡)  +  𝑄(𝑡)𝑐𝑜(𝑋
2 (𝑡))  +  𝐵(𝑡),             (5) 

де 𝑋(𝑡) ∶  ℝ1  →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛), 𝐴(𝑡) - матриця розмiрностi 𝑛 ×  𝑛, 𝑄(𝑡) - матриця, 

розмiрнiсть якої залежить вiд введеного способу отримання множини  

𝑋2(𝑡), 𝑐𝑜(𝑋2(𝑡)) - опукла оболонка множини 𝑋2(𝑡), 𝑡 ∈  [𝑡0, 𝑇] , 𝐵(𝑡) – непе-

рервне багатозначне вiдображення. 

Нехай задано 𝑋(𝑡0)  =  𝑋0. 

 

3.2 Алгоритм побудови числового розв’язку квадратичного 

диференцiального рiвняння з похiдною Хукухари 

 

Розглянемо квадратичне диференцiальне рiвняння з похiдною Хукухари 

(6): 

Розв’язком цього диференцiального рiвняння є вiдображення 𝑋(𝑡). 

Запишемо розв’язок рiвняння (5) в iнтегральнiй формi: 

𝑋(𝑡) = 𝑋0 + ∫[𝐴(𝑠)𝑋(𝑠) + 𝑄(𝑠)𝑐𝑜(𝑋
2(𝑠)) + 𝐵(𝑠)]𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

. 

Розiб’ємо промiжок [𝑡0, 𝑡1] на 𝑛 частин кроком 
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∆𝑡 =
𝑡1 − 𝑡0
𝑛

.  

Тодi на кожному з отриманих промiжкiв 

𝑋(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑋(𝑡) + ∫ [𝐴(𝑠)𝑋(𝑠) + 𝑄(𝑠)𝑐𝑜(𝑋2(𝑠)) + 𝐵(𝑠)]𝑑𝑠,   𝑋(𝑡0) = 𝑋0 

𝑡+∆𝑡

𝑡0

 

Скористаємося формулою числового iнтегрування 

𝑋(𝑡 + ∆𝑡) = 𝑋(𝑡) + ∆𝑡[𝐴(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑄(𝑡)𝑐𝑜(𝑋2(𝑡)) + 𝐵(𝑡)],   𝑋(𝑡0) = 𝑋0 

Вiзьмемо опорну функцiю вiд обох частин: 

𝐶 (𝑋(𝑡 + ∆𝑡), 𝜓)  =  𝐶 𝑋(𝑡)  +  ∆𝑡[𝐴(𝑡)𝑋(𝑡)  +  𝑄(𝑡)𝑐𝑜(𝑋2(𝑡))  +  𝐵(𝑡)], 𝜓 . 

Скористаємося властивостями опорної функцiї [1]. Нехай 𝐴, 𝐵 - компактнi 

множини. Тодi: 

𝐶(𝐴 +  𝐵, 𝜓)  =  𝐶(𝐴, 𝜓)  +  𝐶(𝐵, 𝜓) 

𝐶(𝜆𝐴,𝜓)  =  𝐶(𝐴, 𝜆𝜓) 

𝐶(𝐴, 𝜆𝜓)  =  𝜆𝐶(𝐴, 𝜓), 𝜆 >=  0 

𝐶(𝑀 𝐴, 𝜓)  =  𝐶(𝐴,𝑀𝑇 𝜓), 

де 𝑀 - матриця 𝑛 ×  𝑛. 

Отримаємо: 

𝐶(𝑋(𝑡 + ∆𝑡), 𝜓)  = 𝐶(𝑋(𝑡), 𝜓) + 

+∆𝑡[𝐶(𝑋(𝑡), 𝐴(𝑡)𝑇𝜓) + 𝐶(𝑐𝑜(𝑋2(𝑡)), 𝑄(𝑡)𝑇𝜓) + 𝐶(𝐵(𝑡), 𝜓)]. 

Отримана формула i буде розрахунковою формулою для розв’язання 

диференцiального рiвняння з похiдною Хукухари. 

Далi приведемо безпосередньо алгоритм розв’язку поставленої задачi. 

Розiб’ємо коло [0, 2𝜋] на m частин i отримаємо 𝑚 значень кута 𝛾. Вектор 

𝜓 визначимо наступним чином: 

𝜓 = (
𝜓1
𝜓2
) , 𝜓1 = cos 𝛾 , 𝜓2 = sin 𝛾. 

Затабулюємо для кожного значення кута 𝛾 значення опорної функцiї 

𝐶(𝑋0, 𝜓) початкової множини 𝑋0. 
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В кожний момент часу ми отримаємо значення для наступної таблиці: 

 

𝛾  𝐶(𝑋(𝑡), 𝜓) 𝐶(𝑋(𝑡), 𝐴𝑇𝜓) 𝐶(𝑋(𝑡 + Δ𝑡), 𝜓) 𝐶(𝑋2(𝑡), 𝑄𝑇𝜓) 𝐶(𝐵(𝑡), 𝜓) 

0       

𝛾1 =

2𝜋/𝑚  

     

…      

𝛾𝑚 =

2𝜋  

     

 

Стовбець 𝐶(𝑋(𝑡), 𝐴𝑇  𝜓) розраховується наступним чином: 

𝐶(𝑋(𝑡), 𝐴𝑇𝜓) = 𝐶 (𝑋(𝑡),
𝐴𝑇𝜓

||𝐴𝑇𝜓||
) ||𝐴𝑇𝜓||, 

де для компоненти: 

𝐴𝑇𝜓

||𝐴𝑇𝜓||
 

ми повиннi знайти такий вектор 𝜓, на якому буде досягатися мiнiму норми 

рiзницi: 

min
𝑗
||𝜓𝑗 −

𝐴𝑇(𝑡𝑘)𝜓𝑗

||𝐴𝑇(𝑡𝑘)𝜓𝑗||
|| 

Тут змiнюється вектор 𝜓, а отже i кут 𝛾. Тому знайденi значення слiд 

записувати в рядок таблицi з вiдповiдним γ. 

Отже, в кожний момент часу 𝑡 ми отримуємо m значень опорної функцiї i 

𝑚 значень опорного вектору 𝜓, якi визначають m точок на межi множини, яка 

утворює багатозначне вiдображення 𝑋(𝑡) в кожний момент часу. Але самi точки 

ми отримати не зможемо, оскiльки опорна функцiя визначає цiлу опорну 

гiперплощiну i невiдомо яка саме точка цiєї гiперплощини є точкою межi 

множини. Проте ми зможемо побудувати наближення цих множин у виглядi 
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описаних многокутникiв, вершинами яких будуть точки перетину гiперплощин, 

якi визначаються опорними функцiями i опорними векторами. Для знаходження 

кожної 𝑖-тої вершини многокутника для множини, що утворюється 

вiдображенням 𝑋(𝑡) в конкретний момент часу, ми будемо розв’язувати систему 

рiвнянь: 

{
𝑥1𝜓1

𝑖 + 𝑥2𝜓2
𝑖 = 𝐶(𝑋(𝑡), 𝜓𝑖),

𝑥1𝜓1
𝑖+1 + 𝑥2𝜓2

𝑖+1 = 𝐶(𝑋(𝑡), 𝜓𝑖+1),
 

Описаний вище алгоритм реалiзований у пакетi комп’ютерної математики 

Octave 8.4.0 (див. Додаток B). 

 

3.3 Тестовi приклади 

 

Розглянемо сиситему лiнiйних диференцiальних рiвнянь (6): 

𝐷𝐻𝑋(𝑡)  =  𝐴(𝑡)𝑋(𝑡)  +  𝑄(𝑡)𝑐𝑜(𝑋
2(𝑡))  +  𝐵(𝑡), 

з початковою умовою: 

𝑋(𝑡0)  =  𝑋0. 

Використовуючи описаний вище алгоритм, побудуємо для рiзних значень 

𝐴(𝑡), 𝑄(𝑡) i множини 𝐵(𝑡) графiк розв’язкiв рiвняння виду (6) на якому синiм 

будемо зображати графiк початкової множини 𝑋(𝑡0), а червоним будемо 

зображати побудованi множини досяжностi в конкретний момент часу. 

 

Приклад 10. 

 

𝐴 = (
sin 𝑡 1
−1 𝑡

) 

 

𝑄 = (
−𝑡 0
1 3

) 
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𝐵 - коло 𝑟 =  2, з центром в початку координат 

𝑋0 - одиничне коло з центром в точцi (1, 1)  

𝐷𝐻𝑋(𝑡)  =  (
sin 𝑡 1
−1 𝑡

)𝑋(𝑡)  + (
−𝑡 0
1 3

) 𝑐𝑜(𝑋2 (𝑡))  + 𝑆2 (
0
0
) 

Графiки розв’язкiв рiвняння при способi задання 𝑋2(𝑡) через скалярний 

добуток елементiв множини 𝑋(𝑡) має вигляд, 𝑡 ∈  [0, 0.2]: 

 

Рис. 16: Розв’язок квадратичного диференціального рівняння з похідною 

Хукухара де 𝑋2 означений через скалярний добуток для приклада 10 

 

Графiк розв’язкiв рiвняння при способi задання 𝑋2(𝑡) через операцiю 

покоординатного добутку елементiв множини 𝑋(𝑡) має вигляд, 𝑡 ∈ [0, 0.14]: 

 

Рис. 17: Розв’язок квадратичного диференціального рівняння з похідною 

Хукухара де 𝑋2 означений через операцію покоординатного добутку для 

приклада 10 
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Зауважимо, що у першому випадку побудови графiкiв розв’язкiв рiвняння 

ми брали промiжок часу 𝑡 ∈  [𝑡0, 𝑇 ]  , де 𝑡0 = 0, 𝑇 =  0, 2, а в другому випадку 

побудови графiкiв ми брали промiжок часу, де 𝑡0  =  0, 𝑇 =  0, 14. Це 

пояснюється тим, що у випадку задання 𝑋2(𝑡) через операцiю покоординатного 

добутку елементiв множини 𝑋(𝑡), кiнцева iнтегральна воронка розширюється 

значно швидше нiж у випадку задання 𝑋2(𝑡) через скалярний добуток елементiв 

множини 𝑋(𝑡). Тому для наглядностi побудованого графiку було вирiшено 

зменшити промiжок часу. 

 

Приклад 11.  

 

𝐴 = (
sin 𝑡 1
−1 𝑡

) 

 

𝑄 = (
−𝑡 0
1 3

) 

 

𝐵 - коло 𝑟 =  2, з центром в початку координат 

𝑋0 - квадрат з одиничною пiвтороною з центром в точцi (1, 1) 

𝐷𝐻𝑋(𝑡)  =  (
sin 𝑡 1
−1 𝑡

)𝑋(𝑡)  + (
−𝑡 0
1 3

) 𝑐𝑜(𝑋2 (𝑡))  + 𝑆2 (
0
0
) 

Графiки розв’язкiв рiвняння при способi задання 𝑋2(𝑡) через скалярний 

добуток елементiв множини 𝑋(𝑡) має вигляд, 𝑡 ∈  [0, 0.2]: 
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Рис. 18: Розв’язок квадратичного диференціального рівняння з похідною 

Хукухара де 𝑋2 означений через скалярний добуток для приклада 11 

 

Графiк розв’язкiв рiвняння при способi задання 𝑋2(𝑡) через операцiю 

покоординатного добутку елементiв множини 𝑋(𝑡) має вигляд, 𝑡 ∈ [0, 0.14]: 

 

Рис. 19: Розв’язок квадратичного диференціального рівняння з похідною 

Хукухара де 𝑋2 означений через операцію покоординатного добутку для 

приклада 11 

 

Приклад 12.  

 

𝐴 = (
sin 𝑡 1
−1 𝑡

) 
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𝑄 = (
−𝑡 0
1 3

) 

 

𝐵 - коло 𝑟 =  2, з центром в початку координат 

𝑋0 - вiдрiзок по осi 𝑌 довжиною [−1, 1] 

𝐷𝐻𝑋(𝑡)  =  (
sin 𝑡 1
−1 𝑡

)𝑋(𝑡)  + (
−𝑡 0
1 3

) 𝑐𝑜(𝑋2 (𝑡))  + 𝑆2 (
0
0
) 

Графiк розв’язкiв рiвняння при способi задання 𝑋2(𝑡) через скалярний 

добуток елементiв множини 𝑋(𝑡) має вигляд, 𝑡 ∈  [0, 0.2]: 

 

Рис. 20: Розв’язок квадратичного диференціального рівняння з похідною 

Хукухара де 𝑋2 означений через скалярний добуток для приклада 12 

 

Графiк розв’язкiв рiвняння при способi задання 𝑋2(𝑡) через операцiю 

покоординатного добутку елементiв множини 𝑋(𝑡) має вигляд, 𝑡 ∈ [0, 0.14]: 
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Рис. 21: Розв’язок квадратичного диференціального рівняння з похідною 

Хукухара де 𝑋2 означений через операцію покоординатного добутку для 

приклада 12 

 

 

Приклад 13. 

 

𝐴 = (
1 0
0 3

) 

 

𝑄 = (
sin 𝑡 𝑡
0 5

) 

 

𝐵 - квадрат з довжиною пiвсторони 𝑟 =  2 з центром в точцi (3, 0) 

𝑋0 - коло радiусом 𝑟 =  3 з центром в точцi (2, 3) 

𝐷𝐻𝑋(𝑡)  =  (
sin 𝑡 1
−1 𝑡

)𝑋(𝑡)  + (
−𝑡 0
1 3

) 𝑐𝑜(𝑋2 (𝑡))  +  𝐾2 (
3
0
) 

Графiк розв’язкiв рiвняння при способi задання 𝑋2(𝑡) через скалярний 

добуток елементiв множини 𝑋(𝑡) має вигляд, 𝑡 ∈  [0, 0.2]: 

 

Рис. 22: Розв’язок квадратичного диференціального рівняння з похідною 

Хукухара де 𝑋2 означений через скалярний добуток для приклада 13 

 

Графiк розв’язкiв рiвняння при способi задання 𝑋2(𝑡) через операцiю 

покоординатного добутку елементiв множини 𝑋(𝑡) має вигляд, 𝑡 ∈ [0, 0.03]: 
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Рис. 23: Розв’язок квадратичного диференціального рівняння з похідною 

Хукухара де 𝑋2 означений через операцію покоординатного добутку для 

приклада 13 

 

Приклад 14. 

 

𝐴 = (
1 0
0 3

) 

 

𝑄 = (
sin 𝑡 𝑡
0 5

) 

 

𝐵 - квадрат з довжиною пiвсторони 𝑟 =  2 з центром в точцi (3, 0) 

𝑋0 - квадрат з одиничною пiвтороною з центром в точцi (2, 3) 

𝐷𝐻𝑋(𝑡)  =  (
sin 𝑡 1
−1 𝑡

)𝑋(𝑡)  + (
−𝑡 0
1 3

) 𝑐𝑜(𝑋2 (𝑡))  +  𝐾2 (
3
0
) 

Графiк розв’язкiв рiвняння при способi задання 𝑋2(𝑡) через скалярний 

добуток елементiв множини 𝑋(𝑡) має вигляд, 𝑡 ∈  [0, 0.2]: 
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Рис. 24: Розв’язок квадратичного диференціального рівняння з похідною 

Хукухара де 𝑋2 означений через скалярний добуток для приклада 14 

 

Графiк розв’язкiв рiвняння при способi задання 𝑋2(𝑡) через операцiю 

покоординатного добутку елементiв множини 𝑋(𝑡) має вигляд, 𝑡 ∈ [0, 0.03]: 

 

Рис. 25: Розв’язок квадратичного диференціального рівняння з похідною 

Хукухара де 𝑋2 означений через операцію покоординатного добутку для 

приклада 14 

 

Приклад 15. 

 

𝐴 = (
1 0
0 3

) 

 

𝑄 = (
sin 𝑡 𝑡
0 5

) 
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𝐵 - квадрат з довжиною пiвсторони 𝑟 =  2 з центром в точцi (3, 0) 

𝑋0 - вiдрiзок по осi 𝑌 довжиною [−1, 1] 

𝐷𝐻𝑋(𝑡)  =  (
sin 𝑡 1
−1 𝑡

)𝑋(𝑡)  + (
−𝑡 0
1 3

) 𝑐𝑜(𝑋2 (𝑡))  +  𝐾2 (
3
0
) 

Графiк розв’язкiв рiвняння при способi задання 𝑋2(𝑡) через скалярний 

добуток елементiв множини 𝑋(𝑡) має вигляд, 𝑡 ∈  [0, 0.2]: 

 

Рис. 26: Розв’язок квадратичного диференціального рівняння з похідною 

Хукухара де 𝑋2 означений через скалярний добуток для приклада 15 

 

Графiк розв’язкiв рiвняння при способi задання 𝑋2(𝑡) через операцiю 

покоординатного добутку елементiв множини 𝑋(𝑡) має вигляд, 𝑡 ∈ [0, 0.03]: 

 

Рис. 27: Розв’язок квадратичного диференціального рівняння з похідною 

Хукухара де 𝑋2 означений через операцію покоординатного добутку для 

приклада 15 
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ВИСНОВКИ 

 

В даннiй роботi було вивчено основнi теоретичнi вiдомостi щодо диферен-

цiальних рiвнянь з похiдною Хукухари. Було розглянуто лiнiйнi диференцiальнi 

рiвняння з похiдною Хукухари, для яких було реалiзовано алгоритм побудови 

числових розв’язкiв в середовищi MatLab. Алгоритм було проiлюстровано 

модельними прикладами. 

Виконана постановка задачi для квадратичних диференцiальних рiвнянь з 

похiдною Хукухари. Обговорено можливi варiанти побудови множини 𝑋2(𝑡), якi 

наочно проiлюстровано на конкретних прикладах. Для квадратичного диферен-

цiального рiвняння з похiдною Хукухари, в якому 𝑋2(𝑡) задається через 

скалярний добуток елементiв та в якому 𝑋2(𝑡) задається через операцiю 

покоординатного добутку елементiв множини 𝑋(𝑡), розроблено алгоритм 

побудови числового розв’язку та виконана його реалiзацiя в середовищi MatLab. 

Для конкретних прикладiв з рiзними способами побудови множини 𝑋2(𝑡), 

реалiзовано розроблений алгоритм побудови числових розв’язкiв квадратичного 

диференцiального рiвняння з похiдною Хукухари та зображено графiки 

розв’язкiв. 
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ДОДАТОК А 

В теорiї множиннознаних вiдображень виникає питання, що розумiти пiд 

похiдною вiд множиннознаних вiдображення. Основною причиною, за якою 

виникають складностi для введення данного поняття, є нелiнiйнiсть простору 

𝑐𝑜𝑚𝑝(ℝ𝑛) непустих компактних пiдмножин евклiдового простору ℝ𝑛, та 

вiдсутнiсть операцiї рiзницi в цьому просторi. Але, оскiльки операцiя рiзницi в 

багатьох випадках дуже необхiдна, то iснує декiлька пiдходiв до визначення 

рiзницi множин. Розглянемо один iз них. 

Означення 1 [2] . Нехай 𝑋, 𝑌 ∈  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛). Множина 𝑍 ∈  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) така, 

що 𝑋 =  𝑌 +  𝑍, називається рiзницею Хукухари множин 𝑋 i 𝑌 i позначається 

𝑋ℎ
 
𝑌. 

 Лема 1 [2]. Рiзниця Хукухари, якщо вона iснує, визначається єдиним чином. 

 Лема 2 [2]. Нехай 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑈 ∈  𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛), 𝛼, 𝛽, 𝜆, µ ∈   ℝ.  Тоді 

1) (𝑋 +  𝑌 ) 
ℎ 

 
 (𝑍 +  𝑈 )  =  (𝑋 

ℎ 

 
 𝑍) + (𝑌 

ℎ 

 
 𝑈 ), якщо рiзницi 𝑋 

ℎ 

 
 𝑍 та 

𝑌 
ℎ 

 
 𝑈 iснують; 

2) (𝑋 
ℎ 

 
 𝑌 ) 

ℎ 

 
(𝑍 

ℎ 

 
 𝑈 )  =  (𝑋 

ℎ 

 
 𝑍) 

ℎ 

 
 (𝑌 

ℎ 

 
𝑈 ), якщо рiзницi 

(𝑋 
ℎ 

 
 𝑍) 

ℎ 

 
 (𝑌 

ℎ 

 
 𝑈 )  та 𝑍 

ℎ 

 
 𝑈 iснують; 

3) (𝑋 
ℎ 

 
 𝑌 ) 

ℎ 

 
 (𝑍 

ℎ 

 
 𝑈 )  =  (𝑋 

ℎ 

 
 𝑍) + (𝑈 

ℎ 

 
 𝑌 ), якщо рiзницi 𝑋 

ℎ 

 
 𝑍, 

𝑈 
ℎ 

 
 𝑌 та 𝑍 

ℎ 

 
 𝑈 iснують; 

4) 𝑋 
ℎ 

 
 𝑈 =  (𝑋 

ℎ 

 
 𝑌 )  + (𝑌 

ℎ 

 
 𝑈 ), якщо рiзницi 𝑋 

ℎ 

 
 𝑌 та 𝑌 

ℎ 

 
 𝑈 

iснують; 

5) 𝜆 (𝑋 
ℎ 

 
 𝑌 )  =  𝜆𝑋 

ℎ 

 
  𝜆𝑌, якщо рiзниця 𝑋 

ℎ 

 
 𝑌 iснує; 
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6) (𝛼𝑋 + 𝛽𝑌 ) 
ℎ 

 
 (𝜆𝑈 + µ𝑍)  =  (𝛼 − 𝜆)𝑋 + 𝜆(𝑋 

ℎ 

 
 𝑈 ) + (𝛽 − µ)𝑌 +

µ(𝑌 
ℎ 

 
 𝑍), якщо 𝜆 ≥  0, µ ≥  0 , 𝛼 −  𝜆 ≥  0, 𝛽 −  µ ≥  0 та рiзницi 𝑋 

ℎ 

 
 𝑈, 

𝑌 
ℎ 

 
 𝑉 iснують; 

7) ℎ (𝑋 
ℎ 

 
 𝑈, 𝑌 

ℎ 

 
 𝑉 )  ≤  ℎ(𝑋, 𝑌 )  +  ℎ(𝑈, 𝑉 ) , якщо рiзницi 𝑋 

ℎ 

 
 𝑈 и 𝑌 

ℎ 

 
𝑉 

iснують; 

8) ℎ(𝜆𝑋, 𝜆𝑌 )  =  𝜆ℎ (𝑋 
ℎ 

 
 𝑌, 0), якщо 𝜆 ≥  0 i рiзниця 𝑋 

ℎ 

 
 𝑌 iснує. 

Лема 3 [2]. Операцiя рiзницi неперервна вiдносно метрики Хаусдорфа: 

якщо послiдовностi {𝑋𝑚 }𝑚=1
∞ та {𝑌𝑚 }𝑚=1

∞  збiгаються до 𝑋 та 𝑌 i рi- 

зницi 𝑋𝑚
ℎ

 
 𝑌𝑚 iснують при будь-яких 𝑚 ∈  ℕ, то рiзниця 𝑋

ℎ

 
 𝑌 iснує i 

послiдовнiсть {𝑋𝑚
ℎ

 
 𝑌𝑚}𝑚=1

∞  збiгається до 𝑋
ℎ

 
𝑌. 

Зауваження 1 [2]. Очевидно, що в загальному випадку 𝑋
ℎ

 
𝑌 ≠  𝑋 +

(−1)𝑌 (наприклад, коли 𝑋 =  𝑌 =  𝑆1 (0)) i рiзниця 𝑋
ℎ

 
 𝑌 iснує тiльки тодi, коли 

деякий зсув 𝑌 мiститься в 𝑋, тобто якщо 𝑑𝑖𝑎𝑚 𝑋 ≥  𝑑𝑖𝑎𝑚 𝑌 . 
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ДОДАТОК Б 

Iснує декiлька пiдходiв до визначення рiзницi i тому iснує не меньше 

кiлькiсть пiдходiв до визначення похiдної, якi мають як свої позитивнi, так i свої 

негативнi сторони. Зупинимося на поняттi похiдної Хукухари. 

Нехай 𝐼 =  [𝑡0 , 𝑇 ]−промiжок в ℝ. 

Означення 1 [2] . Багатозначне вiдображення 𝑋 ∶  𝐼 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛 ) на-

зивається диференцiйованим за Хукухарою в точцi 𝑡 ∈  𝐼, якщо iснує 

𝐷𝐻 𝑋(𝑡)  ∈  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ
𝑛 ) така, що границi 

lim
∆𝑡↓0

1

∆𝑡
(𝑋(𝑡 + ∆𝑡)

ℎ

 
𝑋(𝑡))  і lim

∆𝑡↓0

1

∆𝑡
(𝑋(𝑡)

ℎ

 
𝑋(𝑡 − ∆𝑡)) 

iснують i дорiвнюють 𝐷𝐻𝑋(𝑡). Множина 𝐷𝐻𝑋(𝑡) при цьому називається 

похiдною Хукухари багатозначного вiдображення 𝑋 ∶  𝐼 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) в точцi 𝑡.

  

Зауважимо, що в данному означеннi зроблено припущення, що для всiх 

достатньо малих ∆𝑡 >  0 рiзницi 𝑋(𝑡 + ∆𝑡) 
ℎ

 
  𝑋(𝑡), 𝑋(𝑡) 

ℎ

 
 𝑋(𝑡 − ∆𝑡) iснують. 

Лема 1 [2]. Нехай багатозначнi вiдображення 𝑋, 𝑌 ∶  𝐼 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) 

диференцiйованi в точцi 𝑡 ∈  𝐼. Тодi 

1) багатозначне вiдображення X + Y : I → conv(Rn ) диференцiйоване в 

точцi t, при цьому справедлива рiвнiсть 

𝐷𝐻(𝑋 +  𝑌 )(𝑡)  =  𝐷𝐻𝑋(𝑡) + 𝐷𝐻𝑌(𝑡); 

2) якщо в околi 𝐽 точки 𝑡 iснує рiзниця (𝑋
ℎ

 
 𝑌 ) (·), то багатозначне 

вiдображення 𝑋
ℎ

 
 𝑌 ∶  𝐽 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛 ) диференцiйоване в точцi t, при цьому 

справедлива рiвнiсть 

𝐷𝐻  (𝑋 
ℎ

 
 𝑌 ) (𝑡)  =  𝐷𝐻 𝑋(𝑡) 

ℎ

 
 𝐷𝐻 𝑌(𝑡); 

3) для будь-якого λ ∈ R багатозначне вiдображення 𝜆𝑋 ∶ 𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) 

диференцiйоване в точцi 𝑡, при цьому справедлива рiвнiсть 

𝐷𝐻(𝜆𝑋)(𝑡)  =  𝜆𝐷𝐻𝑋(𝑡). 
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Означення 2 [2] . Багатозначне вiдображення 𝑋 ∶  𝐼 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) нази-

вається диференцiйоване на 𝐼, якщо воно диференцiйоване в усiх точках 𝑡 ∈ 𝐼. 

Лема 2 [2] . Довiльне диференцiйоване багатозначне вiдображення 

𝑋 ∶  𝐼 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) неперервне. 

Лема 3 [2] . Багатозначне вiдображення 𝑋 ∶  𝐼 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) постiйне 

тодi i тiльки тодi, коли 𝐷𝐻𝑋(𝑡)  ≡  {0}. 

Лема 4 [2] . Нехай багатозначне вiдображення 𝑋 ∶  𝐼 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) не-

перервне. Тодi для кожного 𝑡 ∈  [𝑡0 , 𝑇 ] iнтеграл 𝐺(𝑡)  =  ∫ 𝑋(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡0
 

диференцiйований i 𝐷𝐻𝐺(𝑡)  =  𝑋(𝑡). 

Лема 5 [2] . Нехай багатозначне вiдображення 𝑋 ∶  𝐼 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(𝑅𝑛 ) 

неперервно диференцiйоване, тодi багатозначне вiдображення 𝐷𝐻 𝑋 ∶  𝐼 → 

𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) iнтегроване i 

𝑋(𝑡) = 𝑋(𝑡0) + ∫𝐷𝐻𝑋(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

. 

Означення 3 [2] . Багатозначне вiдображення 𝑋 ∶  𝐼 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) нази-

вається вимiрним на 𝐼, якщо для будь-якої непорожньої множини 𝐾 ∈

𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) i будь-якого 𝜀 >  0 множина {𝑡 ∈  𝐼 ∶  ℎ(𝑋(𝑡), 𝐾)  ≤  𝜀} вимiрна за 

Лебегом. 

Означення 4 [2] . Багатозначне вiдображення 𝑋 ∶  𝐼 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) на-

зивається абсолютно неперервним на промiжку 𝐼, якщо iснують множина 𝑋0  ∈

 𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) i iнтегроване багатозначне вiдображення 𝑓 ∶  𝐼 → 𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) такi, що 

𝑋(𝑡) = 𝑋0 + ∫𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

. 

Зауваження 2 [2]. Якщо багатозначне вiдображення 𝑋 ∶  𝐼 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) 

вимiрне i iснує сумована функцiя 𝑘(·) така, що для майже всiх 𝑡 ∈  𝐼 ви-

конується нерiвнiсть |𝑋(𝑡)|  ≤  𝑘(𝑡), то багатозначне вiдображення 𝐺(𝑡) =

∫ 𝑋(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡0
 абсолютно неперервне на 𝐼 i 𝐷𝐻𝐺(𝑡)  =  𝑋(𝑡) майже всюди на 𝐼. Крiм 
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того, якщо багатозначне вiдображення 𝑋 ∶  𝐼 →  𝑐𝑜𝑛𝑣(ℝ𝑛) абсолютно 

неперервне, то багатозначне вiдображення 𝐷𝐻𝑋(·) визначене майже всюди на 𝐼, 

iнтегроване i справедлива рiвнiсть 

𝑋(𝑡) = 𝑋(𝑡0) + ∫𝐷𝐻

𝑡

𝑡0

𝑋(𝑠)𝑑𝑠. 
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ДОДАТОК В 

 

function  fastHukuhara() 

% Time 

t_0 = 0; %start time point 

t_1 = 5; %end time point 

 

% X 

    function X = initialX(psi) 

        cx=[-1 1]; 

        %circle 

        X = norm(psi) + cx*psi; 

        %square 

        %X = abs(psi(1))+abs(psi(2))+cx*psi; 

        %range on axis Y [-1,1] 

        %X = psi(2);  

    end 

% A 

    function A = matrixA(t) 

        A = [sin(t)*sin(t) -1; 0 -sin(t)];  

    end 

% B 

    function B = matrixB(psi, t) 

        % Calculating the center of B at current time point 

        cb = [sin(t) cos(t)]; 

         

        % Circle 

        B = norm(psi) + cb*psi; 
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        % Square 

        %B = abs(psi(1)) + abs(psi(2)) + centerB*psi; 

         

        % Range on axis Y [-1,1] 

        %B = psi(2);        

    end 

 

n = 50; %number of steps in range [t_0, t_1] 

delta = (t_1-t_0)/n; 

gammaSteps = 36; %number of gamma angles in range [0, 2pi] 

gamma = 0:(2*pi/gammaSteps):(2*pi); %gamma angles 

len = length(gamma); 

psis = [cos(gamma);sin(gamma)]; % Calculating vectors psi 

 

%Calculating support funtion for X at initial time point 

C_X = zeros(len, n); 

k = 1; 

for psi = psis 

    C_X(k,1) = initialX(psi); 

    k = k+1; 

end 

 

%Solving an equation 

for k = 1:n 

    % Calulating current time point 

    currentT = t_0 + k*delta; 

     

    % Defining matrix A at current time point 
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    A = matrixA(currentT); 

     

    for p = 1:length(psis) 

        psi = psis(:,p); 

        C = A'*psi / norm(A'*psi); 

        minNorm = norm(C - psi);        

        minC_X = C_X(p, k); 

        for q = 1:length(psis) 

            currentPsi = psis(:,q); 

            currentNorm = norm(C - currentPsi); 

            if minNorm > currentNorm 

                minNorm = currentNorm; 

                minC_X = C_X(q, k); 

            end 

        end 

        C_AX(p) = minC_X * norm(A'*psi); 

        C_B(p) = matrixB(psi, currentT); 

        C_X(p,k+1) = C_X(p,k) + delta*(C_AX(p)+C_B(p));%+C_BU(i)); 

    end 

end 

 

%Circumscribed polygon% 

for k = 0:n 

    for i = 1:len-1 

        AA=[psis(1,i) psis(2,i); psis(1,i+1) psis(2,i+1)]; 

        FF=[C_X(i,k+1); C_X(i+1,k+1)]; 

        X(:,i,k+1)=AA\FF; 

    end 

    X(:,i+1,k+1)=X(:,1,k+1); 
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end 

 

%Plots building% 

for k = 0:n 

    for i = 1:len-1 

        p = k*(len-1)+i+k; 

        xx(p) = X(1,i+1,k+1); 

        yy(p) = X(2,i+1,k+1); 

        time(p) = t_0 + k*delta; 

    end 

    p = k*(len-1)+k+1; 

    q = (k+1)*len; 

    xx(q) = xx(p); 

    yy(q) = yy(p); 

    time(q) = time(p); 

end; 

 

% Draw initial set X 

%myaa(8); 

w = gammaSteps+1; 

plot3(time(1:w), xx(1:w), yy(1:w), 'b'); 

hold on 

% Draw the sequence of result sets 

for i = 1:n 

    plot3(time(w*i:w*(i+1)), xx(w*i:w*(i+1)), yy(w*i:w*(i+1)), 'r'); 

    hold on 

end 

grid on 

end             
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ДОДАТОК Г 

function  quadratic_hukuhara() 

% DhX(t) = A(t)X(t) + Q(t)X^2(t) + B(t) 

% ---------- Parameters definition start ---------- % 

% Time bounds 

t_0 = 0; %start time point 

t_1 = 0.4; %end time point 

 

global PRECISION; 

PRECISION = 1; 

% X 

    function X = initialX(psi) 

        cx=[1 1]; 

        %circle 

        X = norm(psi) + cx*psi; 

        %square 

        %X = abs(psi(1))+abs(psi(2))+cx*psi; 

        %range on axis Y [-1,1] 

        %X = psi(2);  

    end 

% X2 

    function convX2 = initialX2() 

        %i1 = interval1([0 -1], [0 1]); 

        i1 = circle1([1 1], 1); 

        convX2 = calculateX2(i1); 

    end 

% Q 

    function Q = matrixQ(t) 
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        Q = [-1 t; sin(t) 0]; 

    end 

% A 

    function A = matrixA(t) 

        A = [sin(t) 1; 0 -3*t];  

    end 

% B 

    function B = matrixB(psi, t) 

        % Calculating the center of B at current time point 

        cb = [-1 t]; 

         

        % Circle 

        %B = norm(psi) + cb*psi; 

         

        % Square 

        side = 2; 

        B = side*(abs(psi(1)) + abs(psi(2))) + cb*psi; 

         

        % Range on axis Y [-1,1] 

        % B = psi(2);        

    end 

% ---------- Parameters definition end ---------- % 

    function X = get_X_from_CX(CX, psis) 

        len = length(psis); 

        X = zeros(2, len); 

        for r = 1:len-1 

            AA=[psis(1,r) psis(2,r); psis(1,r+1) psis(2,r+1)]; 

            FF=[CX(r); CX(r+1)]; 

            X(:,r)=AA\FF; 
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        end 

        X(:,len)=X(:,1); 

    end 

 

    function X2 = calculateX2(X) 

        %X2 = setStarSet(X', X'); 

        X2(:,1) = scalar1(X', X'); 

        X2(:,2) = 0; 

        X2 = X2'; 

        %convX2 = convhull1(X2); 

        %convX2 = convX2'; 

    end 

 

    function drawX(X, t, color) 

        convhullX = X'; 

        %convhullX = convhull1(X'); 

        %convhullX(length(convhullX),:) = convhullX(1,:); 

        t_array = zeros(1, length(convhullX)); 

        t_array(:) = t; 

        plot3(t_array, convhullX(:,1), convhullX(:,2), color); 

    end 

 

n = 50; %number of steps in range [t_0, t_1] 

delta = (t_1-t_0)/n; 

gammaSteps = 36; %number of gamma angles in range [0, 2pi] 

gamma = 0:(2*pi/gammaSteps):(2*pi); %gamma angles 

len = length(gamma); 

psis = [cos(gamma);sin(gamma)]; % Calculating vectors psi 
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%Calculating support funtion for X at initial time point 

X = zeros(2, len, n); 

C_X = zeros(len, n); 

k = 1; 

for psi = psis 

    C_X(k,1) = initialX(psi); 

    k = k+1; 

end 

X(:,:,1) = get_X_from_CX(C_X(:,1), psis); 

 

X2 = initialX2(); 

 

%Solving an equation 

for k = 1:n 

    % Calulating current time point 

    t = t_0 + k*delta; 

     

    Q = matrixQ(t); 

   

    % Defining matrix A at current time point 

    A = matrixA(t); 

     

    lenX2 = length(X2); 

    Q_X2 = zeros(2, lenX2); 

    for p = 1:lenX2 

        Q_X2(:,p) = Q * X2(:,p); 

    end 

     

    for p = 1:length(psis) 



 

47 

 

 

 

        psi = psis(:,p); 

 

        C_Q_X2 = 0; %psi'*Q_X2(:,1); 

        for q = 2:lenX2 

            current_C_Q_X2 = psi'*Q_X2(:,q); 

            if current_C_Q_X2 > C_Q_X2 

                C_Q_X2 = current_C_Q_X2; 

            end 

        end 

         

        C = A'*psi / norm(A'*psi); 

        minNorm = norm(C - psi);        

        minC_X = C_X(p, k); 

 

        for q = 1:length(psis) 

            currentPsi = psis(:,q); 

            currentNorm = norm(C - currentPsi); 

            if minNorm > currentNorm 

                minNorm = currentNorm; 

                minC_X = C_X(q, k); 

            end 

        end 

         

        C_AX = minC_X * norm(A'*psi); 

        C_B = matrixB(psi, t); 

        C_X(p,k+1) = C_X(p,k) + delta*(C_AX + C_B + C_Q_X2); 

    end 

    Xt = get_X_from_CX(C_X(:,k+1), psis); 

    X(:,:,k+1) = Xt; 
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    X2 = calculateX2(Xt); 

end 

 

drawX(X(:,:,1), t_0, 'b'); 

hold on 

for k = 2:n+1 

    drawX(X(:,:,k), t_0 + (k-1)*delta, 'r'); 

    hold on 

end 

grid on 

end     

 


