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ПЕРЕЛІК  
УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ 

СІДР – сингулярне інтегро-дифференціальне рівняння 

СІР – сингулярне інтегральне рівняння  
ССІДР – система сингулярних інтегро-дифференціальних рівнянь 

ССІР – система сингулярних інтегральних рівнянь 

КІН – коефіцієнт інтенсивності напружень 

μ – коефіцієнт Пуассона 

κ – стала Мусхелішвілі 
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ВСТУП 

 

Актуальність теми. Мішані задачі теорії пружності займають 
важливе місце в механіці деформівного твердого тіла, що пов’язано 
з їх роллю при моделюванні різноманітних інженерних задач. Ос-
новні підходи до аналітичного розв’язання такого роду задач засно-
вані на зображенні розв’язків рівнянь рівноваги через допоміжні 
функції (гармонічні, бігармонічні тощо). Головна незручність цих 
підходів полягає в тому, що для отримання виразів реальних меха-
нічних характеристик потрібно виконати додаткові операції, які ча-
сто є досить нетривіальними. 

Запропонований у роботі підхід використовує безпосередні 
інтегральні перетворення рівнянь рівноваги. Це надає можливість 
побудувати в просторі трансформант аналітичний розв’язок відпо-
відної векторної крайової задачі відносно шуканих трансформант 
переміщень. Для спрощення розрахунків побудовано матрицю-

функцію Гріна, яку подано у вигляді білінійного розвинення. Цей 
підхід продемонстровано на розв’язанні мішаних задач теорії пру-
жності для півсмуги, яка є модельним об’єктом для виявлення за-
кономірностей напружено-деформованого стану пружних тіл. 

Як свідчить аналіз літератури, у дослідженні плоских мішаних 
задач пружності існують невирішені проблеми, що потребують ро-
звитку аналітичних методів їх розв’язання, які б дозволили спрос-
тити побудову розв’язку та виявити загальну якісну картину на-
пруженого стану півсмуги. 

Цим обґрунтовано актуальність розробки нової методики ана-
літичного розв’язання плоских мішаних задач теорії пружності для 
півсмуги. 
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РОЗДІЛ 1 

ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

 

Дослідження напружено-деформованого стану пружних тіл 
почало активно розвиватися у XIX ст. і не втратило своєї актуаль-
ності до сьогодення. Це пояснюється широкою областю застосу-
вання в різноманітних інженерних додатках. Класична лінійна тео-
рія пружності є найважливішою основою для більшості міцністних 
розрахунків у техніці. Під час експлуатації будівельні та інші конс-
трукції піддаються механічним, температурним та інших видам 
впливу. Тому при проектуванні необхідно розрахувати міцність та-
ких конструкцій. Характеристики міцності виробів можна отримати 
на основі аналізу напружено-деформованого стану їх пружних мо-
делей. Одною з таких моделей є півнескінченна смуга. Тому актуа-
льною проблемою є розробка аналітично-числових методів дослі-
дження її напружено-деформованого стану.  

 

1.1. Плоскі задачі теорії пружності для півсмуги 

 

У зв’язку з тим, що робота присвячена аналітично-числовому 
розв’язанню задачі для півсмуги, зосередимось на огляді аналітич-
них методів. Такими методами є зведення до інтегрального рівнян-
ня Фредгольма, використання подань у вигляді рядів та інтегралів 
Фур’є, зведення до нескінченної системи алгебраїчних рівнянь, ва-
ріаційний, енергетичний методи, методи, що базуються на побудові 
системи біортогональних функцій, на діагоналізації системи рів-
нянь рівноваги та використанні розвинень за системами функцій 
Фадля-Папковича. Як видно, в більшості методів вводяться допо-
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міжні функції, що ускладнює побудову розв’язку. Використання 
розвинень за системами функцій Фадля-Папковича є неможливим 

для мішаних задач. 
Нижче наведено деталізований короткий огляд вказаних під-

ходів до розв’язання плоских задач теорії пружності.  
І. І. Воровіч та В. В. Копасенко [13] звели розв’язання задачі 

про симетрично навантажену півсмугу, що зчеплена по короткому 
краю, до інтегрального рівняння Фредгольма першого роду віднос-
но нормального навантаження в зоні зчеплення. В деякій мірі, як 
відмічено авторами, ця особливість ускладнює дослідження рівнян-
ня, а також його числове розв’язання. H. Zorski [176] розв’язання 
задачі про півсмугу звів до сингулярного інтегрального рівняння. 
D. B. Bogy, розглядаючи задачу про з’єднані півсмуги [76], звів 
розв’язання до системи двох сингулярних інтегральних рівнянь, 
розв’язання яких знайдено наближено. Розв’язок задачі про одну 
півсмугу [75] Bogy D. B. побудував у вигляді суперпозиції 
розв’язання задачі про півплощини та задачі про нескінченну сму-
гу. Задача для симетрично навантаженої півнескінченної смуги, що 
закріплена вздовж короткого кінця, була розглянута в [168]. У цій 
роботі було отримано інтегральне рівняння для нормальних напру-
жень біля закріплення та було досліджено природу особливостей 
його розв’язку. 

P. P. Teodorescu [155] розв’язав задачу про півсмугу, коли на 
границі задані напруження. Функція напружень у цих задачах пода-
ється у вигляді комбінації рядів та інтегралів Фур’є. Аналогічний 
підхід було застосовано в роботах [63, 124, 138] для розв’язання за-
дач про півсмугу. D. G. Crowdy та A. S. Fokas [86] побудували інте-
гральні розв’язки для еластостатичної півсмуги. 
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W. T. Koiter та J. Alblas у [113] застосували інтегральні перет-
ворення до диференціального рівняння для функцій навантажень, 
що дозволило звести задачу про розтяг півсмуги з вільними бічни-
ми гранями і зчепленій по короткій стороні до розв’язання нескін-
ченної системи лінійних алгебраїчних рівнянь. Л. А. Агаловян і 
Р. С. Геворкян [1] звели розв’язання задачі про півсмугу, коли її бі-
чні грані вільні, а на торці задано переміщення, до нескінченної си-
стеми лінійних алгебраїчних рівнянь. J. P. Benthem [73] розглянув 
задачу про півсмугу, коли її бічні грані вільні, а на торці задані на-
пруження, і коли торець зчеплений, а на нескінченності задані на-
пруження. Застосування перетворення Лапласа до рівняння для фу-
нкції напружень звело задачу до розв’язання нескінченної алгебраї-
чної системи, регулярність якої не була доведена. 

При розв’язанні задачі для півнескінченної смуги, що стиснута 
двома зосередженими силами, і вільним торцем, Л. П. Трапезніков 
[57] застосував варіаційний метод. В. Г. Сучеван [56] змішану задачу 
теорії пружності для півсмуги розв’язав за допомогою варіаційного 
методу Кастильяно, знаходячи параметри, що варіюють, через не-
скінченну систему лінійних неоднорідних алгебраїчних рівнянь.  

P. Thecaris [156] при розв’язанні задачі про півсмугу з вільни-
ми бічними сторонами та діючою по торцю зосередженою силою 
використав енергетичний метод. 

У роботі [109] будується спеціальна система біортогональних 
функцій. За її допомогою розв’язується задача про півсмугу, наван-
тажену по торцю, яка може бути застосована для будь-яких гранич-
них умов на навантаженому кінці. М. І. Гусейн-Заде [18] дослідила 
умови, яким повинні задовольняти напруження чи переміщення, 
щоб розв’язки затухали при віддаленні від цього кінця. 
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В. М. Замятин, А. В. Махов и А. А. Светашков [29] запропо-
нували новий метод розв’язання плоских задач теорії пружності, 
заснований на діагоналізації системи рівнянь рівноваги. 

G. Horvay та J. Born [105] розглянули задачу про напружено-

деформований стан півсмуги, коли її бічні грані вільні від наванта-
жень, а по торцю задані переміщення у вигляді конкретних поліно-
мів. При розв’язанні задачі використовується метод ортогональних 
поліномів. 

У роботі [38] викладено основні аспекти алгоритму П. Ф. Па-
пковича у методі однорідних розв’язків для двовимірної бігармоні-
чної задачі у прямокутній області. 

О. С. Гоголева [15] побудувала розв’язок класичної крайової 
проблеми теорії пружності про розподіл напружень у прямокутній 
півсмузі з вільними бічними гранями і заданими на торці півсмуги 
нормальними і дотичними напруженнями у вигляді розвинення по 
системам функцій Фадля-Папковича. М. Д. Коваленко та учні [31, 
149] застосовували розвинення за функціями Фадля-Папковича для 
розв’язання задач про півсмугу. R. D. Gregory [102] задачу про пів-
нескінченну еластостатичну смугу розв’язав також з використан-
ням функцій Фадля-Папковича. 

I. P. Gavrilkyuk, L. V. Makarov [96] дослідили клас задач в уза-
гальненій постановці для випадку півсмуги. У цій роботі було по-
будовано різницеву схему на скінченій решітці, оцінено швидкість 
збіжності. 

A. M. Gomilko [100] розглянув двовимірну бігармонічну зада-
чу для півсмуги з граничними умовами типу Діріхле, для 
розв’язання якої використав метод суперпозиції. У роботі [101] 

проведено аналіз збіжності рядів та доведення методу виділення 
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особливостей для методу однорідних розв’язків на прикладі міша-
ної задачі для півсмуги. 

R. D. Gregory та F. Y. M. Wan [103] дослідили стан плоскої пі-
всмуги при різних видах граничних умов. Деякі точні розв’язки для 
півнескінченної тріщини в смузі були отримані за допомогою тех-
ніки конформного перетворення у [158]. Розв’язок для пружної за-
дачі про півсмугу з вільними від навантаження бічними гранями та 
заданими нормальними переміщеннями і нульовими дотичними 
напруженнями на торці був представлений в [120]. 

У роботі [12] розглянуто методи розв’язання мішаних задач 
лінійної пружності, що складають основу розрахунку на міцність 
контактуючих деталей. У роботі [43] запропоновано та розвинуто 
підхід до розв’язання крайових задач для просторових канонічних 
областей на основі інтегральних перетворень для гармонічних фун-
кцій та доведення теорем додавання рівнянь рівноваги Ляме. 

 

1.2. Плоскі задачі термопружності 
 

Плоским задачам термопружності для півсмуги присвячені 
наступні роботи. 

В. Новацький [45] побудував розв’язок більшості задач тер-
мопружності як суму двох розв’язків, один з яких носить характер 
термопружного потенціалу, а другий містить компоненти вектора 
переміщень Гальоркіна.  

Роботу [33] присвячено розв’язанню плоских та просторових 
квазістатичних задач лінійної термопружності для прямокутних об-
ластей варіаційними методами з використанням спеціальних орто-
гональних поліномів. 
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У роботі [19] крайова задача стаціонарної теплопровідності 
для півсмуги з круговим отвором зведена до нескінченної системи 

лінійних алгебраїчних рівнянь, що допускає застосування методу 

редукції. Температурне поле та стан температурних напружень у 
півсмузі був досліджений в [139]. Крайова задача температурно на-
пруженого стану жорстких півсмуг, що зроблені з різних ізотроп-
них матеріалів, була розв’язана у [151]. 

Новий метод розв’язання плоскої квазі-статичної задачі тер-
мопружності в термінах напружень запропоновано у [167] для 
прямокутної області. Цей метод дозволяє побудувати аналітичний 
розв’язок у формі тригонометричних рядів. 

І. А. Abbas [64] розглянув термопружне півнескінченне сере-
довище. Систему рівнянь в просторі трансформант Лапласа він 
розв’язав за допомогою аналітичного і скінченно-елементного ме-
тодів. При оберненні трансформант Лапласа ним були отримані на-
ближені розв’язки задачі. R. V. N. Melnik [131] дослідив властивос-
ті дискретної апроксимації для математичних моделей зв’язної тер-
мопружності в напружено-температурній постановці. 

M. S. Abou-Dina, A. F. Ghaleb [65] розв’язали плоску задачу 
термопружності через гармонічні функції. M. Hvozdara і K. Rosa 
[106] вивели формули для термопружних напружень та зміщень, 
викликаних стаціонарним точковим джерелом тепла у пружному 
півпросторі.       А. Д. Шамровський, Г. В. Меркотан [62] розв’язали 
узагальнену зв’язну динамічну задачу термопружності для півпрос-
тору за допомогою теорії інваріантно-групових властивостей дифе-
ренціальних рівнянь. У роботі     Г. Габрусєва [14] розроблено алго-
ритм дослідження напруженого стану, що виникає в трансверсаль-
но ізотропному шарі в результаті теплообміну за законом Ньютона 
між шаром та зовнішнім середовищем при наявності ліній розділу 
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граничних умов третього роду для температури на граничних пло-
щинах шару. 

A. V. Rychahivskyy та Yu. V. Tokovyy [148], використовуючи 
метод прямого інтегрування, розв’язали задачу термопружності для 
півплощини з умовами зчеплення, переміщення та змішаними гра-
ничними умовами. V. Seremet [150] отримав два нових розв’язки 
для крайових задач термопружності для півплощини. У роботі [126] 

було розв’язано задачу про термічний контакт півсмуги зі смугою. 
Шляхом застосування перетворення Фур’є задачу зведено до 
розв’язання сингулярного інтегрального рівняння з додатковою 
умовою. 

А. І. Веремейчик, В. В. Гарбачевський, В. М. Хвісевич [11] 

побудували інтегральні рівняння плоскої крайової задачі неоднорі-
дної термопружності, розробили алгоритм числового розв’язку за-
дачі. У роботі [172] розв’язано задачу зв’язної термопружності під 
дією циклічного навантаження. 

Ю. М. Коляно, Л. М. Затварська [34] побудували розв’язок для 
тонкої півсмуги-пластинки, що вільна від зовнішнього навантажен-
ня та нагрівається джерелом тепла методом продовження функцій. 
У роботі [170] досліджено півнескінченну пластину під впливом 
лазерного імпульсного локального нагріву, використовуючи L-S 

узагальнену термопружну теорію, де скінченно-елементні рівняння 
керування розв’язані безпосередньо в часовій області. Температур-
ні поля та термальні напруження, які вони виробляють у пластинах, 
відкритому масиву нагрівальних джерел були досліджені в [171]. 

Крайова задача зв’язної термопружності для півшару з отво-
ром та змішаними крайовими умовами розв’язана у роботі  
L. A. Fil’shtinskii та A. V. Bondar [93]. Задачу зведено до системи 
чотирьох сингулярних інтегральних рівнянь, що розв’язані чисель-
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но методом механічних квадратур. Yu. Tokovyy, Chien-Ching Ma 
представили в [160] аналітичний підхід до розв’язання плоских 
пружних та термопружних задач для неоднорідної, ортотропної 
площин, півплощин і смуг. Розв’язання задач було зведено до інте-
грального рівняння за технікою керування з резольвентним ядром. 
S. Davidson [87] розглянув задачу про визначення термічних на-
пружень у термопружній смузі з колінеарним масивом паралельних 
до країв тріщин. Розв’язок рівняння Дюхамеля-Неймана побудова-
но через гармонічні функції. H. Qing, W. Yang, J. Lu, D.-F. Li [143] 

розв’язали термопружну задачу для нескінченної смуги, що містить 
нескінченну множину періодично розподілених крайових тріщин. 
Температурний вплив: грань, що містить тріщини, раптово охоло-
джується. Інтегральне рівняння, до якого зведений розв’язок крайо-
вої задачі, розв’язується чисельно. Плоскі задачі термопружності 
для тіл з тріщинами досліджено в [30]. Основи математичної теорії 
термопружної рівноваги деформівних твердих тіл з тонкими вклю-
ченнями викладено у [55]. Дослідження термопружних полів у ті-
лах з початковими деформаціями досліджено в працях Кушніра 
Р. М. та учнів [37].  

 

1.3. Плоскі задачі теорії пружності для смуги  
та півпростору з тріщинами 

 

Велике значення мають розв’язання плоских задач з тріщинами.  
М. П. Савруком, П. Н. Осівом та І. В. Прокопчуком [51] був 

розроблений метод сингулярних інтегральних рівнянь як метод 
розв’язання двовимірних задач теорії пружності для тіл з тріщина-
ми. Двовимірні статичні задачі теорії тріщин були розглянуті в ро-
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боті Н. Ф. Морозова [41]. Л. І. Слепян [52] вивчав статичні, динамі-
чні тріщини та тріщини, що повільно ростуть, у твердих тілах, а та-
кож обговорював критерії росту тріщини. М. П. Саврук [50] розг-
лянув методи розв’язання двовимірних крайових задач математич-
ної теорії тріщин для ізотропних тіл, вивчив приклади розв’язання 
півплощини та смуги з тріщинами. 

Шляхом застосування двостороннього перетворення Лапласа 
задача про півнескінченну тріщину, що паралельна границі півпло-
щини, була зведена К. Б. Устиновим [60] до матричної задачі Ріма-
на. X.-F. Wu, E. Lilla та W.-S. Zou [169] розглянули задачу про пів-
нескінченну тріщину між двома з’єднаними неоднаковими пруж-
ними смугами з однаковою густиною. Крайова задача зведена за 
допомогою техніки відповідних відображень до стандартної задачі 
Рімана-Гільберта. Нестандартна крайова задача для рівняння Лап-
ласа в нескінченній смузі, що містить скінченну тріщину була зве-
дена Y. A. Antipov, P. Schiavone [71] з використанням перетворення 
Фур’є до інтегрального рівняння, а потім до векторної задачі Ріма-
на-Гільберта. C. R. Chiang [84] розробив числову процедуру, що за-
снована на власних функціях Вільямса, для розв’язання пружних 
задач руйнування та продемонстрував її застосування для 
розв’язання задачі з нескінченною смугою, що містить центральну 
поперечну тріщину. 

R. Ishida [107] звів розв’язання задачі для нескінченної пруж-
ної смуги з одиночною крайовою тріщиною до розв’язання інтегра-
льного рівняння Фредгольма другого роду. 

Є. В. Борисова [4] задачу про концентрацію напружень біля 
вершини скінченної тріщини у півплощині з вільними бічними гра-
нями розв’язала модифікацією методу розривних розв’язків, який 
привів до сингулярного інтегрального рівняння. M. B. Civelek та 
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F. Erdogan [85] розглянули задачу для нескінченної смуги з мно-
жинними тріщинами, що перпендикулярні границям. Розв’язок за-
дачі зведений до системи сингулярних інтегральних рівнянь. 
M. R. Gecit [97] звів розв’язок задачі про смугу, одна сторона якої 
зчеплена, а друга знаходиться в умовах першої основної задачі тео-
рії пружності, з тріщиною до розв’язання сингулярного інтеграль-
ного рівняння. Останнє розв’язано методом колокацій. У роботі 
S. Krenk [115] наведені значення КІН, що отримані методом сингу-
лярного інтегрального рівняння (СІР). 

H. Itou і A. Tani [108] звели розв’язок задачі для нескінченної 
смуги з півнескінченною тріщиною шляхом застосування потенціа-
лів простого та подвійного шару до розв’язання сингулярного інте-
грального рівняння. E. N. Theotokoglou і G. J. Tsamasphyros [157] 

представили метод для роботи з пружною смугою, що послаблена 
тріщинами та отворами. За допомогою комплексних потенціалів 
розв’язок данної задачі зводиться до сингулярного інтегрального 
рівняння. F. Tian-You [159] запропонував процедуру підрахунку ко-
ефіцієнтів інтенсивності для нескінченної тріщини у смузі, що за-
снована на формулюванні Мусхелішвілі у вигляді комплексних по-
тенціалів та комбінуванні техніки відповідних відображень. 

H. Tada, P. C. Paris, G. R. Irwin [154] отримали наближену фо-
рмулу для КІН методом асимптотичної інтерполяції. Наближені 
формули для КІН за дією на берегах тріщини довільного нормаль-
ного навантаження приведені також у роботах [81, 82]. 

S. D. Akbarov, N. Yahnioglu, A. Turan [66] розглянули задачу 
для нескінченної смуги з тріщиною. Для розв’язання задачі викори-
стовувались методи трьохвимірної лінеарізованої теорії пружності, 
а для підрахунку коефіцієнтів інтенсивності використаний енерге-
тичний метод. 
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Задача для плоскої напруженої пружної півплощини з крайо-
вою тріщиною, що розташована вздовж лінії з’єднання двох абсо-
лютно зв’язних різнорідних чверть-площин була розв’язана в [70]. 
Мішана крайова задача була в подальшому зведена до системи двох 
функціональних рівнянь типу Вінера-Хопфа. R. Ballarini та 

H. A. Lou [72] розглянули застосування функції Гріна для 
розв’язання плоских задач теорії пружності з тріщинами на прикла-
дах розв’язання задач біморфних смуг з тріщинами. Коефіцієнти ін-
тенсивності підраховані з урахуванням навантаження, геометрії та 
властивостей матеріалів. Розв’язок для скінченної смуги, одна 
грань якої прив’язана до жорсткої опори, а інша знаходиться під ді-
єю рівномірного розтягуючого навантаження, був отриманий розг-
ляданням нескінченної смуги, що містить поперечне жорстке вклю-
чення в середині та двосиметрично навантажені поперечні тріщини, 
в [98]. Перетворення Фур’є та асимптотичний аналіз були застосо-
вані для зведення задачі про тріщину третього роду, що перпенди-
кулярна до сполучення композитної біморфної смуги, до сингуляр-
ного інтегрального рівняння, яке було чисельно розв’язано за до-
помогою квадратурної формули Гауса-Чебишева у [130]. 

У роботі Xianfang Li, S. H. Guo [123] розглянуті ефекти неод-
норідності динамічних коефіцієнтів інтенсивності напружень для 
антиплоскої міжфазної тріщини у функціонально градуйованому 
матеріалі, зв’язаному до пружної півсмуги. Використання перетво-
рень Фур’є і Лапласа звело віхідну мішану крайову задачу до трьох 
рівнянь у рядах, а потім до сингулярного інтегрального рівняння 
першого роду. Антиплоский аналіз впливу руйнування був пред-
ставлений для слабо-неперервного сполучення у симетричній фун-
кціонально градуйованій композитній смузі в [122]. За допомогою 
використання інтегральних перетворень Лапласа та Фур’є, задача 
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була зведена до парного інтегрального рівняння, та було отримано 
асимптотично аналітичний розв’язок напруженого поля біля вер-
шин тріщини. У роботі Н. Н. Антоненко [3] запропонований спосіб 
розв’язання задачі про центральну продольну тріщину з наповню-
вачем у смузі. Для розв’язання задачі використано інтегральне пе-
ретворення Фур’є. Задача зведена до системи інтегро-

диференційних рівнянь відносно похідних стрибків переміщень на 
берегах тріщини. 

V. M. Alexandrov, D. A. Pozharskii [67] дослідили плоску зада-
чу про міжфазну тріщину між пружною смугою та пружною півп-
лощиною з іншого матеріалу. Для розв’язання системи інтеграль-
них рівнянь для стрибків переміщень у зоні тріщини використову-
вався регулярний асимптотичний метод, котрий є ефективним, коли 
тріщина суттєво вузька. У роботі A. V. Dyskin, L. N. Germanovich, 
K. B. Ustinov [90] розглянуті дві конфігурації моделювання міжфа-
зної тріщини з паралельними вільними границями: тріщина в півп-
лощині та тріщина в центрі нескінченної смуги. Міжфазну тріщину 

на межі розділу кругового включення і матриці було досліджено в 

роботі [59].  
Л. В. Степанова проаналізувала напружений стан біля стаціо-

нарної тріщини поперечних переміщень у пластичному тілі.  
O. L. Bowie і C. E. Freese [77] розв’язали задачу згину смуги з трі-
щиною. H. Chai [80] дослідив питання розповсюдження тріщин у 
пружній зчепленій смузі. L. I. Kal’muk, M. G. Stashchuk,  
V. I. Pokhmurs’kii [111] розв’язали задачу для жорстко зчепленої 
смуги та смуги з вільними границями з тріщиною та жорстким 
включенням, і обчислили коефіцієнти інтенсивності біля границь 
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тріщини і жорсткого включення. Дослідженню тріщин та жорстких 
включень у динамічній постановці присвячені роботи [134]. 

Chen Yi-zhou [83] вивчив питання аналізу напружень у не-
скінченній смузі, що послаблена періодичними тріщинами. Крайова 
задача зводиться до мішаної комплексної. Для розв’язання задачі 
використовується розширення варіаційного методу власних функ-
цій. R. S. Dhaliwal, B. M. Singh [88, 153] розв’язали задачу для не-
скінченної жорстко зчепленої смуги з двома та трьома компланар-
ними тріщинами Гріффіна. Вважається, що тріщини відкрились від 
внутрішнього тиску. Використовуючи перетворення Фур’є, 
розв’язок задачі зведений до системи інтегральних рівнянь, що 
розв’язуються точно. D.-S. Lee [121] розглянув пружно-статичну 
задачу для нескінченної смуги з циліндричним отвором та двома 
симетрично розташованими внутрішніми тріщинами, що перпенди-
кулярні до границі. Розв’язок задачі зведений до системи трьох ін-
тегральних рівнянь. 

Н. А. Дорош і Г. С. Кіт [21] розглянули задачу рівноваги не-
скінченної смуги з прямолінійною поперечною тріщиною під дією 
температури. T. Menouillard, T. Belytschko [132] проаналізували 
розповсюдження тріщини в нагрітій смузі. M. V. Mirsalimov [133] 

звів задачу термопружності про смугу з тріщиною до сингулярного 
інтегрального рівняння. 

F. Erdogan та K. Arin [91] запропонували технологію 
розв’язання пружних задач з довільно орієнтованою внутрішньою 
тріщиною. У якості прикладу в статті наведений розв’язок задачі 
для нескінченної смуги. F. Erdogan і H. Terada [92] розглянули за-
дачу про півсмугу з бічною тріщиною. Півсмуга навантажена жорс-
тким клином без тертя, який прикладений до тріщини. Контактна 
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задача зводиться до системи сингулярних інтегральних рівнянь. 
O. V. Poberezhnyi [140] дослідив вплив миттєвих гріючих джерел на 
напружений стан та коефіцієнти інтенсивності для півсмуги з гра-
ничною тріщиною. 

R. V. Goldstein, I. N. Ryskov і R. L. Salganik [99] розглянули 
задачу для нескінченної смуги з центральною поперечною тріщи-
ною та дослідили коефіцієнти інтенсивності. У роботі [112] розгля-
нуто ряд динамічних задач для тонких пружних тіл. 

V. D. Lamzyuk, V. I. Mossakovshii, S. D. Sotnikova [119] 

розв’язали задачу про напружену тріщину у нескінченній смузі ме-
тодом суперпозиції розв’язання трьох задач: про напружену тріщи-
ну на нескінченній площині, про першу основну задачу для нескін-
ченної однорідної смуги та про нескінченну смугу, яка вільна від 
навантаження. 

P. A. Martynyuk, E. B. Polyak [129] представили загальний 
розв’язок задачі для смуги з тріщиною, що паралельна бічним гра-
ням на довільній відстані від границь. У роботі [104] досліджено 
міжфазні тріщини в пружних тілах за дії на них гармонічного нава-
нтаження. 

R. R. Parmerter та B. Mukherji [137] задачу про смугу з крайо-
вою тріщиною розв’язали методом скінченних елементів. 

Метод, що базується на формулах взаємного перерозвинення 
розв’язків системи рівнянь Ляме в полярній та декартовій систе-
мах координат, був запропонований для розв’язання задачі для 
пружної закріпленої по торцю півсмуги з круговим жорстким 
включенням у [20]. 

Підхід методу ліній тріщини напруженого поля був поданий у 
[144] для обчислення коефіцієнтів інтенсивності напружень нескін-
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ченної смуги, що розтягується, з ексцентричною тріщиною. Скін-
ченна тріщина зі сталою довжиною (тріщина типу Йоффе), що роз-
вивається у функціонально градуйованій смузі під плоским наван-
таженням була досліджена за допомогою методу Шмідта у [127]. За 
допомогою використання перетворення Фур’є та визначення стриб-
ків компонентів переміщень вздовж поверхні тріщини як невідомих 
функцій, дві пари дуальних інтегральних рівнянь були отримані. 
Для розв’язання парних інтегральних рівнянь, стрибки компонент 
переміщень вздовж поверхні тріщини були розвинені у ряди за по-
ліномами Якобі. Задача для нескінченної пружної смуги, що міс-
тить довільно розташовані тріщини і пари зосереджених сил сфор-
мульована в термінах системи сингулярних інтегральних рів-
нянь у [125].  

Симетрична задача про дві поперечні тріщини в пружній смузі 
з підкріпленими поверхнями була сформульована в термінах сингу-
лярного інтегрального рівняння [116]. Спеціальні випадки одної 
центральної тріщини чи двох крайових тріщин були продискутова-
ні. У роботі [2] викладено методи та результати досліджень контак-
тної взаємодії між тонкостінними елементами типу накладок (стри-
нгерів) та включень з масивними тілами, а також дії штампів на ті-
ло з покриттями та прослойками. 

Статичні задачі теорії пружності для півплощини та смуги, що 
послаблені прямолінійною поперечною тріщиною, були досліджені 
у [114]. Метод узагальнених інтегральних перетворень зводить 
розв’язання задачі для рівнянь рівноваги до розв’язання сингуляр-
ного інтегрального рівняння першого роду з ядром Коші відносно 
похідної функції розкриття тріщини. Величини коефіцієнтів інтен-
сивності напружень біля вершини тріщини були отримані. 
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1.4. Врахування нерухомих особливостей невідомої  
функції при розв’язанні інтегральних рівнянь 

 

Дослідженню сингулярних інтегральних рівнянь вигляду:  
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присвячена робота Р. В. Дудучави [22]. 
Рівняння з однорідними 1-ї степені ядрами, що ускладнені 

операторами зсуву, вивчені А. П. Солдатовим [53] у просторах гьо-
льдерових функцій зі складною нескінченною вагою. 

При 1 0с =  рівняння (1.1), спираючись на роботу М. Г. Крейна 
[35], досліджував Л. Г. Михайлов [39]. 

У випадку 0 1 20, 0, 1, Im 0n c c c= = = =  рівняння (1.1) повністю 
розв’язав H. F. Bueekner [78] (випадок 0 10, 1, 0n c c= = =  був розгля-
нутий раніше у [35]). 

Рівняння (1.1) досліджував G. I. Bierman [74], але дослідження 
носить незакінченний характер; рівняння (1.1) розв’язується в класі 

функцій ( )1
0 1

,L I xα

α< <
∪ , що не є інваріантним відносно операторів, які 

входять у рівняння (1.1); підстановкою ,tx e y e τ− −= =  рівняння (1.1) 
зводиться до рівняння згортки на півосі, та автор формально 
розв’язує його методом Вінера-Хопфа [44], не досліджуючи інтег-
рованість отриманих розв’язків; просто метод Вінера-Хопфа в кла-
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сичній формі придатний лише для рівнянь з неперервними предси-
мволами і при 1 0с =  є непридатним для рівняння (1.1). 

У випадку 2 10,n c c= = −  рівняння (1.2) повністю розв’язано в 

роботах Ф. Трикомі [58] та С. Г. Міхліна [40]. 
У теперішній час також продовжуються дослідження сингуля-

рних інтегральних рівнянь з неруховими особливостями. 
У роботі В. Г. Попова [141] розв’язок динамічної задачі про 

пружну півсмугу, що зчеплена з пружним півпростором, зведено до 
сингулярного інтегрального рівняння з двома нерухомими особли-
востями, яке розв’язано з використанням спеціальних квадратурних 
формул для сингулярних інтегралів. У [142] розв’язок задачі про 
визначення напруженого стану в пружном ізотропному півпросторі 
з тріщиною, що перетинається з його границєю під гармонічними 
продовжніми зсувними вібраціями, зведено до сингулярного інтег-
ро-диференціального рівняння відносно невідомого стрибка пере-
міщень на берегах тріщини. Роз’язок цього рівняння ускладнено іс-
нуванням нерухомої особливості в його ядрі. Отже, одним з важли-
вих результатів роботи є розвиток ефективного наближеного мето-
ду для розв’язування таких рівнянь, що приймають до уваги реальні 
асимптотики невідомої функції. О. Ф. Кривий [118] розв’язав зада-
чу про взаємний вплив міжфазних тунельних тріщин і включення в 

кусково-анізотропному просторі, де застосував метод, що дозволяє 
враховувати нерухомі особливості невідомих функцій. У роботі 
[136] запропоновано підхід розв’язання сингулярних інтегральних 
рівнянь з нерухомими особливостями. 

N. S. Gabbasov [94] розглянув лінійне інтегральне рівняння 
третього роду з нерухомими особливостями в ядрі. Для наближено-
го розв’язку цього рівняння в просторі розподілу, запропонована 
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нова узагальнена версія методу колокацій [95]. Симетричне харак-
теристичне сингулярне інтегральне рівняння з двома нерухомими 
особливостями на кінцях у класі функцій обмежених на кінцях, бу-
ло проаналізоване у [68, 69]. Для поліномів Чебишева першого роду 
в правій частині розв’язок інтегрального рівняння виражений у те-
рмінах двох не ортогональних поліномів з вагами. Заснований на 
цьому новому узагальненому спектральному співвідношенні для 
сингулярного оператора з двома нерухомими особливостями, на-
ближений розв’язок повного сингулярного інтегрального рівняння 
отриманий шляхом приведення до нескінченної системи лінійних 
алгебраїчних рівнянь другого роду. Дослідження оптимальної ква-
дратурної формули для сингулярних інтегралів з нерухомою особ-
ливістю було отримане в роботі [152]. Чисельне розв’язання для гі-
персингулярного інтегрального рівняння зубчатої півплоскої задачі 
було отримано запропонованими у [79] методами коллокацій. Ці 
методи шукають наближення похідної розв’язку оригінального рів-
няння. Дослідження алгебри, згенерованої сингулярними інтегра-
льними операторами Коші та інтегральними операторами з нерухо-
мими особливостями на одиничному інтервалі, було дано в роботі 
[89]. У [110] P. Junghanns, A. Rathsfeld розглянули поліноміальний 
метод коллокацій для чисельного розв’язку сингулярних інтеграль-
них рівнянь Коші з нерухомими особливостями на проміжку, де не-
рухомі особливості вважаються типу згортки Мелліна. У роботі Са-
акяна А. В. [49] отримані квадратурні формули найвищої алгебраї-
чної точності для сингулярних інтегралів та показана ефективність 
їх застосування для розв’язання сингулярних інтегральних рівнянь 
з узагальненим ядром Коші, що називаються також рівняннями з 
нерухомою особливістю. 
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1.5. Висновки до першого розділу 

 

Сучасні автори використовують два основних підходи: аналі-
тичний та числово-аналітичний, вибір між якими визначається 
крайовими умовами на гранях півсмуги. Спільним в усіх цих під-
ходах є подання розв’язку рівнянь рівноваги через гармонічні, бі-
гармонічні та інші функції. 

У монографії представлений підход, запропонований 
Г. Я. Поповим [46], де інтегральні перетворення застосовано безпо-
середньо до рівнянь рівноваги та крайових умов вихідної задачі, що 
звело вихідну задачу до одновимірної, яку розв’язано за допомогою 
векторних крайових задач [48]. Для розв’язання інтегрального рів-
няння, до якого зведено розв’язок даної задачі, використано метод 
ортогональних поліномів, запропонований Г. Я. Поповим [46]. 

Дослідження праць, присвячених розв’язанню плоских задач 
теорії пружності для півсмуги, показало, що залишається відкритою 
проблема дослідження напруженого стану півсмуги при наявності 
трансверсальної тріщини. У роботах не враховувались нерухомі 
особливості функцій переміщень у кутових точках півсмуги. 

З аналізу наукової літератури слідує, що незважаючи на знач-
ну кількість робіт, виконаних у напрямі дослідження мішаних пло-
ских задач теорії пружності, існують не розв’язані проблеми враху-
вання нерухомих особливостей функцій переміщень, а саме для 
пружної півнескінченної смуги під впливом на неї зовнішніх наван-
тажень та наявності тріщини. У зв’язку з цим обраний напрямок 
досліджень, цілі та задачі яких описано у вступі до монографії. 
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РОЗДІЛ 2  

МЕТОДИКА ПОБУДОВИ РОЗВ’ЯЗКІВ  
МІШАНИХ ЗАДАЧ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ  

ДЛЯ ПІВНЕСКІНЧЕННОЇ СМУГИ 

 

Даний розділ містить описання аналітичного апарату, що засто-
совується для розв’язання змішаних задач теорії пружності для пів-
нескінченної смуги. Він базується на результатах робіт [46, 48]. 
Приведена методика розв’язання мішаних плоских задач, що засно-
вана на застосуванні інтегральних перетворень безпосередньо до си-
стеми рівнянь рівноваги Ляме і крайових умов, що зводить вихідну 
задачу до векторної одновимірної крайової задачі. Векторна однови-
мірна крайова задача розв’язується точно з використанням апарату 
матричного диференційного числення та матричної функції Гріна. 

2.1. Зведення вихідної крайової задачі  
до одновимірної векторної крайової задачі 

 
Рис. 2.1 Геометрія та координатна система півсмуги 
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Розглядається пружна півсмуга (рис. 2.1) (G  – модуль пружнос-
ті, µ  – коефіцієнт Пуассона), яка займає область, що описується в 

декартовій системі координат співвідношеннями ∞<<<< yax 0,0 . 
До півсмуги по короткому торцю 0, 0y x a= < <  прикладене  

нормальне навантаження:  

( )
0 0

, 0, 0y xyy y
p x x aσ τ

= =
= = < < , (2.1) 

де ( )p x  є відома функція. На бічних півнескінченних гранях 
∞<<= yx 0,0  і ∞<<= yax 0,  граничні умови запишемо у формі: 
[ ] [ ] ∞<<== yfUfU 0,0,0 10  (2.2) 

Тут ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 1 1 10, / 0, , , / ,U f x f y f x y U f x f a y f x a yα β α β= + ∂ ∂ = + ∂ ∂        – 

граничні функціонали загального вигляду (вони будуть деталізовані 
пізніше для кожної конкретної задачі), ( ) ( ) ( )( ), , , ,

T

x yf x y u x y u x y=  – ве-

ктор переміщень.  
Введемо тут і далі позначення для переміщень 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,= =x yu x y u x y u x y v x y  та для похідних функції ( , )f x y : 

/ , / .f f x f f y′ = ∂ ∂ = ∂ ∂฀

 У цих позначеннях система рівнянь рівноваги 
Ляме зображується у поданні:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

* 0 12 2

2 2 2

* 0 22 2

, , ,
, 0

, , ,
, 0,

u x y u x y v x y
X x y

x yx y

v x y v x y u x y
X x y

x yx y

µ µ

µ µ

 ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂∂ ∂

∂ ∂ ∂

+ + + = ∂ ∂∂ ∂

 (2.3) 

де 1,
21

1
0*0 +=

−
= µµ

µ
µ , ( ) ( ) ( ) ( )yxXyxXyxXyxX yx ,,,,, 21 ==  – компоненти 

об’ємних сил. Сталі *0 ,µµ  виражено через сталу Мусхелішвілі 

µκ 43−= : 
1

3
1,

1

2,
1

1,
1

2
0

*

0

*0 −
−

=−
+

=
−
+

=
−

=
κ

κµ
κµ

µ
κ
κµ

κ
µ . 

Систему (2.3) перепишемо у формі: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

12 2

2 2 2

22 2

, , ,1 2 1 , 0
1 1 1

, , ,1 2 , 0.
1 1

u x y u x y v x y
X x y

x yx y

v x y v x y u x y
X x y

x yx y

κ κ
κ κ κ

κ
κ κ

∂ ∂ ∂− −
+ + + =

+ + ∂ ∂ +∂ ∂


∂ ∂ ∂ +
+ + + = − − ∂ ∂∂ ∂

 (2.4) 

Граничні умови по короткому торцю (2.1) переформулюємо в 

термінах переміщень:  

( ) ( )0
0 0

2 1 ,0
y y

u v
G p x x a

x y
µ µ µ

= =

 ∂ ∂
 + −  = < <
 ∂ ∂ 

  (2.5) 

00

0, 0 .
yy

u v
x a

y x ==

∂ ∂
+ = < <

∂ ∂
  (2.6) 

Введемо невідому функцію ( ) ( )
0 0

, ' '
y y

x v x vχ χ= == = . Врахо-

вуючи крайову умову (2.6), отримаємо, що 
0

'( )χ
=

∂ = −∂
y

u x
y . Отже, 

умова (2.6) виконується автоматично. 
Задача (2.2, 2.4-2.6) зводиться до одновимірної крайової задачі 

шляхом застосування інтегрального sin-cos перетворення Фур’є за 
змінною y: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1

02 2

, , , , cos
sin, , , ,

u x X x u x y X x y y
dy

yv x X x v x y X x y

β β

β β

β
β

∞     
=     

      
∫   (2.7) 

з відповідними формулами обернення: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) β

β
β

π ββ

ββ
d

y

y

xXxv

xXxu

yxXyxv

yxXyxu
∫
∞

















=









0 2

1

2

1

sin
cos

,
,2

,,,
,,,

 
 (2.8) 

 

Покрокове інтегрування рівнянь (2.4) наведено у додатку А. Ін-
тегральне перетворення застосоване до крайових умов, у просторі 
трансформант отримано крайову задачу: 
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( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2

12

2 2

22

0 1

1 2 3 1' ,
1 1 1 1

1 2 1

1 1 1

0, 0.

d u x dv x
u x x X x

dxdx

d v x du x
v x x X x

dxdx

U y U y

β β
β β

β β
β β

β β

β κ β κ κχ
κ κ κ κ

β κ β κβ χ
κ κ κ

 − − − − + = −
+ + + +


+ +

− − = − − − − −
    = =   

 

  (2.9) 

Тут ( ) ( )
( )






=

xv

xu
xy

β

β
β


. 

 

2.2. Формулювання та розв’язання векторної одновимірної 
крайової задачі у просторі трансформант 

 

Для зведення задачі до векторної крайової задачі вводяться на-

ступні вектор: ( )
( ) ( )

( ) ( ) 















−
−
+

−

+
−

−
+
−

=
xXx

xXx
xf

β

β

χ
κ
κβ

κ
κχ

κ
κ

2

1

1

1
1

1'
1

3


 і матриці: 
















−
+

+
−

=

1

1
0

0
1

1

κ
κ

κ
κ

P , 

















−
−

+=
0

1

1
1

1
0

κ

κQ . Тоді рівняння (2.9) у векторній формі можуть бути 

записані у вигляді векторного рівняння ( ) ( )xfxyL


=β2 , де 2L  – дифе-

ренціальний оператор другого порядку 
( ) ( ) ( ) ( )xyPxyQxyIxyL ββββ ββ  2

2 '2" −+= , I  – одинична матриця. В ре-

зультаті отримуємо векторну одновимірну крайову задачу:  

( ) ( )2

0 10, 0.

L y x f x

U y U y

β

β β

=

   = =   



    (2.10) 

Розв’язок векторної одновимірної крайової задачі відшукується 

як суперпозиція загального розв’язку векторного однорідного рів-
няння ( )0y xβ


 і його часткового розв’язку ( )1y xβ


: 
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( ) ( ) ( )xyxyxy 10

βββ


+=
  (2.11) 

Ці розв’язки побудовано за допомогою апарату матричного ди-
ференціального числення [17], [48], для чого потрібно побудувати 

фундаментальну матричну систему розв’язків відповідного матрич-
ного однорідного рівняння. 

 

2.3. Побудова фундаментальної матричної  
системи розв’язків 

 

Як доведено в [48], для того, щоб отримати розв’язок однорідно-
го векторного рівняння у (2.10), спочатку потрібно побудувати 
розв’язок матричного однорідного рівняння:  

( )2 0,0 ,L Y x x aβ = < <   (2.12) 
тут ( )xYβ  – матриця порядку 2x2. Оберемо матрицю ( )xYβ  у формі 

( ) IexY xξ
β =  і підставимо у матричне рівняння (2.12). В результаті діс-

танемо рівність ( ) xx eMIeL ξξ ξ=2 , де матриця ( )M ξ  має вигляд: 

( )
2 2

2 2

2 2

1 2

1 12 .
2 1

1 1

M I Q P

κ βξξ β
κ κξ ξ β ξ β

βξ κξ β
κ κ

− − + += + − =  
+ − − 

− − 

   

Відповідно до [47] розв’язок матричного однорідного рівняння 
сконструйовано за формулою:  

( ) ( )11 ,
2

x

C

Y x e M d
i

ξ ξ ξ
π

−= ∫฀  (2.13) 

де ( )1M ξ−  – матриця, обернена до матриці ( )M ξ . Замкнутий контур C  

охоплює всі особливі точки матриці ( )1M ξ− . Для оцінки цих особли-

вих точок використовується той факт, що обернена матриця може 
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бути виражена як транспонована матриця алгебраїчних доповнень, 
помножена на визначник вихідної матриці. Визначник матриці ( )M ξ  

знайдено у вигляді полінома четвертого ступеня: 

( ) ( ) ( )224224 2det βξβξβξβξξ +−=+−=M .    

Обернена матриця має вигляд: 

( )
( ) ( )

2 2

1

2 2
2 2

1 2

1 1 1 .
2 1

1 1

M

κ βξξ β
κ κξ

βξ κξ β ξ β ξ β
κ κ

−

+ − − − +=  
− − + − 

− + 

 (2.14) 

Після підстановки побудованої оберненої матриці (2.14) у вираз 

(2.13) можна помітити, що вираз під контурним інтегралом має два 
кратних полюси βξβξ −== , . Обчислюючи контурний інтеграл за 
допомогою теореми про лишки та обчислюючи лишки у кратних по-
люсах, отримуємо наступну матричну систему фундаментальних ма-
тричних розв’язків [8]: 

( ) ( )

( )

















+
+

−

+
−

−
−

=

11

11

2
1

κβ
βκ

κ

κκβ
βκ

β

xx

xx

e
xY

x

 ( ) ( )

( )

















+
−

−
−

−

+−
+

−
=

−

11

11

2
2

κβ
βκ

κ

κκβ
βκ

β

xx

xx

e
xY

x

.   

Після підстановки знайдених матриць ( ) ( )1 2,Y x Y x  у формулу 

(2.11) розв’язок векторного рівняння може бути записаний наступ-
ним чином [48]: 

( ) ( ) ( ) ( )1 3 1
1 2

2 4
,

c c
y x Y x Y x y x

c c
β β

   
= + +   

   

 
 (2.15) 

де сталі , 1, 4ic i =  знаходяться з граничних умов на півнескінченних 
бічних гранях півсмуги. 
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2.4. Побудова матриці-функції Гріна 

 

Матрицю-функцію Гріна необхідно побудувати для отримання 
часткового розв’язку векторної крайової задачі. Знаходження матри-
ці-функції Гріна реалізовано за допомогою методу матричних інтег-
ральних перетворень [46]. Побудуємо матрицю-функцію Гріна 
( ),G x ξ  для векторної крайової задачі наступної структури: 

( ) ( )
( )

2

0, 0,1,i

L y x f x

V y x i

 =


= =   



   (2.16) 

де 10 ,VV  – крайові функціонали наступного вигляду:  

[ ] ( ) ( )

[ ] ( ) ( )

0

1

1 0 0 0
( ) 0 ' 0 ,

0 0 0 1

1 0 0 0
( ) ' .

0 0 0 1

n

n

V y x y y

V y x y a y a

α

α

   
= −   

   
   

= −   
   

  

  
      

Ядро інтегрального перетворення обрано у вигляді:  

( ) ...2,1,0,,
cos0

0sin
, ==








= n

a

n

x

x
xH n

n

n

n

πα
α

α
α   (2.17) 

Обидві частини рівняння у (2.16) помножимо на ядро (2.17) та 
інтегруємо по частинам на відрізку [ ]a;0 . 

Враховуючи, що: 

( )

( ) ( )

cos 0
' , ,

0 sin

1 0 cos 0
' 0, , ' , ,

0 0 0 0

n
n n

n

n n n n

x
H x

x

n
H H a

α
α α

α

π
α α α α

 
=  − 

   
= =   

   

 

( ) ( ) 







=








=








=

10

00
cos

cos0

00
,,

10

00
,0 π

π
αα n

n
aHH nn , 

( ) ( )nnn xHxH ααα ,," 2−= , 
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отримаємо, що: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

2

0 0 0 0
, " cos ' ' 0

0 1 0 1

1 0 1 0
cos ' ' 0 .

0 0 0 0

a

n

n n n n

H x Iy x dx n y a y

n y a y y

α π

α π α α

   
= −   

   

   
− + −   

   

∫
  

  
 

Запишемо: 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
0 1

0

, " cos
a

n n nH x Iy x dx V y x n V y x yα π α= − −      ∫
   

. 

За рахунок виконання граничних умов у (2.16), отримано: 

( ) ( ) nn

a

n ydxxyIxH
 2

0

", αα −=∫ , ( ) ( ) nn

a

n yQdxxyQxH
 ~',

0

αα =∫ ,  

( ) ( ) ( ) ( ) n

a

n

a

n fdxxfxHdxxyPxH


== ∫∫
00

,, αα . 

Рівняння в (2.16) прийме наступний вигляд: 

( ) nnn fy


=Ω αβ , (2.18) 

тут ( ) ( )dxxHxyy

a

nn ∫=
0

,α , 
















−

+=
0

1

1
1

1
0

~

κ

κQ , ( ) 2 22n n nI Q Pβ α α βα βΩ = − − − =  

2 2

2 2

21

1 1

2 1

1 1

n
n

n
n

βακα β
κ κ

βα κα β
κ κ

− − − − + +=  
+ − − − 

− − 

.  

Розв’язок рівняння (2.18) має вигляд:  

( ) nnn fy
 αβ

1−Ω=          

де ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

1

2 2 22 2

1 1 2

1 1 1

1 12

1 1

β

α κ β κ βα
κ κα

α κ β κβαα β
κ κ

−

 − + +
− 

− + Ω =
 + + −+  −

− + 

n n

n

nnn

. 



 

35 

 

Обернене інтегральне перетворення застосовується до розв’язку 









=

2

1

n

n

n
y

y
y


. У покомпонентній формі воно може бути записано так:  

( ) ( )'
1 1 1

1 0

2 2( ) sin sin ,n n n n

n n

y x y x y x
a a

α α
∞ ∞

= =

= =∑ ∑      

( ) ( )'02

2 2 2

1 0

2 2( ) cos cos .n n n n

n n

y
y x y x y x

a a a
α α

∞ ∞

= =

= + =∑ ∑      

У векторній формі маємо ( )'

0

2( ) , n n

n

y x H x y
a

α
∞

=

= ∑  , тут штрих озна-

чає, що нульовий член помножується на ½. З іншого боку маємо, що 

( )
0

, ( )
a

n ny H x y x dxα= ∫
  . Після об’єднання цих двох результатів, побудо-

вано формулу для шуканого вектора ( ) ( ) ( )∑
∞

=

−Ω=
0

1' ,2

n

nnn fxH
a

xy
 αα β . Ви-

користаємо зображення ( ) ( ) ξξαξ dfHf

a

nn


∫=
0

,  та отримаємо наступне 

співвідношення: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

' 1

0 0

' 1

00

2( ) , ,

2 , , .

a

n n n

n

a

n n n

n

y x H x H f d
a

H x H f d
a

β

β

α α ξ α ξ ξ

α α ξ α ξ ξ

∞
−

=

∞
−

=

= Ω =

 
= Ω 

  

∑ ∫

∑∫



     

З останньої формули випливає, що матриця-функція Гріна кра-
йової задачі (2.16) має вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( )' 1

0

2, , , .n n n

n

G x H x H
a

βξ α α ξ α
∞

−

=

= Ω∑  (2.19) 

Подання (2.19) є білінійним розвиненням матриці-функції Гріна 

[162]. 
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Для даної матриці-функції Гріна виконано всі властивості функ-
ції Гріна, зокрема, виконані граничні умови в (2.16):  

( ) ( )0 1, 0, , 0V G x V G xξ ξ= =              

Матриця Гріна має вигляд: 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

2 2

2 2
2 2 2 2

'
2 2

0

2 2
2 2 2 2

sin sin 1 1 2 cos sin

1 12,
cos cos 1 12 sin cos

1 1

n n n n n n

n n

n
n n nn n n

n n

x x

G x
a xx

α ξ α κ α κ β α β α ξ α

κ α β κ α β
ξ

α ξ α κ α κ βα β α ξ α

κ α β κ α β

∞

=

  − + +  −
 − + + +
 =
  + + − − 
 − + + + 

∑

. 
У додатку Б проведено спрощення матриці та остаточно наведе-

но покомпонентне зображення матриці-функції Гріна. 
Розв’язок крайової задачі (2.10) набуває вигляду: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3
1 2

2 4 0

, .
ac c

y x Y x Y x G x f d
c c

β ξ ξ ξ
   

= + +   
   

∫


 (2.20) 

 

2.5. Побудова розв’язку вихідної задачі 
 

Вирази для трансформант функцій переміщень (2.20) обернено 
за формулами (2.8). В результаті отримано подання для функцій пе-
реміщень, що залежить від невідомої функції ( )χ ξ  або ( )'χ ξ . Неві-

дому функцію знаходимо за рахунок виконання умови по короткому 

торцю ( )
0

, 0σ
=

= < <y y
p x x a . Але оскільки інтеграли, що входять до 

зображень функцій переміщень, є слабко-збіжними, спочатку потріб-
но відокремити їх слабко-збіжні частини, для чого використано ме-
тодику, яка викладена у додатку В. 
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2.6. Методика розв’язання сингулярного інтегрального  
чи інтегро-диференціального рівняння 

 

В залежності від умов по короткому торцю розв’язання задачі 
зводиться до розв’язання сингулярного інтегро-диференціального 
рівняння (СІДР) або сингулярного інтегрального рівняння (СІР) з 
однією чи двома нерухомими особливостями.  

 

2.6.1. Розв’язання СІДР 

 

У випадку, коли навантаження прикладене до середини коротко-
го торця 0 10,y a x a= < < :  

( ) 0 10 0
, 0, .y xyy y

p x a x aσ τ
= =

= = < <  (2.21) 

На ділянках 0 10, 0 ,y x a a x a= < < < < , 10,= < <y a x a  виконуються 
умови гладкого контакту: 

0 10 0
0, 0, 0 ,xyy y

v x a a x aτ= =
= = < < < <  (2.22) 

розв’язання задачі зводиться до розв’язання СІДР: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

2
* * * * * * * *

0 12 * *

1ln , ,
a a

a a

d
d f x d r x a x a

dx x
χ ξ ξ χ ξ ξ ξ

ξ
+ = < <

−∫ ∫  (2.23) 

де ( ) ( ), ,r x f xξ  – відомі регулярні функції при 0 10,a a a≠ ≠ . 

Виконується заміна змінних ( ) ( )* *
0 1 0 1

1 0 1 0

2 2
,

a a x a a
x

a a a a

ξ
ξ

− + − +
= =

− −
 для 

переходу до інтервалу інтегрування [ ]1;1− . У результаті інтегро-

диференціальне рівняння (2.23) приймає наступний вигляд: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 12

2

1 1

1ln , , 1 1,d
d f x d r x x

xdx
χ ξ ξ χ ξ ξ ξ

ξ− −

+ = − < <
−∫ ∫      (2.24) 
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тут ( ) ( ) ( )1 0 0 1 ,
2

a a a aξ
χ ξ χ

− + + 
=  

 
  ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 0 1

2 2

a a a a a a
r x r

ξ− − + + 
=  

 
 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 0 1 0 0 1 1 0 0 1, ,
4 2 2

a a a a a a a a x a a
f x f

ξ
ξ

− − + + − + + 
=  

 
 . Інтегральне рі-

вняння (2.24) розв’язується методом ортогональних поліномів [46], 
що дозволяє враховувати дійсний порядок особливості розв’язку на 
кінцях інтервалу інтегрування. Згідно з методом, функцію ( )χ ξ  роз-

винуто в ряд за поліномами Чебишева другого роду: 

( ) ( ) [ ]2

0

1 , 1;1 ,n n

n

s Uχ ξ ξ ξ ξ
∞

=

= − ∈ −∑   (2.25) 

де ( )nU x  поліноми Чебишева другого роду. Вираз (2.25) підставлено 

до СІДР (2.24), та враховано наявність спектрального співвідношен-
ня [46]: 

( ) ( ) ( )
12

2

2

1

1ln 1 1 , 1 1.n n

d
y U y dy n U x x

x ydx
π

−

− = − + − < <
−∫   (2.26) 

Застосування стандартної схеми методу ортогональних поліно-
мів зводить розв’язання СІДР до розв’язання системи лінійних алге-
браїчних рівнянь відносно невідомих коефіцієнтів , 0,1,...ns n =  

,
0

, 0,1,2...,m n m n m

n

s s D f m
∞

=

+ = =∑  (2.27) 

де 
( )

( ) ( ) ( )
1 1

2 2

, 2

1 1

1 1 1 , ,
1

m n n m

m

D dx U U x x f x d
m U

ξ ξ ξ ξ
π − −

= − − −
+ ∫ ∫   

( )
( ) ( )

1

2

2

1

1
1

1
m m

m

f r x U x x dx
m Uπ −

= − −
+ ∫  . 

Систему (2.27) розв’язано методом редукції, справедливість якої 
доведено за схемою, викладеною у [46].  
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2.6.2.  Розв’язання СІР у випадку наявності однієї нерухомої 
особливості 

 

У випадку, коли навантаження прикладене з лівого краю корот-
кого торця 10, 0y x a= < < , 1a a≠ : 

( ) 10 0
, 0, 0 .y xyy y

p x x aσ τ
= =

= = < <  (2.28) 

На лінії 10,y a x a= < <  виконуються умови гладкого контакту: 

10 0
0, 0, .xyy y

v a x aτ= =
= = < <  (2.29) 

Розв’язання задачі зводиться до розв’язання СІР з однією нерухомою 
особливістю: 

( ) ( ) ( )
1

* * * * * *

1* *

0

1' , , 0 ,
a

f x d r x x a
x

χ ξ ξ ξ
ξ
 

+ = < < − 
∫  (2.30) 

де ( )r x  – відома регулярна функція при 1a a≠ . Функція ( ),f xξ  міс-

тить нерухому особливость на лівому кінці інтервалу інтегрування. 

Виконується заміна змінних 
* *

1 1

, x
x

a a

ξξ = =  для переходу до інтер-

валу інтегрування [ ]0;1 . У результаті СІР (2.30) переписано у формі 

СІР: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

1 1

2 31

2 3

1 1

1

1

1 1 11 1

2 2 2

, , 1 1,

h x h xh
d d

x x x x

K x d r x x

χ ξ ξ
ξ χ ξ ξ

π ξ π ξ ξ ξ

χ ξ ξ ξ

− −

−

 + + +
+ + + + 

− + + + + + +  

+ = − < <

∫ ∫

∫




 

  (2.31) 

де ( ) ( )1 1

2

a ξ
χ ξ χ

+ 
′=  
 

 , ( ) ( ), ,K x r xξ   – відомі регулярні функції, 

2

1 2 3

3 2 4, ,
2

κ
κ κ κ
−

= − = − =h h h . Тут, як бачимо, при 1ξ = −  присутня нерухо-

ма особливість на лівому кінці інтервалу інтегрування. 
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Для існування єдиного розв’язку СІР (2.31) у класах функцій з 
інтегрованими особливостями на кінцях, функція ( )χ ξ  повинна за-

довольняти додатковій умові:  

( )
1

1

0dχ ξ ξ
−

=∫   (2.32) 

Асимптотичні властивості розв’язку СІР (2.31) будуть визначені 
розв’язком відповідного характеристичного рівняння: 

( ) ( )
1 2 3

1

2 3

0

1 1
ˆ , 0 1,

1 1 1 1

x x
h h

h d
f x x

x x x x

ξξ ξχ ξ
π ξ

ξ ξ ξ ξ

 
 
 + + + = < <    − + + +        

∫  (2.33) 

де ( ) ( )1
ˆ aχ ξ χ ξ′= . 

До рівняння (2.33) застосуємо асимптотичний метод [117], [118]. 
Отримаємо трансценденте рівняння для визначення показника особ-
ливості розв’язку: 

( ) ( ) ( )
1 2 3

11 cos 0
sin 2

s s
s h h s h

s
π

π
− 

+ + + = 
 

 

Переформулюємо це рівняння: 

( )
2

22 4 8 12 3cos 0
3 4 3 4 3 4

µ µλπ λ λ
µ µ µ

− +
+ − − =

− − −
 (2.34) 

Знайдемо його корені kλ  (табл. 1). 
Відмітимо, що рівняння (2.34) співпадає з рівнянням Уфлянда 

для задачі для клину з кутом розкриття / 2π  з урахуванням 1p λ= − . 
Для розв’язання СІР (2.31) застосовується спеціальна методика 

[118], збіжність якої доведено у [36], що дозволяє враховувати неру-
хомі особливості невідомої функції. Згідно з нею невідома функція 
( )χ ξ  подається у вигляді суми на інтервалі [128]: 

( ) ( ) ( ) [ ]
1

0

, 1;1 ,
N

k k k N k

k

s sχ ξ ρ ξ ρ ξ ξ
−

− +
+

=

 = + ∈ − ∑  (2.35) 
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де ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )Re Re
2 2 11 cos Im ln 1 , 1 sin Im ln 1 ,k k

k k k k

λ λρ ξ ξ λ ξ ρ ξ ξ λ ξ− −
+= + ⋅ + = + ⋅ +  

0, 1k N= − , ( ) ( ) , 0, 1
1

k

k

T
k N

ξ
ρ ξ

ξ
+ = = −

−
. 

Таблиця 1 

Корені рівняння (2.34) 
Re kλ  Im kλ  

-0.711876621391612 0.578740005664639 

0.307935318489597  0 

1.692064681510401 0 

2.711876621391613 0.578740005664639 

4.803618603148355 1.137450986802122 

6.845283759060861 1.410612909436295 

8.870599399499873 1.598048762673253 

 

Сегмент [ ]1;1−  ділиться на 2N  відрізків точками 
( )0 , 0.5

2 1: 0, 0, 2 1i N ix P x i N
λ −

− = = − . СІР (2.31) розглядається при , 0,2 1ix x i N= = − .  
Після підстановки виразу для невідомої функції (2.35) до СІР 

(2.31) з урахуванням умови (2.32) отримуємо систему 2N  лінійних 
алгебраїчних рівнянь відносно невідомих сталих , 0, 2 1ks k N= − : 

( )
1

0

, 0,2 1,
N

k ki k N ki i

k

s d s d d r x i Nξ
−

− +
+

=

 + = = − ∑   (2.36) 

де ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
1

2 31

2 3

1

1 1 11 , ,
2 2 2

i i

ki k i

i i i i

h x h xh
d K x d

x x x x

ξ
ρ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
± ±

−

 − − −
= + + + + 

− + − + − + −  
∫  

0, 1, 0,2 1k N i N= − = − . 
 

2.6.3. Розв’язання СІР у випадку наявності двох нерухомих 
особливостей 

 

У випадку, коли навантаження прикладено по всьому короткому 
торцю (2.1), розв’язання задачі зводиться до розв’язання СІР з двома 
нерухомими особливостями: 
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( ) ( ) ( )* * * * * *

* *

0

1' , , 0 ,
a

f x d r x x a
x

χ ξ ξ ξ
ξ
 

+ = < < − 
∫  (2.37) 

де ( )r x  – відома регулярна функція. Функція ( ),f xξ  містить неру-

хомі особливості на обох кінцях інтервалу інтегрування. 

Виконується заміна змінних 
* *2 2,a x a

x
a a

ξξ − −
= =  для переходу до 

інтервалу інтегрування [ ]1;1− . У результаті СІР (2.37) записується у 
формі:  

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

1 1

1

1 1

2 32 2 3 3

1

1

1 1 1 1

2 2

1 1 1 11 1

2 2 2 2

, , 1 1

d h
x x x

x xx x
h h d

x x x x

K x d r x x

χ ξ
ξ χ ξ

π ξ π ξ ξ

ξ ξ
ξ

ξ ξ ξ ξ

χ ξ ξ ξ

− −

−

  
+ + +  − + − + + 

   − − + +− +    + + + + +
   + − + + + − + +   

+ = − < <

∫ ∫

∫




 

 
 

(2.38) 

тут ( ) ( )1

2

a ξ
χ ξ χ

+ 
′=  
 

 , ( ) ( ), ,K x r xξ   – відомі регулярні функ-

ції,
2

1 2 3

3 2 4, ,
2

κ
κ κ κ
−

= − = − =h h h . Як видно, тут при 1ξ = ±  присутні нерухо-

мі особливості на кінцях інтервалу інтегрування. 
Трансценденте рівняння для визначення показника особливості 

розв’язку (2.38) співпадає з трансцендентним рівнянням для (2.33).  
Згідно зі схемою, викладеною в главі 2.6.2, невідому функцію 

( )χ ξ  розвиваємо в суму [161]: 

( ) ( ) ( ) [ ]
1

0

, 1;1 ,
N

k k k N k

k

s sχ ξ ρ ξ ρ ξ ξ
−

− +
+

=

 = + ∈ − ∑  (2.39) 

де ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )Re Re
2 2 11 cos Im ln 1 , 1 sin Im ln 1k k

k k k k

λ λρ ξ ξ λ ξ ρ ξ ξ λ ξ+= ± ⋅ ± = ± ⋅ ±  , 

0, 1k N= − . 
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Сегмент [ ]1;1−  ділиться на 2N  відрізків точками 

( )0 0,
2 1: 0, 0, 2 1i N ix P x i N
λ λ

− = = − . СІР (2.38) розглядається при , 0,2 1ix x i N= = − . 

Підстановка виразу для невідомої функції (2.39) до СІР (2.38) з 
урахуванням умови (2.32) приводить до системи 2N  лінійних алгеб-
раїчних рівнянь відносно невідомих сталих , 0, 2 1ks k N= − : 

( )
1

0

, 0, 2 1
N

k ki k N ki i

k

s d s d r x i N
−

− +
+

=

 + = = − ∑   (2.40) 

де ( )
( ) ( )

1

1 2 2 2

1

1 11 1 1

2 2 2 2

i i

ki k

i i i i i

x x
d h h

x x x x x
ρ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ
± ±

−

  − + 
  = + + + + +   − + − + + + − + +   

∫  

( )( )
( )

( )( )
( )

( )3 3 3

1 1 1 1
, , 0, 1, 0,2 1

2 2

i i

i

i i

x x
h K x d k N i N

x x

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ

 − − + +
+ + + = − = −  + − + +   

. 

 

2.7. Висновки до другого розділу 

Інтегральні перетворення застосовано безпосередньо до рівнянь 
рівноваги Ляме та крайових умов плоскої задачі теорії пружності для 
півсмуги, що дозволило уникнути застосування допоміжних гармо-
нічних або бігармонічних функцій. У просторі трансформант вихід-
ну задачу зведено до одновимірної векторної крайової задачі, яку 
розв’язано методами диференціального матричного числення. Для 
цього побудовані фундаментальна матрична система розв’язків од-
норідного матричного рівняння та матрицю-функцію Гріна для ди-
ференціального векторного рівняння другого порядку. Розв’язок 
зведено до СІДР або СІР, яке може в залежності від постановки за-
дачі мати одну або дві нерухомі особливості. Запропоновано засто-
сування спеціальної числової методики, що дозволило врахувати на-
явність нерухомих особливостей. 
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РОЗДІЛ 3 

МІШАНІ ЗАДАЧІ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ ДЛЯ ПІВСМУГИ 

 

У розділі досліджено плоскі мішані задачі теорії пружності для 
півсмуги, що зчеплена по бічних півнескінченних гранях, та трьох 
конфігурацій прикладеного навантаження по короткому торцю.  

Розв’язок задач для півсмуги зведено до розв’язання інтегро-

диференціального або інтегрального рівнянь в залежності від кон-
фігурації прикладеного навантаження. Розв’язки інтегральних рів-
нянь отримано з урахуванням нерухомих особливостей шуканої 
функції на кінцях проміжку інтегрування. 

Проведено числовий аналіз розподілу напружень на бічних 
гранях та у середині півсмуги у залежності від конфігурації прик-
ладеного навантаження. 

 

3.1. Мішана задача теорії пружності для півсмуги  
при виконанні умов другої основної задачі теорії пружності 

 
Рис. 3.1. Геометрія та координатна система півсмуги  

для умов зчеплення 
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Розглядається пружна півсмуга (рис. 3.1), яка займає область, 
що описується в декартовій системі координат співвідношеннями 

∞<<<< yax 0,0 . Півсмуга навантажена по торцю 0, 0y x a= < <  

(2.5-2.6).  Переміщення у півсмузі задовольняють рівняння рівно-
ваги (2.4). Об’ємними силами будемо нехтувати 

( ) ( )1 2, 0, , 0X x y X x y= = . 

Деталізуємо граничні умови на бічних півнескінченних гранях 
(2.2): бічні грані 0, , 0x x a y= = < < ∞ :  

(0, ) 0, (0, ) 0, 0u y v y y= = < < ∞ , (3.1) 
( , ) 0, ( , ) 0, 0u a y v a y y= = < < ∞ , (3.2) 

або за допомогою крайових функціоналів запишемо у векторному 
поданні:  

( )
( )

( )
0

, 1 0 00,
0 1 0(0, ),

u x y u y
U

v yv x y

      
= =             

, ( )
( )

( )
1

, 1 0 0,
0 1 0( , ),

u x y u a y
U

v a yv x y

      
= =             

. (3.3)  

Потрібно відшукати поле переміщень та напружень усередині 
півсмуги та на її гранях. 

Відповідно до побудованого розв’язку (2.20) формули для фун-
кцій переміщень мають наступне зображення [7, 25, 26]: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

11 12 11 12

1 1 1 2 2 3 2 4

11 12

0 0

( )

3 1, ' , ,
1 1

a a

u x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d G x d

β

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ κ

= + + + +

− +
+ −

+ −∫ ∫
  (3.4) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

21 22 21 22

1 1 1 2 2 3 2 4

21 22

0 0

( )

3 1, ' , .
1 1

a a

v x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d G x d

β

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ κ

= + + + +

− +
+ −

+ −∫ ∫
  (3.5) 

Для знаходження коефіцієнтів 4,1, =ici  скористаємося гранич-
ними умовами (3.3) (грані 0=x  та ax = ) у просторі трансформант: 

( )
( )

( )
( ) 








=
























=
















0

0

10

01
,

0

0

0

0

10

01

av

au

v

u

β

β

β

β
. 
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Тоді має місце наступна матрична система [24]: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 3 1
1 2

2 4

1 3 1
1 2

2 4

0 0 0 ,

.

c c
Y Y y

c c

c c
Y a Y a y a

c c

β

β

    
+ = −    

    


    + = −       



   
(3.6) 

Розв’язок системи (3.6) наведено у додатку В. 
 

3.2. Навантаження по середині короткого торця  
(випадок 1) 

 
Рис. 3.2. Геометрія та координатна система півсмуги  

для умов зчеплення для випадку 1 

 

Розглянемо півсмугу, що навантажена по середині короткого 
торця 0 10,= < <y a x a , 0 10,a a a≠ ≠  (рис. 3.2).  

Півсмугу навантажено по торцю 0 10,y a x a= < < :  

( ) 0 10 0
, 0,y xyy y

p x a x aσ τ
= =

= = < <  (3.7) 

На ділянках 0 10, 0 ,y x a a x a= < < < < , 10,= < <y a x a  виконуються 
умови гладкого контакту: 



 

47 

 

0 10 0
0, 0, 0 ,xyy y

v x a a x aτ= =
= = < < < < . (3.8) 

Граничні умови (3.7) та (3.8) мають вигляд:  

( ) ( )0 0 1
0 0

2 1 ,
y y

u v
G p x a x a

x y
µ µ µ

= =

 ∂ ∂
 + −  = < <
 ∂ ∂ 

,  (3.9) 

0 10
0, 0 ,

y
v x a a x a= = < < < < ,   (3.10) 

00

0, 0
yy

u v
x a

y x ==

∂ ∂
+ = < <

∂ ∂
  (3.11) 

Відповідно до схеми розділу 2 введемо невідому функцію 
( ) ( )

0 0
, ' '

y y
x v x vχ χ= == = . З огляду на крайову умову (3.11) впев-

нимося, що 
0

'( )χ
=

∂ = −∂
y

u x
y  та умову (3.11) виконано автоматично. 

Крайові умови на бічних півнескінченних гранях мають вигляд 
(3.3). Формули для функцій переміщень подано зображеннями  

(3.4-3.5). 
Інтегральні доданки у (3.4) та (3.5) мають наступний вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2

0 0

, ' , , , 1,2
a a

i iG x d G x d iξ χ ξ ξ ξ χ ξ ξ =∫ ∫ , 

перший з інтегральних доданків можна перетворити до вигляду 
[163, 164]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1

0

0 1

0

1

1

0 0

1 1 1

0 0 0

0
0 0

1 1 10 0
0

0 1 1
1 0

0 0

, ' , ' , '

, ' , ,

, , , .

a aa

i i i

a

a
a a

i i i a
a

a a
a i i

i a

G x d G x d G x d

G x d G x G x

G G
G x x d x d

ξ χ ξ ξ ξ χ ξ ξ ξ χ ξ ξ

ξ χ ξ ξ ξ χ ξ ξ χ ξ

ξ χ ξ ξ χ ξ ξ ξ χ ξ ξ
ξ ξ

− −

+ +

−
− −

+ +
+

−

+

= + +

+ = + +      

∂ ∂
+ − = −   ∂ ∂

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫

 

Тут ( ) ( )0 10 0, 0 0a aχ χ− = + =  у силу умови гладкого контакту (3.10), 

( ) ( )0 0, 0 0aχ χ+ = − = , оскільки виконуються умови зчеплення (3.1-
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3.2) на бічних гранях півсмуги, ( ) ( )0 10 0, 0 0a aχ χ+ = − = , так як 

розв’язок відшукується в класі неперервних функцій у силу механі-

чного змісту невідомої функції ( )
0y

x vχ ==  як функції переміщень. 

Як результат, співвідношення (3.4-3.5) записуються у формі: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

11 12 11 12
1 1 1 2 2 3 2 4

11 12

0 0

21 22 21 22
1 1 1 2 2 3 2 4

21 22

0 0

( )

3 1, , ,
1 1

( )

3 1, , .
1 1

a a

a a

u x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d G x d

v x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d G x d

β

β

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ ξ κ

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ ξ κ

= + + + −

− ∂ +
− −

+ ∂ −

= + + + −

− ∂ +
− −

+ ∂ −

∫ ∫

∫ ∫

 (3.12) 

Згідно з формулами (2.8), отримаємо наступні вирази для фун-
кцій переміщень вигляду: 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, , , cos
a

u x y f x y d dξ β β χ ξ ξ β
∞

= ∫ ∫ , (3.13)  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, , , sin
a

v x y g x y d dξ β β χ ξ ξ β
∞

= ∫ ∫ . (3.14) 

Формули (3.13-3.14) остаточно визначають переміщення, якщо 
буде відомо функцію ( )

0
χ ==

y
x v . Для її знаходження необхідно за-

довольнити умовам (3.9-3.10), які залишились поки що невикона-
ними. Виконати умову (3.9) шляхом безпосередньої підстановки в 
неї співвідношень (3.13-3.14) неможливо, бо інтеграли у виразах 
для переміщень є слабко-збіжними. Тому для відокремлення їх сла-
бко-збіжних частин використовується методика [162], що викладе-
на у додатку Г. З умови (3.10) випливає, що: 

( ) 0 10, 0 ,a a aχ ξ ξ ξ= < < < < . (3.15) 
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Послідуюча підстановка формул переміщень у крайову умову 
(3.9) приводить до СІДР (2.23), розв’язання якого описано в главі 
2.6.1. Підстановка знайдених сталих , 0,1,...ns n =  у формули (3.13-

3.14) завершує побудову розв’язку задачі. 
Для півсмуги з параметрами ( ) ( )0, , 0,x yy yσ σ  при 961.2781955 10G = ⋅  

Па, 0.33µ = , ( ) 1p x =  Па, 10a =  м проаналізовано значення нормальних 

напружень на бічних гранях півсмуги при 0 10y≤ ≤  в залежності від 
розміру області прикладення механічного навантаження по корот-
кому торцю. Позначимо через ϖ  довжину зон гладкого контакту по 
короткому торцю ( 0 1a a aϖ = = − ). 

На рисунках 3.3, 3.4 тут і далі суцільна, штрих-пунктирна та 
пунктирна лінії описують відповідно значення 40%aϖ = , 10%aϖ =  та 

0.5%aϖ = . 
Напруження ( )0,x yσ  майже у два рази більші за напруження 

( )0,y yσ . 

 

Рис. 3.3. Нормальні напруження ( )0, , 0y y y aσ < <   

при різних значеннях 0 1,a a  
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Як видно з графіків, нормальні напруження на бічних гранях є 
стискальними при 10 y y< < , далі вони стають розтягувальними та 
при подальшому збільшенні у спадають до нуля. Причому 1 2.4y =  

при 40%aϖ = , 1 1.2y =  при 10%aϖ = , 1 1.0y =  при 0.5%aϖ = . Тобто, зі збі-
льшенням зони прикладеного навантаження область стискальних 
напружень на бічних гранях біля торця повільно зменшується. 

Абсолютні значення нормальних напружень збільшуються зі 
збільшенням розміру зони прикладеного навантаження. При зна-
ченні параметру 0.5%aϖ <  розрахунки перестають бути стабільними 
у зв’язку з тим, що починається вплив нерухомих особливостей яд-
ра рівняння. Щоб наблизити розрахунки до бічних граней виникає 
необхідність враховувати нерухомі особливості. 

 

 

Рис. 3.4. Нормальні напруження ( )0, , 0x y y aσ < <   

при різних значеннях 0 1,a a  
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3.3. Навантаження з лівого краю короткого торця  
(випадок 2) 

 
Рис. 3.5. Геометрія та координатна система півсмуги  

для умов зчеплення для випадку 2 

 

Розглянемо півсмугу, що навантажена по торцю 
10, 0y x a= < < , 1a a≠  (рис. 3.5) 

( ) 10 0
, 0, 0y xyy y

p x x aσ τ
= =

= = < <  (3.16) 

На лінії 10,y a x a= < <  виконуються умови гладкого контакту: 

10 0
0, 0,xyy y

v a x aτ= =
= = < < . (3.17) 

Граничні умови (3.7) та (3.8) можна переписати у термінах пе-
реміщень  

( ) ( )0 1
0 0

2 1 ,0
y y

u v
G p x x a

x y
µ µ µ

= =

 ∂ ∂
 + −  = < <
 ∂ ∂ 

,  (3.18) 

10
0,

y
v a x a= = < < ,  (3.19) 

00

0, 0
yy

u v
x a

y x ==

∂ ∂
+ = < <

∂ ∂
  (3.20) 



 

52 

 

Відповідно до схеми розділу 2, розв’яжемо крайову задачу (2.4, 
3.18-3.20) при 1a a≠  для пружної півсмуги, що зчеплена по бічних 
гранях, з умовами на бічних гранях (3.3).  

Формули для функцій переміщень мають вигляд (3.4-3.5). Інтег-
ральні доданки у (3.4) та (3.5) мають наступний вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2

0 0

, ' , , , 1, 2
a a

i iG x d G x d iξ χ ξ ξ ξ χ ξ ξ =∫ ∫ , 

причому другий з них з урахуванням розривних властивостей функ-
ції Гріна подано формулою: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

2 2 2

0 0 0

0

2 2 2

0

2 2 2

0

2 2

0

, , ,

, 0 ,0 0 , '

, , 0 , '

, , ' , 1,2,

a x a

i i i

x

x

i i i

a

i i i

x

a

i i

G x d G x d G x d

x x x x x d

x a a x x x x d

x x x x d i

ξ χ ξ ξ ξ χ ξ ξ ξ χ ξ ξ

χ χ ξ χ ξ ξ

χ χ ξ χ ξ ξ

χ ξ χ ξ ξ

−

+

−

+

= + =

= ℑ − − ℑ − ℑ +

+ℑ − ℑ + − ℑ =

= ℑ − ℑ =

∫ ∫ ∫

∫

∫

∫

 

де ( )2 ,i x ξℑ  – первісна функції ( )2 ,iG x ξ , 

( ) ( ) ( )
12 22

2

1, 0, ,
1

x x x x
κ

β κ
−

ℑ = ℑ = −
+

, ( ) ( )0 0aχ χ= = . 

В результаті співвідношення (3.4-3.5) приймуть вигляд [161, 166]:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

11 12 11 12
1 1 1 2 2 3 2 4

11 12

0 0

21 22 21 22
1 1 1 2 2 3 2 4

21 22

2
0 0

( )

3 1, ' , ' ,
1 1

( )

3 1 1, ' , ' .
1 1 1

a a

a a

u x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d x d

v x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d x d x

β

β

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ κ

κ κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ χ
κ κ β κ

= + + + +

− +
+ + ℑ

+ −

= + + + +

− + −
+ + ℑ −

+ − +

∫ ∫

∫ ∫

 (3.21) 
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Після підстановки отриманих раніше ( ) ( ) 4,1,,, 21 =icxYxY i  у фор-
мули (3.21) та обернення отриманих трансформанти згідно з фор-
мулами (2.8), отримаємо наступні вирази для функцій переміщень 
вигляду: 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

=
0 0

'cos,,,
a

ddyxfyxu βξξχββξ , (3.22)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

, , , sin ' '
a x

v x y g x y d d dξ β β χ ξ ξ β χ ξ ξ
∞

= +∫ ∫ ∫ . (3.23) 

Переміщення у півсмузі остаточно визначаються формулами 

(3.22-3.23), якщо буде відома функція ( )
0

' '
y

x vχ == . Для її знахо-

дження необхідно задовольнити поки що невиконаним умовам 

(3.18-3.19). Слабко-збіжні інтеграли у виразах для переміщень про-
сумовано за методикою, що наведено у додатку Г.  

З умови (3.19) випливає: 

( ) ( )1 10, ' 0,a a a aχ ξ ξ χ ξ ξ= < < ⇒ = < < .  (3.24) 

Підстановка формул переміщень у крайову умову (3.18) приво-
дить до СІР (2.30), розв’язання якого описано у главі 2.6.2. Підста-
новка у формули (3.22-3.23) знайдених сталих , 0,2 1ns n N= −  завер-
шує побудову розв’язку задачі. 

На рисунках 3.6-3.9 представлені графіки нормальних напру-
жень ( ) ( ) ( ) ( )0, , 0, , , , ,x y x yy y a y a yσ σ σ σ  при 961.2781955 10G = ⋅  Па, 0.33µ = , 

( ) 1p x =  Па, 10a =  м, 40%aϖ = , 10%aϖ =  та 0.5%aϖ = .  

Як видно, нормальні напруження на правій бічній грані більші 
за абсолютними значеннями за нормальні напруження на лівій біч-
ній грані. 

Як видно з графіків, нормальні напруження на лівій бічній гра-
ні є розтягувальними при 10 y y< < , далі вони стають стискальними 
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та при подальшому збільшенні у спадають до нуля. Нормальні на-
пруження на правій бічній грані є стискальними при 20 y y< < , далі 
вони стають розтягувальними та при подальшому збільшенні у спа-
дають до нуля. Причому 1 22.1, 6.4y y= =  при 40%aϖ = , 1 23.0, 4.3y y= =  

при 10%aϖ = , 1 23.3, 3.8y y= =  при 0.5%aϖ = . Тобто, зі збільшенням зо-
ни прикладеного навантаження область розтягувальних напружень 
на лівій бічній грані біля торця повільно збільшується, а область 
стискальних напружень на правій бічній грані біля торця зменшу-
ється, причому більш ніж у два рази швидше за збільшення зони 
розтягувальних напружень на лівій бічній грані біля торця.  

 

Рис. 3.6. Нормальні напруження ( )0, , 0y y y aσ < <   

при різних значеннях 1a  

 

Врахування нерухомої особливості в точці 0, 0x y= =  дозволило 
отримати стабільні розрахунки безпосередньо біля даної точки. 
Збільшення зони прикладеного навантаження за рахунок набли-
ження до точки , 0x a y= =  привело до збільшення абсолютних зна-
чень нормальних напружень на бічній грані x a=  (рис. 3.7, 3.9) та 
слабо вплинуло на зміну нормальних напружень на бічній грані 
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0x =  (рис. 3.6, 3.8). При значенні параметру 0.5%aϖ <  починається 
вплив нерухомої особливості ядра рівняння у точці , 0x a y= = , і ро-
зрахунки в околі даної точки перестають бути стабільними. 

 

Рис. 3.7. Нормальні напруження ( ), , 0y a y y aσ < <   

при різних значеннях 1a
 

 

 
Рис. 3.8 Нормальні напруження ( )0, , 0x y y aσ < <   

при різних значеннях 1a  



 

56 

 

 
Рис. 3.9. Нормальні напруження ( ), , 0x a y y aσ < <   

при різних значеннях 1a  

 

3.4. Навантаження по всьому короткому торцю  
(випадок 3) 

 
Рис. 3.10. Геометрія та координатна система півсмуги  

для умов зчеплення для випадку 3 

 

Розглянемо півсмугу, що навантажена по всьому торцю 
(рис. 3.10). Розв’яжемо крайову задачу (2.4-2.6) для пружної пів-
смуги з умовами (2.2) на бічних гранях вигляду (3.1-3.2) або (3.3). 
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Вирази для функцій переміщень мають вигляд (3.22-3.23). Ці 
формули остаточно визначають переміщення, якщо буде відома 
функція ( )'χ ξ . Її знаходимо за рахунок задоволення умові (2.5), яка 

залишилась поки що невиконаною. Виконати цю умову шляхом 
безпосередньої підстановки в неї співвідношень (3.22-3.23) немож-
ливо, бо інтеграли у виразах для переміщень є слабко-збіжними. 
Тому для відокремлення їх слабко-збіжних частин використовуєть-
ся методика, що викладена в додатку Г.  

Послідуюча підстановка формул переміщень у крайову умову 
(2.5) приводить до СІР (2.37). Побудова розв’язку задачі завершується 
підстановкою знайдених сталих , 0,2 1ns n N= −  у формули (3.22-3.23). 

На рисунках 3.11-3.12 представлені графіки нормальних на-
пружень ( ) ( )0, , 0,x yy yσ σ  при 961.2781955 10G = ⋅  Па, 0.33µ = , ( ) 1p x =  Па, 

10a =  м. Як видно, нормальні напруження на бічних гранях є розтя-
гувальними при 0 1.1y< < , далі вони стають стискальними та при 
подальшому збільшенні у спадають до нуля. 

 

 

Рис. 3.11. Нормальні напруження ( ) ( )0, , , , 0y yy a y y aσ σ < <  
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Рис. 3.12. Нормальні напруження ( ) ( )0, , , , 0x xy a y y aσ σ < <  

 

Врахування обох нерухомих особливостей дозволило отримати 
стабільні розрахунки на всьому короткому торцю півсмуги. 
 

3.5. Висновки до третього розділу 

 

Отримано розв’язки плоских задач теорії пружності для пів-
смуги, що зчеплена по двом півнескінченним бічним граням для 
трьох конфігурацій прикладеного навантаження по торцю. 

Врахування нерухомих особливостей у кутових точках півсмуги 
дозволило провести розрахунки безпосередньо біля цих точок, що на 
0.5%a  ближче, ніж без їхнього врахування. Тобто, встановлено межі 
ефективного застосування методу ортогональних поліномів для 
розв’язання сингулярного інтегрального рівняння. Також відмічено, 
що найбільші нормальні напруження виникають на бічних гранях, 
коли навантаження прикладене до середини короткого торця. 

Встановлено зони розтягувальних напружень при різних конфі-
гураціях навантаження. 
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РОЗДІЛ 4 

ЗАДАЧІ НЕЗВ’ЯЗНОЇ ТЕРМОПРУЖНОСТІ  
ДЛЯ ПІВСМУГИ 

 

У розділі досліджено плоскі мішані задачі термопружності для 
півсмуги з защемленими півнескінченними гранями для трьох різ-
них конфігурацій навантаження по короткому торцю. Розв’язано 

задачу стаціонарної теплопровідності для півнескінченної смуги, 
знайдене температурне поле використовується в подальшому при 
розв’язанні задачі незв’язної термопружності для півнескінченної 
смуги. 

Проведено числовий аналіз розподілу напружень на бічних 
гранях та в середині півсмуги в залежності від параметрів ділянки 

розподілення навантаження та температури. 
 

4.1. Задача стаціонарної теплопровідності для півсмуги 

 

Розглянуто пружну півсмугу, бічні грані 0,0x y= < < ∞ , 
,0x a y= < < ∞  якої теплоізольовані, а на короткий торець 0 , 0x a y< < =  

діє теплове навантаження. Потрібно визначити температуру півс-
муги, що задовольняє крайовій задачі: 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2
0, 0 , 0

,0 , 0

0, 0, , 0, 0

T

T T
x a y

x y

T x f x x a

T T
y a y y

x x

∂ ∂
+ = < < < < ∞

∂ ∂

= < <

∂ ∂
= = < < ∞

∂ ∂

 (4.1) 

Для зведення задачі (4.1) до одновимірної крайової задачі за-
стосовано скінченне cos-перетворення Фур’є за змінною x : 
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( ) ( )∫=
a

xdxyxTyT
0

cos, αα  

з формулою обернення: 

( ) ( ) ( )
a

k
xyTyT

a
yxT

k

πααα =







+= ∑

∞

=

,cos2
1,

1

0  (4.2) 

Отримано одновимірну крайову задачу:  

( ) ( )

( ) ( )

" 2 0,

0 , , 0, ,

T y T y

dT
T f T y y

dy

α α

α
α α α

α − =



= → →∞


   (4.3) 

де ( )
0

cos
a

Tf f x xdxα α= ∫ . 

До задачі (4.3) застосовано півнескінчене sin-перетворення 
Фур’є за змінною y : 

( )∫
∞

=
0

sin ydyyTT βααβ  

з формулою обернення: 

( ) ∫
∞

=
0

sin2 ββ
π αβα ydTyT . (4.4) 

Отримано та розв’язано алгебраїчне рівняння у трансформан-
тах відносно трансформант переміщень: 

ααβ βα
β

fT
22 +

= . (4.5) 

Обертаємо (4.5) згідно з (4.4) та використаємо формулу 

3.723(3) [16]. Отримаємо ( ) yT y f e α
α α

−= . 

Знайдений вираз обернемо за формулою (4.2): 

( ) ( ) ( )
10 0

1, 2 cos cos
a a

y
T

k

T x y f d f d e x
a

αξ ξ ξ αξ ξ α
∞

−

=

 
= + 

  
∑∫ ∫ .  (4.6) 

Розглянемо окремо 2 випадки. 
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Перший випадок 0>y . 
З урахуванням формули для підсумовування ряду 1.461(2) [16], 

вираз (4.6) прийме вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1,
2 cos cos

a

T

y y
sh sh

a aT x y f d
x xa y y

ch ch
a a a a

π π

ξ ξ
π ξ π ξπ π

 
 

= + 
+ − − −  

∫ . 

Розв’язок задачі (4.1) у випадку 0>y  запишемо формулою: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0

1, , , , , , 0 , 0
2

y
aa

T

e
T x y f y x y x d x a y

a

π

ξ δ ξ δ ξ ξ
−

+ −−  = + ≤ ≤ < < ∞ ∫ , (4.7) 

де ( )
( )

a

x
ee

xy

a

y

a

y ξπ
ξδ ππ ±

−+
=

−−

±

cos21

1,,
2

. 

Другий випадок 0=y . 
У даному випадку вираз (4.6) прийме подання: 

( ) ( ) ( )
10 0

1 2,0 cos cos
a a

T T

k

k kx
T x f d f d

a a a a

π ξ πξ ξ ξ ξ
∞

=

= + ∑∫ ∫ .  (4.8) 

Продовжимо функцію ( )xf  парно на проміжок [ ]0;a−  і запише-
мо розвинення функції ( )xf  в ряд Фур’є: 

( ) ( ) ( )
10 0

1 2~ cos cos
a a

T T T

k

k kx
f x f d f d

a a a a

π ξ πξ ξ ξ ξ
∞

=

+∑∫ ∫ ,  (4.9) 

де 

( ) ( ) ( ) ( )0

0 0

1 1 1 2, cos cos
2

a a a a

T T n T T

a a

k k
a f d f d a f d f d

a a a a a a

π ξ π ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
− −

= = = =∫ ∫ ∫ ∫ . 

Як видно, праві частини у (4.8) та (4.9) співпадають, тобто фу-
нкція ( )0,xT  представляє собою ряд Фур’є для функції ( )Tf x . 

З ознаки Ліпшиця слідує, що для гьольдерової у точці 0x  функ-

ції ( )Tf x  її ряд Фур’є збігається в цій точці до суми ( )0Tf x , якщо в 

даній точці функція ( )Tf x  неперервна. В даному випадку гранична 
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умова ( ) ( ), 0 , 0TT x f x x a= < <  буде виконана на проміжку 

ax <<0 , якщо функція ( )Tf x  на цьому проміжку неперервна та за-

довольняє умові Гьольдера. 
Використання формул (4.7) та (4.8) дозволяє отримати 

розв’язок задачі (4.1) за умов неперервності та гьольдеровості функ-
ції ( )Tf x  на проміжку ax <<0  [162] 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

0

10 0

1 , , , , ,0 ,0
2,

1 2 cos cos ,0 , 0

y
aa

T

a a

T T

k

e
f y x y x d x a y

a
T x y

k kx
f d f d x a y

a a a a

π

ξ δ ξ δ ξ ξ

π ξ πξ ξ ξ ξ

−

+ −

∞

=


−  + ≤ ≤ < < ∞ 

= 


+ ≤ ≤ =


∫

∑∫ ∫
  (4.10) 

4.2. Мішана задача термопружності для півсмуги  
при виконанні умов другої основної задачі  

теорії пружності на півнескінченних гранях 

 
Рис. 4.1. Геометрія та координатна система півсмуги для умов зчеплення  

у випадку температурного навантаження 

 

Розглядається пружна півсмуга (рис. 4.1), яка займає область, 
що описується у декартовій системі координат співвідношеннями 
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∞<<<< yax 0,0 . Півсмугу навантажено по короткому торцю 
0, 0y x a= < <  механічними та тепловими зусиллями (2.5-2.6).  
Переміщення у півсмузі задовольняють рівняння рівноваги Ля-

ме (2.4). Узагальнені граничні умови на бічних гранях (2.2) обира-
ються у вигляді (3.3). Потрібно відшукати поле переміщень та на-
пружень усередині півсмуги та на її гранях. 

Рівняння рівноваги Ляме (2.4) з урахуванням вигляду об’ємних 
сил мають подання: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

, , ,1 2 1 ,
1 1 1

, , ,1 2 ,
1 1

u x y u x y v x y T

x y xx y

v x y v x y u x y T

x y yx y

κ κ ρ
κ κ κ

κ ρ
κ κ

∂ ∂ ∂− − ∂
+ + = + + ∂ ∂ + ∂∂ ∂


∂ ∂ ∂+ ∂ + + = − − ∂ ∂ ∂∂ ∂

 (4.11) 

де tα
µ

µρ
21

1
2

−
+

= , tα  є коефіцієнт лінійного розширення, ( ),T x y  пода-

но зображенням (4.10). 
Застосуємо до (4.11) інтегральне перетворення Фур’є за змін-

ною y та отримаємо наступну систему рівнянь у просторі трансфо-
рмант [5, 173]: 

( )

( )

2 2

2

2 2

2

( ) ( )( -1) 2 3( ) '( ) ,
1 1 1

( ) ( )( 1) 2 1( ) ( ) ,
1 1 1

d u x dv x dT
u x x x

dx dxdx

d v x du x
v x x T x

dxdx

β β β
β

β β
β β

β κ β κ χ ρ
κ κ κ

β κ β κβ χ βρ
κ κ κ

−
− + = +

+ + +

+ +
− − = − −

− − −



 (4.12) 

тут ( ) ( )
0

, cosT x T x y ydyβ β
∞

= ∫ , 
1

1~

+
−

=
κ
κρρ , ( ) ( )

0 0
, ' '

y y
x v x vχ χ= == = . 

Тоді за схемою параграфа 2 побудуємо відповідну векторну 
одновимірну крайову задачу структури формули (2.10), де права 

частина записується вектором ( )
( ) ( )

( ) ( )

















−
−
+

−

+
+
−

=
xTx

x
dx

dT
x

xf

β

β

βρχ
κ
κβ

ρχ
κ

κ

1

1

~'
1

3


. Відпові-

дно до побудованого розв’язку (2.20) формули для функцій пере-
міщень мають наступне зображення [8, 9]: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

11 12 11 12

1 1 1 2 2 3 2 4

11 11

0 0

12 12

0 0
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3 , ' ,
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u x Y x c Y x c Y x c Y x c
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G x d G x d

d

G x d G x T d

β

β

β

κ ξ χ ξ ξ ρ ξ ξ ξ
κ ξ

κβ ξ χ ξ ξ βρ ξ ξ ξ
κ

= + + + +

−
+ + −

+

+
− −

−

∫ ∫

∫ ∫


 (4.13) 

( ) ( ) ( ) ( )
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G x d G x d
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β

β
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κ ξ χ ξ ξ ρ ξ ξ ξ
κ ξ

κβ ξ χ ξ ξ βρ ξ ξ ξ
κ

= + + + +

−
+ + −

+

+
− −

−

∫ ∫

∫ ∫


 (4.14) 

де ( ), ,i jG x ξ  – елемент матриці-функції Гріна у i -ій строчці та 

j -тому стовбці.  
Коефіцієнти 4,1, =ici  знайдено у додатку В. Вони мають вигляд (В.2).  
Подальший розв’язок залежить від конфігурації навантаження 

по короткому торцю. 
 

4.3. Навантаження по середині короткого торця (випадок 1) 

 
Рис. 4.2. Геометрія та координатна система півсмуги для умов зчеплення у 

випадку температурного навантаження для випадку 1 
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Розглянемо півсмугу, що навантажена лише по середині торця 
(рис. 4.2). Розв’яжемо крайову задачу (2.4, 3.9-3.11) при 0 10,a a a≠ ≠  

для пружної півсмуги з умовами (3.3) на півнескінченних бічних 
гранях. Температура ( , )T x y  діє як і механічне навантаження на про-
міжку [ ]0 1;x a a∈ , тобто ( ) 0 1,0 0,0 ,Tf x x a a x a= < < < < . 

Формули для функцій переміщень мають вигляд (4.13-4.14). Ін-
тегральні доданки у (4.13) та (4.14) запишемо у зображеннях: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

0 0

1 2

0 0

, ' , , ,

, , , , 1,2.

a a

i i

a a

i i

G x d G x d

dT
G x d G x T d i

d

β
β

ξ χ ξ ξ ξ χ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ

=

∫ ∫

∫ ∫
 

Третій з них можна перетворити до вигляду: 

( ) ( ) ( )
1

1

0 0

, β
βξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
∂

= −
∂∫ ∫

a a i
i

dT G
G x d T d

d
 так як ( ) ( )1 1, ,0 0, 1,2i iG x a G x i= = = . 

В результаті співвідношення (4.13-4.14) подано за формулами: 

( ) ( ) ( ) ( )
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(4.15) 

Підставимо у вирази (4.15) отримані раніше подання системи 

фундаментальних матричних розв’язків ( ) ( ) 4,1,,, 21 =icxYxY i  та обер-
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немо отримані трансформанти згідно з формулами (2.8). Врахуємо, 
що для температури потрібно використати формулу обернення: 

( ) ( )
0

2, cosT x y T x ydβ β β
π

∞
= ∫  (4.16)  

Таким чином, для переміщень формули набувають вигляду: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

0 0 0

, , , , , , cos cosξ β χ ξ ξ β ξ η βη η β ξ β
∞ ∞ 

= + 
 

∫ ∫ ∫
a

u x y f x f x T d y d d , (4.17)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

0 0 0

, , , , , , cos sinξ β χ ξ ξ β ξ η βη η β ξ β
∞ ∞ 

= + 
 

∫ ∫ ∫
a

v x y g x g x T d y d d . (4.18) 

Подання (4.17-4.18) остаточно визначають переміщення, якщо 
буде відома функція ( )

0y
x vχ == . Для її знаходження необхідно задо-

вольнити умовам (3.9-3.10) по короткому торцю, які залишились 
поки що невиконаними. Для відокремлення слабко-збіжних частин 
у співвідношеннях (4.17-4.18) використано методику, що описано у 
додатку Г.  

Після того проведено підстановку формул переміщень у крайо-
ву умову (3.9), що привело до СІДР вигляду (2.23), розв’язання якої 
описано у пункті 2.6.1. Підстановка знайдених сталих , 0,1,...ns n =  у 
формули (4.17-4.18) завершує побудову розв’язку задачі. 

Динаміку зміни напружень ( ) ( ) ( ), , , , ,y x xyx y x y x yσ σ τ  при 
961.2781955 10G = ⋅  Па, 0.33µ = , 51.1 10tα

−= × , 10a =  м, 0 1 /10a a a a= − =  для 
різних температур та величин механічного навантаження представ-
лено на рис. 4.3- 4.10. На рис. 4.3-4.6 суцільна, штрих-пунктирна та 
пунктирна лінії відповідають значенням температурного наванта-
ження ( ),0 0.1T x = , ( ),0 1T x =  та ( ),0 10T x =  відповідно при сталому 

механічному навантаженні ( ) 1p x = . На рис. 4.7-4.10 суцільна та пу-

нктирна лінії відповідають значенням механічного навантаження 
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( ) 1p x =  та ( ) 10p x =  відповідно при сталому температурному наван-

таженні ( ),0 1T x = . 

Як видно з графіків, нормальні напруження при фіксованому 
механічному навантаженні та збільшенні температур (рис. 4.3-4.6) 
суттєво збільшуються за абсолютними значеннями. При фіксованій 
прикладеній температурі та збільшенні механічного навантаження 
(рис. 4.7-4.10) нормальні напруження змінюються набагато менше. 
Отже, вплив теплового навантаження на напружений стан півсмуги 
є суттєвим. 

 

Рис. 4.3. Нормальні напруження ( ), 5 , 0y x x aσ < <  при незмінному  

механічному навантаженні та зміні температурного навантаження 

 

Нормальні напруження на бічних гранях є стискальними при 
0 1.1y< <  як при фіксованому механічному навантаженні та збіль-
шенні температури, так і при фіксованій прикладеній температурі 
та збільшенні механічного навантаження. Далі вони стають розтя-
гувальними та при подальшому збільшенні у спадають до нуля.  
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Рис. 4.4. Дотичні напруження ( ), 5 , 0xy x x aτ < <  при незмінному механічному 

навантаженні та зміні температурного навантаження 

 

 

Рис. 4.5. Нормальні напруження ( )0, , 0 10y y yσ < <  при незмінному  

механічному навантаженні та зміні температурного навантаження 
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Рис. 4.6. Нормальні напруження ( )0, , 0 10x y yσ < <  при незмінному  

механічному навантаженні та зміні температурного навантаження 

 

 

Рис. 4.7. Нормальні напруження ( ), 5 , 0y x x aσ < <  при незмінному  

температурному навантаженні та зміні механічного навантаження 
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Рис. 4.8. Дотичні напруження ( ), 4 , 0τ < <xy x x a  при незмінному  

температурному навантаженні та зміні механічного навантаження 

 

 

Рис. 4.9. Нормальні напруження ( )0, , 0 10y y yσ < <  при незмінному  

температурному навантаженні та зміні механічного навантаження 
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Рис. 4.10. Нормальні напруження ( )0, , 0 10x y yσ < <  при незмінному  

температурному навантаженні та зміні механічного навантаження 

 

Тобто, можна зробити висновок, що величина температурного 
навантаження не впливає на розмір зони стискальних напружень на 
бічних гранях біля торця. Величина механічного навантаження у 
даному випадку мало впливає на зміну нормальних напружень, то-
му і зона стискальних напружень при зміні механічного наванта-
ження залишається незмінною. 

4.4. Навантаження з лівого краю короткого торця  
(випадок 2) 

 

Розглянемо півсмугу, що навантажена з лівого краю короткого 
торця (рис. 4.11). Розв’яжемо крайову задачу (3.18-3.20) при 1a a≠  

для пружної півсмуги з умовами (3.3) на бічних гранях. Температу-
ра ( , )T x y  діє як і механічне навантаження на проміжку [ ]10;x a∈ . 
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Рис. 4.11. Геометрія та координатна система півсмуги для умов зчеплення  

у випадку температурного навантаження для випадку 2 

 

Формули для функцій переміщень мають вигляд (4.13-4.14).  
З урахуванням (3.21) та (4.15) вирази для функцій переміщень запи-
сано формулами: 
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 (4.19) 

У вирази (4.19) підставимо фундаментальну систему матрич-
них розв’язків та обернемо отримані трансформанти згідно з фор-
мулами (2.8, 4.16): 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

0 0 0

, , , ' , , , cos cos
a

u x y f x f x T d y d dξ β χ ξ ξ β ξ η βη η β ξ β
∞ ∞ 

= + 
 
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 

+

∫ ∫ ∫

∫
 (4.21) 

Формули (4.20-4.21) остаточно визначають переміщення, якщо 
буде відома функція ( )

0
' '

y
x vχ == . За методикою попереднього розді-

лу отримано СІР вигляду (2.31), що містить нерухому особливість у 
ядрі. Методику розв’язку цього рівняння ретельно описано у пара-
графі 2.6.2 та зведено до розв’язання системи лінейних алгебраїч-
них рівнянь (2.36). Підстановка знайдених сталих , 0,2 1ns n N= −  у  
формули (4.20-4.21) завершує побудову розв’язку задачі. 

На рис. 4.12-4.23 показано динаміку зміни напружень 
( ) ( ) ( ), , , , ,y x xyx y x y x yσ σ τ  при 961.2781955 10G = ⋅  Па, 0.33µ = , 51.1 10tα

−= × , 

10a =  м, 1 / 10a a a− =  для різних температур та величин механічного 
навантаження. На рис. 4.12-4.17 суцільна, штрих-пунктирна та пун-
ктирна лінії відповідають значенням температурного навантаження 
( ),0 0.1T x = , ( ),0 1T x =  та ( ),0 10T x =  відповідно при сталому механіч-

ному навантаженні ( ) 1p x = . На рис. 4.18-4.23 суцільна та пунктир-

на лінії відповідають значенням механічного навантаження ( ) 1p x =  

та ( ) 10p x =  відповідно при сталому температурному навантаженні 

( ),0 1T x = . 

Нормальні напруження при фіксованому механічному наван-
таженні та збільшенні температури (рис. 4.12-4.17) суттєво збіль-
шуються за абсолютними значеннями. У випадку фіксованої прик-
ладеної температури та збільшенні механічного навантаження (рис. 
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4.18-4.23) нормальні напруження змінюються набагато менше. Тоб-
то, і у даному випадку вплив теплового навантаження є суттєвим.  

 

Рис. 4.12. Нормальні напруження ( ), 5 , 0y x x aσ < <  при незмінному  

механічному навантаженні та зміні температурного навантаження 

 

Рис. 4.13. Дотичні напруження ( ), 5 , 0xy x x aτ < <  при незмінному  

механічному навантаженні та зміні температурного навантаження 
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Рис. 4.14. Нормальні напруження ( )0, , 0 10y y yσ < <  при незмінному  

механічному навантаженні та зміні температурного навантаження 

 

 

Рис. 4.15. Нормальні напруження ( )0, , 0 10x y yσ < <  при незмінному  

механічному навантаженні та зміні температурного навантаження 
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Рис. 4.16. Нормальні напруження ( ), , 0 10y a y yσ < <  при незмінному  

механічному навантаженні та зміні температурного навантаження 

 

 

Рис. 4.17. Нормальні напруження ( ), , 0 10x a y yσ < <  при незмінному  

механічному навантаженні та зміні температурного навантаження 



 

77 

 

 

Рис. 4.18. Нормальні напруження ( ), 5 , 0y x x aσ < <  при незмінному 

 температурному навантаженні та зміні механічного навантаження 

 

 

Рис. 4.19. Дотичні напруження ( ), 5 , 0xy x x aτ < <  при незмінному  

температурному навантаженні та зміні механічного навантаження 
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Рис. 4.20. Нормальні напруження ( )0, , 0 10y y yσ < <  при незмінному  

температурному навантаженні та зміні механічного навантаження 

 

 

Рис. 4.21. Нормальні напруження ( )0, , 0 10x y yσ < <  при незмінному  

температурному навантаженні та зміні механічного навантаження 
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Рис. 4.22. Нормальні напруження ( ), , 0 10y a y yσ < <  при незмінному  

температурному навантаженні та зміні механічного навантаження 

 

 

Рис. 4.23. Нормальні напруження ( ), , 0 10x a y yσ < <  при незмінному  

температурному навантаженні та зміні механічного навантаження 
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4.5. Навантаження по всьому короткому торцю  
(випадок 3) 

 
Рис. 4.24. Геометрія та координатна система півсмуги для умов зчеплення  

у випадку температурного навантаження для випадку 3 

 

Нормальні напруження на лівій бічній грані є розтягувальними 
при 0 1.1y< < , на правій – при 0 1.5y< <  як при фіксованому механіч-
ному навантаженні та збільшенні температури, так і при фіксованій 
прикладеній температурі та збільшенні механічного навантаження, 
далі вони стають стискальними та при подальшому збільшенні у 

спадають до нуля. Отже, як видно, величина температурного наван-
таження не впливає на розмір зони розтягувальних напружень на 
бічних гранях біля торця. У даному випадку величина механічного 
навантаження мало впливає на зміну нормальних напружень, тому і 
зона розтягувальних напружень при зміні механічного навантажен-
ня не змінюється.  

Розглянемо півсмугу, що навантажена по всьому торцю 
(рис. 4.24). Розв’яжемо крайову задачу (2.4-2.6) для пружної півс-
муги з умовами (3.3). Температура ( , )T x y  діє по тій самій ділянці, по 
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якій діє механічне навантаження, а саме – на всьому проміжку 
[ ]0;x a∈ . 

Вирази для функцій переміщень мають вигляд (4.20-4.21). Ці 
формули остаточно визначають переміщення, якщо буде відома  
функція ( )'χ ξ . За методикою попереднього розділу для неї отримано 

СІР (2.37) з двома нерухомими особливостями, розв’язання якого 
наведено у пункті 2.6.3. Підстановка знайдених сталих , 0,2 1ns n N= −  у 
формули (4.20-4.21) завершує побудову розв’язку задачі. 

Динаміку зміни напружень ( ) ( ) ( ), , , , ,y x xyx y x y x yσ σ τ  показано 

на рис. 4.25-4.32 при 961.2781955 10G = ⋅  Па, 0.33µ = , 51.1 10tα
−= × , 10a =  м 

для різних температур та величин механічного навантаження. На 
рис. 4.25-5.18 суцільна, штрих-пунктирна та пунктирна лінії відпо-
відають значенням температурного навантаження ( ),0 0.1T x = , 

( ),0 1T x =  та ( ),0 10T x =  відповідно при сталому механічному наван-

таженні ( ) 1p x = . На рис. 4.29-4.32 суцільна та пунктирна лінії від-

повідають значенням механічного навантаження ( ) 1p x =  та 

( ) 10p x =  відповідно при сталому температурному навантаженні 

( ),0 1T x = . 

Аналіз графіків показує, що нормальні напруження при фіксо-
ваному механічному навантаженні та збільшенні температури сут-
тєво збільшуються за абсолютними значеннями. При фіксованій 
прикладеній температурі та збільшенні механічного навантаження 
нормальні напруження змінюються дуже мало. Тобто, як і в попе-
редніх двох випадках, у даному випадку вплив теплового наванта-
ження є суттєвим.  
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Рис. 4.25. Нормальні напруження ( ), 5 , 0y x x aσ < <  при незмінному механіч-

ному навантаженні та зміні температурного навантаження 

 

Нормальні напруження на бічних гранях при фіксованому ме-
ханічному навантаженні та збільшенні температури є розтягуваль-
ними при 0 0.7y< < , далі вони стають стискальними та при подаль-
шому збільшенні у спадають до нуля. Нормальні напруження на 
бічних гранях при фіксованій прикладеній температурі та збіль-
шенні механічного навантаження є розтягувальними при 10 y y< < , 
далі вони стають стискальними та при подальшому збільшенні у 

спадають до нуля. Причому 1 0.7y =  при ( ) 1p x = , 1 0.4y =  при 

( ) 10p x = . Тобто, можна зробити висновок, що величина темпера-

турного навантаження на відміну від величини механічного наван-
таження не впливає на розмір зони стискальних напружень на біч-
них гранях біля торця.  
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Рис. 4.26. Дотичні напруження ( ), 5 , 0xy x x aτ < <  при незмінному механічному 

навантаженні та зміні температурного навантаження 

 

 

Рис. 4.27. Нормальні напруження ( )0, , 0 10y y yσ < <  при незмінному  

механічному навантаженні та зміні температурного навантаження 
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Рис. 4.28. Нормальні напруження ( )0, , 0 10x y yσ < <  при незмінному  

механічному навантаженні та зміні температурного навантаження 

 

 

Рис. 4.29. Нормальні напруження ( ), 5 , 0y x x aσ < <  при незмінному  

температурному навантаженні та зміні механічного навантаження 
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Рис. 4.30. Дотичні напруження ( ), 5 , 0xy x x aτ < <  при незмінному  

температурному навантаженні та зміні механічного навантаження 

 

 

Рис. 4.31. Нормальні напруження ( )0, , 0 10y y yσ < <  при незмінному  

температурному навантаженні та зміні механічного навантаження 
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Рис. 4.32. Нормальні напруження ( )0, , 0 10x y yσ < <  при незмінному  

температурному навантаженні та зміні механічного навантаження 

 

4.6. Висновки до четвертого розділу 

 

Отримано точний розв’язок задачі стаціонарної теплопровідно-
сті для півсмуги, який було використано при розв’язанні задачі не-
зв’язної термопружності.  

Встановлено характер температурного впливу на величину нор-
мальних напружень на бічних гранях та усередині півнескінченної 
смуги. Найбільш суттєво на напружений стан півсмуги впливає теп-
лове навантаження. Найбільші напруження спостерігаються на біч-
них гранях у випадку, коли навантаження прикладене по середині 
півсмуги. Величина температурного навантаження на відміну від 
величини механічного навантаження не впливає на розмір зони 
стискальних напружень на бічних гранях біля торця.
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РОЗДІЛ 5 

ЗАДАЧІ КОНЦЕНТРАЦІЇ НАПРУЖЕНЬ  
ДЛЯ ПІВСМУГИ З ТРАНСВЕРСАЛЬНОЮ ТРІЩИНОЮ 

 

У розділі досліджено плоскі мішані задачі теорії пружності для 
півсмуги, що защемлена по бічних гранях з трансверсальною тріщи-
ною для трьох конфігурацій прикладеного навантаження по торцю.  

Розв’язок задач для півсмуги з трансверсальною тріщиною зве-
дено до розв’язання системи інтегро-диференціальних та інтеграль-
них рівнянь в залежності від конфігурації навантаження по корот-
кому торцю. Розв’язки інтегральних рівнянь отримано з врахуван-
ням нерухомих особливостей розв’язків на кінцях проміжків інте-
грування.  

Проведено числовий аналіз коефіцієнтів інтенсивності напру-
жень (КІН) в залежності від довжини тріщини. 

 

5.1. Задача концентрації напружень для півсмуги  
з поперечною тріщиною 

 
Рис. 5.1. Геометрія та координатна система півсмуги  

з трансверсальною тріщиною 
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Розглянуто пружну півсмугу (рис. 5.1), яка займає область, що 
описується у декартовій системі координат співвідношеннями 

∞<<<< yax 0,0 . Півсмугу навантажено по короткому торцю 
0, 0y x a= < <  (2.5-2.6) нормальним навантаженням ( )p x .  

Переміщення у півсмузі задовольняють рівняння рівноваги 
(2.4). Граничні умови на півнескінченних бічних гранях деталізова-
но у вигляді (3.3). Потрібно відшукати КІН в околі тріщини при від-
сутності об’ємних сил, що діють на півсмугу. 

Вважається, що усередині півсмуги на лінії 0 1,c x c y B< < =  роз-
ташовано трансверсальну тріщину:  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 0 1

2 0 1

, 0 , 0 , 0, ,

, 0 , 0 , 0, ,

u x B u x B u x B x c x c

v x B v x B v x B x c x c

ψ

ψ

− − + = = ≠ < <

− − + = = ≠ < <
  (5.1) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1

0 1

, 0 , 0 , 0, ,

, 0 , 0 , 0, ,

xy xy xy

y y y

x B x B x B c x c

x B x B x B c x c

τ τ τ

σ σ σ

− − + = = < <

− − + = = < <
  (5.2) 

( ) 0 10 0
0, , .xy yy B y B

p x c x cστ σ
= ± = ±

= = < <   (5.3) 

З умов (5.2) можна виразити стрибки нормальних похідних  
функцій переміщень: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 0 1

1 1 0 1

, 0 , ' , ,

3, 0 , ' ' , .
1 1

xy

y

u
x B x B x c x c

y

v
x B x B x x c x c

y

τ ψ

µ κσ ψ ψ
µ κ

∂
= ⇒ = − < <

∂

∂ −
= ⇒ = − = < <

∂ − +

 

Задача (2.4-2.6, 3.1-3.2, 5.1-5.3) зводиться до одновимірної кра-
йової задачі шляхом застосування інтегрального sin-cos перетво-
рення Фур’є за змінною y (2.7) за узагальненою схемою [46]. Пок-
рокове отримання рівнянь у просторі трансформант наведено у до-
датку А. 

В результаті в просторі трансформант отримано неперервну 
одновимірну крайову задачу в просторі трансформант [6, 10]: 
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( ) ( )

( ) ( )

2

1 2

2

1 2

( -1) 2 3" ( ) ( ) ' ( ) '( )
1 1 1

1 3sin cos ' ,
1 1

( 1) 2 1" ( ) ( ) ' ( ) ( )
1 1 1

1sin ' cos ,
1

(0) 0, ( ) 0,
(0) 0, ( ) 0.

u x u x v x x

B x B x

v x v x u x x

B x B x

u u a

v v a

β β β

β β β

β β

β β

β κ β κ χ
κ κ κ

κ κβ β ψ β ψ
κ κ

β κ β κβ χ
κ κ κ

κβ ψ β β ψ
κ

 −
− + = − + + +

− − − + + +


+ + − − = − − − − −
 + − +
 −

= =

= =

  
(5.4) 

 

Цю задачу переформульовано у вигляді неперервної крайової 
задачі за схемою розділу 2. Праву частину векторного рівняння 
(2.10) подано за формулою  

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

3 1 3'( ) sin cos '
1 1 1

1 1( ) sin ' cos
1 1

x B x B x

f x

x B x B x

κ κ κχ β β ψ β ψ
κ κ κ

κ κβ χ β ψ β β ψ
κ κ

− − − − + + + +=  
+ + − − + 
− − 

 , де 

( ) ( )
0 0

, ' '
y y

x v x vχ χ= == = .  

Відповідно до побудованого розв’язку (2.20) формули для  
функцій переміщень мають наступне подання [22, 23, 27]: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

11 12 11 12

1 1 1 2 2 3 2 4

11 12

0 0

11 11

1 2

0 0

12 12

1 2

0 0

( )

3 1, ' ,
1 1

1 3sin , cos , '
1 1

1sin , ' cos , ,
1

a a

a a

a a

u x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d G x d

B G x d B G x d

B G x d B G x d

β

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ κ

κ κβ β ξ ψ ξ ξ β ξ ψ ξ ξ
κ κ

κβ ξ ψ ξ ξ β β ξ ψ ξ ξ
κ

= + + + +

− +
+ − −

+ −

− −
− + −

+ +

+
− +

−

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  (5.5) 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

21 22 21 22

1 1 1 2 2 3 2 4

21 22

0 0

21 21

1 2

0 0

22 22

1 2

0 0

( )

3 1, ' ,
1 1

1 3sin , cos , '
1 1

1sin , ' cos , .
1

a a

a a

a a

v x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d G x d

B G x d B G x d

B G x d B G x d

β

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ κ

κ κβ β ξ ψ ξ ξ β ξ ψ ξ ξ
κ κ

κβ ξ ψ ξ ξ β β ξ ψ ξ ξ
κ

= + + + +

− +
+ − −

+ −

− −
− + −

+ +

+
− +

−

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  (5.6) 

Коефіцієнти 4,1, =ici  зображено в додатку В, вони мають ви-
гляд (В.2). 

Подальший розв’язок поставленої задачі залежить від конфігу-
рації нормального навантаження, доданого до короткого торця.  

 

5.2. Навантаження по середині короткого торця  
(випадок 1) 

 

Розглянемо півсмугу, що навантажено лише по середині торця, 
а тріщина розташована далеко від бічних граней півсмуги (рис. 5.2). 

 
Рис. 5.2. Геометрія та координатна система пів смуги 

 з трансверсальною тріщиною, що розташована далеко  
від бічних граней півсмуги, для випадку 1 



 

91 

 

 Розв’яжемо крайову задачу (2.4, 3.9-3.11, 5.1-5.3) при 

0 10,a a a≠ ≠  для пружної півсмуги з умовами на бічних гранях (3.3).  
Інтегральні доданки у (5.5) та (5.6) мають наступний вигляд: 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1

1

0 0 0

1 2 2

2 1 2

0 0 0

, ' , , , , ,

, ' , , ' , , ,

a a a

i i i

a a a

i i i

G x d G x d G x d

G x d G x d G x d

ξ χ ξ ξ ξ χ ξ ξ ξ ψ ξ ξ

ξ ψ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ ψ ξ ξ

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

причому  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, ' , , , , 1, 2
a a ij

ij

k k

G
G x d x d i j kξ ψ ξ ξ ξ ψ ξ ξ

ξ
∂

= − =
∂∫ ∫ . 

В результаті співвідношення (5.5-5.6) приймуть вигляд [145, 
147]: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1

0 0

11 12 11 12
1 1 1 2 2 3 2 4

11 12

0 0

12
11

1 1

11
12

2 2

( )

3 1, ,
1 1

1 sin , sin ,
1

3 1cos , cos , ,
1 1

a a

c c

c c

c c

c c

u x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d G x d

G
B G x d B x d

G
B x d B G x d

β

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ ξ κ

κ β β ξ ψ ξ ξ β ξ ψ ξ ξ
κ ξ

κ κβ ξ ψ ξ ξ β β ξ ψ ξ ξ
κ ξ κ

= + + + −

− ∂ +
− − −

+ ∂ −

− ∂
− + −

+ ∂

− ∂ +
− +

+ ∂ −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  (5.7) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1

0 0

21 22 21 22
1 1 1 2 2 3 2 4

21 22

0 0

22
21

1 1

21
22

2 2

( )

3 1, ,
1 1

1 sin , sin ,
1

3 1cos , cos , ,
1 1

a a

c c

c c

c c

c c

v x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d G x d

G
B G x d B x d

G
B x d B G x d

β

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ ξ κ

κ β β ξ ψ ξ ξ β ξ ψ ξ ξ
κ ξ

κ κβ ξ ψ ξ ξ β β ξ ψ ξ ξ
κ ξ κ

= + + + −

− ∂ +
− − −

+ ∂ −

− ∂
− + −

+ ∂

− ∂ +
− +

+ ∂ −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  (5.8) 

так як ( ) ( ) [ ]1021 ;,0, ccxxx ∉=ψψ . 
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Підставимо у формули (5.7-5.8) отримані раніше 
( ) ( ) 4,1,,, 21 =icxYxY i  та обернемо отримані трансформанти згідно з 

формулами (2.8). Тоді отримаємо наступні вирази для функцій пе-
реміщень [165, 175]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1 1 2 2

0

, , , , , , ,
c ca

u u u

c c

u x y f x y d g x y d g x y dχ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ= + +∫ ∫ ∫ , (5.9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1 1 2 2

0

, , , , , , ,
c ca

v v v

c c

v x y f x y d g x y d g x y dχ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ= + +∫ ∫ ∫ . (5.10) 

Формули (5.9-5.10) остаточно визначають переміщення, якщо 
будуть відомі функції ( ) ( ) ( )1 2, ,x x xχ ψ ψ . Для їх знаходження необ-

хідно задовольнити умови по короткому торцю (3.9)-(3.10), які за-
лишились поки що невиконаними, та умови на тріщині (5.3). 

Виконати умови (3.9, 5.3) шляхом безпосередніх підстановок в 
них співвідношень (5.9-5.10) неможливо, бо інтеграли у виразах для 
переміщень є слабко-збіжними. Тому для відокремлення їх слабко-

збіжних частин використано методику, що подано у додатку Г.  
З умови (3.10) випливає (3.15). Підстановка формул перемі-

щень у крайову умову (3.9) та умови на тріщині (5.3) приводить до 
системи сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь (ССІДР) ви-
гляду [174]: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

0

1

0

1

0

2
* * * * *

0 0 12 * *

2
* * * *

1 1 0 12 * *

2
* * * * *

2 2 0 12 * *

1ln ,

1ln 0,

1ln , ,

a

a

c

c

c

c

d
d K x r x a x a

dx x

d
d K x c x c

dx x

d
d K x q x c x c

dx x

χ ξ ξ
ξ

ψ ξ ξ
ξ

ψ ξ ξ
ξ


 + = < <

−



+ = < <
−


 + = < < −

∫

∫

∫

 (5.11) 
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де ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

0 0 0

1 ,1 2 ,2, , , , 0,1, 2
a c c

i i i i

a c c

K x f x d R x d R x d iχ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ= + + =∫ ∫ ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1 ,2, , , , , , , , 0,1, 2i i if x R x R x r x q x iξ ξ ξ =  – відомі регулярні функції 

при 0 10,a a a≠ ≠ . 

Виконується заміна змінних ( ) ( )* *
0 1 0 1

1 0 1 0

2 2
,

x
x

ξ ϑ ϑ ϑ ϑ
ξ

ϑ ϑ ϑ ϑ
− + − +

= =
− −

, де 

{ },a cϑ ∈ , для переходу до інтервалів інтегрування [ ]1;1− . У результа-

ті ССІДР (5.11) приймає наступний вигляд: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

12

02

1

12

1 12

1

12

2 22

1

1ln , 1 1

1ln 0, 1 1

1ln , 1 1,

d
d K x r x x

xdx

d
d K x x

xdx

d
d K x q x x

xdx

χ ξ ξ
ξ

ψ ξ ξ
ξ

ψ ξ ξ
ξ

−

−

−


+ = − < < −

 + = − < < −

 + = − < <

−

∫

∫

∫

 



 

 (5.12) 

де ( ) ( ) ( )1 0 0 1 ,
2

a a a aξ
χ ξ χ

− + + 
=  

 
  ( ) ( ) ( )1 0 0 1 , 1, 2

2
i i

c c c c
i

ξ
ψ ξ ψ

− + + 
= = 

 
 , 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 0 1

2 2

a a a a a a
r x r

ξ− − + + 
=  

 
 , ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 0 1

2 2

c c c c c c
q x q

ξ− − + + 
=  

 
 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 ,1 2 ,2
1 1 1

, , , , 0,1, 2i i i iK x f x d R x d R x d iχ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ
− − −

= + + =∫ ∫ ∫     , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1, ,
4 2 2i i

a a a a a a x
f x f

ϑ ϑ ξ ϑ ϑ ϑ ϑ
ξ

− − − + + − + + 
=  

 
 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1

, ,, , , 1, 2
4 2 2i j i j

c c x c c c c
R x R j

ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ξ
ξ

− − − + + − + + 
= = 

 
 , 

, 0
, 1, 2

a i

c i
ϑ

=
∈  =

. 

ССІДР (5.12) розв’язується наближено методом ортогональних 
поліномів [46] аналогічно до схеми, поданої в пункті 2.6.1. Згідно з 
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цим методом, функції ( ) ( ), , 1,2i iχ ξ ψ ξ =   розвиваються в ряди за по-

ліномами Чебишева другого роду:  

( ) ( ) [ ]0 2

0

1 , 1;1n n

n

s Uχ ξ ξ ξ ξ
∞

=

= − ∈ −∑ ,  (5.13) 

( ) ( ) [ ]2

0

1 , 1;1 , 1,2i

i n n

n

s U iψ ξ ξ ξ ξ
∞

=

= − ∈ − =∑ ,  (5.14) 

де ( )nU x  – поліноми Чебишева другого роду. Вирази (5.13)-(5.14) 

підставляються до ССІДР (5.12), змінюється порядок підсумову-
вання та інтегрування. Використовується спектральне співвідно-
шення (2.26) та застосовується стандартна схема методу ортогона-
льних поліномів. В результаті приходимо до нескінченної системи 

лінійних алгебраїчних рівнянь відносно невідомих коефіцієнтів 
, 0,1, 2, 0,1,...i

ns i n= =  

0

, 0,1,2...m mn n m

n

S D S f m
∞

=

+ = =∑
 

, (5.15) 

де 
0

1

2

m

m m

m

s

S s

s

 
 

=  
  
 

 , компоненти { }
0

1

2

, , 0,1, 2,
m

ij
mn mn m m

m

f

D d i j f f

f

 
 

= = =  
  
 


 є відомі сталі. 

Система (5.15) розв’язується методом редукції. Підстановка 

знайдених сталих , 0,1, 2, 0,1,...i
ns i n= =  у подання (5.13- 5.14) та послі-

дуюче використання у формулах (5.9-5.10) цих зображень завершує 
побудову розв’язку задачі. 

Для обчислення КІН функції напруження на лінії 0 1,c x c y B< < =  

запишемо у зображенні [174]: 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

1

0

1

0

* * * 0 *
2 2

* *

* * * 0 *
1 2

* *

1 1, , ,

1 1, , .

c

y y

c

c

xy xy

c

x B d x B

x

x B d x B

x

σ ψ ξ ξ σ
π ξ

τ ψ ξ ξ τ
π ξ

= +
−

= +
−

∫

∫
 (5.16) 
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Після заміни змінних ( ) ( )* *
0 1 0 1

1 0 1 0

2 2
,

c c x c c
x

c c c c

ξ
ξ

− + − +
= =

− −
 вирази для 

функцій напружень (5.16) приймуть вигляд: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

12
0

22
1 0 1

12
0

12
1 0 1

1 2 1, ln , ,

1 2 1, ln , .

y y

xy xy

d
x B d x B

c c xdx

d
x B d x B

c c xdx

σ ψ ξ ξ σ
π ξ

τ ψ ξ ξ τ
π ξ

−

−

= +
− −

= +
− −

∫

∫

 

 

 (5.17) 

де ( ) ( )0 0, , ,y xyx B x Bσ τ   – відомі регулярні функції. 

У формули (5.17) підставляються вирази для функцій ( )iψ ξ  

(5.14) та змінюється порядок підсумовування та інтегрування: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

12
2 2 0

2
1 0 0 1

12
1 2 0

2
1 0 0 1

1 2 1, ln 1 , ,

1 2 1, ln 1 , .

y n n y

n

xy n n xy

n

d
x B s U d x B

c c xdx

d
x B s U d x B

c c xdx

σ ξ ξ ξ σ
π ξ

τ ξ ξ ξ τ
π ξ

∞

= −

∞

= −

= − +
− −

= − +
− −

∑ ∫

∑ ∫





 (5.18) 

КІН обчислюються за формулою [46]: 

( ) ( ) ( )
( )1 0

1 0

,
lim 1

,
y

x xy

x B
K c c x

x B

σ
π

τ±
→± ±

 
= − ± −  

 
 (5.19) 

У формулу (5.19) підставляються зображення (5.18) та викори-
стовується спектральне співвідношення: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

12
2 2

2 2
1

1 1ln 1 1 ' sgn
1

0.5 1 , 1.

n
m n

n

x U xd
s U s ds x U x x

x sdx x

n U x x

π −

− = + − −
− −

− + >

∫
 

Тоді   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

12
2

1 0 21 0
1

1 0

1 1lim 1 ln 1

11 1 .
2

n
x

n

d
c c x U d

xdx

c c n

π ξ ξ ξ
π ξ

π

→± ±
−

 
− ± − − = 

− 

= − ± +

∫
 

У результаті отримуємо розрахункові формули для обчислення 
КІН: 
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( ) ( )( ) ( ) ( )1 0 1 02 2

0 0

1 1 1
,

2 2

k

I k I k

k k

c c n c c n
K s K s

π π∞ ∞

− +
= =

− + − − +
= =∑ ∑ , (5.20) 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 0 1 01 1

0 0

1 1 1
,

2 2

k

II k II k

k k

c c n c c n
K s K s

π π∞ ∞

− +
= =

− + − − +
= =∑ ∑ . (5.21) 

Через 0γ , 1γ  тут і далі позначимо довжини відстаней між лі-
вою і правою бічними гранями та лівим і правим кінцями тріщини 
відповідно.  

На рисунках 5.3-5.4 було проведено числовий аналіз КІН при 
значеннях параметрів 961.2781955 10G = ⋅  Па, 0.33µ = , ( ) 1p x =  Па, 

( ) 0p xσ =  Па, 10a =  м, 0 1 1a a a= − =  та симетричному розташуванню 

тріщини усередині півсмуги.  

 
Рис. 5.3. КІН IK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 1p x =  Па, ( ) 0p xσ =  Па 

 

При зменшенні довжини тріщини значення КІН ,I IIK K  спада-
ють до нуля. При значеннях параметрів 0 1 15%aγ γ= <  розрахунки пе-
рестають бути стабільними у зв’язку з тим, що починається вплив 
нерухомих особливостей на кінцях тріщини. Щоб наблизити розра-
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хунки при наближенні тріщини до бічних граней виникає необхід-
ність враховувати нерухомі особливості. 

 
Рис. 5.4. КІН IIK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 1p x =  Па, ( ) 0p xσ =  Па 

На рисунках 5.5-5.6 подано графіки КІН ,I IIK K  при ( ) 0p x =  Па, 

( ) 1p xσ =  Па.  

 

Рис. 5.5. КІН IK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 0p x =  Па, ( ) 1p xσ =  Па 
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Рис. 5.6. КІН IIK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 0p x =  Па, ( ) 1p xσ =  Па 

 

Як видно з графіків, значення КІН ,I IIK K  спадають до нуля при 
зменшенні довжини тріщини. При значеннях параметрів 0 1 5%aγ γ= <  

потрібно враховувати нерухомі особливості на кінцях тріщини. 
Значення КІН IK  значно більші за значення КІН IIK . 
 

5.3. Навантаження по всьому короткому торцю  
(випадок 3) 

 

Розглянемо півсмугу, що навантажена по всьому короткому 
торцю, а тріщина розташована далеко від бічних граней півсмуги 
(рис. 5.7). Розв’яжемо крайову задачу (2.4-2.6, 5.1-5.3) для пружної 
півсмуги з умовами (2.2) на бічних гранях вигляду (3.1-3.2) або 
(3.3).  
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Рис. 5.7. Геометрія та координатна система півсмуги з трансверсальною 

тріщиною, що розташована далеко від бічних граней півсмуги, для випадку 
3 

Співвідношення (5.5-5.6) приймають вигляд: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1

0 0

11 12 11 12
1 1 1 2 2 3 2 4

11 12

0 0

12
11

1 1

11
12

2 2

( )

3 1, ' , '
1 1

1 sin , sin ,
1

3 1cos , cos , ,
1 1

a a

c c

c c

c c

c c

u x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d x d

G
B G x d B x d

G
B x d B G x d

β

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ κ

κ β β ξ ψ ξ ξ β ξ ψ ξ ξ
κ ξ

κ κβ ξ ψ ξ ξ β β ξ ψ ξ ξ
κ ξ κ

= + + + +

− +
+ + ℑ −

+ −

− ∂
− + −

+ ∂

− ∂ +
− +

+ ∂ −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

  (5.22) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1
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21 22 21 22
1 1 1 2 2 3 2 4

21 22
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0 0

22
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1 1
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2 2
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3 1 1, ' , '
1 1 1

1 sin , sin ,
1

3 1cos , cos ,
1 1

a a

c c

c c

c

c

v x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d x d x

G
B G x d B x d

G
B x d B G x

β

κ κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ χ
κ κ β κ

κ β β ξ ψ ξ ξ β ξ ψ ξ ξ
κ ξ

κ κβ ξ ψ ξ ξ β β ξ ψ
κ ξ κ

= + + + +

− + −
+ + ℑ − −

+ − +

− ∂
− + −

+ ∂

− ∂ +
− +

+ ∂ −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ( )
1

0

,
c

c

dξ ξ∫

  (5.23) 

оскільки ( ) ( ) [ ]1021 ;,0, ccxxx ∉=ψψ . 
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Підставивши у формули (5.22-5.23) отримані раніше 
( ) ( ) 4,1,,, 21 =icxYxY i  та обертаючи отримані трансформанти згідно з 

поданнями (2.8) отримаємо наступні вирази для функцій перемі-
щень: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

0

1

0

1 1

0

2 2

, ' , , , ,

, , ,

ca

u u

c

c

u

c

u x y f x y d g x y d

g x y d

χ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ

ψ ξ ξ ξ

= + +

+

∫ ∫

∫
 (5.24) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

0

1

0

1 1

0

2 2

0

, ' , , , ,

, , ' .

ca

v v

c

c x

v

c

v x y f x y d g x y d

g x y d d

χ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ

ψ ξ ξ ξ χ ξ ξ

= + +

+ +

∫ ∫

∫ ∫
 (5.25) 

Зображення (5.24-5.25) остаточно визначають переміщення, 
якщо будуть відомі функції ( ) ( ) ( )1 2' , ,x x xχ ψ ψ . Для їх знаходження 

необхідно задовольнити поки що невиконану умову (2.5) та умови 

на тріщині (5.3). Оскільки інтеграли у виразах для переміщень є 
слабко-збіжними, для відокремлення їх слабко-збіжних частин ви-
користовується методика, яку подано в додатку Г. 

Підстановка в крайову умову (2.5) та в умови на тріщині (5.3) 
формул для функцій переміщень приводить до системи сингуляр-
них інтегральних рівнянь (ССІР) вигляду [146]: 

( ) ( ) ( ) ( )
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* * * * * * *
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dx x
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χ ξ ξ ξ
ξ

ψ ξ ξ
ξ

ψ ξ ξ
ξ

   + + = < <  − 



+ = < <
−


 + = < < −

∫

∫

∫

 (5.26) 
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де ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1 ,1 2 ,2
0

' , , , , 0,1, 2
c ca

i i i i

c c

K x f x d R x d R x d iχ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ= + + =∫ ∫ ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( ),1 ,2, , , , , , , 0,1, 2i i if x R x R x r x iξ ξ ξ =  – відомі регулярні функції, 
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( ) ( ) ( )
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( )1 2 32 2 3 3
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2 2 2

x a ax x a x
Z x h h h
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ξξξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

   − −  −
= + + + + +        + + − + + − + + −     

, 

2

1 2 3

3 2 4, ,
2

κ
κ κ κ
−

= − = − =h h h . 

Для переходу до інтервалів інтегрування [ ]1;1−  виконується за-

міна змінних ( ) ( )* *
0 1 0 1

1 0 1 0

2 2
,

x
x

ξ ϑ ϑ ϑ ϑ
ξ

ϑ ϑ ϑ ϑ
− + − +

= =
− −

, де { },a cϑ ∈ . У результаті 

ССІР (5.26) приймає наступне зображення: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

0

1

12

1 12

1

12

2 22

1

1 , , 1 1

1ln 0, 1 1

1ln , 1 1,

Z x d K x r x x
x

d
d K x x

xdx

d
d K x q x x

xdx

χ ξ ξ ξ
ξ

ψ ξ ξ
ξ

ψ ξ ξ
ξ

−

−

−

  
+ + = − < <  − 

 + = − < < −

 + = − < <

−

∫

∫

∫

  



 

 (5.27) 

де ( ) ( )1
' ,

2

a ξ
χ ξ χ

+ 
=  

 
  ( ) ( ) ( )1 0 0 1 , 1, 2

2
i i

c c c c
i

ξ
ψ ξ ψ

− + + 
= = 

 
 , 

( ) ( ) ( )1 0 0 1

2

a a a a
r x r

ξ− + + 
=  

 
 , ( ) ( ) ( )1 0 0 1

2

c c c c
q x q

ξ− + + 
=  

 
 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 ,1 2 ,2
1 1 1

, , , , 0,1, 2i i i iK x f x d R x d R x d iχ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ
− − −

= + + =∫ ∫ ∫     , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1, ,
2 2 2 2

i i

a a a a a a x
f x f

δ
ϑ ϑ ξ ϑ ϑ ϑ ϑ

ξ
− − − + + − + +   

=   
   

 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1

, ,, , , 1, 2
2 2 2 2

i j i j

c c x c c c c
R x R j

δ
ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ϑ ξ

ξ
− − − + + − + +   

= =  
   

  
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, 0
, 1, 2

a i

c i
ϑ

=
∈  =

, 0, 0
1, 1, 2

i

i
δ

=
∈  =

, ( ) 1

1 1,
2 2

Z x h
x x

ξ
ξ ξ
 

= + + + + + − 
  

( ) ( )
( )( )
( )

( )( )
( )2 32 2 3 3

1 1 1 11 1

1 2 2 2

x xx x
h h

x x x x

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

   + + − −+ −
+ + + +   

   + + + − + + + −   
. 

Трансцендентне рівняння для визначення порядку особливості 
розв’язку першого рівняння у (5.27) співпадає з трансцендентним 

рівнянням для (2.33). 
Згідно зі схемою, викладеною у підрозділі 2.6.2, невідома 

функція ( )χ ξ  розвивається у суми на кожному інтервалі:  

( ) ( ) ( ) [ ]
1

0 0

0

, 1;1
N

k k k N k

k

s sχ ξ ρ ξ ρ ξ ξ
−

− +
+

=

 = + ∈ − ∑ , (5.28) 

де ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )Re Re
2 2 11 cos Im ln 1 , 1 sin Im ln 1 ,k k

k k k k

λ λρ ξ ξ λ ξ ρ ξ ξ λ ξ+= ± ⋅ ± = ± ⋅ ±   

0, 1k N= − . 
Функції ( )iψ ξ  розвиваються у суми за поліномами Чебишева 

другого роду: 

( ) ( ) [ ]
2 1

2

0

1 , 1;1 , 1, 2
N

i

i k k

k

s U iψ ξ ξ ξ ξ
−

=

= − ∈ − =∑ .  (5.29) 

Сегмент [ ]1;1−  ділиться на 2N  відрізків точками 
( )0 0,

2 1: 0, 0, 2 1i N ix P x i N
λ λ

− = = − . ССІР (5.27) розглядається при ix x= . 
Після підстановки виразів для невідомих функцій (5.28, 5.29) 

до ССІР (5.27) з урахуванням умови (2.32) отримуємо систему 6N  

лінійних алгебраїчних рівнянь відносно невідомих сталих 
, 0,1,2, 0,2 1i

ks i k N= = − : 

2 1

0

, 0,2 1
N

mn n m

n

D S f m N
−

=

= = −∑


, (5.30) 

де 
0

1

2

m

m m

m

s

S s

s

 
 

=  
  
 

 , компоненти { }
0

1

2

, , 0,1, 2,
m

ij
mn mn m m

m

f

D d i j f f

f

 
 

= = =  
  
 


 є відомими 

сталими. 
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Підстановка знайдених сталих , 0,1,2, 0,2 1i
ks i k N= = −  у формули 

(5.24-5.25) завершує побудову розв’язку задачі. 
КІН обчислюються за формулами [146]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1
1 0 1 02 2

0 0

1 1 1
,

2 2

k
N N

I k I k

k k

c c n c c n
K s K s

π π− −

− +
= =

− + − − +
= =∑ ∑ , (5.31) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1
1 0 1 01 1

0 0

1 1 1
,

2 2

k
N N

II k II k

k k

c c n c c n
K s K s

π π− −

− +
= =

− + − − +
= =∑ ∑ . (5.32) 

На рисунках 5.8-5.9 зображено графіки КІН ,I IIK K  при 
961.2781955 10G = ⋅  Па, 0.33µ = , ( ) 1p x =  Па, ( ) 0p xσ =  Па, 10a =  м.  

При зменшенні довжини тріщини значення КІН ,I IIK K  спада-
ють до нуля. Стабільні розрахунки отримано при значеннях пара-
метрів 0 1 5%aγ γ= ≥ , а при 0 1 5%aγ γ= <  потрібно враховувати нерухо-
мі особливості на кінцях тріщини. 

 

 
Рис. 5.8. КІН IK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 1p x =  Па, ( ) 0p xσ =  Па 
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Рис. 5.9. КІН IIK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 1p x =  Па, ( ) 0p xσ =  Па 

 

Графіки КІН ,I IIK K  подано на рисунках 5.10-5.11 при ( ) 0p x =  

Па, ( ) 1p xσ =  Па.  

 
Рис. 5.10. КІН IK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 0p x =  Па, ( ) 1p xσ =  Па 
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Як видно з графіків, значення КІН ,I IIK K  спадають до нуля при 
зменшенні довжини тріщини. При значеннях параметрів 0 1 1%aγ γ= <  

потрібно враховувати нерухомі особливості на кінцях тріщини. 

 
Рис. 5.11. КІН IIK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 0p x =  Па, ( ) 1p xσ =  Па 

 

У даному випадку значення КІН IK  значно більші за значення 
КІН IIK . 

 

5.4. Навантаження з лівого краю короткого торця  
(випадок 2) 

 

Розглянемо півсмугу, що навантажено з лівого краю торця, а 
тріщина розташована далеко від бічних граней півсмуги (рис. 5.12). 
Розв’яжемо крайову задачу (2.4, 3.18-3.20, 5.1-5.3) при 1a a≠  для 
пружної півсмуги з умовами (3.3) на бічних гранях. 
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Рис. 5.12. Геометрія та координатна система півсмуги з трансверсальною 

тріщиною, що розташована далеко від бічних граней півсмуги, у випадку 2 

  

Співвідношення (5.5-5.6) приймають вигляд (5.22-5.23). Під-
ставивши у подання (5.22-5.23) знайдені раніше 
( ) ( ) 4,1,,, 21 =icxYxY i  та обертаючи отримані трансформанти згідно з 

формулами (2.8), отримаємо вирази для функцій переміщень ви-
гляду (5.24-5.25). 

Формули (5.24-5.25) остаточно визначають переміщення, якщо 
будуть відомі функції ( ) ( ) ( )1 2' , ,x x xχ ψ ψ . Для їх знаходження необ-

хідно задовольнити умови по короткому торцю (3.18-3.19) та умови 

на тріщині (5.3). Для підсумовування слабко-збіжних інтегралів у 
зображеннях для функцій переміщень використано методику, яку 

викладено в додатку Г. 
З умови (3.19) випливає (3.24). Підстановка виразів для функ-

цій переміщень у крайову умову по короткому торцю (3.18) та умо-
ви на тріщині (5.3) приводить до ССІР [146]: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

0

1

12

1 12

1

12

2 22

1

1 , , 1 1

1ln 0, 1 1

1ln , 1 1

Z x d K x r x x
x

d
d K x x

xdx

d
d K x q x x

xdx

χ ξ ξ ξ
ξ

ψ ξ ξ
ξ

ψ ξ ξ
ξ

−

−

−

  
+ + = − < <  − 

 + = − < < −

 + = − < <

−

∫

∫

∫

  



 

 (5.33) 

де ( ) ( )1 1
' ,

2

a ξ
χ ξ χ

+ 
=  

 
  ( ) ( ) ( )1 0 0 1 , 1, 2

2
i i

c c c c
i

ξ
ψ ξ ψ

− + + 
= = 

 
 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 ,1 2 ,2
1 1 1

, , , , 0,1, 2i i i iK x f x d R x d R x d iχ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ
− − −

= + + =∫ ∫ ∫     , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),1 ,2, , , , , , , , 0,1, 2i i if x R x R x r x q x iξ ξ ξ =      – відомі регулярні функції 

при 1a a≠ , ( ) ( )
( )

( )( )
( )

2 31

2 3

1 1 1
,

2 2 2

h x h xh
Z x

x x x

ξ
ξ

ξ ξ ξ

+ + +
= + +

+ + + + + +
 , 

2

1 2 3

3 2 4, ,
2

κ
κ κ κ
−

= − = − =h h h . 

Трансцендентне рівняння для визначення порядку особливості 
розв’язку першого рівняння у (5.33) співпадає з трансцендентним 

рівнянням для (2.33). 
Методику, що викладено у пункті 2.6.2, застосовано для 

розв’язання ССІР (5.33). Згідно з нею невідома функція ( )χ ξ  розви-

вається в суми на кожному інтервалі:  

( ) ( ) ( ) [ ]
1

0 0

0

, 1;1
N

k k k N k

k

s sχ ξ ρ ξ ρ ξ ξ
−

− +
+

=

 = + ∈ − ∑ , (5.34) 

де ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )Re Re
2 2 11 cos Im ln 1 , 1 sin Im ln 1 ,k k

k k k k

λ λρ ξ ξ λ ξ ρ ξ ξ λ ξ− −
+= + ⋅ + = + ⋅ +  

0, 1k N= − , ( ) ( ) , 0, 1
1

k

k

T
k N

ξ
ρ ξ

ξ
+ = = −

−
, ( )kT x  – поліноми Чебишева першо-

го роду. 
Функції ( )iψ ξ  розвиваються в суми за поліномами Чебишева 

другого роду (5.29). 
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Сегмент [ ]1;1−  ділиться на 2N  відрізків точками 

( )0 , 0.5
2 1: 0, 0, 2 1i N ix P x i N
λ −

− = = − . ССІР (5.33) розглядається при ix x= . 

Після підстановки виразів для невідомих функцій (5.34, 5.29) 
до ССІР (5.33) з урахуванням умови (2.32) отримуємо систему 6N  

лінійних алгебраїчних рівнянь відносно невідомих сталих 
, 0,1,2, 0,2 1i

ks i k N= = −  вигляду (5.30). Підстановка знайдених сталих 
, 0,1,2, 0,2 1i

ks i k N= = −  у формули (5.24-5.25) завершує побудову 
розв’язку задачі. КІН обчислюються за формулами (5.31-5.32). 

На рис. 5.13-5.16 суцільна лінія описує КІН на лівому кінці 
тріщини, а пунктирна – на правому кінці тріщини. 

На рисунках 5.13-5.14 представлено графіки КІН ,I IIK K  при 
961.2781955 10G = ⋅  Па, 0.33µ = , ( ) 1p x =  Па, ( ) 0p xσ =  Па, 10a =  м.  

 

 
Рис. 5.13. КІН IK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 1p x =  Па, ( ) 0p xσ =  Па 
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Рис. 5.14. КІН IIK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 1p x =  Па, ( ) 0p xσ =  Па 

 

Як бачимо, при значенні параметру 0 5%aγ <  потрібно врахову-
вати нерухому особливість на лівому кінці тріщини, а при 

1 11%aγ <  – на правому. 
У даному випадку КІН IK  та IIK  мають однаковий порядок, 

причому значення КІН IIK  більші за відповідні значення КІН IK . 
Графіки КІН ,I IIK K  зображено на рисунках 5.15-5.16 при 

( ) 0p x =  Па, ( ) 1p xσ =  Па.  

Відмітимо, що КІН ,I IK K− +  співпадають по значенням відпо-
відно, а КІН ,II IIK K− +  відрізняються.  

У даному випадку стабільні розрахунки отримано при значен-
нях параметрів 0 1 1%aγ γ= ≥ , а при 0 1 1%aγ γ= <  потрібно враховувати 
нерухомі особливості на кінцях тріщини. 
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При даному випадку навантаження КІН IK  значно більші за 
значення КІН IIK . 

 
Рис. 5.15. КІН IK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 0p x =  Па, ( ) 1p xσ =  Па 

 

 
Рис. 5.16. КІН IIK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 0p x =  Па, ( ) 1p xσ =  Па 
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5.5. Задача теорії пружності для зчепленої пів смуги 

 з трансверсальною тріщиною – симетричний випадок 

 
Рис. 5.17. Геометрія та координатна система півсмуги з трансверсальною 

тріщиною у симетричному випадку 

 

Розглядається пружна півсмуга (рис. 5.17), яка займає область, 
що описується у декартовій системі координат співвідношеннями 

∞<<<< yax 0,0 . Півсмугу навантажено по торцю 0, 0y x a= < <  

(2.5-2.6). Переміщення у півсмузі задовольняють рівняння рівнова-
ги (2.4). 

Узагальнені граничні умови на бічних гранях (2.2) обираються 
у вигляді (3.3). Потрібно відшукати поле переміщень та напружень 
усередині півсмуги та на її гранях при відсутності об’ємних сил, що 
діють на півсмугу. 

Усередині півсмуги на лінії 0 1,c x c y B< < =  розташовано транс-
версальну тріщину. Розглянемо випадок, коли тріщина розташована 
далеко від бічних граней та симетрично відносно середини півсму-
ги, тобто 0 1c a c= − . Також виконується, що 0 1a a a= −  і навантаження 

( )p x  є симетричною функцією відносно центру півсмуги, тобто:  
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, 0
2 2 2

a a a
p x p x x
   − = + < <   
   

. (5.35) 

Тоді умови (5.1)-(5.3) приймають вигляд 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 1

2 0 1

, 0 , 0 , 0, ,

, 0 , 0 , 0, ,

u x B u x B u x B c x c

v x B v x B v x B x c x cψ

− − + = = < <

− − + = = ≠ < <
  (5.36) 

( ) ( ) ( ) 0 1, 0 , 0 , 0, ,y y yx B x B x B c x cσ σ σ− − + = = < <   (5.37) 

( ) 0 10
, .y y B

p x c x cσσ
= ±

= < <   (5.38) 

Умова ( ), 0xy x Bτ =  у даному випадку виконується автоматично. 

Одновимірна крайова задача в просторі трансформант (5.4) 
приймає вигляд: 

( )

( )

2

2

2

2

( -1) 2 3" ( ) ( ) ' ( ) '( )
1 1 1

3cos ' ,
1

( 1) 2 1" ( ) ( ) ' ( ) ( )
1 1 1

1cos ,
1

(0) 0, ( ) 0,
(0) 0, ( ) 0.

u x u x v x x

B x

v x v x u x x

B x

u u a

v v a

β β β

β β β

β β

β β

β κ β κ χ
κ κ κ

κβ ψ
κ

β κ β κβ χ
κ κ κ
κβ β ψ
κ

 −
− + = + + + +

− + +


+ + − − = − + − − −
 + +
 −

= =

= =

  
(5.39) 

Задачу (5.39) переформульовано у вигляді неперервної крайо-
вої задачі за схемою розділу 2. Праву частину векторного рівняння 

(2.10) подано за формулою ( )
( )

( )

2

2

3 3'( ) cos '
1 1

1 1( ) cos
1 1

x b x

f x

x b x

κ κχ β ψ
κ κ
κ κβ χ β β ψ
κ κ

− − + + +=  
+ + − + 
− − 


.  

Зображення для функцій переміщень (5.5-5.6) спрощуються:  
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

11 12 11 12

1 1 1 2 2 3 2 4

11 12

0 0

11 12

2 2

0 0

( )

3 1, ' ,
1 1

3 1cos , ' cos , ,
1 1

a a

a a

u x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d G x d

B G x d B G x d

β

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ κ

κ κβ ξ ψ ξ ξ β β ξ ψ ξ ξ
κ κ

= + + + +

− +
+ − +

+ −

− +
+ +

+ −

∫ ∫

∫ ∫

  
(5.40) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

21 22 21 22

1 1 1 2 2 3 2 4

21 22

0 0

21 22

2 2

0 0

( )

3 1, ' ,
1 1

3 1cos , ' cos , .
1 1

a a

a a

v x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d G x d

B G x d B G x d

β

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ κ

κ κβ ξ ψ ξ ξ β β ξ ψ ξ ξ
κ κ

= + + + +

− +
+ − +

+ −

− +
+ +

+ −

∫ ∫

∫ ∫

  
(5.41) 

Коефіцієнти 4,1, =ici  мають вигляд (В.2). 
 

5.6. Навантаження по середині короткого торця  
у симетричній постановці (випадок 1) 

 
Рис. 5.18. Геометрія та координатна система півсмуги  

з трансверсальною тріщиною, що розташована далеко від бічних граней  
півсмуги, у симетричному випадку 1 

 

Розглянемо півсмугу, що навантажена лише по середині торця, 
а тріщина розташована далеко від бічних граней півсмуги 
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(рис. 5.18). Розв’яжемо крайову задачу (2.4, 3.9-3.11, 5.36-5.38) при 

0 10,a a a≠ ≠  для пружної півсмуги з умовами на бічних гранях (3.3).  
Співвідношення (5.7-5.8) спрощуються 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

11 12 11 12
1 1 1 2 2 3 2 4

11 12

0 0

11
12

2 2

( )

3 1, ,
1 1

3 1cos , cos , ,
1 1

a a

c c

c c

u x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d G x d

G
B x d B G x d

β

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ ξ κ

κ κβ ξ ψ ξ ξ β β ξ ψ ξ ξ
κ ξ κ

= + + + −

− ∂ +
− − −

+ ∂ −

− ∂ +
− +

+ ∂ −

∫ ∫

∫ ∫

  
(5.42) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

21 22 21 22
1 1 1 2 2 3 2 4

21 22

0 0

21
22

2 2

( )

3 1, ,
1 1

3 1cos , cos , ,
1 1

a a

c c

c c

v x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d G x d

G
B x d B G x d

β

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ ξ κ

κ κβ ξ ψ ξ ξ β β ξ ψ ξ ξ
κ ξ κ

= + + + −

− ∂ +
− − −

+ ∂ −

− ∂ +
− +

+ ∂ −

∫ ∫

∫ ∫

  
(5.43) 

Після підстановки у формули (5.42-5.43) побудованих раніше 
( ) ( ) 4,1,,, 21 =icxYxY i  та обертання отриманих трансформант згідно з 

поданнями (2.8) отримаємо наступні вирази для функцій перемі-
щень: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

2 2

0

, , , , ,
ca

u u

c

u x y f x y d g x y dχ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ= +∫ ∫ , (5.44) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

2 2

0

, , , , ,
ca

v v

c

v x y f x y d g x y dχ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ= +∫ ∫ . (5.45) 

Формули (5.44-5.45) остаточно визначають переміщення, якщо 
будуть відомі функції ( ) ( )2,x xχ ψ . Для їх знаходження необхідно 

задовольнити умови по короткому торцю (3.9-3.10), які залишились 
поки що невиконаними, та умову на тріщині:  

( ), 0 0y x Bσ + =   (5.46) 
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Виконати умови (3.9, 5.46) шляхом безпосередніх підстано-
вок в них співвідношень (5.44-5.45) неможливо, бо інтеграли у 
виразах для переміщень є слабко-збіжними. Тому для відокрем-
лення їх слабко-збіжних частин використовується методика, що 
наведена в додатку Г.  

З умови (3.10) випливає (3.15). Підстановка формул перемі-
щень у крайову умову (2.5) та в умову на тріщині (5.46) приводить 
до ССІДР вигляду: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

12

02

1

12

2 22

1

1ln , 1 1

1ln , 1 1,

d
d K x r x x

xdx

d
d K x q x x

xdx

χ ξ ξ
ξ

ψ ξ ξ
ξ

−

−


+ = − < < −


 + = − < < −

∫

∫

 

 

 (5.47) 

де ( ) ( ) ( )1 0 0 1 ,
2

a a a aξ
χ ξ χ

− + + 
=  

 
  ( ) ( ) ( )1 0 0 1

2 2
2

c c c cξ
ψ ξ ψ

− + + 
=  

 
 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 ,2
1 1

, , , 0, 2i i iK x f x d R x d iχ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ
− −

= + =∫ ∫   , 

( ) ( ) ( ) ( ),2, , , , , , 0,1, 2i if x R x r x q x iξ ξ =     – відомі регулярні функції при 

0 10,a a a≠ ≠ . 
ССІДР (5.47) розв’язується наближено методом ортогональних 

поліномів за схемою пункту 5.2. Функції ( ) ( )2, , 1,2iχ ξ ψ ξ =   розви-

ваються у ряди за поліномами Чебишева другого роду (5.13)-(5.14). 
Приходимо до нескінченної системи лінійних алгебраїчних рівнянь 
відносно невідомих коефіцієнтів , 0, 2, 0,1,...i

ns i n= =  

0

, 0,1,2...m mn n m

n

S D S f m
∞

=

+ = =∑
 

 (5.48) 

де 
0

2

m
m

m

s
S

s

 
=   
 

 , компоненти { }
0

2
, , 0, 2, mij

mn mn m

m

f
D d i j f

f

 
= = =   

 


 є відомі сталі. 
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Система (5.48) розв’язується методом редукції. Підстановка 

знайдених сталих , 0, 2, 0,1,...i
ns i n= =  у формули (5.13-5.14) та посліду-

юче використання у формулах (5.44-5.45) завершує побудову 
розв’язку задачі. КІН обчислюються за формулами (5.20). 

На рис. 5.19 представлено графік КІН IK  при 961.2781955 10G = ⋅  

Па, 0.33µ = , ( ) 1p x =  Па, ( ) 0p xσ =  Па, 10a =  м, 0 1 1a a a= − = .  

Значення КІН IK  спадають до нуля при зменшенні довжини 
тріщини. Порівнюючи з КІН IK  на рис. 5.3 для загального випадку, 
бачимо, що відповідні значення IK  співпадають для цих двох випа-
дків. При значеннях параметрів 0 1 15%aγ γ= <  розрахунки стають не-
стабільними, і потрібно враховувати нерухомі особливості на кін-
цях тріщини. 

 
Рис. 5.19. КІН IK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 1p x =  Па, ( ) 0p xσ =  Па 

 

На рис. 5.20 зображено графік КІН IK  при ( ) 0p x =  Па,  

( ) 1p xσ =  Па.  
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Як видно з графіків, при зменшенні довжини тріщини значен-
ня КІН IK  спадають до нуля. Значення КІН IK  співпадають з від-
повідними значеннями КІН IK  для загального випадку (рис. 5.5). 
Стабільні розрахунки отримано при значеннях параметрів 

0 1 5%aγ γ= ≥ , а при 0 1 5%aγ γ= <  потрібно враховувати нерухомі особ-
ливості на кінцях тріщини. 

 

Рис. 5.20. КІН IK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 0p x =  Па, ( ) 1p xσ =  Па 

 

5.7. Навантаження по всьому короткому торцю  
у симетричній постановці (випадок 3) 

 

Розглянемо півсмугу, що навантажено по всьому короткому 
торцю, а тріщина розташована далеко від бічних граней півсмуги 
(рис. 5.21). Розв’яжемо крайову задачу (2.4-2.6, 5.36-5.38) для пруж-
ної півсмуги з умовами (3.3) на бічних гранях.  
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Рис. 5.21. Геометрія та координатна система півсмуги з трансверсальною 

тріщиною, що розташована далеко від бічних граней півсмуги,  
в симетричному випадку 3 

 

Співвідношення (5.22-5.23) спрощуються: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

11 12 11 12
1 1 1 2 2 3 2 4

11 12

0 0

11
12

2 2
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3 1, ' , '
1 1

3 1cos , cos , ,
1 1

a a

c c

c c

u x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d x d

G
B x d B G x d

β

κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ
κ κ

κ κβ ξ ψ ξ ξ β β ξ ψ ξ ξ
κ ξ κ

= + + + +

− +
+ + ℑ −

+ −

− ∂ +
− +

+ ∂ −

∫ ∫

∫ ∫

  
(5.49) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

21 22 21 22
1 1 1 2 2 3 2 4

21 22

2
0 0

21
22

2 2

( )

3 1 1, ' , '
1 1 1

3 1cos , cos , ,
1 1

a a

c c

c c

v x Y x c Y x c Y x c Y x c

G x d x d x

G
B x d B G x d

β

κ κ κξ χ ξ ξ β ξ χ ξ ξ χ
κ κ β κ

κ κβ ξ ψ ξ ξ β β ξ ψ ξ ξ
κ ξ κ

= + + + +

− + −
+ + ℑ − −

+ − +

− ∂ +
− +

+ ∂ −

∫ ∫

∫ ∫

  
(5.50) 

Підстановка у формули (5.49-5.50) фундаментальної матричної 

системи розв’язків ( ) ( ) 4,1,,, 21 =icxYxY i  та обертання отриманих транс-
формант згідно з формулами (2.8) приводить до наступних виразів 

для функцій переміщень: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

2 2

0

, ' , , , ,
ca

u u

c

u x y f x y d g x y dχ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ= +∫ ∫ , (5.51) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

2 2

0 0

, ' , , , , '
ca x

v v

c

v x y f x y d g x y d dχ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ χ ξ ξ= + +∫ ∫ ∫ . (5.52) 

Формули (5.51)-(5.52) остаточно визначають переміщення, як-
що будуть відомі функції ( ) ( )2' ,x xχ ψ . Для їх знаходження необ-

хідно задовольнити поки що невиконану умову на короткому торці 
(2.5) та умову на тріщині (5.46). Слабко-збіжні інтеграли у виразах 
для функцій переміщень просумовано за методикою, наведеною в 

додатку Г. 
Підстановка формул переміщень в крайову умову (2.5) та в 

умову на тріщині (5.46) приводить до ССІР вигляду:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

0

1

12

2 22

1

1 , , 1 1

1ln , 1 1,

Z x d K x r x x
x

d
d K x q x x

xdx

χ ξ ξ ξ
ξ

ψ ξ ξ
ξ

−

−

  
+ + = − < <  − 


 + = − < < −

∫

∫

  

 

 (5.53) 

де ( ) ( )1
' ,

2

a ξ
χ ξ χ

+ 
=  

 
  ( ) ( ) ( )1 0 0 1

2 2
2

c c c cξ
ψ ξ ψ

− + + 
=  

 
 , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 ,2
1 1

, , , 0, 2i i iK x f x d R x d iχ ξ ξ ξ ψ ξ ξ ξ
− −

= + =∫ ∫   , 

( ) ( ) ( ) ( ),2, , , , , , 0,1, 2i if x R x r x q x iξ ξ =     – відомі регулярні функції при 

0 10,a a a≠ ≠ , ( )
( ) ( )1 2 2 2

1 1 1 1,
2 2 1 2

x x
Z x h h

x x x x
ξ

ξ ξ ξ ξ

   + −
 = + + + +   + + + − + + + −   

  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )3 3 3

1 1 1 1

2 2

x x
h

x x

ξ ξ

ξ ξ

 + + − −
 + +
 + + + − 

. 

Трансценденте рівняння для визначення порядку особливості 
розв’язку першого рівняння у (5.53) співпадає з трансцендентним 

рівнянням для (2.33). 
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Для розв’язання ССІР (5.53) використано методику, що викла-
дено у пункті 2.6.2. Згідно з нею невідому функцію ( )χ ξ  розвинуто 

в суми на кожному інтервалі (5.28). Функцію ( )2ψ ξ  розвинуто в су-

ми за поліномами Чебишева другого роду (5.29). Сегмент [ ]1;1−  ді-
литься на 2N  відрізків точками ( )0 0,

2 1: 0, 0, 2 1i N ix P x i N
λ λ

− = = − . ССІР (5.53) 

розглядається при ix x= . 
Після підстановки виразів для невідомих функцій (5.28, 5.29) 

до ССІР (5.53) з урахуванням умови (2.32) отримуємо систему 4N  

лінійних алгебраїчних рівнянь відносно невідомих сталих 
, 0, 2, 0, 2 1i

ks i k N= = − . 
2 1

0

, 0,2 1
N

mn n m

n

D S f m N
−

=

= = −∑


 (5.54) 

де 
0

2

m
m

m

s
S

s

 
=   
 

 , компоненти { }
0

2
, , 0, 2, mij

mn mn m

m

f
D d i j f

f

 
= = =   

 


 є відомими ста-

лими. 
Підстановка знайдених сталих , 0, 2, 0, 2 1i

ks i k N= = −  у формули 
(5.51-5.52) завершує побудову розв’язку задачі. КІН обчислюються 
за формулами (5.31). 

На рис. 5.22 подано графік КІН IK  при 961.2781955 10G = ⋅  Па, 
0.33µ = , ( ) 1p x =  Па, ( ) 0p xσ =  Па, 10a =  м, 0 1 1a a a= − = .  

Як видно з графіків, значення КІН ,I IIK K  спадають до нуля при 
зменшенні довжини тріщини. Значення КІН IK  співпадають з від-
повідними значеннями КІН IK  для загального випадку (рис. 5.8). 
При значеннях параметрів 0 1 5%aγ γ= ≥  отримано стабільні розраху-
нки, а при 0 1 5%aγ γ= <  потрібно враховувати нерухомі особливості 
на кінцях тріщини. 



 

121 

 

 
Рис. 5.22. КІН IK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 1p x =  Па, ( ) 0p xσ =  Па 

 

На рисунку 5.23 представлені графіки КІН IK  при ( ) 0p x =  Па, 

( ) 1p xσ =  Па.  

 
Рис. 5.23. КІН IK  при симетричній зміні довжини тріщини,  

( ) 0p x =  Па, ( ) 1p xσ =  Па 
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При зменшенні довжини тріщини значення КІН IK  спадають до 
нуля. Порівняння з загальним випадком (рис. 5.10) показує, що зна-
чення КІН IK  для даного випадку співпадають з відповідними зна-
ченнями КІН IK  для загального випадку. При значеннях параметрів 

0 1 1%aγ γ= <  потрібно враховувати нерухомі особливості на кінцях 
тріщини. 

 

5.8. Висновки до п’ятого розділу 

 

Отримано розв’язки плоских задач теорії пружності для пів-
смуги з поперечною тріщиною для трьох конфігурацій прикладено-
го навантаження по торцю. Встановлено відстані між кінцями трі-
щини та бічними гранями, при яких потрібно враховувати нерухомі 
особливості невідомих функцій на кінцях проміжків інтегрування.  

Досліджено коефіцієнти інтенсивності напружень при трьох 

варіантах прикладеного навантаження. Проведено порівняльний 
аналіз. Найбільші КІН спостерігаються для випадку прикладення 
механічного навантаження по середині короткого торцю півсмуги. 

Розглянуто симетричний випадок, встановлено умови його ви-
користання. 



 

123 

 

ВИСНОВКИ 

 

В монографії досліджено мішані плоскі задачі для півнескін-
ченної смуги під впливом навантаження різної природи, що задано 
по короткому торцю. Розглянуто задачу для випадку, коли смугу 
послаблено трансверсальною тріщиною. Отримано такі основні ре-
зультати: 

1. Запропоновано методику, яка, на відміну від традиційних 
підходів розв’язання плоскої мішаної задачі для півсмуги, дозволяє 
уникнути допоміжних гармонічних, бігармонічних функцій та опе-
рувати безпосередньо з рівняннями рівноваги. Розв’язки, що отри-
мано за методикою, є безпосереднім поданням шуканих механічних 
характеристик півсмуги. 

2. Побудовано функцію Гріна для задач про напружений стан 
пружної півсмуги в білінійному поданні, що дозволяє суттєво спро-
стити числові розрахунки. Розв’язання зведено до одного сингу-
лярного інтегрального рівняння, що містить нерухомі особливос-
ті. З метою врахувати вплив нерухомих особливостей побудовано 
трансцендентне рівняння, встановлено його корені та застосовано 
ефективну числово-аналітичну методику для розв’язання сингуляр-
ного інтегрального рівняння. 

3. Побудовано ефективний наближений розв’язок задачі про 
напружений стан півсмуги, що послаблена трансверсальною тріщи-
ною. Отримано та встановлено залежність коефіцієнту інтенсивно-
сті напружень від довжини тріщини та конфігурації навантаження 
по короткому торцю.  

Ці результати дозволили встановити такі механічні особли-
вості розподілу переміщень та напружень у півсмузі: 
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- Найбільші нормальні напруження у випадку механічного на-
вантаження спостерігаються на бічних гранях, коли навантаження 
прикладене на середині короткого торця. 

- Встановлено вплив температурного навантаження на поле 
напружень півсмуги та залежність величини напружень від співвід-
ношення температурного та механічного навантажень. 

- Встановлено межі застосування запропонованої методики в 
залежності від довжини трансверсальної тріщини для трьох конфі-
гурацій механічного навантаження по короткому торцю, а саме: роз-
мір тріщини має становити не більше, ніж 90%a . При перевищенні 
цих розмірів потрібно враховувати нерухомі особливості, що вини-
кають у відповідних сингулярних рівняннях. Найбільші значення КІН 
спостерігаються при сконцентрованому по центру короткого торця 
півсмуги навантаженні. 
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ДОДАТОК А  

ПОКРОКОВЕ ІНТЕГРУВАННЯ РІВНЯНЬ ЛЯМЕ  

ЗА ЗМІННОЮ y 

 

Перше рівняння у (2.4) помножуємо на yβcos  та інтегруємо за 
змінною y  на сегменті від 0 до нескінченності. Друге рівняння в 
(2.4) помножуємо на yβsin  та інтегруємо за змінною y  на сегменті 
від 0 до нескінченності. Скористаємося спаданням функцій пере-
міщень ( )yxu ,  та ( )yxv ,  на нескінченності, а також введеною замі-
ною )(')0,('),()0,( xxvxxv χχ == , )(')0,( xxu χ−=• . 

 

( )

2 2 2

2 2
0 0 0

1

0

( , ) 1 ( , ) 2 ( , )cos cos cos
1 1

1 , cos 0;
1

u x y u x y v x y
ydy ydy ydy

x yx y

X x y ydy

κβ β β
κ κ

κ β
κ

∞ ∞ ∞

∞

∂ − ∂ ∂
+ + +

+ + ∂ ∂∂ ∂

−
+ =

+

∫ ∫ ∫

∫
 

( ) ( )xu
dx

d
ydyyxu

dx

d
ydy

x

yxu
βββ

2

2

0

2

2

0

2

2

cos,cos),(
==

∂
∂

∫∫
∞∞

; 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2
00 0

2 2

0
0

( , ) ( , ) ( , )cos cos sin '

, sin , cos ' ;

y

y

y

y

u x y u x y u x y
ydy y ydy x

y yy

u x y y u x y ydy x u xβ

β β β β χ

β β β β χ β

=∞∞ ∞

=

∞
=∞

=

 ∂ ∂ ∂
= + = + ∂ ∂∂  

+ − = −  

∫ ∫

∫
 

( )[ ] ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )xvxxvx
dx

d
ydyyxvyyxv

dx

d

ydy
y

yxv

dx

d
ydy

yx

yxv

y

y ββ βχβχβββ

ββ

''sin,cos,

cos),(cos),(

0

0

00

2

+−=+−=







+=

=
∂

∂
=

∂∂
∂

∫

∫∫
∞

∞=

=

∞∞

 

Тоді перше рівняння у просторі трансформант прийме вигляд: 
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Застосуємо інтегральне перетворення до другого рівняння: 
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Тоді друге рівняння у просторі трансформант прийме вигляд: 
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Отримуємо наступну систему рівнянь: 
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У випадку наявності усередині півсмуги трансверсальної трі-
щини, інтегрування проводиться за узагальненою схемою: 
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В результаті система рівнянь рівноваги у просторі трансфор-
мант записується як: 
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ДОДАТОК Б
ПІДРАХУНОК ЕЛЕМЕНТІВ МАТРИЦІ ГРІНА

За ознакою Абеля можна довести абсолютну збіжність усіх 
компонент матриці Гріна, так як їх асимптотичне подання має ви-
гляд:
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z
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Враховуючи 
a

n
n

πα = , а також парність косинуса і непарність 

синуса, можна вивести наступні формули:
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Використовуючи тригонометричні формули:  
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ряди в матриці Гріна можна привести до попередніх трьох рядів. 
В результаті отримано наступне покомпонентне подання для мат-
риці-функції Гріна. 
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де ( )ξ,, xG ji  – елемент матриці Гріна, розташований у i -тій стрічці, 

j -тому стовбці. 
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ДОДАТОК В   

ЗНАХОДЖЕННЯ КОЕФІЦІЄНТІВ , 1,4=ic i  

 

Розписуючи систему (3.6) в скалярному вигляді, отримаємо: 
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де ( ) ( ) ( ) ( )avTauTvTuT 1

4
1

3

1

2

1

1 ,,0,0 ββββ −=−=−=−= . 

Так як визначник системи (В.1) відмінний від нуля, то 
розв’язки ( )xY1  і ( )xY2  лінійно незалежні. 

Розв’язок системи (В.1) визначається однозначно та має ви-
гляд: 
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 (В.2) 
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ДОДАТОК Г   

ПІДСУМОВУВАННЯ СЛАБКО-ЗБІЖНИХ  
ЧАСТИН ІНТЕГРАЛІВ 

 

Розглянемо інтеграл ( )∫
∞

0

dxxa , що є слабко-збіжним. Для відокре-

млення його слабко-збіжної частини використовується наступна 
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Невласний інтеграл, що входить у це подання можна підсуму-
вати за допомогою наступних формул [16]: 
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АНОТАЦІЯ 

 

Розглянуто плоску мішану задачу теорії пружності для півнескін-
ченної смуги, що знаходиться під впливом навантаження різної приро-
ди. За допомогою застосування інтегрального півнескінченного sin-, cos-

перетворення Фур’є вихідну задачу зведено до одновимірної векторної 
крайової задачі. Задачу в просторі трансформант переформульовано у 
вигляді векторної крайової задачі. Розв’язок цієї задачі було побудовано 
у вигляді суперпозиції загального розв’язку однорідного векторного рів-
няння та часткового розв’язку неоднорідного рівняння. Розв’язок одно-
рідного векторного рівняння побудовано за допомогою апарату матрич-
ного диференціального числення та подано через фундаментальну мат-
ричну систему розв’язків відповідного однорідного матричного рівнян-
ня. Для отримання часткового розв’язку неоднорідного векторного рів-
няння було відшукано матрицю-функцію Гріна за допомогою методу 
матричних інтегральних перетворень. Матрицю-функцію Гріна було по-
будовано у формі білінійного розвинення, що спрощує подальші обчис-
лення. Після застосування оберненого перетворення Фур’є до явного 
розв’язку одновимірної крайової задачі в просторі трансформант та під-
сумовування слабко-збіжних інтегралів у формулах для переміщень за-
лишається лише одна невідома функція переміщень по короткому тор-
цю півнескінченної смуги. Для її знахождення було отримано сингуляр-
не інтегральне рівняння. Сингулярне інтегральне рівняння було 
розв’язано відповідно до конфігурації нормального навантаження. Коли 
в ядрі сингулярного інтегрального рівняння не було нерухомих особли-
востей, було застосовано метод ортогональних поліномів, що дозволяє 
врахувати дійсний порядок особливості невідомої функції на кінцях 
проміжку інтегрування. У випадку наявності однієї чи двох нерухомих 
особливостей в ядрі сингулярного інтегрального рівняння було побудо-
вано трансценденте рівняння та знайдено його корені. Для розв’язання 
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сингулярного інтегрального рівняння було використано спеціальний 
узагальнений метод.  

Точний розв’язок задачі стаціонарної теплопровідності для пів-
нескінченної смуги було отримано за допомогою перетворень Фур’є. 
Цей розв’язок було використано для розв’язання задачі незв’язної 
термопружності для півсмуги. Такі самі конфігурації нормального на-
вантаження по короткому торцю півсмуги було розглянуто для задачі 
термопружності. Проведено дослідження напруженого стану півсмуги 
в усіх цих випадках. 

Розглянуто задачу, коли усередині півсмуги розташовано трансвер-
сальну тріщину. У даному випадку вихідну задачу зведено до одновимір-
ної крайової задачі за допомогою інтегрального перетворення Фур’є, що 
було застосовано за узагальненою схемою. Розв’язання задачі було зве-
дено до розв’язання системи сингулярних інтегральних рівнянь відносно 
однієї невідомої функції переміщень по короткому торцю півсмуги та 
двох стрибків функцій переміщень на трансверсальній тріщині. В залеж-
ності від конфігурації прикладеного навантаження перше рівняння цієї 
системи може містити нерухомі особливості. Тому метод ортогональних 
поліномів та узагальнений метод було застосовано до розв’язання систе-
ми сингулярних інтегральних рівнянь в залежності від конфігурації при-
кладеного навантаження по короткому торцю півсмуги. Також було роз-
глянуто симетричний випадок розташування трансверсальної тріщини та 
прикладення механічного навантаження по короткому торцю півсмуги. У 
цьому випадку один зі стрибків функцій переміщень на тріщині дорівнює 
нулю. Задачу було зведено до розв’язання системи двох сингулярних ін-
тегральних рівнянь. Коефіцієнти інтенсивності напружень було обчисле-
но для усіх випадків в залежності від довжини трансверсальної тріщини. 

Ключові слова: півсмуга, перетворення Фур’є, матриця-функція 
Гріна, сингулярне інтегральне рівняння, метод ортогональних поліно-
мів, нерухомі особливості, незв’язна термопружність, трансверсальна 
тріщина. 
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ABSTRACT 

 

The plane mixed problem of elasticity for the semi-infinite strip was 
considered under the load of a different nature at the short semi-strip’s edge. 
The initial problem was reduced to the one-dimensional problem with the 
help of the integral semi-infinite sin-, cos- Fourier transform. The problem in 
transformation domain was reformulated as vector boundary-value problem. 
Its solution was constructed as a superposition of the general solution for the 
homogeneous vector equation and the partial solution for the inhomogeneous 
one. The solution for the homogeneous vector equation was constructed with 
the help of the matrix differential calculation and it was given through the 
fundamental matrix system for the corresponding homogeneous matrix equa-
tion. To obtain the partial solution for the inhomogeneous vector equation the 
Green’s matrix-function was derived by the use of the matrix integral trans-
form. The Green’s matrix-function was constructed in the form of the bilinear 
expansion, which simplified further calculations. After applying of the in-
verse transform to the exact solution of the one-dimensional problem in trans-
formations domain, and summation of the weakly convergent integrals the 
formulae for the displacements contained only one unknown function of the 
displacements by the semi-infinite strip’s short edge. The singular integral 
equation was obtained for its finding. The singular integral equation was 
solved with regard of the normal load’s configuration. The orthogonal poly-
nomials method was applied when there were no fixed singularities in the 
kernel of the singular integral equation. This method allowed considering the 
real order of the unknown function at the integration segment’s ends. The 
transcendental equation was constructed in the case of singular integral equa-
tion with one or two fixed singularities. The transcendental equation’s roots 
were found. The special generalized method was used for the solving of the 
singular integral equation.  

The exact solution of the stationary thermal conductivity problem was 
derived with the help of the Fourier transform. It was used in the solving of 
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the uncoupled thermoelasticity problem for the semi-strip. The same configu-
rations of the normal stress at the short edge of the semi-strip were considered 
for the thermoelasticity problem. The investigation of the semi-strip’s stress 
state was provided for all these cases. 

The problem when a transverse crack was located inside the semi-strip 
was considered. In this case the initial problem was reduced to the one-

dimensional problem with the help of the semi-infinite Fourier transform, 
which was applied by the generalized scheme. The solving of the problem 
was reduced to the solving of the system of three singular integral equations 
with respect to one unknown displacement function at the semi-strip’s edge 
and two displacement jumps at the transverse crack. With regard to the confi-
guration of the mechanical load the first equation in this system could contain 
fixed singularities. So, the orthogonal polynomials method or the special ge-
neralized method was applied for the solving of the singular integral equa-
tions. In the case of symmetric location of the crack and symmetric mechani-
cal load the simplified case was considered when one of the displacements’ 
jumps equaled zero. In this case the solving of the problem was reduced to 
the solving of the system of two singular integral equations. Stress intensity 
factors were calculated for all these cases in regard of the transverse crack’s 
length. 

Key words: semi-strip, Fourier transform, Green’s matrix-function, sin-
gular integral equation, orthogonal polynomials method, fixed singularities, 
uncoupled thermoelasticity, transverse crack. 
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