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ВСТУП 

Диференціальні рівняння винайдені Ньютоном (1642—1727). Ньютон вважав 

цей свій винахід настільки важливим, що зашифрував його у вигляді анаграми, 

смисл якої в сучасних термінах можна вільно передати так: «закони природи 

виражаються диференціальними рівняннями». 

Основним аналітичним досягненням Ньютона було розкладання всіляких 

функцій в ступеневі ряди (сенс другої, довгої анаграми Ньютона в тому, що для 

розв’язку будь-якого рівняння потрібно підставити в рівняння ряд і прирівняти 

члени однакового степеня). Особливе значення мала тут відкрита ним формула 

бінома Ньютона (зрозуміло, не тільки з цілими показниками, для яких формулу 

знав, наприклад, Вієт (1540—1603), але і, що особливо важливе, з дробовими і 

негативними показниками). Ньютон розклав в «ряди Тейлора» всі основні 

елементарні функції (раціональні, радикали, тригонометричні, експоненту і 

логарифм). Це, разом з складеною ним таблицею первісних дозволяло йому, за 

його словами, порівнювати площі будь-яких фігур «за половину чверті 

години». 

Ньютон вказав, що коефіцієнти його рядів пропорційні послідовним 

похідним функції, але не зупинявся на цьому детально, оскільки він 

справедливо вважав, що всі обчислення в аналізі зручніше проводити не за 

допомогою кратних диференціювань, а шляхом обчислення перших членів 

ряду. Для Ньютона зв'язок між коефіцієнтами ряду і похідними був скоріше 

засобом обчислення похідних, чим засобом складання ряду. Одним з 

найважливіших досягнень Ньютона є його теорія сонячної системи, викладена 

в «Математичних принципах натуральної філософії» («Principia») без допомоги 

математичного аналізу. Зазвичай вважають, що Ньютон відкрив за допомогою 

свого аналізу закон всесвітнього тяжіння. Насправді Ньютону (1680) належить 

лише доказ еліптичності орбіт в полі тяжіння за законом зворотних квадратів: 

сам цей закон був вказаний Ньютону Гуком (1635—1703) і, мабуть, вгадувався 

ще декількома вченими. 

З величезного числа робіт XVIII століття з диференціальних рівнянь 
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виділяються роботи Ейлера (1707—1783) і Лагранжа (1736—1813). У цих 

роботах була передусім розвинена теорія малих коливань, а отже — теорія 

лінійних систем диференціальних рівнянь; попутно виникли основні поняття 

лінійної алгебри (власні числа і вектори в n-мірному випадку). 

Характеристичне рівняння лінійного оператора довго називали секулярним, 

оскільки саме з такого рівняння визначаються секулярні (вікові, тобто повільні 

в порівнянні з річним рухом) збурення планетних орбіт згідно з теорією малих 

коливань Лагранжа. Услід за Ньютоном Лаплас і Лагранж, а пізніше Гаус 

(1777—1855) розвивають також методи теорії збуджень. 

Коли була доведена нерозв'язність алгебраїчних рівнянь в радикалах, Жозеф 

Ліувілль (1809—1882) побудував аналогічну теорію для диференціальних 

рівнянь, встановивши неможливість розв’язків низки рівнянь (зокрема таких 

класичних, як лінійні рівняння другого порядку) в елементарних функціях і 

квадратурі. Пізніше Софус Лі (1842—1899), аналізуючи питання про 

інтегрування рівнянь в квадратурі, прийшов до необхідності детально 

досліджувати групи дифеоморфізмів (що отримали згодом ім'я груп Лі) — так з 

теорії диференціальних рівнянь виникла одна з найплідніших областей сучасної 

математики, подальший розвиток якої був тісно пов'язаний зовсім з іншими 

питаннями (алгебри Лі ще раніше розглядали Сімеон-Дені Пуассон (1781—

1840) і, особливо, Карл Густав Якоб Якобі (1804—1851)). 

Новий етап розвитку теорії диференціальних рівнянь починається з робіт 

Анрі Пуанкаре (1854—1912), створена ним «якісна теорія диференціальних 

рівнянь» разом з теорією функцій комплексних змінних привела до заснування 

сучасної топології. Якісна теорія диференціальних рівнянь, або, як тепер її 

частіше називають, теорія динамічних систем, зараз розвивається найактивніше 

і має найважливіші застосування теорії диференціальних рівнянь в 

природознавстві.Нехай задано диференціальне рівняння 

[𝑝(𝑥)𝑦′]′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0                                                                                        (1) 

Вважатимемо, що коефіцієнти 𝑝′(𝑥)  та  𝑞(𝑥) безперервні в інтервалі  

ℑ =< 𝑥0, +∞ > та 𝑝(𝑥) > 0. Розв’язки рівняння (1) називається коливним, 
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якщо воно має в інтервалі  ℐ нескінченну множину нулів. Розв’язки 𝑦(𝑥) ≡ 0 

задовольняє цій умові. Якщо усі Розв’язки рівняння (1) коливаються в ℐ, то 

коротко говорять, що рівняння (1) є коливним. 

У літературі для встановлення умов коливності розв’язки рівняння (1) 

використовувалися наступні методи: 

a. перетворення рівняння (1) в рівняння Ріккаті  (цей метод 

використовується найчастіше); 

b. розкладання диференціального рівняння (1) на систему та її 

перетворення до полярних координат; 

c. метод власних значень [27], [33]. 

Результати цього дослідження в цій роботі не розглядаються. 

Можна також отримати ряд загальних результатів шляхом комбінації методів 

а) та в) з використанням перетворення 𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑧. При цьому передбачається, 

що 𝑓(𝑥)  двічі неперервно диференційовна функція, 𝑓(𝑥) > 0 при 𝑥𝜖ℐ [8], [26]. 

Помітимо, що результати, отримані в цій роботі, дозволяють досліджувати 

рівняння 

𝑦′′ + 𝑟(𝑥)𝑦′ + 𝑆(𝑥)𝑦 = 0                                                                                    (2) 

 де 𝑟(𝑥)  та  𝑆(𝑥) безперервні в ℐ. Рівняння (2) можна представити у вигляді 

[exp{∫𝑟(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

}𝑦′]

′

+ exp{∫𝑟(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

}𝑆(𝑥)𝑦 = 0 

чи шляхом перетворення 

𝑦 = exp{−
1

2
∫𝑟(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑥0

} 

звести до рівняння  

𝑢′′ + 𝑆(𝑥)𝑢 = 0                                                                                                    (3) 

в якому 𝑆(𝑥) = 𝑆(𝑥) −
1

4
𝑟2(𝑥) −

1

2
𝑟′(𝑥) 

Особливу увагу  в літературі приділяється рівнянню (3), тобто рівнянню (1) у 

випадку 𝑝(𝑥) ≡ 1. 
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ВИСНОВОК 

У даній роботі були розглянуті основні теореми і властивості коливання 

диференціальних рівнянь вищих порядків. Спираючись на поставлені завдання 

спочатку роботи, вдалося визначити, як поводяться рішення рівнянь при тих чи 

інших умовах. 

У  першому розділі було розглянуто питання про коливне і не коливне 

диференціальне рівняння виду: 

[𝑝(𝑥)𝑦′]′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 0                                                                                        (1) 

Вважатимемо, що коефіцієнти 𝑝′(𝑥)  та  𝑞(𝑥) безперервні в інтервалі  

ℑ =< 𝑥0, +∞ > та 𝑝(𝑥) > 0. Розв’язки рівняння (1) називається коливним, 

якщо воно має в інтервалі  ℐ нескінченну множину нулів. Розв’язки 𝑦(𝑥) ≡ 0 

задовольняє цій умові. Якщо усі Розв’язки рівняння (1) коливаються в ℐ, то 

коротко говорять, що рівняння (1) є коливним. 

У літературі для встановлення умов коливності розв’язки рівняння (1) 

використовувалися наступні методи: 

 перетворення рівняння (1) в рівняння Ріккаті  (цей метод 

використовується найчастіше); 

 розкладання диференціального рівняння (1) на систему та її перетворення 

до полярних координат; 

 метод власних значень [27], [33]. 

У  другому розділі були розглянуті тепер так звані критерії порівняння, 

початок яких є в класичній роботі С. Штурма [38]. Важливу роль тут відіграє 

теорема порівняння, отримана пізніше з деякими змінами іншими авторами та 

не лише для диференціального рівняння (1), а також для системи двох 

диференціальному рівнянь першого порядку. Наприклад,  H. Bocher [3], [4], 

Ельшин [6], G. Landolino [9], E. Kamke [16], [17], C.O. Oakley [28], W.T. Reid 

[36]. 

У  третьому  розділі та четвертому  розділі були  встановленні достатні 

умови коливності розв’язків рівняння (1) та в завершальній частині роботи ми 

ще покажемо, як використати перетворення до полярних координат для 
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встановлення достатніх умов коливності розв’язків рівняння (1). Це 

перетворення вперше було вказане H. Prufer  [32]. 

Для простоти в цьому розділі формулюватимемо достатні умови для 

диференціального рівняння (1.3). У  четвертому  розділі було  дослідження 

властивостей квадратичних форм. 

Знайдемо найменше та найбільше значення квадратичної форми 

𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = ∑ 𝑎і𝑘𝑥і𝑥𝑘

𝑛

і,𝑘=1

   (𝑎і𝑘 = 𝑎𝑘і) 

за умови 

ℐ(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 𝑥1
2 + 𝑥2

2 +⋯+ 𝑥𝑛
2 = 1                                                      (4.1) 

Передусім, легко переконатися в тому, що серед точок (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛), що 

задовольняють умові (4.1), дійсно, є такі, в яких функція 𝑓 приймає, відповідно, 

найменше та найбільше зі своїх значень. Якщо одну зі змінних, наприклад 𝑥𝑛, 

виразити з (4.1) через інші, то справа зведеться до розгляду двох безперервних 

функцій 

𝑓 (𝑥1, 𝑥2, … ,±√1 − 𝑥1
2 − 𝑥2

2 −⋯− 𝑥𝑛−1
2 ) 

у замкнутій (𝑛 − 1)   - мірній сфері 

до яких застосуємо теорему Вейєрштрасса . 

Все це було доведено з докладними поясненнями і доказами.  
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