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1. Вправи до роздiлу

”Ряди Фур’є”

1.1. Побудувати графiки наступних перiодичних функцiй.

1.1.a. f(x) = x (−1 < x < 1), f(x+ 2) = f(x).

1.1.b. f(x) =

{
0, −π < x < 0,

cosx, 0 < x < π,
f(x+ 2π) = f(x).

1.1.c. f(x) =

{
0, −π < x < 0,

2, 0 < x < 2π,
f(x+ 3π) = f(x).

Побудова графiкiв цих функцiй елементарна i тому ми її опу-

скаємо.

1.2. Обчислити коефiцiєнти Фур’є заданих функцiй (всi функцiї при-

пускаються 2π-перiодичними).

1.2.a. f(x) = x (−π < x < π).

Решение. Оскiльки функцiя непарна, то an = 0 (n = 0, 1, . . . ). Для

n = 1, 2, . . . обчислимо

bn =
1

π

π∫

−π

x sinnx dx =
2

π

[
u = x du = dx

dv = sinnx dx v = − 1
n cosnx

]∣∣∣∣∣

π

0

=
2

π


− 1

n
x cosnx

∣∣∣∣
π

0

+
1

n

π∫

0

x cosnx dx


 = − 2

n
(−1)n = 2

(−1)n−1

n
.

5
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1.2.b. f(x) = x2 (−π < x < π).

Розв’язок. Оскiльки функцiя парна, то bn = 0 (n = 1, 2, . . . ). Обчи-

слимо

a0 =
1

π

π∫

−π

x2 dx =
2

π

π∫

0

x2 dx =
2

π

1

3
x3
∣∣∣∣
π

0

=
2

3
π2,

an =
1

π

π∫

−π

x2 cosnx dx =
2

π

[
u = x2 du = 2x dx

dv = cosnx dx v = 1
n sinnx

]∣∣∣∣∣

π

0

=
2

π


 1

n
x2 sinnx

∣∣∣∣
π

0

− 2

n

π∫

0

x sinnx dx




= − 4

πn

[
u = x du = dx

dv = sinnx dx v = − 1
n cosnx

]∣∣∣∣∣

π

0

= − 4

πn


−x

n
cosnx

∣∣∣
π

0
+

1

n

π∫

0

cosnx dx


 =

4

n2
(−1)n.

1.2.c. f(x) =

{
0, −π < x < 0,

1, 0 < x < π.

Розв’язок.

a0 =
1

π

π∫

0

dx = 1, an =
1

π

π∫

0

cosnx dx = 0 (n = 1, 2 . . . ),

bn =
1

π

π∫

0

sinnx dx =
1

π

1

n
(− cosnx)

∣∣∣∣
π

0

=
1

πn
(1− (−1)n)

=

{
0, n = 2k,
2
πn , n = 2k − 1

(k = 1, 2, . . . ).
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1.2.d. f(x) = x (0 < x < 2π).

Розв’язок.

a0 =
1

π

2π∫

0

x dx = 2π, an =
1

π

2π∫

0

x cosnx dx

=
1

π

[
u = x du = dx

dv = cosnx dx v = 1
n sinnx

]∣∣∣∣∣

2π

0

= − 1

πn

2π∫

0

sinnx dx = 0,

bn =
1

π

2π∫

0

x sinnx dx =
1

π

[
u = x du = dx

dv = sinnx dx v = − 1
n cosnx

]∣∣∣∣∣

2π

0

= − 1

πn
x cosnx

∣∣∣∣
2π

0

+
1

πn

2π∫

0

cosnx dx = − 2

n
(n = 1, 2, . . . ).

1.3. Побудувати ряди Фур’є для кожної з наступних функцiй.

1.3.a. f(x) = |x| (−1 < x < 1).

Розв’язок. Оскiльки функцiя парна, то bn = 0 (n = 1, 2, . . . ). Обчи-

слимо

a0 = 2

1∫

0

x dx = 1,

an = 2

1∫

0

x cosπnx dx = 2

[
u = x du = dx

dv = cosπnx dx v = 1
πn sinπnx

]∣∣∣∣∣

1

0

=
2

πn
x sinπnx

∣∣∣∣
1

0

− 2

πn

1∫

0

sinπnx dx =
2

π2n2
cosπnx

∣∣∣∣
1

0

=
2

π2n2
((−1)n − 1) =

2

π2
·
{

− 2
n2 , n = 2k − 1,

0, n = 2k.

Вiдповiдь.

|x| ∼ 1

2
− 4

π2

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
cos(2n− 1)πx.
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1.3.b. f(x) =

{
−3, −2 < x < 0,

3, 0 < x < 2.

Розв’язок. f непарна, L = 2, an = 0,

bn =
1

2
2

2∫

0

3 sin
πnx

2
dx = 3

2∫

0

sin
πnx

2
dx

= − 6

πn
cos

πnx

2

∣∣∣∣
2

0

=
6

πn
[1− (−1)n] =

{
0, n = 2k,
12
πn , n = 2k − 1.

Вiдповiдь.

f(x) ∼ 12

π

∞∑

n=1

1

2n− 1
sin

π(2n− 1)

2
x.

1.4. Побудувати перiодичне продовження тих iз вказаних функцiй,

для яких це можливо. Якщо це неможливо, то вказати звуження областi

визначення так, щоб це виявилось можливим (i при цьому ряди Фур’є не

змiнились).

1.4.a. f(x) = x (−1 ≤ x ≤ 1).

Розв’язок. Оскiльки f(−1) = −1 6= 1 = f(1), то перiодичне про-

довження даної функцiї неможливе. Для того, щоб це стало можливим,

достатньо розглянути звуження даної функцiї на (−1, 1] або [−1, 1).

1.4.b. f(x) = x (−1 ≤ x < 1).

Розв’язок. Задана функцiя допускає перiодичне продовження.

1.4.c. f(x) = x2 (−1 ≤ x ≤ 1).

Розв’язок. Оскiльки f(−1) = 1 = f(1), то задана функцiя допускає

перiодичне продовження.
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1.4.d. f(x) = x3 (−2 ≤ x ≤ 2).

Розв’язок. Оскiльки f(−2) = −8 6= 8 = f(2), то перiодичне продов-

ження цiєї функцiї неможливе. Для того, щоб це виявилось можливим,

достатньо розглянути звуження даної функцiї на (−2, 2] або [−2, 2).

1.5. Побудувати косинус- i синус-ряди для наступних функцiй.

1.5.a. f(x) = 1 на (0, a).

Розв’язок. Парне продовження є функцiєю, що тотожно дорiвнює 1.

Оскiльки це – тригонометричний полiном, то

f(x) ∼ 1.

Непарне продовження. Оскiльки функцiя непарна, то an = 0 (n =

0, 1, . . . ). Обчислимо

bn =
2

a

a∫

0

1 · sin πnx
a

dx = −2

a

a

πn
cos

πnx

a

∣∣∣∣
a

0

=
2

πn
(1− cosπn) =

2

πn
[1− (−1)n] =

{
0, n = 2k,
4
πn , n = 2k − 1.

Вiдповiдь.

f(x) ∼ 4

π

∞∑

n=1

1

2n− 1
sin

π(2n− 1)

a
x.

1.5.b. f(x) = x на (0, a).

Розв’язок. Парне продовження. Обчислимо

a0 =
2

a

a∫

0

x dx = a,

an =
2

a

a∫

0

x cos
πnx

a
dx =

2

a

[
u = x du = dx

dv = cos πnx
a dx v = a

πn sin πnx
a

]∣∣∣∣∣

a

0
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=
2

a


 a

πn
x sin

πnx

a

∣∣∣
a

0
− a

πn

a∫

0

sin
πnx

a
dx




=
2

πn

a

πn
cos

πnx

a

∣∣∣∣
a

0

= − 2a

π2n2
[1− (−1)n] =

{
0, n = 2k,

− 4a
π2n2 , n = 2k − 1.

Вiдповiдь.

f(x) ∼ a

2
− 4a

π2

∞∑

n=1

1

(2n− 1)2
cos

π(2n− 1)

a
x.

Непарне продовження. Обчислимо

bn =
2

a

a∫

0

x sin
πnx

a
dx =

2

a

[
u = x du = dx

dv = sin πnx
a dx v = − a

πn cos πnx
a

]∣∣∣∣∣

a

0

=
2

a


− a

πn
x cos

πnx

a

∣∣∣
a

0
+

a

πn

a∫

0

cos
πnx

a
dx




=
2

a

[
− a2

πn
cosπn+

a

πn

a

πn
sin

πnx

a

∣∣∣
a

0

]
=

2a

πn
(−1)n−1.

Вiдповiдь.

f(x) ∼ 2a

π

∞∑

n=1

(−1)n−1

n
sin

πn

a
x.

1.5.c. f(x) = sinx на (0, 1).

Розв’язок. Парне продовження.

a0 = 2

1∫

0

sinx dx = −2 cosx|10 = 2(1− cos 1),

an = 2

1∫

0

sin x cosπnx dx =

1∫

0

[sin(πn+ 1)x− sin(πn− 1)x] dx

= − 1

πn+ 1
cos(πn+ 1)x

∣∣∣∣
1

0

+
1

πn− 1
cos(πn− 1)x

∣∣∣∣
1

0
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= − 1

πn+ 1
[cos(πn+ 1)− 1] +

1

πn− 1
[cos(πn− 1)− 1]

= − 1

πn+ 1
(cosπn cos 1−sinπn sin 1−1)+

1

πn− 1
(cosπn cos 1+sin πn sin 1−1)

=
1

πn+ 1
(1− (−1)n cos 1)− 1

πn− 1
(1− (−1)n cos 1)

= (1− (−1)n cos 1)

(
1

πn+ 1
− 1

πn− 1

)
= −2 (1− (−1)n cos 1)

1

π2n2 − 1
.

Вiдповiдь.

f(x) ∼ 1− cos 1− 2
∞∑

n=1

1− (−1)n cos 1

π2n2 − 1
cosπnx.

Непарне продовження.

bn = 2

1∫

0

sin x sinπnx dx =

1∫

0

[cos(πn− 1)x− cos(πn+ 1)x] dx

=
1

πn− 1
sin(πn− 1)x

∣∣∣∣
1

0

− 1

πn+ 1
sin(πn+ 1)x

∣∣∣∣
1

0

=
1

πn− 1
sin(πn− 1)− 1

πn+ 1
sin(πn+ 1) =

(−1)n−1 sin 1

πn− 1
− (−1)n sin 1

πn+ 1

= (−1)n−1 sin 1

(
1

πn− 1
+

1

πn+ 1

)
= (−1)n−1 sin 1

2πn

π2n2 − 1
.

Вiдповiдь.

f(x) ∼ 2π sin 1
∞∑

n=1

(−1)n−1n

π2n2 − 1
sin πnx.

1.5.d. f(x) = sinx на (0, π).

Розв’язок. Парне продовження.

a0 =
2

π

π∫

0

sinx dx =
4

π
, a1 =

2

π

π∫

0

sin x cosx dx =
1

π

π∫

0

sin 2x dx = 0,

an =
2

π

π∫

0

sinx cosnx dx =
1

π

π∫

0

[sin(n+ 1)x− sin(n− 1)x] dx
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=
1

π

[
− 1

n+ 1
cos(n+ 1)x

∣∣∣∣
π

0

+
1

n− 1
cos(n− 1)x

∣∣∣∣
π

0

]

=
1

π

[
− 1

n+ 1

(
(−1)n+1 − 1

)
+

1

n− 1

(
(−1)n−1 − 1

)]

=
1

π

(
(−1)n−1 − 1

)( 1

n− 1
− 1

n+ 1

)
=

2

π

1

n2 − 1

(
(−1)n−1 − 1

)

=
2

π
·
{

− 2
n2−1 , n = 2k,

0, n = 2k + 1,

a2n = − 2

π

2

(2n)2 − 1
= − 4

π

1

4n2 − 1
(n = 1, 2 . . . ).

Вiдповiдь.

f(x) ∼ 2

π
− 4

π

∞∑

n=1

1

4n2 − 1
cos 2nx.

Непарне продовження. Оскiльки непарне продовження цiєї функцiї є

тригонометричним полiномом sin x, то

f(x) ∼ sinx.

1.6. Побудувати ряди Фур’є наступних функцiй.

1.6.a. f(x) = x на (−2, 2).

Розв’язок. Оскiльки функцiя непарна, то an = 0 (n = 0, 1, . . . ). Об-

числимо

bn =
2

2

2∫

0

x sin
πnx

2
dx =

[
u = x du = dx

dv = sin πnx
2 dx v = − 2

πn cos πnx
2

]∣∣∣∣∣

2

0

= − 2

πn
x cos

πnx

2

∣∣∣∣
2

0

+
2

πn

2∫

0

cos
πnx

2
dx =

4

πn
(−1)n−1 +

4

π2n2
sin

πnx

2

∣∣∣∣
2

0

=
4

π

(−1)n−1

n
.

Вiдповiдь.

f(x) ∼ 4

π

∞∑

n=1

(−1)n−1

n
sin

πn

2
x.



”РЯДИ ФУР’Є” 13

1.6.b. f(x) =

{
x, −1

2 < x < 1
2 ,

1− x, 1
2 < x < 3

2 .

Розв’язок. 2-перiодичне продовження цiєї функцiї непарне i тому

an = 0 (n = 0, 1, . . . ). Обчислимо

bn =
2

1

1∫

0

f(x) sinπnx dx = 2

1/2∫

0

x sinπnx dx+ 2

1∫

1/2

(1− x) sinπnx dx

= 2
(
1 + (−1)n−1

)
1/2∫

0

x sinπnx dx.

Якщо n = 2k, то bn = 0, а при n = 2k − 1 маємо

b2k−1 = 4

1/2∫

0

x sinπ(2k − 1)x dx

= 4

[
u = x du = dx

dv = sin π(2k − 1)x dx v = − 1
π(2k−1) cosπ(2k − 1)x

]∣∣∣∣∣

1/2

0

=
−4

π(2k − 1)
x cosπ(2k − 1)x

∣∣∣∣
1/2

0

+
4

π(2k − 1)

1/2∫

0

cosπ(2k − 1)x dx

= − 2

π(2k − 1)
cosπ

(
k − 1

2

)
+

4

π2(2k − 1)2
sin π(2k − 1)x

∣∣∣∣
1/2

0

=
4

π2(2k − 1)2
sinπ

(
k − 1

2

)
=

4

π2

(−1)k−1

(2k − 1)2
.

Вiдповiдь.

f(x) ∼ 4

π2

∞∑

n=1

(−1)n−1

(2n− 1)2
sin(2n− 1)πx.

1.7. Побудувати ряд Фур’є функцiї (cosx)n.

Розв’язок. Представимо функцiю (cosx)n у виглядi тригонометри-

чного полiнома. Для цього, скорставшись формулою бiнома Ньютона,
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отримаємо

(cosx)n =

(
eix + e−ix

2

)n

=
1

2n

n∑

k=0

(
n

k

)
eikxe−i(n−k)x =

1

2n

n∑

k=0

(
n

k

)
ei(2k−n)x,

де
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! – бiномiальнi коефiцiєнти. Далi будемо використовувати

рiвностi
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
i eiϕ + e−iϕ = 2 cosϕ.

Якщо парне n = 2m, то

(cosx)2m =
1

4m

2m∑

k=0

(
2m

k

)
e2i(k−m)x

=
1

4m

m−1∑

k=0

(
2m

k

)
e2i(k−m)x +

1

4m

(
2m

m

)
+

1

4m

2m∑

k=m+1

(
2m

k

)
e2i(k−m)x

=
1

4m

m−1∑

k=0

(
2m

k

)(
e2i(k−m)x + e−2i(k−m)x

)
+

1

4m

(
2m

m

)

=
1

22m−1

m−1∑

k=0

(
2m

k

)
cos 2(m− k)x+

1

4m

(
2m

m

)
.

Якщо ж непарне n = 2m− 1, то

(cosx)2m−1 =
1

22m−1

2m−1∑

k=0

(
2m− 1

k

)
ei(2k−2m+1)x

=
1

22m−1

m−1∑

k=0

(
2m− 1

k

)
ei(2k−2m+1)x +

1

22m−1

2m−1∑

k=m

(
2m− 1

k

)
ei(2k−2m+1)x

=
1

22m−1

m−1∑

k=0

(
2m− 1

k

)(
ei(2k−2m+1)x + e−i(2k−2m+1)x

)

=
1

22m−2

m−1∑

k=0

(
2m− 1

k

)
cos(2m− 2k − 1)x.

Отже, отримали наступне представлення

(cosx)n =
1

2n−1

[n+1
2 ]−1∑

k=0

(
n

k

)
cos(n− 2k)x+ Bn,
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где

Bn =

{
2−n

(
n

n/2

)
, n – парне,

0, n – непарне.

1.8.a. Довести, що сукупнiсть функцiй
{√

(1/π) sin
(
n+ 1

2

)
x
}∞

n=0
утво-

рює ортогональну систему на [−π, π].
Розв’язок.

π∫

−π

sin

(
n+

1

2

)
x · sin

(
m+

1

2

)
x dx

=
1

2

π∫

−π

[cos(n−m)x− cos(n+m+ 1)x] dx =

{
0, n 6= m,

π, n = m,

∥∥∥∥sin
(
n+

1

2

)
x

∥∥∥∥
2

=
√
π,

∥∥∥∥
1√
π
sin

(
n+

1

2

)
x

∥∥∥∥
2

= 1.

1.8.b. Застосовуючи результат попередньої вправи 1.8.a та нерiвнiсть

Бесселя, навести альтернативне доведення рiвностi

lim
n→∞

1

2π

π∫

−π

f(x) sin

(
n+

1

2

)
x dx = 0 (f ∈ R[−π, π]).

Розв’язок. Iз нерiвностi Бесселя (1.22) випливає, що коефiцiєнти Фур’є

cn = 1√
π

π∫
−π

f(x) sin
(
n+ 1

2

)
x dx функцiї f ∈ R[−π, π] прямують до нуля.

1.9. Показати, що застосування нерiвностi Бесселя до системи фун-

кцiй
{√

(2/π) sinnx
}∞

n=1
тягне нерiвнiсть

∞∑

n=1

B2
n ≤ 2

π

π∫

0

f2(x) dx,

де

Bn =
2

π

π∫

0

f(x) sinnx dx.
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Розв’язок.
π∫

0

sinnx · sinmxdx =
1

2

π∫

0

[cos(n−m)x− cos(n+m)x] dx =

{
0, n 6= m,
π
2 , n = m.

Це означає, що система
{√

2
π sinnx

}∞

n=1
ортонормована на [0, π]. Для f ∈

R[0, π] її коефiцiєнти Фур’є за цiєю системою дорiвнюють

cn =

π∫

0

f(x)

√
2

π
sinnx dx =

√
2

π

π∫

0

f(x) sinnx dx.

Нерiвнiсть Бесселя
∞∑

n=1
c2n ≤ ‖ f ‖22 набуває вигляду

∞∑

n=1

2

π




π∫

0

f(x) sinnx dx




2

≤
π∫

0

f2(x) dx.

Помноживши цю нерiвнiсть на 2
π та поклавши Bn = 2

π

π∫
0

f(x) sinnx dx,

отримуємо потрiбну нерiвнiсть.

1.10. Нехай f(x) = π−x
2 (0 < x < 2π). Для кожного n ∈ N, знайти

тригонометричний полiном Tn порядку n, який мiнiмiзує норму

‖f − Tn‖2 =




2π∫

0

[f(x)− Tn(x)]
2 dx




1/2

.

Розв’язок. За властивiстю мiнiмальностi коефiцiєнтiв Фур’є, Tn – ча-

стинна сума ряду Фур’є функцiї f порядку n. Ряд Фур’є був побудований

у прикладi 1.12
π − x

2
∼

∞∑

n=1

1

n
sinnx.

Тому Tn(x) =
n∑

k=1

1
k sin kx.

1.11. Нехай f – 2π-перiодична неперервна функцiя. Для довiльних

α, β, γ покладемо

F (α, β, γ) =
1

π

π∫

−π

[f(x)− α− β cosx− γ cos 10x]
2
dx.



”РЯДИ ФУР’Є” 17

Довести, що F досягає мiнiмуму в єдинiй точцi (α0, β0, γ0) i знайти цю

точку, якщо:

1.11.a. f(x) = cos2 x;

1.11.b. f(x) = x2;

1.11.c. f(x) = sin x;

1.11.d. f(x) = 1− 2 cosx;

1.11.e. f(x) = |x|;
1.11.f . f(x) = | sinx|.

Розв’язок. Якщо заданий тригонометричний полiном

Tn(x) =
A0

2
+

n∑

k=1

Ak cos kx+Bk sin kx,

то

1

π

π∫

−π

[f(x)− Tn(x)]
2
dx

=
1

π

π∫

−π

f2(x) dx+
1

π

π∫

−π

T 2
n(x) dx− 2

π

π∫

−π

f(x)Tn(x) dx

=
A2

0

2
+

n∑

k=1

(
A2

k +B2
k

)
−A0a0 − 2

n∑

k=1

(Akak +Bkbk)

=
1

π

π∫

−π

f2(x) dx+
1

2
(A0 − a0)

2

+
n∑

k=1

[
(Ak − ak)

2
+ (Bk − bk)

2
]
− 1

2
a20 −

n∑

k=1

(
a2k + b2k

)
,

де ak, bk – коефiцiєнти Фур’є функцiї f .

Нам заданi α = A0

2 , β = A1, γ = A10, а всi iншi Ak, Bk дорiвнюють

нулю. Тому отримана рiвнiсть при n = 10 набуває такого вигляду

F (α, β, γ) =
1

π

π∫

−π

[f(x)− α− β cosx− γ cos 10x]2 dx
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=
1

π

π∫

−π

f2(x) dx+
1

2
(2α− a0)

2
+ (β − a1)

2
+ (γ − a10)

2 − 1

2
a20 − a21 − a210.

Звiдси випливає, що функцiя F (α, β, γ) набуває найменшого значення при

α0 = a0

2 , β0 = a1, γ0 = a10, i при цьому

F (α0, β0, γ0) =
1

π

π∫

−π

f2(x) dx− 1

2
a20 − a21 − a210.

1.11.a. Представимо f(x) = cos2 x = 1
2 + 1

2 cos 2x. Тодi потрiбнi нам

коефiцiєнти Фур’є функцiї f дорiвнюють a0 = 1, a1 = 0, a10 = 0. Тому

α0 = 1
2 , β0 = 0, γ0 = 0,

F

(
1

2
, 0, 0

)
=

1

π

π∫

−π

cos4 x dx− 1

2
=

3

2
− 1

2
= 1.

1.11.b. Обчислимо коефiцiєнти Фур’є функцiї f(x) = x2:

a0 =
1

π

π∫

−π

x2 dx =
2

π

π∫

0

x2 dx =
2

π

1

3
x3
∣∣∣∣
π

0

=
2

3
π2,

an =
1

π

π∫

−π

x2 cosnx dx =
2

π

[
u = x2 du = 2x dx

dv = cosnx dx v = 1
n sinnx

]∣∣∣∣∣

π

0

=
2

π


 1

n
x2 sinnx

∣∣∣∣
π

0

− 2

n

π∫

0

x sinnx dx




= − 4

πn

[
u = x du = dx

dv = sinnx dx v = − 1
n cosnx

]∣∣∣∣∣

π

0

= − 4

πn


−x

n
cosnx

∣∣∣
π

0
+

1

n

π∫

0

cosnx dx


 =

4

n2
(−1)n,

a1 = −4, a10 = 4
100 = 1

25 , α0 = π2

3 , β0 = −4, γ0 = 1
25 ,

F (α0, β0γ0) =
1

π

π∫

−π

x4 dx− 2

9
π4 − 16− 1

625
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=
8

45
π4 − 10001

625
≈ 17, 3− 16, 0 = 1, 3.

1.11.c. Потрiбнi нам коефiцiєнти Фур’є a0 = a1 = a10 = 0, тому α0 =

β0 = γ0 = 0,

F (0, 0, 0) =
1

π

π∫

−π

sin2 x dx = 1.

1.11.d. Маємо a0 = 2, a1 = −2, a10 = 0, i тому α0 = 1, β0 = −2, γ0 = 0,

F (1,−2, 0) =
1

π

π∫

−π

(1− 2 cosx)2 dx− 2− 4

=
2

π

π∫

0

(1− 4 cosx+ 4 cos2 x) dx− 6 = 2 +
8

π

π∫

0

1 + cos 2x

2
dx− 6 = 0.

1.11.e. Ранiше вже був побудований ряд Фур’є для даної функцiї

|x| ∼ π

2
− 4

π

∞∑

k=1

1

(2k − 1)2
cos(2k − 1)x.

Маємо a0 = π, a1 = − 4
π , a10 = 0, i тому α0 = π

2 , β0 = − 4
π , γ0 = 0,

F

(
π

2
,− 4

π
, 0

)
=

1

π

π∫

−π

x2 dx− π2

2
− 16

π2
=

2

3
π2 − 1

2
π2 − 16

π2
=
π2

6
− 16

π2
.

1.11.f. Ранiше вже був побудований ряд Фур’є для даної функцiї

| sinx| ∼ 2

π
− 4

π

∞∑

k=1

1

4k2 − 1
cos 2kx.

Маємо a0 = 4
π , a1 = 0, a10 = − 4

π
1
99 , i тому α0 = 2

π , β0 = 0, γ0 = − 4
99π ,

F

(
2

π
, 0,−4π

99

)
=

1

π

π∫

−π

sin2 x dx− 8

π2
−
(

4

99π

)2

= 1− 8

π2
− 16

9801π2
= 1− 78424

9801π2
.
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1.12. Те ж саме для

F (α, β, γ) =
1

π

π∫

−π

[x− α− β cosx− γ sin 2x]2 dx.

Розв’язок. Тут потрiбно застосувати отриману у вправi 1.11 рiвнiсть

до функцiї f(x) = x, де n = 2, α = A0

2 , β = A1, γ = B2. Отримаємо, що

функцiя

F (α, β, γ) =
1

π

π∫

−π

[x− α− β cosx− γ sin 2x]2 dx

набуває найменшого значення при α0 = a0

2 , β0 = a1, γ0 = b2 i, подiбно

тому, як i у вправi 1.11,

F (α0, β0, γ0) =
1

π

π∫

−π

f2(x) dx− 1

2
a20 − a21 − b22.

Ранiше вже був побудований ряд Фур’є функцiї f(x) = x, де |x| < π,

x ∼ 2
∞∑

k=1

(−1)n+1

n
sinnx.

Маємо a0 = 0, a1 = 0, b2 = −1 i тому α0 = 0, β0 = 0, γ0 = −1,

F (0, 0,−1) =
1

π

π∫

−π

x2 dx− 1 =
2

3
π2 − 1.

1.13. Припустимо, що 2π-перiодична неперервна функцiя f така, що

для кожного n ∈ N iснують такi числа αn, βn, що
π∫

−π

[f(x)− αn − βn sinx]2 dx ≤ 1

n
.

Визначити f .

Розв’язок. Оскiльки функцiї ϕ0(x) ≡ 1, ϕ1(x) = sinx утворюють

ортогональну на [−π, π] систему, то, за мiнiмальною властивiстю коефi-

цiєнтiв Фур’є c0 =
π∫

−π

f(x) dx, c1 =
π∫

−π

f(x) sinx dx, маємо

π∫

−π

[f(x)−c0−c1 sin x]2 dx ≤
π∫

−π

[f(x)−αn−βn sinx]2 dx ≤ 1

n
(n = 1, 2, . . . ).
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Оскiльки f неперервна, то звiдси випливає, що f(x) = c0 + c1 sinx при

всiх x ∈ R. Тому

f(x) = α+ β sinx, де довiльнi α, β ∈ R.

1.14. Припустимо, що 2π-перiодична неперервна функцiя f така, що

для кожного n ∈ N iснують такi числа αn, βn, γn, що

π∫

−π

[f(x)− αn − βn cosx− γn sinx]2 dx ≤ 1

n
.

Визначити f .

Розв’язок. Оскiльки функцiї ϕ0(x) ≡ 1, ϕ1(x) = cosx, ϕ2(x) = sinx

утворюють ортогональну на [−π, π] систему, то, за мiнiмальною власти-

вiстю коефiцiєнтiв Фур’є

c0 =

π∫

−π

f(x) dx, c1 =

π∫

−π

f(x) cosx dx, c2 =

π∫

−π

f(x) sinx dx,

маємо
π∫

−π

[f(x)−c0−c1 cosx−c2 sinx]2 dx ≤
π∫

−π

[f(x)−αn−βn cosx−γn sin x]2 dx ≤ 1

n
,

де n = 1, 2, . . . . Оскiльки f неперервна, то звiдси виплмває, що f(x) =

c0 + c1 cosx+ c2 sinx при всiх x ∈ R. Тому

f(x) = α+ β cosx+ γ sinx, де довiльнi α, β, γ ∈ R.

1.15. Нехай функцiя f iнтегровна за Рiманом на [a, b]. Обчислити

1.15.a. lim
n→∞

b∫
a

f(x) cos2 nx dx.

Розв’язок. Представимо

b∫

a

f(x) cos2 nx dx =

b∫

a

f(x)
1 + cos 2nx

2
dx

=
1

2

b∫

a

f(x) dx+
1

2

b∫

a

f(x) cos 2nx dx.
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За лемою Рiмана – Лебега, останнiй iнтеграл прямує до нуля при n→ ∞.

Тому

lim
n→∞

b∫

a

f(x) cos2 nx dx =
1

2

b∫

a

f(x) dx.

1.15.b. lim
n→∞

b∫
a

f(x) cos3 nx dx.

Розв’язок. Використавши тотожнiсть

cos3 nx = cosnx
1 + cos 2nx

2
=

1

2
cosnx+

1

2
cosnx cos 2nx

=
1

2
cosnx+

1

4
cos(2n− 1)x+

1

4
cos(2n+ 1)x,

представимо
b∫

a

f(x) cos3 nx dx =
1

2

b∫

a

f(x) cosnx dx

+
1

4

b∫

a

f(x) cos(2n− 1)x dx+
1

4

b∫

a

f(x) cos(2n+ 1)x dx.

За лемою Рiмана – Лебега, всi iнтеграли справа прямують до нуля при

n→ ∞. Тому

lim
n→∞

b∫

a

f(x) cos3 nx dx = 0.

1.16. Довести, що модулi всiх екстремальних значень (максимумiв

i мiнiмумiв) ядра Дiрiхле Dn не меншi за 1
2 . Довести, що на iнтервалi

[−π, π] iснує принаймнi 2n+ 1 экстремальних значень функцiї Dn.

Розв’язок. Знайдемо коренi ядра Дiрiхле Dn(u) =
sin(n+ 1

2 )u
2 sin u

2
, якi на-

лежать до (0, π]. Маємо sin
(
n+ 1

2

)
u = 0, тобто u = lπ

n+ 1
2

∈ (0, π) при

l = 1, . . . , n. Покладемо ul = lπ
n+ 1

2

(l = 1, . . . , n). Оскiльки мiж будь-якими

двома коренями диференцiйовної функцiї iснує принаймнi один екстре-

мум, то на iнтервалi (0, π) ядро Дiрiхле має принаймнi n− 1 экстремум.

Тодi для l = 1, . . . , n−1 iз нерiвностi sin t ≤ min(1, t)
(
0 < t < π

2

)
випливає

|Al| ≡ max
ul<u<ul+1

|Dn(u)| =
∣∣∣∣Dn

(
ul + ul+1

2

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣Dn

(
2l + 1

2n+ 1
π

)∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣
sin 2n+1

2
2l+1
2n+1π

2 sin 2l+1
2n+1

π
2

∣∣∣∣∣ =
1

2 sin 2l+1
2n+1

π
2

≥ max

(
1

2
,
2n+ 1

2l + 1

1

π

)
.

Маємо A1 ≤ −2n+1
3π , A2 ≥ 2n+1

5π .

Покажемо, що точка π також є екстремальною для ядра Дiрiхле. Ма-

ємо

D′
n(u) = −

n∑

k=1

k sin ku, D′
n(π) = 0,

D′′
n(u) = −

n∑

k=1

k2 cos ku, D′′
n(π) =

n∑

k=1

(−1)k−1k2.

Якщо n = 2s, то D′′
2s(π) =

s∑
i=1

[
(2i− 1)2 − (2i)2

]
< 0, а при n = 2s + 1

маємо

D′′
2s+1(π) =

s∑

i=1

[
(2i− 1)2 − (2i)2

]
+ (2s+ 1)2

= −
s∑

i=1

(4i− 1)+ (2s+1)2 = −4
s+ 1

2
s+ s+4s2 +4s+1 = 2s2 +3s+1 > 0.

Отже, оскiльки D′
n(π) = 0, D′′

n(π) 6= 0, то точка x0 = π є екстремальною.

При цьому

Dn(π) =
1

2
+

n∑

k=1

(−1)k =

{
1
2 , n = 2s,

−1
2 , n = 2s− 1,

|Dn(π)| =
1

2
(n = 0, 1, . . . ).

Таким чином, на (0, π] ядро Дiрiхле має принаймнi n екстремумiв. В

силу парностi, стiльки ж екстремумiв має ядро Дiрiхле i на [−π, 0), а якшо

врахуємо, що 0 також є точкою екстремума ядра Дiрiхле, то отримаємо,

що кiлькiсть екстремальних точок у ядра Дiрiхле на [−π, π] не менше,

нiж 2n+ 1.

1.17. Нехай f кусково гладка на iнтервалi (0, a). Довести, що косинус-

та синус-ряди функцiї f збiгаються до f(x0), якщо x0 точка неперервностi

f , а якщо x0 – точка разриву f , то обидва ряди збiгаються в точцi x0 до
1
2 [f(x0+) + f(x0−)].

Розв’язок. Продовжимо функцiю f на (−a, 0) парним чином, а потiм

2a-перiодично на всю числову вiсь. Отриману в результатi функцiю по-

значимо через g. Покладемо g(2ka) = f(0+), g((2k+1)a) = f(a−) (k ∈ Z),
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цi границi f(0+) i f(a−) у кусково гладкої на (0, a) функцiї f iснують.

Функцiя g кусково гладка на R. Її коефiцiєнти Фур’є bn = 0 (n = 1, 2, . . . ),

an =
1

a

a∫

−a

g(x) cos
nπ

a
x dx =

2

a

a∫

0

f(x) cos
nπ

a
x dx (n = 0, 1, . . . ),

тобто an – коефiцiєнти косинус-ряду функцiї f . Ряд Фур’є функцiї g має

вигляд

g(x) ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

an cos
nπ

a
x.

Цей же ряд є також косинус-рядом функцiї f i, таким чином, достатньо

показати, що

a0
2

+
∞∑

n=1

an cos
nπ

a
x =

1

2
[f(x0+) + f(x0−)]

при будь-якому x0 ∈ (0, a); якщо f неперервна в точцi x0, то права частина

останньої рiвностi дорiвнює f (x0). Функцiя g1(t) = g
(
a
π t
)

парна, кусково

неперервна i 2π-перiодична. Її коефiцiєнти Фур’є b′n = 0 (n = 1, 2, . . . ),

a′n =
2

π

π∫

0

g1(t) cosnt dt =
2

a

a∫

0

g1

(π
a
x
)
cos

nπ

a
x dx

=
2

a

a∫

0

g (x) cos
nπ

a
x dx = an (n = 0, 1, . . . ).

Якщо x0 ∈ (0, a), то t0 = π
ax0 ∈ (0, π) i g1 (t0±) = g (x0±) = f (x0±).

Застосувавши теорему Дiрiхле 1.29 до функцiї g1 в точцi t0, знаходимо

a0
2

+
∞∑

n=1

an cos
nπ

a
x0 =

a′0
2

+
∞∑

n=1

(a′n cosnt0 + b′n sinnt0)

=
1

2
[g1 (t0+) + g1 (t0−)] =

1

2
[g(x0+) + g(x0−)] =

1

2
[f(x0+) + f(x0−)].

Мiркування для синус-ряду аналогiчнi, лише замiсть парного продов-

ження функцiї f на (−a, 0) потрiбно взяти її непарне продовження i по-

класти, наприклад, g(ka) = 0 (k ∈ Z).
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1.18. Довести наступну теорему.

Теорема. Припустимо, що 2π-перiодична функцiя f кусково непе-

рервна. Якщо в точцi x0 функцiя f має лiву та праву похiднi, то ряд

Фур’є функцiї f в точцi x0 збiгається до 1
2 [f(x0+) + f(x0−)].

Доведення. Будемо використовувати позначення iз доведення теоре-

ми Дiрiхле 1.29. Доведемо, що iнтеграл

I(1)n (x0) =

π∫

0

[f (x0 + t)− f (x0+)]Dn(t) dt

прямує до нуля при n → ∞. Справдi, оскiльки f в точцi x0 має праву

похiдну, то знайдуться такi додатнi M i δ, що

|f (x0 + t)− f (x0+)| < Mt (t ∈ (0, δ)).

Тодi для функцiї

g(t) =
f (x0 + t)− f (x0)

2 sin t
2

(t ∈ (0, π])

iз нерiвностi u < π
2 sinu

(
u ∈

(
0, π2

))
, отримуємо

|g(t)| ≤ Mt

2 sin t
2

≤ πM

2
(t ∈ (0, δ)),

тобто функцiя g обмежена на (0, δ). Легко бачити, що g обмежена також

i на [δ, π]. Звiдси випливає, що g ∈ R[0, π]. Iз леми 1.28 випливає, що

I
(1)
n (x0) → 0 (n→ ∞). Аналогiчно отримуємо, що I (2)n (x0) (n→ ∞), i тим

самим завершується доведення теореми.

1.19. Пояснити чому ряд Фур’є для 3
√
x на iнтервалi (−π, π) збiгається

до 3
√
x для всiх x з iнтервалу (−π, π).

Розв’язок. 2π-перiодичне продовження f цiєї функцiї кусково непе-

рервне i тому, згiдно з теоремою з попередньої вправи 1.18, ряд Фур’є цiєї

функцiї в кожнiй точцi x ∈ (−π, π) \ {0} збiгається до f(x+)+f(x−)
2 = f(x).

Якжо ж x = 0, то, в силу непарностi функцiї f , її коефiцiєнти an = 0

(n = 0, 1, . . . ) i тому доданки ряду Фур’є при x = 0 обертаються в нуль. Це

означає, що i сам ряд Фур’є в точцi нуль збiгається до значення f(0) = 0.

Отже, ряд Фур’є збiгається до 3
√
x в кожнiй точцi x ∈ (−π, π).
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1.20. Лiпшицьовi функцiї. Функцiя f називається лiпшицьовою по-

рядку α > 0 в точцi x0, якщо на деякому вiдкритому iнтервалi, який

мiстить в собi x0, справедлива нерiвнiсть

|f(x)− f(x0)| ≤ C|x− x0|α,

де C – деяка додатня стала.

1.20.a. Показати, що f(x) = x1/3 є лiпшицьовою порядку 1/3 в точцi 0.

Розв’язок.
∣∣x1/3 − 0

∣∣ = |x|1/3, тобто α = 1
3 , C = 1.

1.20.b. Показати, що f(x) = x cos(1/x) при x 6= 0 i дорiвнює 0 при x = 0

є лiпшицьовою порядку 1 в точцi 0.

Розв’язок.
∣∣x cos 1

x − 0
∣∣ ≤ |x|, тобто α = 1, C = 1.

1.20.c. Довести, що якщо f диференцiйовна в точцi x0, то вона є лiпши-

цьовою порядку 1 в точцi x0.

Розв’язок. Оскiльки iснує

lim
x→x0

f(x)− f (x0)

x− x0
= f ′ (x0) ,

то знайдеться таке δ, що

|f(x)− f (x0)| ≤ (|f ′ (x0)|+ 1) |x− x0| (|x− x0| < δ) ,

тобто α = 1, C = |f ′ (x0)|+ 1.

1.20.d. Показати, що функцiї з 1.20.a i 1.20.b є лiпшицьовими в кожнiй

точцi x (порядок може бути рiзним для рiзних x).

Розв’язок. Обидвi функцiї диференцiйовнi в кожнiй точцi x0 6= 0, i,

отже, в цих точках вони лiпшицьовi порядку 1. При x0 = 0 умови Лiпшиця

встановленi у вправах 1.20.a i 1.20.b.

1.21. Обчислити

1.21.a.

π∫

−π

Dn(t) sin 100t dt.

Розв’язок. Оскiльки Dn(t) =
1
2 +

n∑
k=1

cos kt, то

π∫

−π

Dn(t) sin 100t dt =
1

2

π∫

−π

sin 100t dt+
n∑

k=1

π∫

−π

cos kt sin 100t dt.
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В силу ортогональностi тригонометричної системи, всi iнтеграли в правiй

частинi дорiвнюють нулю. Тому
π∫

−π

Dn(t) sin 100t dt = 0.

1.21.b.

π∫

−π

Dn(t) cos 100t dt.

Розв’язок.

π∫

−π

Dn(t) cos 100t dt =
1

2

π∫

−π

cos 100t dt+
n∑

k=1

π∫

−π

cos kt cos 100t dt. (A.1)

Якщо n < 100, то, в силу ортогональностi тригонометричної системи, всi

iнтеграли в правiй частинi дорiвнюють нулю. Тому
π∫

−π

Dn(t) cos 100t dt = 0

при n < 100. Якщо ж n ≥ 100, то в рiвностi (A.1) доданок з номером

k = 100 дорiвнює π, а всi останнi дорiвнюють нулю. Таким чином,

π∫

−π

Dn(t) cos 100t dt =

{
0, n < 100,

π, n ≥ 100.

1.22. Обчислити 1
π

π∫
−π

D2
n(t) dt при n = 100.

Розв’язок.

1

π

π∫

−π

D2
n(t) dt =

1

π

π∫

−π

(
1

2
+

n∑

k=1

cos kt

)
1

2
+

n∑

j=1

cos jt


 dt

=
1

π

π∫

−π


1

4
+

n∑

k=1

cos kt+
n∑

k=1

n∑

j=1

cos kt cos jt


 dt

=
1

2
+

n∑

k=1

1

π

π∫

−π

cos kt dt+
n∑

k=1

n∑

j=1

1

π

π∫

−π

cos kt cos jt dt

=
1

2
+

n∑

k=1

1

π

π∫

−π

cos2 kt dt =
1

2
+

n∑

k=1

1 =
1

2
+ n.

При n = 100 отримуємо 1
π

π∫
−π

D2
n(t) dt =

1
2 + 100 = 100, 5.
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1.23. Нехай g(t) =

{
sin(t/2)

t , t 6= 0,

1/2, t = 0.

Обчислити lim
n→∞

1
π

π∫
−π

Dn(t)g(t) dt.

Розв’язок. Розглянемо 2π-перiодичне продовження звуження фун-

кцiї g на [−π, π], його також позначимо через g. Тодi 1
π

π∫
−π

Dn(t)g(t) dt є

частинною сумою ряду Фур’є функцiї g порядку n в точцi x = 0. Якщо ми

покажемо, що функцiя g диференцiйовна в точцi x = 0, то за теоремою

Дiрiхле 1.29 отрмаємо, що її ряд Фур’є збiгається в цiй точцi до значення

функцiї. Покажемо, що функцiя g диференцiйовна в точцi x = 0. Для

цього, застосовуючи правило Лопiталя, отримаємо

lim
x→0

g(x)− g(0)

x
= lim

x→0

sin x
2

x − 1
2

x
=

= lim
x→0

sin x
2 − x

2

x2
= lim

x→0

1
2 cos

x
2 − 1

2

2x
=

1

4
lim
x→0

cos x
2 − 1

x
= 0.

Це означає, що g′(0) = 0. Отже, lim
n→∞

1
π

π∫
−π

Dn(t)g(t) dt = g(0) = 1
2 .

1.24. Нехай f(x) = 1− x2 (x ∈ [−π, π]).
1.24.a. Обчислити a0, an, bn (n ∈ N).

Розв’язок. Ранiше були обчисленi коефiцiєнти Фур’є a′n, b
′
n функцiї

g(x) = x2:

a′0 =
2

3
π2, a′n =

4

π2
(−1)n, b′n = 0 (n = 1, 2, . . . ).

Звiдси випливає, що

a0 = 1− a′0 = 1− 2

3
π2, an = −a′n =

4

π2
(−1)n−1, bn = −b′n = 0.

1.24.b. До яких значень ряд Фур’є функцiї f збiгається в точках x = 5π

i x = 6π ?

Розв’язок. 2π-перiодичне продовження функцiї f неперервне i куско-

во гладке. За теоремою Дiрiхле 1.29, його ряд Фур’є збiгається до значе-

ння функцiї в кожнiй точцi. Зокрема, в точцi x = 5π ряд Фур’є збiгається

до значення 2π-перiодичного продовження в цiй точцi, яке дорiвнює π2.
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В точцi x = 6π перiодичне продовження дорiвнює нулю i тому ряд Фур’є

в цiй точцi збiгається до нуля.

1.25. Побудувати ряд Фур’є 1-перiодичної функцiї

f(x) =

{
x− [x], x /∈ Z,
1
2 , x ∈ Z.

До яких значень збiгається ряд Фур’є в точках x = 5, x = 3, i x = 1, 5?

Розв’язок. Функцiя g(x) = f(x) − 1
2 непарна, тому її коефiцiєнти

Фур’є a′n = 0. Звiдси випливає, що коефiцiєнти Фур’є an функции f до-

рiвнюють a0 = a′0 +
1
2 = 1

2 , an = 0 (n = 1, 2, . . . ). Обчислимо bn:

bn = 2

1∫

0

x sin 2πnx dx = 2

[
u = x du = dx

dv = sin 2πnx dx v = − 1
πn cos 2πnx

]∣∣∣∣∣

1

0

= 2


− 1

2πn
x cos 2πnx

∣∣∣∣
1

0

+
1

2πn

1∫

0

cos 2πnx dx


 = − 1

πn
cos 2πn = − 1

πn
.

Отримали

f(x) ∼ 1

2
− 1

π

∞∑

n=1

1

n
sin 2πnx.

Оскiльки функцiя f кусково гладка, то, за теоремою Дiрiхле 1.29, її ряд

Фур’є збiгається до f(x−)+f(x+)
2 в кожнiй точцi, тобто,

1

2
− 1

π

∞∑

n=1

1

n
sin 2πnx =

f(x−) + f(x+)

2
= f(x).

Зокрема, f(5) = f(3) = f
(
3
2

)
= 1

2 .

1.26.a. Показати, що

∞∑

n=1

sinnx

n
=
π − x

2
(0 < x < 2π).

Розв’язок. Покладемо f(x) = π−x
2 (0 < x < 2π) i продовжимо фун-

кцiю f на R 2π-перiодичним чином. Отримана функцiя непарна i тому
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an = 0 (n = 0, 1, . . . ). Обчислимо

bn =
1

π

2π∫

0

f(x) sinnx dx =
1

π

2π∫

0

π − x

2
sinnx dx = − 1

2π

2π∫

0

x sinnx dx

= − 1

2π

[
u = x du = dx

dv = sinnx dx v = − 1
n cosnx

]

= − 1

2π


− 1

n
x cosnx

∣∣∣∣
2π

0

+
1

n

2π∫

0

cosnx dx


 =

1

n
(n = 1, 2, . . . ).

Таким чином, ряд Фур’є функцiї f має вигляд

f(x) ∼
∞∑

n=1

sinnx

n
.

Якщо 0 < x < 2π, то функцiя f(x) = π−x
2 диференцiйовна в точцi x i, за

теоремою Дiрiхле 1.29, ряд Фур’є функцiї f в точцi x збiгається до f(x).

Тому маємо
∞∑

n=1

sinnx

n
=
π − x

2
(0 < x < 2π).

1.26.b. Обчислити
∞∑

n=1

sinnx
n для −2π < x < 0.

Розв’язок. Якщо −2π < x < 0, то перiодично продовжена функцiя f

має вигляд f(x) = π−(x+2π)
2 = −π+x

2 . Оскiльки f диференцiйовна в точцi

x ∈ (−2π, 0), то, за теоремою Дiрiхле 1.29, її ряд Фур’є збiгається до f(x).

Таким чином,

∞∑

n=1

sinnx

n
= −π + x

2
(−2π < x < 0).

1.26.c. Довести, що

π

4
− x

2
=

∞∑

k=1

sin 2kx

2k
(0 < x < π).

Розв’язок. Функцiю g(x) = π
4 − x

2 (0 < x < π) продовжимо на (−π, 0)
непарним чином, а потiм 2π-перiодично на всю числову вiсь. Оскiльки
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отримана функцiя непарна, то її коефiцiєнти Фур’є an = 0 (n = 0, 1, . . . ).

Обчислимо

bn =
1

π

π∫

−π

g(x) sinnx dx =
2

π

π∫

0

(π
4
− x

2

)
sinnx dx

=
1

2

π∫

0

sinnx dx− 1

π

π∫

0

x sinnx dx ≡ I
(n)
1 − I

(n)
2 .

Маємо

I
(n)
1 =

1

2

π∫

0

sinnx dx = − 1

2n
cosnx

∣∣∣∣
π

0

= − 1

2n
(cosnπ − 1)

=
1

2n
(1− (−1)n) =

{
0, n = 2k,
1
n , n = 2k + 1,

I
(n)
2 =

1

π

π∫

0

x sinnx dx =
1

π

[
u = x du = dx

dv = sinnx dx v = − 1
n cosnx

]

=
1

π


− 1

n
x cosnx

∣∣∣∣
π

0

+
1

n

π∫

0

cosnx dx


 = − 1

n
cosnπ =

(−1)n+1

n
,

bn = I
(n)
1 − I

(n)
2 =

{
1
n , n = 2k,

0, n = 2k + 1.

Таким чином,

g(x) ∼
∞∑

k=1

sin 2kx

2k
.

Якщо 0 < x < π, то, за теоремою Дiрiхле 1.29, ряд Фур’є функцiї g

збiгається до g(x), тобто

π

4
− x

2
=

∞∑

k=1

sin 2kx

2k
(0 < x < π).

1.26.d. Показати, що з вправ 1.26.a i 1.26.c випливає

π

4
=

∞∑

k=1

sin(2k − 1)x

2k − 1
(0 < x < π).
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Розв’язок. Якщо 0 < x < π, то, на основi вправ 1.26.a i 1.26.c,

π

4
=
π − x

2
−
(π
4
− x

2

)
=

∞∑

n=1

sinnx

n
−

∞∑

k=1

sin 2kx

2k

=
∞∑

k=1

sin(2k − 1)x

2k − 1
(0 < x < π).

1.26.e. Розвинути в ряд Фур’є функцiю π
4 sign x (|x| < π). Довести

рiвнiсть iз вправи 1.26.d, використовуючи це розвинення i теорему Дiрi-

хле 1.29.

Розв’язок. Функцiя h(x) = π
4 sign x (|x| < π) непарна. Тому an = 0

(n = 0, 1, . . . ). Обчислимо

bn =
1

π

π∫

−π

h(x) sinnx dx =
1

2

π∫

0

sinnx dx =
−1

2n
cosnx

∣∣∣∣
π

0

=
1

2n
(1− (−1)n) =

{
0, n = 2k,
1
n , n = 2k − 1

(k = 1, 2, . . . ).

За теоремою Дiрiхле 1.29 маємо

π

4
signx =

∞∑

k=1

sin(2k − 1)x

2k − 1
(0 < |x| < π).

Зокрема, якщо 0 < x < π, то signx = 1 i тому

π

4
=

∞∑

k=1

sin(2k − 1)x

2k − 1
(0 < x < π).

1.27. Нехай f1(x) = x (x ∈ (−π, π]). Побудувати ряд Фур’є функцiї f1.

Розв’язок. Ранiше вже був побудований ряд Фур’є

f1(x) = x ∼ 2
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
sinnx (|x| ≤ π).

1.28. Теорему 1.41 про почленне iнтегрування ряду Фур’є сформулю-

ємо у наступному виглядi.
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Теорема. Нехай 2π-перiодична функцiя f ∈ PC на R i

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) .

Тодi для будь-якого x ∈ [−π, π] справедлива рiвнiсть

x∫

0

f(t) dt =
a0
2
x+

∞∑

n=1

(
an
n

sinnx− bn
n
(cosnx− 1)

)
,

причому ряд справа збiгається рiвномiрно на R.

Застосовуючи вправу 1.27 i iнтегрування, розвинути в ряди Фур’є фун-

кцiї

1.28.a. f2(x) = x2 (x ∈ (−π, π]).

Розв’язок. Функцiя f1 задовольняє умови цiєї теореми, згiдно з якою

для будь-якого x ∈ [−π, π] справедлива рiвнiсть

f2(x) = x2 = 2

x∫

0

t dt = 4
∞∑

n=1

(−1)n

n2
(cosnx− 1)

= 4
∞∑

n=1

(−1)n

n2
cosnx− 4

∞∑

n=1

(−1)n

n2
(|x| ≤ π).

Обчислимо

a0 =
1

π

π∫

−π

x2 dx =
2

π

π3

3
=

2

3
π2.

Тому маємо
a0
2

=
π2

3
= −4

∞∑

n=1

(−1)n

n2
,

тобто

x2 =
π2

3
+ 4

∞∑

n=1

(−1)n

n2
cosnx (|x| ≤ π). (A.2)
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1.28.b. f3(x) = x3 (x ∈ (−π, π]).

Розв’язок. Iнтегруючи почленно ряд в правiй частинi рiвностi (A.2)

та використовуючи розвинення функцiї f(x) = x, знаходимо

x3 = 3

x∫

0

t2 dt = 3

(
π2

3
x+ 4

∞∑

n=1

(−1)n

n2
1

n
sinnx

)

= π2x+ 12
∞∑

n=1

(−1)n

n3
sinnx

= 2π2
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
sinnx+ 12

∞∑

n=1

(−1)n

n3
sinnx

= 2
∞∑

n=1

(−1)n+1

n

(
π2 − 6

n2

)
sinnx (|x| < π). (A.3)

1.28.c. f4(x) = x4, (x ∈ (−π, π]).

Розв’язок. Iнтегруючи почленно ряд (A.3), отримуємо

x4 = 4

x∫

0

t3 dt = 8
∞∑

n=1

(−1)n

n2

(
π2 − 6

n2

)
cosnx+ C,

а сталу C знайдемо, обчислюючи

a0 =
1

π

π∫

−π

x4 dx =
2

5
π4,

звiдки C = a0

2 = π4

5 . Таким чином,

x4 =
π4

5
+ 8

∞∑

n=1

(−1)n

n2

(
π2 − 6

n2

)
cosnx (|x| ≤ π).

1.29. Застосовуючи розвинення в ряд Фур’є функцiї f2 iз вправи 1.28.a,

обчислити
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1.29.a.
∞∑

n=1

1

n2
.

Розв’язок. Поклавши x = π в рiвностi (A.2), отримаємо
∞∑

n=1

1
n2 = π2

6 .

1.29.b.
∞∑

n=1

(−1)n

n2
.

Розв’язок. Поклавши x = 0 в рiвностi (A.2), маємо
∞∑

n=1

(−1)n

n2 = −π2

12 .

1.30. Нехай f – 2π-перiодична функцiя. Припустимо, що f ∈ Cr(R)

(r ≥ 1) (тобто, що f має неперервну похiдну f (r)). Довести, що

|an(f)|+ |bn(f)| =
1

nr

(∣∣∣an
(
f (r)

)∣∣∣+
∣∣∣bn
(
f (r)

)∣∣∣
)

для кожного n ≥ 1.

Розв’язок. При доведеннi теореми 1.36 була отримана рiвнiсть

an(f
′) = nbn(f), bn(f

′) = −nan(f).

З цiєї рiвностi маємо

|an(f)|+ |bn(f)| =
1

n
(|an (f ′)|+ |bn (f ′)|) = 1

n2
(|an (f ′′)|+ |bn (f ′′)|)

= · · · = 1

nr

(∣∣∣an
(
f (r)

)∣∣∣+
∣∣∣bn
(
f (r)

)∣∣∣
)
,

що i потрiбно довести.

1.31. Нехай f – 2π-перiодична, неперервно диференцiйовна функцiя.

Довести, що

max
x∈R

|f(x)− Sn(x)| =
εn√
n

(n ≥ 1),

де εn → 0 при n → ∞ (Sn(x) означає n-ю частинну суму ряду Фур’є

функцiї f).

Розв’язок. Застосуємо доведену в попереднiй вправi 1.30 рiвнiсть i

отримаємо

|f(x)− Sn(x)| =
∣∣∣∣∣

∞∑

k=n+1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx)

∣∣∣∣∣
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≤
∞∑

k=n+1

(|ak(f)|+ |bk(f)|) =
∞∑

k=n+1

|ak(f ′)|
k

+
∞∑

k=n+1

|bk(f ′)|
k

≡ A(1)
n +B(1)

n .

(A.4)

Оцiнимо A
(1)
n . Оскiльки ak(f

′) – коефiцiєнти Фур’є, то ряд iз квадратiв

цих коефiцiєнтiв збiгається. Тому залишки цього ряду

(
ε(1)n

)2
≡

∞∑

k=n+1

(ak(f
′))2

прямують до нуля при n → ∞. Для оцiнки A
(1)
n застосуємо нерiвнiсть

Кошi

A(1)
n ≤

( ∞∑

k=n+1

(ak(f
′))2
)1/2( ∞∑

k=n+1

1

k2

)1/2

= ε(1)n

( ∞∑

k=n+1

1

k2

)1/2

.

Оскiльки
∞∑

k=n+1

1

k2
≤

∞∑

k=n+1

1

k(k + 1)
=

1

n
,

то

A(1)
n ≤ ε

(1)
n

n1/2
.

Аналогiчно отримуємо

B(1)
n ≤ ε

(2)
n

n1/2
.

Оскiльки (A.4) справедлива для всiх x, то, поклавши εn = ε
(1)
n + ε

(2)
n ,

отримуємо потрiбну нерiвнiсть.

1.32. Нехай f ∈ Cr(R) (r ≥ 1) – 2π-перiодична функцiя. Довести, що

max
x∈R

|f(x)− Sn(x)| =
εn

nr−1/2
(n ≥ 1),

де εn → 0 при n→ ∞.

Розв’язок. Як i в попереднiй вправi 1.31, маємо

|f(x)− Sn(x)| ≤
∞∑

k=n+1

∣∣ak
(
f (r)

)∣∣
kr

+
∞∑

k=n+1

∣∣bk
(
f (r)

)∣∣
kr

≡ A(r)
n +B(r)

n .
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Подальшi оцiнки A
(r)
n i B(r)

n також аналогiчнi. При цьому використовує-

ться наступна нерiвнiсть

∞∑

k=n+1

1

k2r
≤

∞∫

n

dx

x2r
=

1

2r − 1

1

n2r−1
.

1.33.a. Довести, що ряд
∞∑
n=1

sinnx
n3 збiгається рiвномiрно на R.

Розв’язок. Оскiльки
∣∣ sinnx

n3

∣∣ ≤ 1
n3 i ряд

∞∑
n=1

1
n3 збiгається, то заданий

ряд збiгається рiвномiрно за ознакою Вейєрштрасса.

1.33.b. Нехай f(x) – сума даного ряду. Чи є цей ряд рядом Фур’є функцiї

f ?

Розв’язок. Позначимо

f(x) =
∞∑

n=1

sinnx

n3
.

Оскiльки ряд
∞∑

n=1

sinnx
n3 збiгається рiвномiрно, то вiн є рядом Фур’є своєї

суми.

1.33.c. Довести, що f ∈ C1(R), i ряд Фур’є для f ′ може бути отриманим

почленним диференцiюванням початкового ряду.

Розв’язок. Продиференцiювавши почленно рiвномiрно збiжний на R

ряд
∞∑

n=1

sinnx
n3 , отримуємо

∞∑
n=1

cosnx
n2 . Цей ряд також збiгається рiвномiрно

за ознакою Вейєрштрасса, i, отже, його сума неперервна i вiн є рядом

Фур’є своєї суми.

1.33.d. Показати, що f ′ кусково гладка, неперервна, i

f ′′(x) = −
∞∑

n=1

sinnx

n
(x ∈ (0, 2π))

(застосувати теорему про почленне iнтегрування до ряду в правiй частинi

i вправу 1.26.a).

Розв’язок. Позначимо

ϕ(x) =
∞∑

n=1

cosnx

n2
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i застосуємо теорему про почленне iнтегрування ряду Фур’є:
x∫

0

ϕ(t) dt =
∞∑

n=1

sinnx

n3
+ C,

а пiдставивши в цю рiвнiсть x = 0, переконуємось в тому, що C = 0.

Отримали рiвнiсть

f(x) =

x∫

0

ϕ(t) dt,

iз якої, в силу неперервностi ϕ, випливає, що f ′(x) = ϕ(x) неперервна на

R. Отже, ряд Фур’є функцiї f ′ може бути отриманим шляхом почленного

диференцiювання ряду Фур’є функцiї f .

1.33.e. Визначити f .

Розв’язок. Ранiше був побудований ряд Фур’є функцiї

π − x

2
∼

∞∑

n=1

sinnx

n
(0 < x < 2π)

(див. приклад 1.12 i вправу 1.26.a). 2π-перiодичне продовження цiєї фун-

кцiї непарне i кусково гладке. Нехай 0 < x < 2π. Iнтегруючи почленно

останнiй ряд, маємо

π

2
x− 1

4
x2 =

∫ x

0

π − t

2
dt = C −

∞∑

n=1

cosnx

n2
,

де C – стала. При x = π отримуємо π2

2 − π2

4 = C −
∞∑
n=1

(−1)n

n2 = C + π2

12 ,

звiдки знаходимо C = π2

6 . Таким чином

ϕ(x) =
π2

6
− π

2
x+

1

4
x2 (0 < x < 2π),

її 2π-перiодичне продовження кусково гладке i

f ′′(x) = ϕ′(x) = −π − x

2
= −

∞∑

n=1

sinnx

n
(0 < x < 2π).

На завершення,

f(x) =

x∫

0

ϕ(t) dt =

x∫

0

(
π2

6
− π

2
t+

1

4
t2
)
dt
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=
π2

6
x− π2

4
x2 +

x3

12
+ C (0 < x < 2π),

а при x = π маємо f(0) = 0 = π3

6 − π3

4 + π3

12 + C, звiдки C = 0. Отже,

f(x) =
π2

6
x− π2

4
x2 +

x3

12
(0 < x < 2π),

i, очевидно, при x = 0 i x = 2π ця рiвнiсть залишається справедливою.

1.34. Довести, що якщо f кусково неперервна на (a, b) i ‖ f ‖2 = 0, то

f(x) = 0, за виключенням, хiба що, скiнченної кiлькостi точок.

Розв’язок. Достатньо показати, що f(x0) = 0 в кожнiй точцi непе-

рервностi функцiї f . Припустимо протилежне. Нехай, наприклад, f(x0) >

0. Знайдемо такий окiл ∆ ≡ (x0 − δ, x0 + δ), що для всiх x iз цього околу

справедлива нерiвнiсть f(x) ≥ 1
2f(x0). Тодi отримаємо

‖ f ‖22 =

b∫

a

f2(x) dx =

∫

(a,b)\∆

f2(x) dx+

∫

∆

f2(x) dx ≥ δ

(
1

2
f(x0)

)2

> 0,

що протирiчить умовi.

1.35. Довести наступну теорему.

Теорема. Нехай f – перiодична функцiя. Якщо f має k неперервних

похiдних, то при деякiй додатнiй сталiй C коефiцiєнти Фур’є функцiї

f задовольняють нерiвностi

|An| ≤
C

nk
, |Bn| ≤

C

nk

при всiх n.

Розв’язок. Див. вправу 1.30.

1.36. Нехай f(x) =

{
Ax+B, −π ≤ x < 0,

cosx, 0 ≤ x ≤ π.
Для яких значень A i

B ряд Фур’є функцiї f збiгається рiвномiрно до f на [−π, π] ?

Розв’язок. Теорема 1.38 про рiвномiрну збiжнiсть ряду Фур’є гаран-

тує рiвномiрну збiжнiсть за умовою неперервностi i кускової гладкостi

функцiї f . Для того щоб 2π-перiодичне продовження даної функцiї f за-

довольняло цi властивостi, необхiдно i достатньо, щоб функцiя Ax+ B в

точцi x = 0 набувала значення, яке дорiвнює 1, а при x = −π – значення
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−1. Цi вимоги, очевидно, виконуються при A = 2
π , B = 1. Якщо ж A чи B

вiдмiннi вiд вказаних, то 2π-перiодичне продовження отриманої функцiї

розривне, i тому її ряд Фур’є не є рiвномiрно збiжним.

1.37. Нехай f(x) = πx − x|x| (x ∈ (−π, π]), i нехай f перiодично

продовжена з перiодом 2π на R. Чи буде ряд Фур’є функцiї f збiгатись

рiвномiрно?

Розв’язок. Оскiльки f неперервна, кусково гладка i f(π) = f(−π),
то її 2π-перiодичне продовження також неперервне i кусково гладке. За

теоремою 1.38 про рiвномiрну збiжнiсть, ряд Фур’є цiєї функцiї збiгається

рiвномiрно.

1.38. Нехай g(x) =

{
cosx, −π < x < 0,

sinx, 0 ≤ x ≤ π.

1.38.a. Побудувати ряд Фур’є функцiї g.

Розв’язок. Обчислимо коефiцiєнти Фур’є цiєї функцiї

a0 =
1

π

π∫

−π

g(x) dx =
1

π

0∫

−π

cosx dx+
1

π

π∫

0

sinx dx

=
1

π
(− cosx)

∣∣∣∣
π

0

= − 1

π
((−1)− 1) =

2

π
,

an =
1

π

π∫

−π

g(x) cosnx dx =
1

π

0∫

π

cosx cosnx dx+
1

π

π∫

0

sin x cosnx dx

=
1

2π

0∫

−π

cos(n+ 1)x dx+
1

2π

0∫

−π

cos(n− 1)x dx

+
1

2π

π∫

0

sin(n+ 1)x dx− 1

2π

π∫

0

sin(n− 1)x dx

=
1

2π

[
− 1

n+ 1
cos(n+ 1)x

∣∣∣∣
π

0

+
1

n− 1
cos(n− 1)x

∣∣∣∣
π

0

]

=
1

2π

[
− 1

n+ 1

(
(−1)n+1 − 1

)
+

1

n− 1

(
(−1)n−1 − 1

)]

=
1

2π

(
(−1)n+1 − 1

)( 1

n− 1
− 1

n+ 1

)
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=
1

π

1

n2 − 1

{
−2, n = 2k,

0, n = 2k + 1
(n > 1),

a1 =
1

2π

[
π − 1

2
cos 2x

∣∣∣∣
π

0

]
=

1

2
,

bn =
1

π

π∫

−π

g(x) sinnx dx =
1

π

∫ 0

−π

cosx sinnx dx+
1

π

π∫

0

sinx sinnx dx

=
1

2π

0∫

−π

sin(n+ 1)x dx+
1

2π

0∫

−π

sin(n− 1)x dx+

+
1

2π

π∫

0

cos(n− 1)x dx− 1

2π

π∫

0

cos(n+ 1)x dx

=
1

2π

[
− 1

n+ 1
cos(n+ 1)x

∣∣∣∣
0

−π

− 1

n− 1
cos(n− 1)x

∣∣∣∣
0

−π

]

=
1

2π

[
− 1

n+ 1

(
1− (−1)n+1

)
− 1

n− 1

(
1− (−1)n−1

)]

= − 1

2π

(
1− (−1)n+1

)( 1

n+ 1
+

1

n− 1

)

= − 1

π

n

n2 − 1

{
0, n = 2k + 1,

2, n = 2k
(n > 1),

b1 =
1

2π

0∫

−π

sin 2x dx+
1

2π
π =

1

2
.

Ряд Фур’є даної функцiї має вигляд

g(x) ∼ 1

π
+

1

2
(cosx+ sinx) +

1

π

∞∑

k=1

−2

4k2 − 1
cos 2kx− 2k

4k2 − 1
sin 2kx

=
1

π
+

1

2
(cosx+ sinx)− 2

π

∞∑

k=1

1

4k2 − 1
(cos 2kx+ k sin 2kx) .

1.38.b. Означимо функцiю

h(x) =

x∫

−π

g(t) dt+ α sin
x

2
(−π < x ≤ π),
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h(x + 2π) = h(x). При якому значеннi α ряд Фур’є функцiї h збiгається

рiвномiрно до h на [−π, π] ?

Розв’язок. Обчислимо

ϕ(x) ≡
x∫

−π

g(t) dt =

{
sin x, −π < x < 0,

1− cosx, 0 ≤ x ≤ π.

Для того щоб 2π-перiодичне продовження функцiї h(x) = ϕ(x) + α sin x
2

будо неперервним (воно, очевидно, кусково гладке), параметр α потрiбно

пiдiбрати так, щоб виконувалась рiвнiсть h(−π) = h(π). Оскiльки h(−π) =
ϕ(−π)− α = −α, h(π) = ϕ(π) + α = 2 + α, то отримуємо наступну умову

2 + α = −α, iз якої знаходимо α = −1. Якщо ж α 6= −1, то отримана

функцiя не є неперервною i тому її ряд Фур’є не буде рiвномiрно збiжним.

1.39.a. Якi iз наведених нижче рядiв є рядами Фур’є?

1)
∞∑

n=1

sinnx

n2
; 2)

∞∑

n=1

cosnx

n3
; 3)

∞∑

n=1

sinnx

n
;

4)
∞∑

n=1

sinnx; 5)
∞∑

n=1

(−1)n sinnx

n
; 6)

∞∑

n=1

(−1)n cosnx

n2
.

1.39.b. Якi з цих рядiв збiгаються рiвномiрно на R ?

Розв’язок. Перший, другий та шостий ряди збiгаються рiвномiрно за

ознакою Вейєрштрасса i тому вони є рядами Фур’є своїх сум, вiдповiдно.

Для третього ряду ранiше була отримана рiвнiсть

∞∑

n=1

sinnx

n
=
π − x

2
(0 < x < 2π).

(див. приклад 1.12 i вправу 1.26.a). 2π-перiодичне продовження цiєї фун-

кцiї не є неперервним i тому даний ряд є рядом Фур’є, але не є рiвномiрно

збiжним. Аналогiчно, ранiше був побудований ряд Фур’є

x ∼ 2
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
sinnx (|x| < π).

(див. приклад 1.11). Тому п’ятий ряд є рядом Фур’є функцiї −x
2 (|x| < π),

але збiгається цей ряд нерiвномiрно, оскiльки 2π-перiодичне продовження
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функцiї не є неперервним. Четвертий ряд не є рядом Фур’є, оскiльки його

коефiцiєнти не прямують до нуля.

1.40. Нехай {gn} – ортогональна система на вiдрiзку [a, b]. Нехай f

- неперервна функцiя на [a, b], i {cn} – її коефiцiєнти Фур’є за системою

{gn}.
1.40.a. Довести, що послiдовнiсть квадратичних норм

∥∥∥∥∥f −
N∑

n=0

cngn

∥∥∥∥∥
2

спадає зi зростанням N .

Розв’язок. Для довiльної ортогональної на [a, b] системи Φ = {gn}∞n=0

тотожнiсть Бесселя (1.21) набуває вигляду

b∫

a

[f(x)− SN(x)]2 dx =

b∫

a

f2(x) dx−
N∑

n=0

c2n ‖gn‖22 ,

де SN (x) =
N∑

n=0
cngn(x), а коефiцiєнти Фур’є cn визначаються рiвнiстю

cn = 1
‖gn‖2

2

b∫
a

f(x)gn(x) dx. Лiва частина цiєї тотожностi дорiвнює

∥∥∥∥∥f −
N∑

n=0

cngn

∥∥∥∥∥

2

2

,

а права частина, очевидно, спадає зi зростанням N .

1.40.b. Довести, що рiвнiсть Парсеваля

∞∑

n=0

c2n‖gn‖22 =

b∫

a

f2(x) dx

справедлива тодi i лише тодi, коли {gn} – повна ортогональна система на

[a, b].

Розв’язок. Це твердження миттєво випливає iз наведеного в попе-

реднiй вправi 1.40.a аналогу тотожностi Бесселя (див. доведення теоре-

ми 1.44).
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1.41. Використовуючи повноту тригонометричної системи, тобто рiв-

нiсть
1

2
A2

0 +
∞∑

n=1

[
A2

n +B2
n

]
=

1

π

π∫

−π

f2(x) dx,

де An, Bn – звичайнi коефiцiєнти Фур’є функцiї f , довести, що тригоно-

метрична система з перiодом 2a є повною на [−a, a], i що системи синусiв

та косинусiв повнi ортогональнi системи на [0, a].

Розв’язок. Функцiя f неперервна на [−π, π] тодi i лише тодi, ко-

ли функцiя g(t) = f
(
πt
a

)
неперервна на [−a, a]. Нехай an, bn – коефi-

цiєнти Фур’є функцiї g за тригонометричною системою на [−a, a]. Тодi

an = 1
a

a∫
−a

g(t) cos πnt
a dt = 1

π

π∫
−π

f(x) cosnx dx = An, i, аналогiчно, bn = Bn,

де An, Bn – звичайнi коефiцiєнти Фур’є функцiї f на [−π, π]. Задану

рiвнiсть, яка означає повноту звичайної тригонометричної системи на

[−π, π], перепишемо у виглядi

2π

(
A0

2

)2

+ π
∞∑

n=1

[
A2

n +B2
n

]
=

π∫

−π

f2(x) dx =
π

a

a∫

−a

g2(t) dt.

Звiдси отримуємо, що

2a
(a0
2

)2
+ a

∞∑

n=1

[
a2n + b2n

]
=

a∫

−a

g2(t) dt.

Це означає, що для тригонометричної системи на [−a, a] виконується рiв-

нiсть Парсеваля iз вправи 1.40.b, i, таким чином, ця система є повною.

Для доведення повноти на [0, a] системи косинусiв неперервну на [0, a]

функцiю f продовжимо парним чином i отримаємо неперервну на на

[−a, a] функцiю g. При цьому, в силу парностi g, її коефiцiєнти Фур’є bn =

0 (n = 1, 2, . . . ), an = 1
a

a∫
−a

g(t) cos πnt
a dt = 2

a

a∫
0

f(t) cos πnt
a dt (n = 0, 1, . . . ).

Оскiльки тригонометрична система повна [−a, a], то, як показано вище,

справедлива рiвнiсть

2a
(a0
2

)2
+ a

∞∑

n=1

a2n =

a∫

−a

g2(t) dt = 2

a∫

0

f2(t) dt.
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Звiдси випливає рiвнiсть

a
(a0
2

)2
+
a

2

∞∑

n=1

a2n =

a∫

0

f2(t) dt.

Це означає, що для системи косинусiв на [0, a] виконується рiвнiсть Пар-

севаля iз вправи 1.40.b, i, таким чином, ця система є повною.

Для доведення повноти на [0, a] системи синусiв задамо неперервну на

[0, a] функцiю f . Оскiльки f обмежена, то iснує таке M , що |f(x)| ≤ M

(x ∈ [0, a]). Задамо довiльне ε > 0 i покладемо δ = ε2

32M2 . Можемо вважа-

ти ε настiльки малим, що δ < a
2 . Покладемо f1(x) = f(x) (x ∈ [δ, a − δ]),

f1(0) = f1(a) = 0, а на вiдрiзках [0, δ] i [a − δ, a] функцiю f1 означимо лi-

нiйним чином. Тодi, очевидно, |f1(x)| ≤M (x ∈ [0, a]). Через g позначимо

непарне продовження функцiї f1 на [−a, a]. Зрозумiло, що g неперервна

на [−a, a]. Нехай βn = 2
a

a∫
0

f(x) sin πnx
a dx – коефiцiєнти Фур’є функцiї f

за системою синусiв на [0, a]. Оскiльки функцiя g непарна на [−a, a], то її

коефiцiєнти Фур’є за тригонометричною системою на [−a, a] дорiвнюють

an = 0, bn = 1
a

a∫
−a

g(x) sin πnx
a dx = 2

a

a∫
0

f1(x) sin
πnx
a dx. Застосовуючи мiнi-

мальну властивiсть коефiцiєнтiв Фур’є (теорему Грама 1.24), отримуємо
∥∥∥∥∥f −

n∑

k=1

βk sin
πkx

a

∥∥∥∥∥
2

≤
∥∥∥∥∥f −

n∑

k=1

bk sin
πkx

a

∥∥∥∥∥
2

≤ ‖f − f1‖2 +
∥∥∥∥∥f1 −

n∑

k=1

bk sin
πkx

a

∥∥∥∥∥
2

. (A.5)

Для оцiнки першого доданку в правiй частинi (A.5) скористаємось тим,

що функцiї f i f1 спiвпадають на [δ, a− δ]. Тодi отримаємо

‖f − f1‖22 =

a∫

0

(f(x)− f1(x))
2 dx

=

δ∫

0

(f(x)− f1(x))
2 dx+

a∫

a−δ

(f(x)− f1(x))
2 dx ≤ 2 · 4M2δ =

ε2

4
.
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Далi, оскiльки тригонометрична система повна на [−a, a] i функцiя g не-

парна, то, згiдно з означенням, її ряд Фур’є збiгається до g в середньому,

тобто
a∫

−a

(
g(x)−

n∑

k=1

bk sin
πkx

a

)2

dx→ 0 (n→ ∞).

Звiдси, в силу рiвностi
∥∥∥∥∥f1 −

n∑

k=1

bk sin
πkx

a

∥∥∥∥∥

2

2

=
1

2

a∫

−a

(
g(x)−

n∑

k=1

bk sin
πkx

a

)2

dx,

випливає, що знайдеться такий номер N , що при кожному n ≥ N другий

доданок справа в (A.5) менший, нiж ε
2 . Таким чином, з (A.5) випливає,

що ∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

βk sin
πkx

a

∥∥∥∥∥
2

< ε (n ≥ N),

тобто ряд Фур’є функцiї f за системою синусiв збiгається до f в середньо-

му на [0, a]. Це й означає, що система синусiв повна на [0, a].

1.42. Рiвнiсть Парсеваля можна застосовувати для обчислення сум

числових рядiв. Наприклад, застосовуючи рiвнiсть iз вправи 1.41 до фун-

кцiї f(x) = π2−3x2

12 , знайти суму числового ряду
∞∑

n=1

1
n4 .

Розв’язок. Використовуючи результат вправи 1.2.b, маємо

x2 ∼ π2

3
+ 4

∞∑

n=1

(−1)n

n2
cosnx.

Звiдси випливає, що

π2 − 3x2

12
∼

∞∑

n=1

(−1)n−1

n2
cosnx.

Застосувавши рiвнiсть Парсеваля, отримуємо

∞∑

n=1

1

n4
=

1

π

π∫

−π

(
π2 − 3x2

12

)2

dx =
2

144π

π∫

0

(
π4 − 6π2x2 + 9x4

)
dx

=
1

72π

(
π5 − 6π2π

3

3
+ 9

π5

5

)
=
π4

90
.
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Вiдповiдь.
∞∑
n=1

1
n4 = π4

90 .

1.43. Показати, що {sinnx}∞n=2 є неповною ортогональною системою

на [0, π].

Розв’язок. Оскiльки функцiя f(x) = sinx ортогональна на [0, π] до

всiх функцiй gn = sinnx (n = 2, 3, . . . ), то її коефiцiєнти Фур’є cn = 0

(n = 2, 3, . . . ). Тому лiва частина рiвностi Парсеваля (див. вправу 1.40.b)

дорiвнює
∞∑

n=2

c2n ‖gn‖22 = 0. В то же час, права частина рiвностi Парсеваля

дорiвнює
π∫
0

f2(x) dx =
π∫
0

sin2 x dx = π
2 > 0. Таким чином, для даної систе-

ми i неперервної функцiї f рiвнiсть Парсеваля не виконується, i, отже, ця

система не є повною.

1.44.a. Довести, що довiльна ортонормована на [a, b] система функцiй

{gn} повна тодi i лише тодi, коли для будь-яких двох кусково неперервних

на (a, b) функцiй f i g виконується рiвнiсть
∞∑

n=1

cndn =
b∫
a

f(x)g(x) dx (де

cn i dn – коефiцiєнти Фур’є f i g вiдносно {gn}).
Розв’язок. Вiдзначимо спочатку, що в означеннi 1.43 повноти орто-

гональної системи замiсть неперервних функцiй f можна брати кусково

неперервнi функцiї.

Нехай ортонормована система {gn}∞n=1 повна на [a, b], функцiї f, g ку-

сково неперервнi i cn, dn – їх коефiцiєнти Фур’є, вiдповiдно. Тодi

b∫

a

(
f(x)−

n∑

k=1

ckgk(x)

)
g(x)−

n∑

j=1

djgj(x)


 dx

=

b∫

a

f(x)g(x) dx−
n∑

k=1

ckdk −
n∑

j=1

cjdj +
n∑

k=1

n∑

j=1

ckdj

b∫

a

gk(x)gj(x) dx

=

b∫

a

f(x)g(x) dx−
n∑

k=1

ckdk. (A.6)



48 ВПРАВИ ДО РОЗДIЛУ

Звiдси та з нерiвностi Шварца (теорема 23) випливає

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x)g(x) dx−
n∑

k=1

ckdk

∣∣∣∣∣∣

2

≤
b∫

a

(
f(x)−

n∑

k=1

ckgk(x)

)2

dx ·
b∫

a


g(x)−

n∑

j=1

djgj(x)




2

dx.

Оскiльки система {gn} повна, то обидва iнтеграли в правiй частинi пря-

мують до нуля при n→ ∞. Тому прямує до нуля i лiва частина, тобто

∞∑

n=1

cndn =

b∫

a

f(x)g(x) dx.

Навпаки, поклавши g = f в рiвностi

∞∑

n=1

cndn =

b∫

a

f(x)g(x) dx,

отримаємо, що виконується рiвнiсть Парсеваля, iз якої випливає повнота

системи {gn}.
1.44.b. Узагальнити цей результат на випадок ортогональних систем

функцiй.

Розв’язок. У випадку довiльної ортогональної системи {gn} (тобто

ck = 1
‖gk‖2

2

b∫
a

f(x)gk(x) dx, dk = 1
‖gk‖2

2

b∫
a

g(x)gk(x) dx) аналог рiвностi (A.6)

має такий виглядд

b∫

a

(
f(x)−

n∑

k=1

ckgk(x)

)
g(x)−

n∑

j=1

djgj(x)


 dx

=

b∫

a

f(x)g(x) dx−
n∑

k=1

ckdk ‖gk‖22 −
n∑

j=1

cjdj ‖gj‖22

+
n∑

k=1

n∑

j=1

ckdj

b∫

a

gk(x)gj(x) dx =

b∫

a

f(x)g(x) dx−
n∑

k=1

ckdk ‖gk‖22 .
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Повторюючи мiркування iз розв’язку попередньої вправи 1.44.a, отриму-

ємо, що необхiдною i достатньою умовою повноти системи {gn} є рiвнiсть

∞∑

n=1

cndn ‖gn‖22 =

b∫

a

f(x)g(x) dx.

1.45. Нехай fn(x) =
n∑

k=1

(cos kx− sin kx) + 1. Обчислити
π∫

−π

f2n(x) dx.

Розв’язок. Тригонометрична система повна, а отже для неї виконує-

ться рiвнiсть Парсеваля. Для тригонометричної системи рiвнiсть Парсе-

валя набуває такого вигляду

a20
2

+
∞∑

k=1

(
a2k + b2k

)
=

1

π

π∫

−π

f2(x) dx,

де ak, bk – коефiцiєнти Фур’є функцiї f . Оскiльки fn – тригонометричний

полiном, то вiн також є i рядом Фур’є, його коефiцiєнти a0 = 2, ak = 1,

bk = −1 при 1 ≤ k ≤ n, а всi iншi ak, bk дорiвнюють нулю. Тому

π∫

−π

f2n(x) dx = π

(
2 +

n∑

k=1

(1 + 1)

)
= 2π(n+ 1).

1.46. Нехай f(x) = e−x (−π < x ≤ π). Обчислити a2
0

2 +
∞∑

n=1

a2n, де an –

косинус-коефiцiєнти функцiї f .

Розв’язок. Покладемо ϕ(x) = 1
2 (e

x + e−x). Функцiя ϕ парна i її кое-

фiцiєнти Фур’є βn = 0 (n = 1, 2, . . . ),

αn =
1

π

π∫

−π

ϕ(x) cosnx dx =
2

π

1

2

π∫

0

(
e−x cosnx+ ex cosnx

)
dx

=
1

π

π∫

0

e−x cosnx dx+
1

π

π∫

0

ex cosnx dx

=
1

π

π∫

0

e−x cosnx dx+
1

π

0∫

−π

e−x cosnx dx
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=
1

π

π∫

−π

e−x cosnx dx = an (n = 0, 1, . . . ).

В силу рiвностi Парсеваля,

1

π

∫
ϕ2(x) dx =

α2
0

2
+

∞∑

n=1

α2
n =

a20
2

+
∞∑

n=1

a2n.

Таким чином, потрiбна сума дорiвнює

2

π

1

4

π∫

0

(
e−x + ex

)2
dx =

1

2π

∫ (
2 + e2x + e−2x

)
dx

= 1 +
1

2π

1

2

[
e2x
∣∣π
0
− e−2π

∣∣π
0

]
= 1 +

e2π − e−2π

4π
.

1.47. Нехай f кусково гладка функцiя на [0, π]. Припустимо, що f

задовольняє принаймнi одну iз умов

f(0) = f(π) = 0 або

π∫

0

f(x) dx = 0.

Довести нерiвнiсть Стєклова

π∫

0

f2(x) dx ≤
π∫

0

(f ′)
2
(x) dx.

В яких випадках вона обертається в рiвнiсть?

Розв’язок. Нехай спочатку f(0) = f(π) = 0. Продовжимо функцiю f

на [−π, 0) непарним чином, а потiм 2π-перiодично. Отримаємо непарну,

неперервну, кусково гладку функцiю на R. Якщо an, bn – коефiцiєнти

Фур’є функцiї f , то an = 0 (n = 0, 1, . . . ). Похiдна f ′ парна, кусково непе-

рервна i коефiцiєнти Фур’є похiдної дорiвнюють a′n = nbn, b′n = −nan = 0.

Застосуємо рiвнiсть Парсеваля i врахуємо, що функцiї f 2 i (f ′)2 парнi:

2

π

π∫

0

f2(x) dx =
1

π

π∫

−π

f2(x) dx =
a20
2

+
∞∑

n=1

(
a2n + b2n

)
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=
∞∑

n=1

b2n =
∞∑

n=1

(
a′n
n

)2

≤
∞∑

n=1

(a′n)
2 ≤ (a′0)

2

2
+

∞∑

n=1

(
(a′n)

2
+ (b′n)

2
)

=
1

π

π∫

−π

(f ′(x))
2
dx =

2

π

π∫

0

(f ′(x))
2
dx.

Звiдси випливає потрiбна нерiвнiсть. Далi, оскiльки a′0 = 1
π

π∫
−π

f ′(x) dx =

f(π)−f(−π) = 0, b′n = 0 (n = 1, 2, . . . ), то отримана нерiвнiсть обертається

в рiвнiсть тодi i лише тодi, коли всi bn = 0 (n = 2, 3, . . . ). Це означає, що

f(x) = α sinx, де довiльне α ∈ R.

Припустимо тепер, що
π∫
0

f(x) dx = 0. Тодi продовжимо функцiю f

на [−π, 0) парним чином, а потiм 2π-перiодично. Отримаємо парну, не-

перервну, кусково гладку функцiю на R. Її коефiцiєнти Фур’є bn = 0

(n = 1, 2, . . . ),

a0 =
1

π

π∫

−π

f(x) dx =
2

π

π∫

0

f(x) dx = 0.

Похiдна f ′ непарна, кусково неперервна i коефiцiєнти Фур’є похiдної до-

рiвнюють a′n = nbn = 0, b′n = −nan. Застосуємо рiвнiсть Парсеваля i

врахуємо, що функцiї f2 i (f ′)2 парнi:

2

π

π∫

0

f2(x) dx =
1

π

π∫

−π

f2(x) dx =
a20
2

+
∞∑

n=1

(
a2n + b2n

)

=
∞∑

n=1

a2n =
∞∑

n=1

(
b′n
n

)2

≤
∞∑

n=1

(b′n)
2 ≤ (a′0)

2

2
+

∞∑

n=1

(
(a′n)

2
+ (b′n)

2
)

=
1

π

π∫

−π

(f ′(x))
2
dx =

2

π

π∫

0

(f ′(x))
2
dx.

Звiдси випливає потрiбна нерiвнiсть. Далi, оскiльки f ′ непарна, то a′n = 0

(n = 0, 1, . . . ), i отримана нерiвнiсть обертається в рiвнiсть тодi i лише

тодi, коли всi an = 0 (n = 0, 2, 3, . . . ). Це означає, що f(x) = β cosx, де

довiльне β ∈ R.
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1.48. Нехай f – 2π-перiодична, неперервна, кусково гладка функцiя

i нехай
π∫

−π

f(x) dx = 0.

Довести нерiвнiсть Вiртiнгера

π∫

−π

f2(x) dx ≤
π∫

−π

(f ′)
2
(x) dx.

Розв’язок. Як i в попереднiй вправi 1.47, маємо a′n = nbn, b′n = −nan
(n = 1, 2, . . . ), а з умови вправи випливає, що a0 = 0. Тому, в силу рiвностi

Парсеваля,

1

π

π∫

−π

f2(x) dx =
∞∑

n=1

(
a2n + b2n

)

=
∞∑

n=1

((
b′n
n

)2

+

(
a′n
n

)2
)

≤ (a′0)
2

2
+

∞∑

n=1

(
(a′n)

2
+ (b′n)

2
)

=
1

π

π∫

−π

(f ′(x))
2
dx.

Вiдзначимо, що з неперервностi f випливає, що

a′0 =
1

π

π∫

−π

f ′(x) dx = f(π)− f(−π) = 0.

Тому отримана нерiвнiсть обертається в рiвнiсть тодi i лише тодi, коли

an = bn = 0 при всiх n = 2, 3, . . . . Це означає, що f(x) = α sinx + β cosx

при будь-яких α, β ∈ R.

Зауваження. Легко бачити, що без припущення неперервностi f не-

рiвнiсть Вiртiнгера втрачає силу, наприклад, для функцiї f(x) = signx

(|x| ≤ π).

1.49. Довести, що ряд
∞∑

n=1

1
n непiдсумовний в сенсi середнiх арифме-

тичних, тобто lim
n→∞

σn не iснує.
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Розв’язок. Оскiльки гармонiчний ряд
∞∑

n=1

1
n з додатнiми доданками

розбiгається, то його частиннi суми Sn → ∞ (n → ∞). Але тодi, в силу

зауваження 27, середнi арифметичнi σn = 1
n

n∑
k=1

Sk → ∞ (n→ ∞).

1.50. Довести, що для середнiх Фейєра справедлива рiвнiсть

σn(x) =
1

2
A0 +

n∑

k=1

(
1− k

n+ 1

)
[Ak cos kx+Bk sin kx] ,

де Ak, Bk – коефiцiєнти Фур’є функцiї f .

Розв’язок. Нехай Sj(x) =
1
2A0+

j∑
k=1

(Ak cos kx+Bk sin kx) – частиннi

суми ряду Фур’є. Тодi середнi Фейєра

σn(x) =
1

n+ 1

n∑

j=0

Sj(x) =
1

n+ 1

n∑

j=0

[
1

2
A0 +

j∑

k=1

(Ak cos kx+ Bk sin kx)

]

=
1

2
A0 +

n∑

k=1

(Ak cos kx+ Bk sin kx)
1

n+ 1

n∑

j=k

1

=
1

2
A0 +

n∑

k=1

n− k + 1

n+ 1
(Ak cos kx+Bk sin kx)

=
1

2
A0 +

n∑

k=1

(
1− k

n+ 1

)
(Ak cos kx+Bk sin kx) .

1.51. Припустимо, що 2π-перiодична функцiя f кусково неперервна.

Довести, що з умови m ≤ f(x) ≤ M випливає нерiвнiсть m ≤ σn(x) ≤ M

для всiх x.

Розв’язок. Оскiльки ядро Фейєра Fn ≥ 0 i 1
π

π∫
−π

Fn(t) dt = 1, то з

умови f(x) ≤M , в силу (1.35), маємо

σn(x) =
1

π

π∫

−π

f(x+ t)Fn(t) dt ≤M
1

π

π∫

−π

Fn(t) dt =M.

Аналогiчно отримуємо, що з умови f(x) ≥ m випливає нерiвнiсть σn(x) ≥
m.
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1.52. Довести, що для будь-якого m
∣∣∣∣∣

m∑

n=1

sinnx

n

∣∣∣∣∣ ≤
1

2
π + 1.

Розв’язок. Вiдзначимо, що ряд
∞∑

n=1

sinnx
n є рядом Фур’є функцiї f(x) =

π−x
2 (0 < x < 2π); при цьому |f(x)| ≤ π

2 . Застосовуючи отриманий у впра-

вi 1.50 вираз для середнiх Фейєра σm, маємо

σm(x) =
m∑

n=1

(
1− n

m+ 1

)
sinnx

n
=

m∑

n=1

sinnx

n
− 1

m+ 1

m∑

n=1

sinnx.

Використовуючи тепер вправу 1.51, маємо
∣∣∣∣∣

m∑

n=1

sinnx

n

∣∣∣∣∣ ≤ |σm(x)|+
∣∣∣∣∣

1

m+ 1

m∑

n=1

sinnx

∣∣∣∣∣ ≤
π

2
+ 1.

1.53. Нехай
∞∑

n=0
un – числовий ряд, Sn =

n∑
k=0

uk – його частиннi суми,

σn =
S0 + · · ·+ Sn

n+ 1

– середнi арифметичнi.

1.53.a. Показати, що

σn =
n∑

k=0

(
1− k

n+ 1

)
uk.

Розв’язок. Змiнюючи порядок пiдсумовування, отримуємо

σn =
1

n+ 1

n∑

i=0

Si =
1

n+ 1

n∑

i=0

i∑

k=0

uk

=
1

n+ 1

n∑

k=0

uk

n∑

i=k

1 =
1

n+ 1

n∑

k=0

uk(n+ 1− k)

=

n∑

k=0

uk
n+ 1− k

n+ 1
=

n∑

k=0

(
1− k

n+ 1

)
uk.
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1.53.b. Показати, що Sn = (n+ 1)σn − nσn−1.

Розв’язок. Iз вправи 1.53.a маємо

(n+ 1)σn − nσn−1 =
n∑

k=0

Sk −
n−1∑

k=0

Sk = Sn.

1.53.c. Застосовуючи рiвнiсть iз вправи 1.53.b, показати, що якщо ряд
∞∑

n=0

un пiдсумовний методом середнiх арифметичних, то

Sn

n
→ 0 i

un
n

→ 0 (n→ ∞).

Розв’язок. Iз вправи 1.53.b отримуємо

Sn

n
=

(
1 +

1

n

)
σn − σn−1.

Тому, якщо iснує lim
n→∞

σn ≡ σ, то lim
n→∞

Sn

n = 1 · σ − σ = 0.

Вiд рiвностi Sn = (n+1)σn−nσn−1 вiднiмемо рiвнiсть Sn−1 = nσn−1−
(n− 1)σn−2 i отримаємо

un = Sn − Sn−1 = (n+ 1)σn − 2nσn−1 + (n− 1)σn−2,

тобто
un
n

=

(
1 +

1

n

)
σn − 2σn−1 +

(
1− 1

n

)
σn−2.

Тому, якщо iснує lim
n→∞

σn ≡ σ, то lim
n→∞

un

n = 1 · σ − 2σ + 1 · σ = 0.

1.54. Показати, що

Fn(t) =
1

2
+

n∑

k=1

(
1− k

n+ 1

)
cos kt

(Fn – ядро Фейєра порядку n).

Розв’язок. В попереднiй вправi 1.53.a покладемо u0 = 1
2 , uk = cos kx

(k = 1, 2, . . . ) i отримаємо потрiбну рiвнiсть.

1.55.a. Показати, що для ряду
∞∑
n=1

sinnx
n його середнi арифметичнi

дорiвнюють

σn(x) = −1

2
x+

x∫

0

Fn(t) dt.
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Розв’язок. Представимо

Fn(t) =
1

n+ 1

n∑

k=0

Dk(t) =
1

n+ 1

(
1

2
+

n∑

k=1

(
1

2
+

k∑

i=1

cos it

))

=
1

2
+

1

n+ 1

n∑

k=1

k∑

i=1

cos it.

Iнтегруємо вiд 0 до x:

∫ x

0

Fn(t) dt =
1

2
x+

1

n+ 1

n∑

k=1

k∑

i=1

x∫

0

cos it dt

=
1

2
x+

1

n+ 1

n∑

k=1

k∑

i=1

sin ix

i
.

Звiдси отримуємо

−1

2
x+

x∫

0

Fn(t) dt =
1

n+ 1

n∑

k=0

Sk(x) = σn(x),

де S0(x) = 0, Sk(x) =
k∑

i=1

sin ix
i – частиннi суми даного ряду.

1.55.b. Показати, що σn(x) < π−x
2 для всiх 0 < x < π.

Розв’язок. Для доведення нерiвностi σn(x) < π−x
2 достатньо пока-

зати, що
x∫
0

Fn(t) dt <
π
2 (0 < x < π). Остання нерiвнiсть випливає iз

наступних властивостей ядра Фейєра: Fn(t) ≥ 0,
π∫
0

Fn(t) dt =
π
2 i, оскiль-

ки ядро Фейєра є тригонометричним полiномом, то iнтеграл вiд нього по

будь-якому вiдрiзку додатнiй.

1.56. Показати, що ряд 1
2 +

∞∑
n=1

cosnx пiдсумовний до нуля в кожнiй

точцi x ∈ [−π, π], виключаючи x = 0. Чи є вiн рядом Фур’є? Чи збiгається

цей ряд в деякiй точцi?

Розв’язок. Скористаємось доведеною у вправi 1.55.a рiвнiстю

Fn(t) =
1

2
+

1

n+ 1

n∑

k=1

k∑

i=1

cos it.
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Якщо t 6= 0, |t| ≤ π, то, як випливає iз властивостей ядра Фейєра,

lim
n→∞

Fn(t) = 0. Це означає, що середнi арифметичнi частинних сум да-

ного ряду прямують до нуля при n→ ∞. Якщо ж t = 0, то частиннi суми

даного ряду прямують до +∞, а отже i їх середнi арифметичнi також

прямують до +∞.

Даний ряд не є рядом Фур’є, оскiльки його коефiцiєнти не прямують

до нуля.

Цей ряд розбiгається в кожнiй точцi x 6= 2kπ. Щоб це довести, доста-

тньо показати, що його доданки не прямують до нуля. Доведемо це.

Якщо припустити, що iснує lim
n→∞

cosnx ≡ α, то, переходячи до границi

при n→ ∞ в рiвностi

cos(n+ 1)x+ cos(n− 1)x = 2 cosnx cosx,

отримаємо α + α = 2α cosx. Оскiльки cosx 6= 1, то звiдси випливає, що

α = 0. Але тодi прийдемо до протирiччя, переходячи до границi в рiвностi

cos2 nx = 1
2 (1 + cos 2nx). Отже, lim

n→∞
cosnx при x 6= 2kπ не iснує.

1.57. Показати, що для ряду
∞∑

n=1
sinnx його середнi арифметичнi

дорiвнюють

σn(x) =
1

2
ctg

x

2
− sin(n+ 2)x− sinx

4(n+ 1) sin2 x
2

i σn(x) → 1
2 ctg

x
2 для будь-якого x ∈ [−π, π], x 6= 0.

Розв’язок.

σn(x) =
1

n+ 1

n+1∑

k=1

k∑

i=1

sin ix =
1

2(n+ 1) sin x
2

n+1∑

k=1

k∑

i=1

2 sin
x

2
sin ix

=
1

2(n+ 1) sin x
2

n+1∑

k=1

k∑

i=1

(
cos

(
i− 1

2

)
x− cos

(
i+

1

2

)
x

)

=
1

2(n+ 1) sin x
2

n+1∑

k=1

(
cos

x

2
− cos

(
k +

1

2

)
x

)

=
1

2
ctg

x

2
− 1

4(n+ 1) sin2 x
2

n+1∑

k=1

2 sin
x

2
cos

(
k +

1

2

)
x
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=
1

2
ctg

x

2
− 1

4(n+ 1) sin2 x
2

n+1∑

k=1

(sin(k + 1)x− sin kx)

=
1

2
ctg

x

2
− sin(n+ 2)x− sinx

4(n+ 1) sin2 x
2

.

З цiєї рiвностi вiдразу випливає, що при 0 < |x| ≤ π

lim
n→∞

σn(x) =
1

2
ctg

x

2
.

1.58. Довести, що кожна iз систем
{
1

2
, cosx, cos 2x, . . . , cosnx, . . .

}
i {sinx, sin 2x, . . . , sinnx, . . . }

ортогональна i повна на [0, π].

Розв’язок. Ортогональнiсть кожної системи легко перевiряється без-

посереднiм обчисленням. Для доведення повноти скористаємось повно-

тою тригонометричної системи на [−π, π]. Задамо f ∈ C[0, π] i продовжи-

мо її на [−π, 0] парним чином, а потiм 2π-перiодично на всю числову вiсь.

Тодi ряд Фур’є продовженої функцiї складається лише iз косинусiв i, в

силу повноти тригонометричної системи, збiгається до функцiї f за нор-

мою на [−π, π], а отже i на [0, π]. Тим самим встановлена повнота системи

косинусiв.

Для доведення повноти системи синусiв неперервну на [0, π] функцiю

f замiнимо на [0, ε] i на [π − ε, π] так, щоб отримана функцiя була не-

перервною, а на вказаних вiдрiзках лiнiйною i в точках 0 i π набувала

нульових значень. Отриману функцiю продовжимо на [−π, 0] непарним

чином, а потiм 2π-перiодично. Далi очевидно.

1.59. Неахй f – 2π-перiодична i f ∈ R[−π, π]. Припустимо, що an ≥ 0,

n ∈ N. Довести, що ряд
∞∑
n=1

an збiгається.

Вказiвка. Використати середнi арифметичнi σn(x). Маємо

M ≥ σn(0) =
n∑

k=1

(
1− k

n+ 1

)
ak +

a0
2

≥

≥
N∑

k=1

(
1− k

n+ 1

)
ak +

a0
2

(n ≥ N).
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Розв’язок. Оскiльки f обмежена, то |f | ≤M . Тодi для середнiх Фейє-

ра маємо наступну оцiнку

|σn(x)| =

∣∣∣∣∣∣
1

π

π∫

−π

f(x+ t)Fn(t) dt

∣∣∣∣∣∣
≤M

1

π

π∫

−π

Fn(t) dt =M.

Зокрема, при x = 0 для n ≥ N згiдно з вказiвкою, маємо

a0
2

+

N∑

k=1

(
1− k

n+ 1

)
ak ≤M (n ≥ N).

Спрямувавши в цiй нерiвностi n→ ∞, отримуємо

a0
2

+
N∑

k=1

ak ≤M,

тобто частиннi суми ряду
∞∑

n=1
an обмеженi. Оскiльки доданки an ≥ 0, то

даний ряд збiгається.





2. Вправи до роздiлу

”Перетворення Фур’є”

2.1. Обчислити перетворення Фур’є наступних функцiй.

2.1.a. f̂(x) =

{
1, |x| ≤ 1,

0, |x| > 1.

Розв’язок. Оскiльки функцiя f парна, то f̂(0) = 2
∞∫
0

f(x) dx = 2,

f̂(ξ) = 2

∞∫

0

f(x) cos 2πξx dx = 2

1∫

0

cos 2πξx dx =
2

2πξ
sin 2πξx

∣∣∣∣
1

0

=
sin 2πξ

πξ
.

2.1.b. f(x) =





1, 0 < x < 1,

−1, −1 < x < 0,

0, |x| > 1.

Розв’язок. Оскiльки функцiя f непарна, то f̂(0) = 0,

f̂(ξ) = −2i

∞∫

0

f(x) sin 2πξx dx = −2i

1∫

0

sin 2πξx dx =

=
2i

2πξ
cos 2πξx

∣∣∣∣
1

0

= −i1− cos 2πξ

πξ
= −2i

sin2 πξ

πξ
.

2.1.c. f(x) = e−|x|.

Розв’язок. Оскiльки f парна, то f̂(0) = 2
∞∫
0

e−x dx = −2e−x|∞0 = 2,

f̂(ξ) =

∞∫

−∞

e−|x|e−2πiξx dx =

0∫

−∞

e(1−2πiξ)x dx+

∞∫

0

e−(1+2πiξ)x dx

61
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=
1

1− 2πiξ
e(1−2πiξ)x

∣∣∣∣
0

−∞
− 1

1 + 2πiξ
e−(1+2πiξ)x

∣∣∣∣
∞

0

=
1

1− 2πiξ
+

1

1 + 2πiξ
=

2

1 + 4π2ξ2
.

2.1.d. f(x) = e−|x| cos 2πx.

Розв’язок. Оскiльки f парна, то

f̂(ξ) = 2

∞∫

0

e−x cos 2πx cos 2πξx dx

=

∞∫

0

e−x cos 2π(ξ + 1)x dx+

∞∫

0

e−x cos 2π(ξ + 1)x dx.

Скориставшись рiвнiстю

∞∫

0

eαx cosβx dx = − α

α2 + β2
(α < 0, β ∈ R),

отримуємо

f̂(ξ) =
1

1 + 4π2(ξ + 1)2
+

1

1 + 4π2(ξ − 1)2
.

2.1.e. f(x) = e−|x| + iΠ(x).

Розв’язок. Користуючись лiнiйнiстю перетворення Фур’є i результа-

тами прикладу 2.2 та вправи 2.1.c, отримуємо

f̂(ξ) =

{
2

1+4π2ξ2 + i sinπξ
πξ , ξ 6= 0,

2 + i, ξ = 0.

2.1.f . f(x) = Λ(x) + ie−3|x| cos 2πx.

Розв’язок. Як i у вправi 2.1.d, знайдемо перетворення Фур’є функцiї

ϕ(x) = e−3|x| cos 2πx:

ϕ̂(ξ) = 2

∞∫

0

e−3x cos 2πx cos 2πξx dx =

∞∫

0

e−3x cos 2π(ξ + 1)x dx
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+

∞∫

0

e−3x cos 2π(ξ − 1)x dx =
3

9 + 4π2(ξ + 1)2
+

3

9 + 4π2(ξ − 1)2
.

Користуючись лiнiйнiстю перетворення Фур’є i результатами прикладу 2.3,

отримуємо

f̂(ξ) = Λ̂(ξ) + iϕ̂(ξ) =





sin2 πξ
π2ξ2 + 3i

(
1

9+4π2(ξ+1)2 + 1
9+4π2(ξ−1)2

)
, ξ 6= 0,

1 + 6i
9+4π2 , ξ = 0.

2.2. Косинус-перетворення.

2.2.a. Довести, що якщо функцiя f ∈ A(R) парна, то

f̂(u) = 2

∞∫

0

f(x) cos 2πux dx.

Розв’язок. Див. теорему 2.1.

2.2.b. Для функцiї f ∈ A(0,∞) її косинус-перетворення f̂C означається

рiвнiстю f̂C(u) = 2
∞∫
0

f(x) cos 2πux dx. Довести, що косинус-перетворення

функцiї f дорiвнює перетворенню Фур’є парного продовження f .

Розв’язок. Якщо функцiя f парна, то потрiбна рiвнiсть випливає iз

попередньої вправи 2.2.a.

2.3. Обчислити косинус-перетворення наступних функцiй.

2.3.a. f(x) = e−x.

Розв’язок. Згiдно з вправами 2.1.c i 2.2.b, f̂C(u) = 2
1+4π2u2 .

2.3.b. h(x) =

{
1, 0 < x < 2,

0, x > 2.

Розв’язок.

ĥC(u) = 2

∞∫

0

f(x) cos 2πux dx = 2

2∫

0

cos 2πux dx = 2
1

2πu
sin 2πux

∣∣∣∣
2

0

=
sin 4πu

πu
(u 6= 0), ĥC(0) = 2

2∫

0

1 dx = 4.
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2.3.c. k(x) =

{
1− 2x, 0 < x < 1/2,

0, x > 1/2.

Розв’язок.

k̂C(u) = 2

∞∫

0

f(x) cos 2πux dx = 2

1/2∫

0

(1− 2x) cos 2πux dx

= 2

1/2∫

0

cos 2πux dx− 2

1/2∫

0

x cos 2πux dx

= 2
1

2πu
sin 2πux

∣∣∣∣
1/2

0

− 4

[
U = x dU = dx

dV = cos 2πux dx V = 1
2πu sin 2πux

]∣∣∣∣∣

1/2

0

=
1

πu
sinπu− 4

x

2πu
sin 2πux

∣∣∣
1/2

0
+ 4

1

2πu

1/2∫

0

sin 2πux dx

=
sin πu

πu
− sinπu

πu
− 2

πu

1

2πu
cos 2πux

∣∣∣∣
1/2

0

=
1

π2u2
(1− cosπu)

= 2
sin2 πu

2

π2u2
(u 6= 0), k̂C(0) = 2

1/2∫

0

(1− 2x) dx =
1

2
.

2.4. Обчислити перетворення Фур’є наступних функцiй.

2.4.a. f(x) =

{
x, |x| ≤ a,

0, |x| > a.

Розв’язок. Оскiльки функцiя f парна, то

f̂(ξ) = −2i

∞∫

0

f(x) sin 2πξx dx = −2i

a∫

0

x sin 2πξx dx

= −2i


− x

2πξ
cos 2πξx

∣∣∣∣
a

0

+
1

2πξ

a∫

0

cos 2πξx dx




=
i

πξ

(
a cos 2πξa− sin 2πξa

2πξ

)
(ξ 6= 0), f̂(0) = 0.
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2.4.b. f(x) =

{
cosx, |x| ≤ π,

0, |x| > π.

Розв’язок. Оскiльки функцiя f парна, то

f̂(ξ) = 2

∞∫

0

f(x) cos 2πξx dx = 2

π∫

0

cosx cos 2πξx dx

=

π∫

0

cos(1 + 2πξ)x dx+

π∫

0

cos(1− 2πξ)x dx

=
1

1 + 2πξ
sin(1 + 2πξ)x

∣∣∣∣
π

0

+
1

1− 2πξ
sin(1− 2πξ)x

∣∣∣∣
π

0

=
−1

1 + 2πξ
sin 2π2ξ +

1

1− 2πξ
sin 2π2ξ

= sin 2π2ξ

(
1

1− 2πξ
− 1

1 + 2πξ

)
=

4πξ

1− 4π2ξ2
sin 2π2ξ

(
ξ 6= ± 1

2π

)
,

f̂

(
± 1

2π

)
= 2

π∫

0

cos2 x dx = 2

π∫

0

1 + cos 2x

2
dx = π.

2.4.c. f(x) =

{
sin x, |x| ≤ π,

0, |x| > π.

Розв’язок. Оскiльки функцiя f непарна, то

f̂(ξ) = −2i

∞∫

0

f(x) sin 2πξx dx = −2i

π∫

0

sin x sin 2πξx dx

= i

π∫

0

cos(2πξ + 1)x dx− i

π∫

0

cos(2πξ − 1)x dx

=
i

2πξ + 1
sin(2πξ + 1)x

∣∣∣∣
π

0

− i

2πξ − 1
sin(2πξ − 1)x

∣∣∣∣
π

0

=
−i

2πξ + 1
sin 2π2ξ +

i

2πξ − 1
sin 2π2ξ = i sin 2π2ξ

(
1

2πξ − 1
− 1

2πξ + 1

)
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=
−2i

1− 4π2ξ2
sin 2π2ξ

(
ξ 6= ± 1

2π

)
,

f̂

(
± 1

2π

)
= ∓2i

π∫

0

sin2 x dx = ∓2i

π∫

0

1− cos 2x

2
dx = ∓πi.

2.4.d. f(x) = |x|e−|x|.

Розв’язок.

f̂(ξ) =

∞∫

−∞

|x|e−|x|e−2πiξx dx = −
0∫

−∞

xe(1−2πiξ)x dx+

∞∫

0

xe−(1+2πiξ)x dx

= −
[
u = x du = dx

dv = e(1−2πiξ)x dx v = 1
1−2πiξ e

(1−2πiξ)x

]∣∣∣∣∣

0

−∞

+

[
u = x du = dx

dv = e−(1+2πiξ)x dx v = −1
1+2πiξ e

−(1+2πiξ)x

]∣∣∣∣∣

∞

0

=
−x

1− 2πiξ
e(1−2πiξ)x

∣∣∣∣
0

−∞
+

1

1− 2πiξ

0∫

−∞

e(1−2πiξ)x dx

+
−x

1 + 2πiξ
e−(1+2πiξ)x

∣∣∣∣
∞

0

+
1

1 + 2πiξ

∞∫

0

e−(1+2πiξ)x dx

=
1

(1− 2πiξ)2
e(1−2πiξ)x

∣∣∣∣−∞0 − 1

(1 + 2πiξ)2
e−(1+2πiξ)x

∣∣∣∣
∞

0

=
1

(1− 2πiξ)2
+

1

(1 + 2πiξ)2
= 2 · 1− 4π2ξ2

(1 + 4π2ξ2)
2 .

2.4.e. f(x) =

{
ex, x < 0,

−e−x, x ≥ 0.

Розв’язок.

f̂(ξ) =

0∫

−∞

exe−2πiξx dx−
∞∫

0

e−xe−2πiξx dx
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=

0∫

−∞

e(1−2πiξ)x dx−
∞∫

0

e−(1+2πiξ)x dx

=
1

1− 2πiξ
e(1−2πiξ)x

∣∣∣∣
0

−∞
+

1

1 + 2πiξ
e−(1+2πiξ)x

∣∣∣∣
∞

0

=
1

1− 2πiξ
− 1

1 + 2πiξ
=

4πiξ

1 + 4π2ξ2
.

2.5. Обчислити перетворення Фур’є наступних функцiй.

2.5.a. f(x) = Π

(
x− 1

2

)
.

Розв’язок. Застосовуючи теорему 2.10 (ii) i приклад 2.2 до функцiї

ϕ1(x) = Π
(
x− 1

2

)
, отримуємо

ϕ̂1(ξ) = e−πiξ sinπξ

πξ
=

sinπξ

πξ
(cosπξ − i sinπξ)

=
1

2πξ
(sin 2πξ + i cos 2πξ − i) =

1

2πiξ

(
1− e−2πiξ

)
(ξ 6= 0), ϕ̂1(0) = 1.

2.5.b. f(x) = Π

(
x− 1

2a

a

)
(a > 0).

Розв’язок. Покладемо ϕ2(x) = Π
(

x− 1
2a

a

)
= Π

(
x
a − 1

2

)
= ϕ1

(
x
a

)
. За-

стосовуючи теорему 2.10 (iii) i вправу 2.5.a, отримуємо

ϕ̂2(ξ) = aϕ̂1(aξ) =
1

2πiξ

(
1− e−2πiaξ

)
(ξ 6= 0), ϕ̂2(0) = a.

2.5.c. f(x) = Π(x) signx.

Розв’язок. Функцiя ϕ3(x) = Π(x) signx непарна i тому ϕ̂3(0) = 0,

ϕ̂3(ξ) = −2i

1/2∫

0

sin 2πξx dx = 2i
1

2πξ
cos 2πξx

∣∣∣∣
1/2

0

=
i

πξ
(cosπξ − 1) (ξ 6= 0).
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2.5.d. f(x) = e−c|x−b| (c > 0, b ∈ R).

Розв’язок. Покладемо ψ1(x) = e−|x|, ψ2(x) = e−|cx| = ψ1(cx), ψ3(x) =

e−c|x−b| = ψ2(x − b). Застосовуючи вправу 2.1.c i теорему 2.10 (ii), (iii),

отримуємо

ψ1(x) = e−|x| ⊃ ψ̂1(ξ) =
2

1 + 4π2ξ2
;

ψ2(x) = e−|cx| = ψ1(cx) ⊃ ψ̂2 =
1

c
ψ̂1

(
ξ

c

)
=

2

c

1

1 + 4π2 ξ2

c2

=
2c

c2 + 4π2ξ2
;

ψ3(x) = e−c|x−b| = ψ2(x− b) ⊃ ψ̂3(ξ) = e−2πibξψ̂2(ξ) =
2ce−2πibξ

c2 + 4π2ξ2
.

2.5.e. f(x) = e−(x−b)2/c (c > 0, b ∈ R).

Розв’язок. Позначимо гауссiан через G(x) = e−πx2

. Тодi

f(x) = exp

(
−π
(
x− b√
πc

)2
)

= G

(
x− b√
πc

)
=
(
τb
(
δ1/(√πc)G

))
(x),

де операцiї τh i δλ означенi перед формулюванням теореми 2.10. Оскiльки

Ĝ(ξ) = G(ξ) (див. теорему 2.9), то, застосовуючи теорему 2.10 (ii), (iii),

отримуємо

f̂(ξ) =
(
τb
(
δ1/(√πc)G

))
(̂ξ) =

√
πce−2πibξĜ

(√
πcξ
)

=
√
πce−2πibξe−π(

√
πcξ)2 =

√
πce−π(πc2ξ2+2ibξ).

2.5.f . f(x) = e−c|x| sin bx (c > 0, b ∈ R).

Розв’язок. Оскiльки функцiя непарна, то

f̂(ξ) = −2i

∞∫

0

f(x) sin 2πξx dx = −2i

∞∫

0

e−cx sin bx sin 2πξx dx

= −i
∞∫

0

e−cx cos(2πξ − b)x dx+ i

∞∫

0

e−cx cos(2πξ + b)x dx.
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Обчислимо

∞∫

0

e−cx cos γx dx =

[
u = e−cx du = −ce−cx dx

dv = cos γx dx v = 1
γ sin γx

]∣∣∣∣∣

∞

0

=
1

γ
e−cx sin γx

∣∣∣∣
∞

0

+
c

γ

∞∫

0

e−cx sin γx dx

=
c

γ

[
u = e−cx du = −ce−cx dx

dv = sin γx dx v = − 1
γ cos γx

]∣∣∣∣∣

∞

0

=
c

γ


− 1

γ
e−cx cos γx

∣∣∣∣
∞

0

− c

γ

∞∫

0

e−cx cos γx dx


 =

c

γ2
− c2

γ2

∞∫

0

e−cx cos γx dx,

звiдки випливає, що

∞∫

0

e−cx cos γx dx =
c

c2 + γ2
.

Легко бачити, що ця рiвнiсть залишається справедливою i при γ = 0.

Застосовуючи отриману рiвнiсть, знаходимо

f̂(ξ) = i

[
c

c2 + (2πξ + b)2
− c

c2 + (2πξ − b)2

]

= − 8πbciξ

(c2 + (2πξ + b)2) (c2 + (2πξ − b)2)
.

2.6. Довести, що
∞∫
0

e−ax sin cx dx = c
a2+c2 i

∞∫
0

e−ax cos cx dx = a
a2+c2 , де

a > 0, c ∈ R.

Розв’язок. Обчислимо

∞∫

0

e−ax sin cx dx =

[
u = e−ax du = −ae−ax dx

dv = sin cx dx v = − 1
c cos cx

]∣∣∣∣∣

∞

0

= −1

c
e−ax cos cx

∣∣∣∣
∞

0

− a

c

∞∫

0

e−ax cos cx dx
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=
1

c
− a

c

[
u = e−ax du = −ae−ax dx

dv = cos cx dx v = 1
c sin cx

]∣∣∣∣∣

∞

0

=
1

c
− a

c


 1

c
e−ax sin cx

∣∣∣∣
∞

0

+
a

c

∞∫

0

e−ax sin cx dx




=
1

c
− a2

c2

∞∫

0

e−cx cos γx dx,

звiдки випливає, що

∞∫

0

e−ax sin cx dx =
c

a2 + c2
.

Легко бачити, що ця рiвнiсть залишається справедливою i при c = 0.

Iнша рiвнiсть цiєї вправи доведена при розв’язаннi попередньої впра-

ви 2.5.f.

2.7. Використовуючи властивостi перетворення Фур’є, обчислити пе-

ретворення Фур’є наступних функцiй.

2.7.a. f(x) =

{
1, |x| < 1

2c,

0, |x| > 1
2c.

Розв’язок. Оскiльки f(x) = Π
(
x
c

)
i Π̂(ξ) = sinπξ

πξ (ξ 6= 0), Π̂(0) = 1

(див. (2.4)), то, згiдно з теоремою 2.10 (iii),

f̂(ξ) = cΠ̂(cξ) =
sinπcξ

πξ
(ξ 6= 0), f̂(0) = c.

2.7.b. f(x) =

{
cos πx

c , |x| < 1
2c,

0, |x| > 1
2c.

Розв’язок. Будемо застосовувати теорему 2.10 (iv). Для цього позна-

чимо через f1 функцiю iз попередньої вправи 2.7.a. Тодi потрiбно обчисли-

ти перетворення Фур’є функцiї f(x) = f1(x) cos 2πηx при η = 1
2c . Згiдно
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з теоремою 2.10 (iv), використовуючи результат вправи 2.7.a, при |ξ| 6= c
2

маємо

f̂(ξ) =
1

2

[
f̂1(ξ − η) + f̂1(ξ + η)

]
=

1

2

[
sinπc

(
ξ − 1

2c

)

π
(
ξ − 1

2c

) +
sin πc

(
ξ + 1

2c

)

π
(
ξ + 1

2c

)
]

=
1

2

2c

π

[
sin
(
πcξ − π

2

)

2cξ − 1
+

sin
(
πcξ + π

2

)

2cξ + 1

]

=
c

π

1

4c2ξ2 − 1
[(2cξ + 1)(− cosπcξ) + (2cξ − 1) cosπcξ] =

2c

π

cosπcξ

1− 4c2ξ2
.

Значення f̂
(
± c

2

)
обчислимо, користуючись неперервнiстю перетворення

Фур’є:

f̂
(
± c
2

)
= lim

ξ→± c
2

f̂(ξ) =
2c

π
lim

ξ→± c
2

cosπcξ

1− 4c2ξ2
=
c

2
.

Безпосереднє обчислення. Окiльки функцiя f парна, то

f̂(ξ) = 2

∞∫

0

f(x) cos 2πξx dx = 2

c/2∫

0

cos
πx

c
cos 2πξx dx

=

c/2∫

0

cos

(
2ξ +

1

c

)
πx dx+

c/2∫

0

cos

(
2ξ − 1

c

)
πx dx

=
1

π
(
2ξ + 1

c

) sin
(
2ξ +

1

c

)
πx

∣∣∣∣∣

c/2

0

+
1

π
(
2ξ − 1

c

) sin
(
2ξ − 1

c

)
πx

∣∣∣∣∣

c/2

0

=
1

π
(
2ξ + 1

c

) sin
(
πcξ +

π

2

)
+

1

π
(
2ξ − 1

c

) sin
(
πcξ − π

2

)

= cosπcξ

(
1

π
(
2ξ + 1

c

) − 1

π
(
2ξ − 1

c

)
)

= cosπcξ · 1
π

−2
c

4ξ2 − 1
c2

=
2c

π

cosπcξ

1− 4c2ξ2
,

f̂

(
±1

2
c

)
=
c

2
.
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2.7.c. f(x) =

{
cos2 πx

c , |x| < 1
2c,

0, |x| > 1
2c.

Розв’язок. Як i при розв’язаннi попередньої вправи 2.7.b, якщо через

f2 позначимо функцiю з 2.7.b, то потрiбно обчислити перетворення Фур’є

функцiї f(x) = f2(x) cos 2πηx при η = 1
2c . Згiдно з теоремою 2.10, маємо

f̂(ξ) =
1

2

[
f̂2(ξ − η) + f̂2(ξ + η)

]

=
1

2

2c

π

[
cosπc

(
ξ − 1

2c

)

1− 4c2
(
ξ − 1

2c

)2 +
cosπc

(
ξ + 1

2c

)

1− 4c2
(
ξ + 1

2c

)2

]

=
c

π


 cos

(
πcξ − π

2

)

1− 4c2
(
ξ2 − ξ

c + 1
4c2

) +
cos
(
πcξ + π

2

)

1− 4c2
(
ξ2 + ξ

c + 1
4c2

)




=
c

π

[
sinπcξ

1− 4c2ξ2 + 4cξ − 1
− sinπcξ

1− 4c2ξ2 − 4cξ − 1

]

=
c

π

1

4cξ
sinπcξ

[
1

1− cξ
+

1

1 + cξ

]
=

1

2π

sinπcξ

ξ (1− c2ξ2)

(
ξ 6= 0,±1

c

)
.

Значення f̂ (0) i f̂
(
±1

c

)
обчислимо, користуючись неперервнiстю перетво-

рення Фур’є:

f̂(0) = lim
ξ→0

f̂(ξ) = lim
ξ→0

1

2π

sinπcξ

ξ (1− c2ξ2)
=
c

2
,

f̂

(
±1

c

)
= lim

ξ→± 1
c

f̂(ξ) = lim
ξ→± 1

c

1

2π

sin πcξ

ξ (1− c2ξ2)
=
c

4
.

Безпосереднє обчислення. Оскiльки функцiя f парна, то

f̂(ξ) = 2

∞∫

0

f(x) cos 2πξx dx = 2

c/2∫

0

cos2
πx

c
cos 2πξx dx

=

c/2∫

0

cos 2πξx dx+

c/2∫

0

cos
2πx

c
cos 2πξx dx

=
1

2πξ
sin 2πξx

∣∣∣∣
c/2

0

+
1

2

c/2∫

0

cos 2π

(
ξ +

1

c

)
x dx+

1

2

c/2∫

0

cos 2π

(
ξ − 1

2

)
x dx
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=
sinπcξ

2πξ
+

1

4π
(
ξ + 1

c

) sin 2π
(
ξ +

1

c

)
x

∣∣∣∣∣

c/2

0

+
1

4π
(
ξ − 1

c

) sin 2π
(
ξ − 1

c

)
x

∣∣∣∣∣

c/2

0

=
sin πcξ

2πξ
+

c

4π

[
1

cξ + 1
sin (πcξ + π) +

1

cξ − 1
sin (πcξ − π)

]

=
sin πcξ

2π

[
1

ξ
− c

2

(
1

cξ + 1
+

1

cξ − 1

)]
=

sin πcξ

2π

[
1

ξ
− c

2

2cξ

c2ξ2 − 1

]

=
sinπcξ

2π

(
1

ξ
− c2ξ

c2ξ2 − 1

)
=

sinπcξ

2πξ (1− c2ξ2)
,

f̂(0) = 2

c/2∫

0

cos2
πx

c
dx =

c/2∫

0

(
1 + cos

2πx

c

)
dx =

c

2
,

f̂

(
1

c

)
=

c/2∫

0

cos2
2πx

c
dx =

1

2

c/2∫

0

(
1 + cos

4πx

c

)
dx =

c

4
.

2.7.d. f(x) =
1

c
Λ
(x
c

)
(c > 0).

Розв’язок. Оскiльки f(x) = Λ
(
x
c

)
i Λ̂(ξ) = sin2 πξ

π2ξ2 (ξ 6= 0), Λ̂(0) = 1

(див. (2.5)), то, згiдно з теоремою 2.10 (iii),

f̂(ξ) = cΛ(cξ) =
sin2 πcξ

π2cξ2
(ξ 6= 0), f̂(0) = c.

2.7.e. f(x) = x2e−πx2

.

Розв’язок. Представимо f(x) = x2G(x), де G – гауссiан. Тодi, засто-

совуючи рiвнiсть (2.16) iз наслiдку 2.12, отримуємо

f̂(ξ) =
1

(−2πi)2

(
Ĝ
)′′

(ξ).

Оскiльки Ĝ = G, то маємо

f̂(ξ) = − 1

4π2

(
e−πξ2

)′′
= − 1

4π2

[
(−2πξ)

(
e−πξ2

)]′

=
1

2π

[
e−πξ2 + ξ(−2πξ)e−πξ2

]
=

1

2π

(
1− 2πξ2

)
e−πξ2 .
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Безпосереднє обчислення.

f̂(ξ) =

∞∫

−∞

f(x)e−2πiξx dx =

∞∫

−∞

x2e−πx2

e−2πiξx dx

=

[
u = xe−2πiξx du =

(
e−2πiξx − 2πiξxe−2πiξx

)
dx

dv = xe−πx2

dx v = − 1
2π e

−πx2

]∣∣∣∣∣

∞

−∞

=
1

2π

∞∫

−∞

e−πx2

e−2πiξx dx− iξ

∞∫

−∞

xe−πx2

e−2πiξx dx

=
1

2π

∞∫

−∞

e−πx2

e−2πiξx dx− iξ

[
u = e−2πiξx du = −2πiξe−2πiξx dx

dv = xe−πx2

dx v = − 1
2π e

−πx2

]∣∣∣∣∣

∞

−∞

=
1

2π

∞∫

−∞

e−πx2

e−2πiξx dx− ξ2
∞∫

−∞

e−πx2

e−2πiξx dx

=

(
1

2π
− ξ2

) ∞∫

−∞

e−π(x2+2iξx) dx =

(
1

2π
− ξ2

) ∞∫

−∞

e−π[(x+iξ)2+ξ2] dx

=

(
1

2π
− ξ2

)
e−πξ2

∞∫

−∞

e−πt2 dt =

(
1

2π
− ξ2

)
e−πξ2

(остання рiвнiсть випливає з (2.13)).

2.7.f . f(x) =
(
4πx2 − 1

)
e−πx2

.

Розв’язок. Враховуючи результат вправи 2.7.e i теорему 2.9 про пе-

ретворення Фур’є гауссiану, маємо

f̂(ξ) = 4π

(
1

2π
− ξ2

)
e−πξ2 − e−πξ2

= e−πξ2 − 4πξ2e−πξ2 =
(
1− 4πξ2

)
e−πξ2 = −f(ξ).
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2.8. Використовуючи рiвнiсть
∞∫
0

sin t
t dt = π

2 , обчислити перетворення

Фур’є функцiї f(x) = sin ax
x (a > 0).

Розв’язок. Iз рiвностi
∞∫
0

sinx
x dx = π

2 випливає, що

∞∫

0

sin bx

x
dx =





0, b = 0,
π
2 , b > 0,

−π
2 , b < 0.

Далi, застосовуючи рiвнiсть 2 sinα cos β = sin(α+ β) + sin(α− β), i врахо-

вуючи, що функцiя f парна, маємо

f̂(ξ) = 2

∞∫

0

f(x) cos 2πξx dx = 2

∞∫

0

sin ax

x
cos 2πξx dx

=

∞∫

0

sin(a+ 2πξ)x

x
dx+

∞∫

0

sin(a− 2πξ)x

x
dx

=





0, a+ 2πξ = 0,
π
2 , a+ 2πξ > 0,

−π
2 , a+ 2πξ < 0

+





0, a− 2πξ = 0,
π
2 , a− 2πξ > 0,

−π
2 , a− 2πξ < 0

=





π
2 , |ξ| = a

2π ,

π, |ξ| < a
2π ,

0, |ξ| > a
2π .

Вiдзначимо, що отримане перетворення Фур’є f̂(ξ) є розривним. Це ви-

явилось можливим, оскiльки функцiя f не є абсолютно iнтегровною на R.

2.9. Обчислити перетворення Фур’є наступних функцiй.

2.9.a. f(x) = e−a|x| (a > 0).

Розв’язок. При розв’язаннi вправи 2.5.f була отримана рiвнiсть

∞∫

0

e−cx cos γx dx =
c

c2 + γ2
(c > 0).

Iз неї, користуючись парнiстю функцiї f , отримуємо

f̂(ξ) = 2

∞∫

0

e−ax cos 2πξx dx =
2a

a2 + 4π2ξ2
.
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2.9.b. f(x) = e−4x2−4x−1.

Розв’язок. Як i при розв’язаннi вправи 2.5.e, маємо

f(x) = e−4x2−4x−1 = e−(2x+1)2 = e
−π

(

x+1/2
√

π/2

)2

= G

(
x+ 1/2√
π/2

)

=
(
τ−1/2

(
δ2/

√
πG
))

(x),

де G – гауссiан. Оскiльки Ĝ(ξ) = G(ξ) (див. теорему 2.9), то, застосовуючи

теорему 2.10 (ii), (iii), отримуємо

f̂(ξ) =
(
τ−1/2

(
δ2/

√
πG
))

(̂ξ) =

√
π

2
e−2πi(− 1

2 )ξĜ

(√
π

2
ξ

)

=

√
π

2
eπiξe

−π
(√

π
2 ξ

)2

=

√
π

2
eπiξ−

π2

4 ξ2 .

2.9.c. f(x) = xe−x2

.

Розв’язок. Позначимо

g(x) = e−x2

= e
−π

(

x
√

π

)2

= G

(
x√
π

)
,

де G – гауссiан. Оскiльки Ĝ(ξ) = G(ξ) (див. теорему 2.9), то, застосовуючи

теорему 2.10 (iii), отримуємо

ĝ(ξ) =
√
πĜ
(√
πξ
)
=

√
πe−π(

√
πξ)2 =

√
πe−π2ξ2 .

Далi, оскiльки

f(x) = xe−x2

= −1

2
g′(x),

то, застосовуючи теорему 2.13, знаходимо

f̂(ξ) =

(
−1

2
g′
)
̂(ξ) = −1

2
· 2πiξ · ĝ(ξ) = −πiξ ·

√
πe−π2ξ2 = −π3/2iξe−π2ξ2 .
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2.10. Нехай H(x) =

{
0, x < 0,

1, x ≥ 0.
Обчислити перетворення Фур’є

наступних функцiй.

2.10.a. f(x) = H(x)e−ax (a > 0).

Розв’язок.

f̂(ξ) =

∞∫

0

e−axe−2πiξx dx =

∞∫

0

e−(a+2πiξ)x dx

= − 1

a+ 2πiξ
e−(a+2πiξ)x

∣∣∣∣
∞

0

=
1

a+ 2πiξ
.

2.10.b. f(x) = H(x)e−ax cos bx (a > 0, b 6= 0).

Розв’язок. Застосовуючи отриману при розв’язаннi вправи 2.5.f рiв-

нiсть, знаходимо

f̂(ξ) =

∞∫

0

e−ax cos bxe−2πiξx dx =

∞∫

0

e−(a+2πiξ)x cos bx dx =
a+ 2πiξ

(a+ 2πiξ)2 + b2
.

2.10.c. f(x) = H(x)e−ax sin bx (a > 0, b 6= 0).

Розв’язок. Застосовуючи отриману при розв’язаннi вправи 2.6 рiв-

нiсть, знаходимо

f̂(ξ) =

∞∫

0

e−ax sin bxe−2πiξx dx =

∞∫

0

e−(a+2πiξ)x sin bx dx =
b

(a+ 2πiξ)2 + b2
.

2.11. Нехай функцiя f ∈ A(R). Обчислити перетворення Фур’є на-

ступних функцiй.

2.11.a. f(−x).

Розв’язок. Покладемо ϕ(x) = f(−x). Тодi

ϕ̂(ξ) =

∞∫

−∞

ϕ(x)e−2πiξx dx =

∞∫

−∞

f(−x)e−2πiξx dx
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=

∞∫

−∞

f(t)e−2πi(−ξ)t dt = f̂(−ξ).

2.11.b. f (x− x0) (x0 ∈ R).

Розв’язок. Покладемо ϕ(x) = f (x− x0). Тодi

ϕ̂(ξ) =

∞∫

−∞

f (x− x0) e
−2πiξx dx =

∞∫

−∞

f(t)e−2πiξ(t+x0) dt

= e−2πiξx0

∞∫

−∞

f(t)e−2πiξt dt = e−2πiξx0 f̂(ξ).

2.11.c. f(x)eiξ0x (ξ0 ∈ R).

Розв’язок. Покладемо ϕ(x) = f (x) eiξ0x. Тодi

ϕ̂(ξ) =

∞∫

−∞

f(x)eiξ0xe−2πiξx dx =

∞∫

−∞

f(x)e−2πi(ξ− ξ0
2π )x dx = f̂

(
ξ − ξ0

2π

)
.

2.11.d. f(x) sin ξ0x.

Розв’язок. Покладемо

ϕ(x) = f (x) sin ξ0x = f(x)
eiξ0x − e−iξ0x

2i
=

1

2i

[
f(x)eiξ0x − f(x)e−iξ0x

]
.

Тодi, використовуючи результат попередньої вправи 2.11.c, отримаємо

ϕ̂(ξ) =
1

2i

[
f̂

(
ξ − ξ0

2π

)
− f̂

(
ξ +

ξ0
2π

)]
.

2.11.e. f(3x)eix.

Розв’язок. Покладемо ϕ(x) = f (3x) eix. Тодi

ϕ̂(ξ) =

∞∫

−∞

f(3x)eixe−2πiξx dx =

∞∫

−∞

f(3x)e−2πi(ξ− 1
2π )x dx
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=
1

3

∞∫

−∞

f(t)e−2πi
ξ− 1

2π
3 t dt =

1

3
f̂

(
2πξ − 1

6π

)
.

2.11.f . f(2x).

Розв’язок. Покладемо ϕ(x) = f (2x). Тодi

ϕ̂(ξ) =

∞∫

−∞

f(2x)e−2πiξx dx =
1

2

∞∫

−∞

f(t)e−2πi ξ2 t dt =
1

2
f̂

(
ξ

2

)
.

2.12. Припускаючи, що функцiя f неперервно диференцiйовна, f ′

кусково гладка, f, f ′, f ′′ i xf ′(x) абсолютно iнтегровнi на R, застосувати

перетворення Фур’є для розв’язання рiвняння

f ′′(x) + xf ′(x) + f(x) = 0, f(0) = 1, f ′(0) = 0.

Розв’язок. Перепишемо дане рiвняння у наступному виглядi

f ′′(x) + (x f(x))′ = 0.

До обох частин цього рiвняння будемо застосовувати перетворення Фур’є.

Для цього, користуючись наслiдком 2.14, вiдзначимо, що

f ′′(x) ⊃ (2πi)2ξ2f̂(ξ) = −4π2ξ2f̂(ξ).

Далi, застосовуючи послiдовно теореми 2.13 i 2.11, маємо

(x f(x))′ = 2πiξ(x f(x))̂ (ξ) = 2πiξ

(
− 1

2πi

)(
f̂
)′

(ξ) = −ξ
(
f̂
)′

(ξ).

Позначимо ϕ(ξ) = f̂(ξ). Тодi початкове рiвняння набуває такого вигляду

−4π2ξ2ϕ(ξ)− ξϕ′(ξ) = 0,

або, що те ж саме,

ϕ′(ξ) = −4π2ξϕ(ξ).

Загальний розв’язок цього рiвняння має вигляд

ϕ(ξ) = C e−2π2ξ2 ,
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де C – стала. Таким чином,

f̂(ξ) = C e−2π2ξ2 = C e−π(
√
2πξ)2 = C G

(√
2πξ

)
,

де G – гауссiан. Оскiльки перетворення Фур’є гауссiану дорiвнює само-

му гауссiану (див. теорему 2.9), то, застосовуючи обернене перетворен-

ня Фур’є (див. теорему 2.19) i використовуючи властивостi перетворення

Фур’є (див. теорему 2.10 (iii)), маємо

f(x) =
C√
2π

G

(
x√
2π

)
= C1 e

−π
(

x
√

2π

)2

= C1 e
−x2

2 .

На завершення вiдзначимо, що з умови f(0) = 1 випливає, що C1 = 1, i

при цьому умова f ′(0) = 0 також виконується. Таким чином, отримали

розв’язок початкового рiвняння

f(x) = e−
x2

2 .

2.13. Якщо f̂(u) – перетворення Фур’є функцiї f(x), то будемо позна-

чати це наступним чином f(x) ⊃ f̂(u). Довести, що якщо f i f̂ неперервнi

i абсолютно iнтегровнi, то f̂(x) ⊃ f(−u).
Розв’язок. Покладемо ϕ(x) = f̂(x). Оскiльки функцiї f i ϕ задоволь-

няють умови теореми 2.19 про обернення перетворення Фур’є, то, згiдно

з цiєю теоремою,

f(x) =

∞∫

−∞

f̂(t)e2πixt dt =

∞∫

−∞

ϕ(t)e−2πi(−x)t dt = ϕ̂(−x).

Поклавши в цiй рiвностi u = −x, отримуємо потрiбне твердження.

Використовуючи цей результат, перевiрити, що

2.13.a.
1

1 + x2
⊃ πe−2π|u|.

Розв’язок. У прикладi 2.4 було показано, що e−2π|x| ⊃ 1
π(1+ξ2) . Оскiль-

ки функцiя 1
1+x2 абсолютно iнтегровна, то, як показано у вправi 2.13,

1

π (1 + x2)
⊃ e−2π|ξ|.

Помноживши на π, отримуємо потрiбне.
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2.13.b.
sin2 πx

π2x2
⊃ Λ(u).

Розв’язок. У прикладi 2.3 було показано, що Λ(x) ⊃ sin2 πξ
π2ξ2 (див.

(2.5)). Оскiльки функцiя sin2 πx
π2x2 абсолютно iнтегровна, то, як показано

у вправi 2.13,
sin2 πx

π2x2
⊃ Λ(ξ).

2.14. Довести рiвнiсть
∞∫

−∞
sin2 x
x2 dx = π.

Розв’язок. У прикладi 2.23 було показано, що
∞∫
0

sin2 x
x2 dx = π

2 . Оскiль-

ки функцiя пiд знаком iнтегралу парна, то

∞∫

−∞

sin2 x

x2
dx = 2

∞∫

0

sin2 x

x2
dx = 2

π

2
= π.

2.15. Довести, що якщо друга похiдна f ′′ ∈ A(R) i кусково неперерв-

на, то f̂ ∈ A(R).

Розв’язок. Оскiльки f ′′ кусково неперервна, то f ′ кусково гладка i

тому функцiя f задовольняє умову наслiдку 2.14 при n = 2. Згiдно з

цим наслiдком, (̂f ′′)(ξ) = −4π2ξ2f̂(ξ). Далi, оскiльки f ′′ ∈ A(R), то, за

теоремою 2.5,
∣∣∣(̂f ′′)(ξ)

∣∣∣ ≤
∞∫

−∞
|f ′′(x)| dx (ξ ∈ R). Тому

∣∣∣f̂(ξ)
∣∣∣ ≤ 1

4π2ξ2

∞∫

−∞

|f ′′(x)| dx (|ξ| ≥ 1).

Звiдси випливає, що f̂ ∈ A(R).

2.16. Припустимо, що функцiї f, g ∈ A(R) i кусково неперервнi.

Довести, що якщо f̂ = ĝ, то f = g, за виключенням, хiба що, скiнченної

кiлькостi точок на будь-якому обмеженому iнтервалi.

Розв’язок. Позначимо ϕ = f−g. Тодi ϕ ∈ A(R), кусково неперервна i,

згiдно з умовою, ϕ̂ = f̂− ĝ = 0. Тодi, за теоремою 2.17 i зауваженням 2.18,

з рiвностi (2.20) випливає, що ϕ(x) = 0 в кожнiй точцi неперервностi

функцiї ϕ. Але кусково неперервна функцi ϕ на будь-якому обмежено-

му iнтервалi має не бiльше, нiж скiнченну кiлькiсть точок розриву. Це i
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означає, що f(x) = g(x), за виключенням, хiба що, скiнченної кiлькостi

точок на будь-якому обмеженому iнтервалi.

2.17. Навести приклад неперервної, обмеженої функцiї, яка не є аб-

солютно iнтегровною. Навпаки, навести приклад неперервної, абсолютно

iнтегровної функцiї, яка не є обмеженою.

Розв’язок. Першим прикладом може бути будь-яка функцiя, що то-

тожно дорiвнює вiдмiннiй вiд нуля сталiй. Другим, бiльш цiкавим прикла-

дом може бути функцiя f(x) = sinx
x (x 6= 0), f(0) = 1, яка є неперервною,

обмеженою i iнтегровною на R, але не є абсолютно iнтегровною. З iн-

шого боку, покладемо f(x) = 0 при x ≤ 15
8 , для k = 2, 3, . . . покладемо

f(k) = k, f
(
k ± 1

k3

)
= 0, а мiж будь-якими двома сусiднiми точками,

в яких функцiя f вже означена, будемо вважати функцiю f лiнiйною.

Отримана функцiя f , очевидно, невiд’ємна, неперервна, необмежена на R

i при цьому
∞∫

−∞

f(x) dx =
∞∑

k=2

1

k2
<∞.

2.18. Нехай кусково неперервна функцiя f ∈ A(R) має точки неу-

сувного розриву i така, що 0 <
∞∫

−∞
|f(x)| dx < ∞. Довести, що f̂ не може

бути абсолютно iнтегровною.

Розв’язок. Вiдзначимо, що рiвнiсть (2.20) з теореми 2.17 залишає-

ться справедливою, якщо замiсть неперервностi функцiї f на R припу-

скати неперервнiсть f лише в деякому околi точки x (див. доведення

теореми 2.17). Тому i рiвнiсть (2.23) з теореми 2.19 також справедлива за

припущенням неперервностi f лише в деякому околi точки x.

Таким чином, якщо функцiя f кусково неперервна на R i f̂ абсолютно

iнтегровна на R, то рiвнiсть

∞∫

−∞

f̂(ξ)ei2πxξ dξ = f(x) (A.7)

справедлива у всiх точках неперервностi функцiї f . Позначимо ϕ(ξ) =

f̂(−ξ). Тодi лiва частина рiвностi (A.7) дорiвнює ϕ̂(x) (див. зауважен-
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ня 2.20) i тому

ϕ̂(x) = f(x) (A.8)

у всiх точках неперервностi функцiї f . Оскiльки перетворення Фур’є ϕ̂

неперервне в кожнiй точцi (теорема 2.5), то рiвнiсть (A.8) неможлива,

якщо кусково неперервна функцiя f має принаймнi одну точку неусувного

розриву. Це означає, що перетворення Фур’є не може бути абсолютно

iнтегровним на R.

2.19.a. Довести, що iπe−2π|x| signx ⊃ u
1+u2 .

Розв’язок. У вправi 2.4.e було показано, що

g(x) = −e−|x| signx ⊃ 4πiξ

1 + 4π2ξ2
.

Звiдси, застосовуючи властивостi перетворення Фур’є (див. теорему 2.10),

отримуємо

f(x) = iπe−2π|x| signx = −iπ
(
−e−|2πx| sign 2πx

)
= −iπg(2πx)

⊃ −iπ 1

2π
ĝ

(
ξ

2π

)
= − i

2

4πi ξ
2π

1 + 4π2 ξ2

4π2

=
ξ

1 + ξ2
.

2.19.b. Показати, що f̂(u) = u
1+u2 не є абсолютно iнтегровною.

Розв’язок. Функцiя f̂(ξ) = ξ
1+ξ2 не є абсолютно iнтегровною на R

оскiльки вона є перетворенням Фур’є функцiї f iз попередньої впра-

ви 2.19.a, яка має стрибок у точцi 0, а така функцiя не може бути аб-

солютно iнтегровною (див. вправу 2.18). Це також легко бачити i без-

посередньо, оскiльки функцiя f̂(ξ) = ξ
1+ξ2 еквiвалентна функцiї 1

|ξ| при

|ξ| → ∞.

2.20.a. Використовуючи приклад 2.2 i основнi властивостi перетво-

рення Фур’є, довести, що i
2Π
(
x− 1

2

)
− i

2Π
(
x+ 1

2

)
⊃ sin2 πu

πu .

Розв’язок. У пркладi 2.2 було показано, що Π̂(ξ) = sinπξ
πξ . Звiдси,

застосовуючи властивостi перетворення Фур’є (див. теорему 2.10), отри-

муємо

i

2
Π

(
x− 1

2

)
− i

2
Π

(
x+

1

2

)
⊃ i

2
e−2πi 1

2 ξΠ̂(ξ)− i

2
e−2πi(− 1

2 )ξΠ̂(ξ)



84 ВПРАВИ ДО РОЗДIЛУ

=
i

2

(
e−πiξ − eπiξ

)
Π̂(ξ) = sinπξΠ̂(ξ) =

sin2 πξ

πξ
.

2.20.b. Показати, що f̂(u) = sin2 πu
πu не є абсолютно iнтегровною.

Розв’язок. Оскiльки функцiя Π
(
x− 1

2

)
− Π

(
x+ 1

2

)
має стрибки в

точках −1, 0 i 1, то її перетворення Фур’є не може бути абсолютно iнте-

гровним (див. вправу 2.18).

2.21. Довести наступну теорему.

Теорема. Нехай функцiя f ∈ A(R) i кусково неперервна. Якщо f дво-

стороннє лiпшицьова в точцi x, то

p.v.

∞∫

−∞

f̂(u)e2πiux du =
1

2
[f(x+) + f(x−)].

Доведення. Будемо використовувати позначення iз доведення теоре-

ми Дiрiхле 2.25. Рiвнiсть (2.26) перепишемо у наступному виглядi

IA(x)−
f(x+) + f(x−)

2
=

1

π

∞∫

0

ϕx(t)
sin 2πAt

t
dt,

де

IA(x) =

A∫

−A

f̂(u)e2πiux du,

ϕx(t) = [f(x+ t)− f(x+)] + [f(x− t)− f(x−)].

Тодi

IA(x)−
f(x+) + f(x−)

2

=
1

π




∞∫

0

[f(x+ t)− f(x+)]
sin 2πAt

t
dt+

∞∫

0

[f(x− t)− f(x−)]
sin 2πAt

t
dt




=
1

π

[
I
(1)
A (x) + I

(2)
A (x)

]
.

Покажемо, що права частина цiєї рiвностi прямує до 0 при A→ ∞. Оцiни-

мо I(1)A (x). Зафiксуємо ε > 0 i, користуючись умовою теореми, знайдемо

таке δ1 <
(
αε
4B

)1/α
(δ1 < 1), що

|f(x+ t)− f(x+)| ≤ Btα (0 < t < δ1) .



”ПЕРЕТВОРЕННЯ ФУР’Є” 85

Нехай K > 1. Представимо

I
(1)
A (x) =

δ1∫

0

+

K∫

δ1

+

∞∫

K

= I
(1,1)
A,K (x) + I

(1,2)
A,K (x) + I

(1,3)
A,K (x)

i оцiнимо кожний iз iнтегралiв окремо. Маємо

∣∣∣I(1,1)A,K (x)
∣∣∣ ≤ B

δ1∫

0

tα−1 dt = B
δα1
α
<
ε

4
.

Далi,
∣∣∣I(1,3)A,K (x)

∣∣∣ ≤ 1

K

∞∫

K

|f(x+ t)| dt+ |f(x+)|

∣∣∣∣∣∣

∞∫

K

sin 2πAt

t
dt

∣∣∣∣∣∣

≤ 1

K

∞∫

−∞

|f(u)| du+ |f(x+)|

∣∣∣∣∣∣

∞∫

2πAK

sin u

u
du

∣∣∣∣∣∣
.

Оскiльки кожний iз двох доданкiв в правiй частинi прямує до нуля при

K → ∞, то можемо обрати K настiльки великим, що кожний iз доданкiв

буде меншим нiж ε
4 . Залишається оцiнити I(1,2)A,K (x). Для цього вiдзначимо,

що функцiя f(x+t)−f(x+)
t iнтегровна на [δ1, K]. Тому, за лемою Рiмана –

Лебега 2.6,

I
(1,2)
A,K (x) =

K∫

δ1

f(x+ t)− f(x+)

t
sin 2πAt dt→ 0 (A→ ∞).

Тому знайдеться таке A0, що при будь-якому A > A0 виконується нерiв-

нiсть
∣∣∣I(1,2)A,K (x)

∣∣∣ < ε
4 . Iз отриманих оцiнок I

(1,k)
A,K (x) (k = 1, 2, 3) випливає,

що
∣∣∣I(1)A (x)

∣∣∣ < ε при A > A0. Аналогiчно отримуємо, що I(2)A (x) → 0 при

A→ ∞ i тим самим завершується доведення теореми.

2.22. Неахй f ∈ A(R) i неперервна. Вiдомо, що

f̂(ξ) =

{
1− ξ2, |ξ| ≤ 1,

0, |ξ| > 1.

Знайти f .
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Розв’язок. Оскiльки виконуються умови теореми 2.19 про обернення

перетворення Фур’є, то, за цiєю теоремою,

f(x) =

∞∫

−∞

f̂(ξ)e2πiξx dξ = 2

1∫

0

(
1− ξ2

)
cos 2πξx dξ

= 2

1∫

0

cos 2πξx dξ − 2

1∫

0

ξ2 cos 2πξx dξ

= 2
1

2πx
sin 2πξx

∣∣∣∣
1

0

− 2

[
u = ξ2 du = 2ξ dξ

dv = cos 2πξx dξ v = 1
2πx sin 2πξx

]∣∣∣∣∣

1

0

=
sin 2πx

πx
− 2

1

2πx
ξ2 sin 2πξx

∣∣∣∣
1

0

+ 1
1

2πx
2

1∫

0

ξ sin 2πξx dξ

=
sin 2πx

πx
− sin 2πx

πx
+

2

πx

[
u = ξ du = dξ

dv = sin 2πξx dξ v = − 1
2πx cos 2πξx

]∣∣∣∣∣

1

0

= − 2

πx

1

2πx
ξ cos 2πξx

∣∣∣∣
1

0

+
2

πx

1

2πx

1∫

0

cos 2πξx dξ

= − 1

π2ξ2
cos 2πx+

1

π2ξ2
1

2πx
sin 2πξx

∣∣∣∣
1

0

=
1

π2

(
sin 2πx

2πx
− cos 2πx

)

при x 6= 0, i

f(0) =

∞∫

−∞

f(ξ) dξ = 2

1∫

0

(
1− ξ2

)
dξ = 2

(
1− 1

3

)
=

4

3
.
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2.23. Нехай f ∈ A(R) i неперервна. Вiдомо, що

f̂(ξ) =

{
1− |ξ|, |ξ| ≤ 1,

0, |ξ| > 1.

Знайти f .

Розв’язок. Вiдзначимо, що f̂(ξ) = Λ(ξ). Як i в попереднiй вправi 2.22,

виконуються умови теореми 2.19 про обернення перетворення Фур’є. За

цiєю теоремою,

f(x) =

∞∫

−∞

f̂(ξ)e2πiξx dξ = 2

1∫

0

(1− ξ) cos 2πξx dξ

= 2

1∫

0

cos 2πξx dξ − 2

1∫

0

ξ cos 2πξx dξ

= 2
1

2πx
sin 2πξx

∣∣∣∣
1

0

− 2

[
u = ξ du = dξ

dv = cos 2πξx dξ v = 1
2πx sin 2πξx

]∣∣∣∣∣

1

0

=
sin 2πx

πx
− 2

1

2πx
ξ sin 2πξx

∣∣∣∣
1

0

+ 2
1

2πx

1∫

0

sin 2πξx dξ

=
sin 2πx

πx
− sin 2πx

πx
+

1

πx

(
− 1

2πx

)
cos 2πξx

∣∣∣∣
1

0

= − 1

2π2x2
(cos 2πx− 1) =

1− cos 2πx

2π2x2
=

sin2 πx

π2x2
(x 6= 0),

f(0) =

∞∫

−∞

f̂(ξ) dξ = 2

1∫

0

(1− ξ) dξ = 2

(
1− 1

2

)
= 1.
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2.24. Використовуючи формулу обернення перетворення Фур’є, до-

вести наступнi рiвностi.

2.24.a.

∞∫

0

cos ξx

a2 + ξ2
dξ =

π

2a
e−a|x| (x ∈ R, a > 0).

Розв’язок. У вправi 2.9.a для функцiї f(x) = e−a|x| було обчисле-

не її перетворення Фур’є f̂(ξ) = 2a
a2+4π2ξ2 . Оскiльки виконуються умови

теореми 2.19 про обернення перетворення Фур’є, то, за цiєю теоремою,

e−a|x| =

∞∫

−∞

f̂(ξ) dξ = 2

∞∫

0

2a

a2 + 4π2ξ2
cos 2πξx dξ

= 2
2a

2π

∞∫

0

1

a2 + u2
cosux du =

2a

π

∞∫

0

cosux

a2 + u2
du.

Звiдси випливає потрiбна рiвнiсть.

2.24.b.

∞∫

0

e−
1
2σ

2ξ2 cos ξx dξ =
1

σ

√
π

2
e−

x2

2σ2 (x ∈ R, σ > 0).

Розв’язок. Скористаємось тим, що перетворення Фур’є гауссiану до-

рiвнює самому гауссiану (див. теорему 2.9). Оскiльки гауссiан задоволь-

няє умови теореми 2.19 про обернення перетворення Фур’є, то, за цiєю

теоремою,

e−πx2

=

∞∫

−∞

e−πξ2e2πiξx dξ = 2

∞∫

0

e−πξ2 cos 2πξx dξ.

Покладемо в цiй рiвностi x = y√
2πσ

i отримаємо

e−
y2

2σ2 = 2

∞∫

0

e−πξ2 cos

√
2π

σ
ξy dξ

= 2
σ√
2π

∞∫

0

e−π σ2

2π u2

cosuy du =

√
2

π
· σ

∞∫

0

e−
1
2σ

2u2

cosuy du.

Звiдси випливає потрiбна рiвнiсть.
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2.24.c.
2

π

∞∫

0

sin2 ξ

ξ2
cos (2ξx) dξ =

{
1− |x|, |x| ≤ 1,

0, |x| > 1.

Розв’язок. В правiй частинi потрiбної рiвностi – функцiя Λ(x) iз при-

кладу 2.3. У цьому прикладi було показано, що Λ̂(ξ) = sin2 πξ
π2ξ2 . Оскiльки

виконуються умови теореми 2.19 про обернення перетворення Фур’є, то,

за цiєю теоеремою,

Λ(x) =

∞∫

−∞

Λ̂(ξ)e2πiξx dξ = 2

∞∫

0

sin2 πξ

π2ξ2
cos 2πξx dξ =

2

π

∞∫

0

sin2 u

u2
cos 2ux du,

що i потрiбно було довести.

2.24.d. Iз вправи 2.24.c отримати рiвнiсть
∞∫

0

sin2 ξ

ξ2
dξ =

π

2
.

Розв’язок. Потрiбну рiвнiсть отримаємо, якщо у вправi 2.24.c покла-

демо x = 0.

2.25. Знайти таку неперервну i абсолютно iнтегровну на [0,∞) фун-

кцiю f , що
∞∫

0

f(x) cos ξx dx =
1

1 + ξ2
(ξ ∈ R).

Чи є f означеною однозначно?

Розв’язок. У прикладi 2.4 було показано, що для функцiї f(x) =

e−2π|x| її перетворення Фур’є дорiвнює f̂(ξ) = 1
π

1
1+ξ2 . Це означає, що

2

∞∫

0

e−2πx cos 2πξx dx =
1

π

1

1 + ξ2
,

або, що те ж саме,
∞∫

0

e−u cos ξu du =
1

1 + ξ2
.

Таким чином, один iз розв’язкiв даного функцiонального рiвняння – фун-

кцiя f(x) = e−x. Припустимо, що iснує iнша функцiя g, яка також задо-

вольняє дане рiвняння. Позначимо через h парне продовження функцiї
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f − g. Тодi, очевидно, функцiя h неперервна i абсолютно iнтегровна на R.

Тому її перетворення Фур’є

ĥ(ξ) = 2

∞∫

0

h(x) cos 2πξx dx = 0

при будь-якому ξ. Оскiльки функцiя h задовольняє умови теореми 2.19

про обернення перетворення Фур’є, то, за цiєю теоремою,

h(x) =

∞∫

−∞

ĥ(ξ)e2πiξx dξ = 0,

а це означає, що f = g. Таким чином, заданим рiвнянням функцiя f(x) =

e−x визначається однозначно.

2.26. Знайти таку неперервну i абсолютно iнтегровну на [0,∞) фун-

кцiю f , що
∞∫

0

f(x) cos ξx dx =
1− cos ξ

ξ2
(ξ ∈ R).

Чи є f означеною однозначно?

Розв’язок. Вiдзначимо, що

1− cos ξ

ξ2
= 2

sin2 ξ
2

ξ2
=

1

2

sin2 π ξ
2π

π2
(

ξ
2π

)2 =
1

2
Λ̂

(
ξ

2π

)
,

де функцiя Λ означена у прикладi 2.3. Це означає, що

1− cos ξ

ξ2
=

1

2

∞∫

−∞

Λ(x)e−2πi ξ
2πx dx =

1∫

0

(1− x) cos ξx dx.

Таким чином, один iз розв’язкiв даного функцiонального рiвняння – фун-

кцiя f(x) =

{
1− x, 0 ≤ x ≤ 1,

0, x > 1.
Доведення єдиностi цього розв’язку

таке ж, як i в попереднiй вправi 2.25.

2.27. Використовуючи перетворення Фур’є функцiї Π iз прикладу 2.2

i тотожнiсть Планшереля (2.33), довести, що
∞∫

0

sin2 ξ

ξ2
dξ =

π

2
.
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Розв’язок. Згiдно з прикладом 2.2 i тотожнiстю Планшереля (2.33),
∞∫

−∞

Π2(x) dx =

∞∫

−∞

sin2 πξ

π2ξ2
dξ =

1

π

∞∫

−∞

sin2 t

t2
dt.

Окiльки iнтеграл в лiвiй частинi дорiвнює 1, а функцiя пiд знаком iнте-

гралу в правiй частинi парна, то звiдси випливає потрiбна рiвнiсть.

2.28. Нехай ĝ(ξ) = ξ cos ξ−sin ξ
ξ2 .

2.28.a. Застосовуючи правило диференцiювання перетворення Фур’є,

знайти g.

Розв’язок. Вiдзначимо, що ĝ(ξ) =
(

sin ξ
ξ

)′
. Оскiльки, як показано

у прикладi 2.2, Π(x) ⊃ sinπξ
πξ , то, застосовуючи властивостi перетворен-

ня Фур’є (див. теорему 2.10 (i), (iii)), маємо Π(πx) ⊃ 1
π

sin ξ
ξ . Позначимо

f(x) = πΠ(πx). Тодi функцiя f задовольняє умови теореми 2.11 про дифе-

ренцiювання перетворення Фур’є. Використовуючи рiвнiсть (2.14) iз цiєї

теореми, маємо

ĝ(ξ) =

(
sin ξ

ξ

)′
=
(
f̂
)′

(ξ) = −2πi

∞∫

−∞

xf(x)e−2πiξx dx

= −2πi

∞∫

−∞

xπΠ(πx)e−2πiξx dx.

Звiдси випливає, що

g(x) = −2πixπΠ(πx) =

{
−2π2ix, |x| ≤ 1

2π ,

0, |x| > 1
2π .

2.28.b. Обчислити iнтеграл
∞∫

0

[
x cosx− sinx

x2

]2
dx.

Розв’язок. Згiдно з попередньою вправою 2.28.a i тотожнiстю План-

шереля (2.33), враховуючи непарнiсть функцiї ĝ(ξ) = ξ cos ξ−sin ξ
ξ2 , отриму-

ємо ∞∫

0

[
x cosx− sin x

x2

]2
dx =

1

2

∞∫

−∞

|ĝ(ξ)|2 dx =
1

2

∞∫

−∞

|g(x)|2 dx
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= 2π4

1
2π∫

− 1
2π

x2 dx = 4π4 1

3
x3
∣∣∣∣

1
2π

0

=
π

6
.

2.29. Довести тотожнiсть

x sinπx

1− x2
=

1

2

[
sinπ(1− x)

1− x
+

sin π(1 + x)

1 + x

]
(x 6= ±1).

Розв’язок. Застосовуючи до правої частини елементарнi перетворен-

ня, отримуємо (x 6= ±1):

1

2

[
sinπ(1− x)

1− x
+

sinπ(1 + x)

1 + x

]
=

1

2

[
sinπx

1− x
− sinπx

1 + x

]

=
(1 + x) sinπx− (1− x) sinπx

2 (1− x2)
=
x sinπx

1− x2
.

Застосовуючи цю тотожнiсть, обчислити

2.29.a.

∞∫

0

x sin πx

1− x2
dx.

Розв’язок. Застосовуючи теорему 2.25 до функцiї Π, iз рiвностi (2.24)

при x = 0 знаходимо

p.v.

∞∫

−∞

Π̂(ξ) dξ =

∞∫

−∞

sinπξ

πξ
dξ = Π(0) = 1

(iнтеграл Дiрiхле). Звiдси випливає, що
∞∫
0

sin ax
x dx = π

2 при будь-якому

a > 0. Тому, використовуючи тотожнiсть iз вправи 2.29, отримуємо

∞∫

0

x sinπx

1− x2
dx =

1

2

∞∫

0

sinπ(1− x)

1− x
dx+

1

2

∞∫

0

sinπ(1 + x)

1 + x
dx

=
1

2

1∫

−∞

sinπt

t
dt+

1

2

∞∫

1

sin πt

t
dt =

1

2

∞∫

−∞

sinπt

t
dt =

∞∫

0

sinπt

t
dt =

π

2
.
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2.29.b.

∞∫

0

(
x sinπx

1− x2

)2

dx.

Розв’язок. Покладемо f(ξ) = ξ sinπξ
1−ξ2 , g(x) = Π(x) cos 2πx. Тодi, засто-

совуючи послiдовно теорему 2.10 (iv), рiвнiсть Π̂(ξ) = sinπξ
πξ (див. (2.4) в

прикладi 2.2) i рiвнiсть iз вправи 2.29, отримуємо

ĝ(ξ) =
1

2

[
Π̂(ξ − 1) + Π̂(ξ + 1)

]
=
π

2

[
sinπ(ξ − 1)

π(ξ − 1)
+

sinπ(ξ + 1)

π(ξ + 1)

]
=

1

π
f(ξ).

Оскiльки функцiя g абсолютно iнтегровна на R, то до неї можемо засто-

сувати тотожнiсть Планшереля (2.33), згiдно з якою

∞∫

−∞

f2(ξ) dξ = π2

∞∫

−∞

|ĝ(ξ)|2 dξ =
∞∫

−∞

g2(x) dx

= 2π2

1/2∫

0

cos2 2πx dx = π2

1/2∫

0

(1 + cos 4πx) dx =
π2

2
.

Звiдси, в силу парностi функцiї f2, випливає, що

∞∫

0

(
x sinπx

1− x2

)2

dx =
1

2

∞∫

−∞

f2(x) dx =
π2

4
.

2.30. Нехай W (t, α) – ядро Гаусса – Вейєрштрасса (його властивостi

див. в лемi 2.16). Позначимо праву частину рiвностi (2.18) (див. лему 2.15)

через

αW ∗ f(x) =
∞∫

−∞

f(x− t)W (t, α) dt =

∞∫

−∞

f(s)W (x− s, α) ds.

Нехай функцiя f ∈ A(R) обмежена i кусково неперервна. Довести, що

αW ∗ f(x) рiвномiрно по x на R прямує до нуля при α→ ∞.

Розв’язок. Оскiльки W (x− s, α) ≤ 1
α при будь-яких x i s, то

|αW ∗ f(x)| =

∣∣∣∣∣∣

∞∫

−∞

f(s)W (x− s, α) ds

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

α

∞∫

−∞

|f(s)| ds→ 0 (α→ ∞).
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2.31. Припускаючи, що функцiя f ∈ A(R), довести, що

∞∫

−∞

|αW ∗ f(x)| dx ≤
∞∫

−∞

|f(x)| dx.

Розв’язок. Змiнюючи порядок iнтегрування i враховуючи також рiв-

нiсть
∞∫

−∞
W (t, α) dt = 1 (див. лему 2.16 (i)), отримуємо

∞∫

−∞

|αW ∗ f(x)| dx =

∞∫

−∞

∣∣∣∣∣∣

∞∫

−∞

f(s)W (x− s, α) ds

∣∣∣∣∣∣
dx

≤
∞∫

−∞

dx

∞∫

−∞

|f(s)|W (x− s, α) ds

=

∞∫

−∞

|f(s)| ds
∞∫

−∞

W (x− s, α) dx =

∞∫

−∞

|f(s)| ds.

2.32. Нехай функцiя f ∈ A(R) неперервна i m ≤ f(x) ≤ M (x ∈ R).

Довести, що m ≤ αW ∗ f(x) ≤M (x ∈ R).

Розв’язок. Оскiльки
∞∫

−∞
W (t, α) dt = 1, то з умови f(x) ≤ M випли-

ває, що

αW ∗ f(x) =
∞∫

−∞

f(x− t)W (t, α) dt ≤M

∞∫

−∞

W (t, α) dt =M.

Аналогiчно, з умови f(x) ≥ m отримуємо нерiвнiсть αW ∗ f(x) ≥ m.

2.33. Користуючись означенням згортки, довести, що Π∗Π(x) = Λ(x).

Розв’язок. Згiдно з означенням згортки,

Π ∗Π(x) =
∞∫

−∞

Π(x− y)Π(y) dy =

1
2∫

− 1
2

Π(x− y) dy =

x+ 1
2∫

x− 1
2

Π(t) dt.

Звiдси видно, що Π ∗ Π(x) дорiвнює довжинi вiдрiзка, який є перетином

вiдрiзкiв
[
x− 1

2 , x+ 1
2

]
i
[
−1

2 ,
1
2

]
. Таким чином, Π ∗Π(x) = x+ 1

2 −
(
−1

2

)
=
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x + 1 при −1 ≤ x ≤ 0 i Π ∗ Π(x) = 1
2 −

(
x− 1

2

)
= −x + 1 при 0 < x ≤ 1.

Отже,

Π ∗Π(x) =
{

1− |x|, |x| ≤ 1,

0, |x| > 1
= Λ(x).

2.34. Обчислити згортку
[

1
a2+x2

]
∗
[

1
b2+x2

]
.

Розв’язок. Вважаємо, що a, b > 0. Позначимо f(x) = 1
a2+x2 (x ∈ R).

Як показано у вправi 2.13.a,

1

1 + x2
⊃ πe−2π|ξ|.

Тому, використовуючи теорему 2.10 (i), (iii), для функцiї f(x) = 1
a2

1

1+(x
a )

2

маємо

f̂(ξ) =
1

a2
aπe−2πa|ξ| =

π

a
e−2πa|ξ|.

Аналогiчно, для функцiї g(x) = 1
b2+x2 маємо

ĝ(ξ) =
π

b
e−2πb|ξ|.

Далi, скористаємось рiвнiстю (2.32) з теореми 2.31 i отримаємо

f̂ ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ) =
π2

ab
e−2π(a+b)|ξ|.

Застосовуючи тепер рiвнiсть (2.23) з теореми 2.19, будемо мати

f ∗ g(x) =
∞∫

−∞

f̂ ∗ g(ξ)e2πiξx dξ = π2

ab

∞∫

−∞

e−2π(a+b)|ξ|e2πiξx] dξ

=
π2

ab




0∫

−∞

e2π(ix+a+b)ξ dξ +

∞∫

0

e2π(ix−a−b)ξ dξ




=
π2

ab

1

2π

[
1

ix+ a+ b
e2π(ix+a+b)ξ

∣∣∣∣
0

−∞
+

1

ix− a− b
e2π(ix−a−b)ξ

∣∣∣∣
∞

0

]

=
π

2ab

[
1

ix+ (a+ b)
− 1

ix− (a+ b)

]

= −π(a+ b)

ab

1

−x2 − (a+ b)2
=

π(a+ b)

ab (x2 + (a+ b)2)
.
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Легко бачити, що функцiї f , g, f ∗ g, f̂ , ĝ i f̂ ∗ g задовольняють умови

теорем 2.19 i 2.31.

2.35. Нехай функцiя f ∈ A(R) i нехай

g(x) =

∞∫

−∞

f(x− u)
1− cosu

u2
du (x ∈ R).

Виразити ĝ в термiнах f̂ .

Розв’язок. Представимо

ĝ(ξ) =

∞∫

−∞

g(x)e−2πiξx dx =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

f(x− u)
1− cosu

u2
du e−2πiξx dx

=

∞∫

−∞

1− cosu

u2
du

∞∫

−∞

f(x− u)e−2πiξx dx

=

∞∫

−∞

1− cosu

u2
du

∞∫

−∞

f(t)e−2πiξ(t+u) dt

=

∞∫

−∞

e−2πiξu 1− cosu

u2
du

∞∫

−∞

f(t)e−2πiξt dt = f̂(ξ)

∞∫

−∞

e−2πiξu 1− cosu

u2
du.

Скориставшись отриманою у вправi 2.26 рiвнiстю 1−cosu
u2 = 1

2 Λ̂
(

u
2π

)
i фор-

мулою (2.23) обернення перетворення Фур’є, отриманою в теоремi 2.19,

маємо

ĝ(ξ) =
1

2

∞∫

−∞

e−2πiξuΛ̂
( u
2π

)
du =

1

2
f̂(ξ)2π

∞∫

−∞

Λ̂(v)e2πi(−2πξ)v dv

= πf̂(ξ)Λ(−2πξ) =

{
0, |ξ| > 1

2π ,

π(1− 2π|ξ|)f̂(ξ), |ξ| ≤ 1
2π .

Легко бачити, що змiна порядку iнтегрування i застосування теореми 2.19

були законними.

Вiдповiдь.

ĝ(ξ) =

{
π(1− 2π|ξ|)f̂(ξ), |ξ| ≤ 1

2π ,

0, |ξ| > 1
2π .
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2.36. Використовуючи перетворення Фур’є, розв’язати рiвняння.

2.36.a.

∞∫

−∞

f(t)f(x− t) dt = e−4πx2

.

Розв’язок. Позначимо ϕ(x) = f ∗ f(x) = e−π(2x)2 = G(2x), де G – га-

уссiан. Оскiльки перетворення Фур’є гауссiану дорiвнює самому гауссiану

(див. теорему 2.9), то використовуючи теорему 2.10 (i), (iii), отримаємо

ϕ̂(ξ) =
1

2
Ĝ

(
ξ

2

)
=

1

2
e−π( ξ

2 )
2

.

З iншого боку, в силу рiвностi (2.32) з теореми 2.31,

ϕ̂(ξ) = f̂ ∗ f(ξ) = f̂(ξ)f̂(ξ) =
(
f̂
)2

(ξ).

Таким чином, (
f̂
)2

(ξ) =
1

2
e−π( ξ

2)
2

.

Звiдси виплаває, що

f̂(ξ) = ± 1√
2
e−

π
2 (

ξ
2 )

2

= ± 1√
2
e
−π

(

ξ

2
√

2

)2

= ± 1√
2
G

(
ξ

2
√
2

)
.

Тому, в силу формули (2.23) обернення перетворення Фур’є з теореми 2.19,

f(x) = ± 1√
2
2
√
2G
(
2
√
2x
)
= ±2e−8πx2

.

Вiдповiдь.

f(x) = ±2e−8πx2

.

2.36.b.

∞∫

−∞

f(t)f(x− t) dt =
1

1 + x2
.

Розв’язок. Позначимо ϕ(x) = f ∗ f(x). Тодi, в силу рiвностi (2.32) з

теореми 2.31,

ϕ̂(ξ) = f̂ ∗ f(ξ) =
(
f̂
)2

(ξ).
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З iншого боку, у вправi 2.13.a показано, що для функцiї ϕ(x) = 1
1+x2 спра-

ведлива рiвнiсть ϕ̂(ξ) = πe−2π|ξ|. Тому маємо
(
f̂
)2

(ξ) = πe−2π|ξ|, звiдки

випливає, що f̂(ξ) = ±√
πe−π|ξ|. Застосовуючи тепер формулу (2.33) обер-

нення перетворення Фур’є з теореми 2.19, отримуємо

f(x) =

∞∫

−∞

f̂(ξ)e2πiξx dξ = ±
√
π

∞∫

−∞

e−π|ξ|e2πiξx dξ

= ±
√
π




0∫

−∞

eπ(2ix+1)ξ dξ +

∞∫

0

eπ(2ix−1)ξ dξ




= ±
√
π
1

π

[
1

2ix+ 1
eπ(2ix+1)ξ

∣∣∣∣
0

−∞
+

1

2ix− 1
eπ(2ix−1)ξ

∣∣∣∣
∞

0

]

= ± 1√
π

[
1

2ix+ 1
− 1

2ix− 1

]
= ∓ 1√

π

2

−4x2 − 1
= ± 2√

π

1

1 + 4x2
.

Вiдповiдь.

f(x) = ± 2√
π

1

1 + 4x2
.



3. Вправи до роздiлу

”Полiноми Лежандра”

3.1. Довести, що кожна iз систем

{P2n−1}∞n=1 i {P2n}∞n=0

3.1.a. Ортогональна на [0, 1].

Розв’язок. Оскiльки P2n−1 складається лише з непарних, а P2n –

лише iз парних степенiв x (див. пропозицiю 3.1 (ii)), то обидва добутки

многочленiв P2m−1P2n−1 i P2mP2n складаються лише з парних степенiв x,

тобто парнi функцiї. В силу ортогональностi на [−1, 1] системи {Pn}∞n=0

полiномiв Лежандра (теорема 3.4), маємо

1∫

0

P2m−1(x)P2n−1(x) dx =
1

2

1∫

−1

P2m−1(x)P2n−1(x) dx

=

{
0, m 6= n,
1
2

2
2(2n−1)+1 = 1

4n−1 , m = n.

Аналогiчно,

1∫

0

P2m(x)P2n(x) dx =
1

2

1∫

−1

P2m(x)P2n(x) dx

=

{
0, m 6= n,
1
2

2
2(2n)+1 = 1

4n+1 , m = n.

3.1.b. Повна на [0, 1].

Розв’язок. Вiдзначимо, що для парної на [−π, π] функцiї ϕ її середнi

Фейєра σn(x) в теоремi 1.51 є многочленами по косинусам. Це означає,

99
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що i в теоремi Вейєрштрасса 1.52 тригонометричний многочлен T можна

обрати таким, що складається лише з косинусiв. Але оскiльки степенi

косинусiв розвиваються в ряд Тейлора по парним степеням x, то в теоре-

мi Вейєрштрасса 3.8 про наближення неперервної функцiї алгебраїчними

полiномами, парну i неперервну на [−π, π] функцiю ϕ можемо рiвномiр-

но наблизити алгебраїчним полiномом, який складається лише з парних

степенiв x. Якщо ж функцiя ϕ непарна, неперервна i ϕ(−π) = ϕ(π), то

аналогiчнi аргументи показують, що її можна рiвномiрно на [−π, π] на-

близити многочленом, який складається лише з непарних степенiв x.

Для доведення повноти на [0, 1] системи {P2n}∞n=0 вiзьмемо довiльну

неперервну на [0, 1] функцiю f ; її парне продовження також будемо по-

значати через f . Позначимо

S2n(x) =
n∑

k=0

ckP2k(x),

де ck – коефiцiєнти Фур’є – Лежандра функцiї f за системою {P2n}∞n=0 на

[0, 1]. Задамо ε > 0 i оберемо такий алгебраїчний полiном Q степенi 2m,

який складається лише з парних степенiв x, що

|f(x)−Q(x)| < ε (x ∈ [−1, 1]).

Оскiльки многочлен Q складається лише з парних степенiв x, то його

можна представити у виглядi

Q(x) =
m∑

k=0

αkP2k(x).

Але тодi, за мiнiмальною властивiстю частинних сум ряду Фур’є, при

n ≥ m отримаємо

1∫

0

[f(x)− S2n(x)]
2 dx ≤

1∫

0

[f(x)−Q(x)]2 dx < ε2.

Це означає, що

lim
n→∞

1∫

0

[f(x)− S2n(x)]
2 dx = 0,
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тобто, що система {P2n}∞n=0 повна на [0, 1].

Для доведення повноти на [0, 1] системи {P2n−1}∞n=1 вiзьмемо довiльну

на [0, 1] функцiю f i позначимо

S2n−1(x) =
n∑

k=1

ckP2k−1(x),

де ck – коефiцiєнти функцiї f за системою {P2n−1}∞n=1 на [0, 1]. Задамо

ε > 0 i оберемо таку неперервну на [0, 1] функцiю g, що g(0) = g(1) = 0 i
1∫
0

[f(x)− g(x)]2 dx < ε2. Непарне продовження функцiї g на [−1, 1] також

позначимо через g. Далi, побудуємо такий алгебраїчний полiном Q степенi

2m− 1, який складається лише з непарних степенiв x, що

|g(x)−Q(x)| < ε (x ∈ [−1, 1]).

Оскiльки многочлен Q складається лише з непарних степенiв x, то його

можна представити у виглядi

Q(x) =
m∑

k=1

αkP2k−1(x).

Але тодi, за мiнiмальною властивiстю частинних сум ряду Фур’є, при

n ≥ m отримаємо




1∫

0

[f(x)− S2n−1(x)]
2 dx





1/2

≤





1∫

0

[f(x)− g(x)]2 dx





1/2

+





1∫

0

[g(x)− S2n−1(x)]
2 dx





1/2

≤ ε+





1∫

0

[f(x)−Q(x)]2 dx





1/2

< 2ε.

Це означає, що

lim
n→∞

1∫

0

[f(x)− S2n−1(x)]
2 dx = 0,

тобто, що система {P2n−1}∞n=1 повна на [0, 1].
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3.2. Представити функцiю f(x) = 1√
10−6x

у виглядi ряду за полiно-

мами Лежандра на вiдрiзку [−1, 1].

Розв’язок. Маємо

1√
10− 6x

=
1

3

1√
1− 2x

3 + 1
9

=
1

3
F

(
x,

1

3

)
.

Тому (див. (3.29))

1√
10− 6x

=
∞∑

n=0

Pn(x)

3n+1
(|x| ≤ 1).

3.3. Використати рекурентнi формули для полiномiв Лежандра до

розв’язання наступних задач.

3.3.a. Показати, що

Pn(0) = −n− 1

n
Pn−2(0) (n ≥ 2),

i обчислити Pn(0).

Розв’язок. Для n ≥ 2 маємо (див. (3.5))

nPn(x)− (2n− 1)xPn−1(x) + (n− 1)Pn−2(x) = 0. (A.9)

Покладемо x = 0. Тодi отримаємо

nPn(0) = −(n− 1)Pn−2(0).

Звiдси

Pn(0) = −n− 1

n
Pn−2(0).

Далi, P0(0) = 1, P1(0) = 0. Тому, за iндукцiєю,

P2k−1(0) = 0,

P2k(0) = (−1)k
1 · 3 · · · · · (2k − 1)

2kk!
= −2k − 1

2k
· (−1)k−1 1 · 3 · · · · · (2k − 3)

2k−1(k − 1)!

= −2k − 1

2k
P2k−2(0) (k = 1, 2, . . . ).
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3.3.b. Показати, що P ′
n(0) = nPn−1(0).

Розв’язок. Диференцiюючи рiвнiсть (A.9), отримаємо

nP ′
n(x)− (2n− 1)Pn−1(x)− (2n− 1)xP ′

n−1(x) + (n− 1)P ′
n−2(x) = 0.

При x = 0 звiдси маємо

nP ′
n(0)− (2n− 1)Pn−1(0) + ((n− 1)P ′

n−2(0) = 0.

Далi, за другою рекурентною формулою (3.9),

P ′
n(0)− P ′

n−2(0) = (2n− 1)Pn−1(0).

Iз двох останнiх рiвностей випливає, що

P ′
n(0) = nPn−1(0).

3.4. Розвинути кожну iз наступних функцiй в ряди за полiномами

Лежандра двома способами:

1) використовуючи формулу Родригеса (3.6) i вправу 3.3.a;

2) використовуючи рекурентну формулу (3.9) i вправу 3.3.a.

3.4.a. f(x) =

{
1, 0 < x ≤ 1,

0, −1 ≤ x ≤ 0.

Розв’язок. Перший спосiб. Див. приклад 3.7.

Другий спосiб. Маємо

c0 =
1

2

1∫

−1

f(x)P0(x) dx =
1

2

1∫

0

dx =
1

2
,

cn =

(
n+

1

2

) 1∫

−1

f(x)Pn(x) dx =

(
n+

1

2

) 1∫

0

Pn(x) dx.

За другою рекурентною формулою (3.9), враховуючи, що Pn(1) = 1 (див.

пропозицiю 3.1 (iii)), маємо

1∫

0

Pn(x) dx =
1

2n+ 1




1∫

0

P ′
n+1(x) dx−

1∫

0

P ′
n−1(x) dx



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=
Pn−1(0)− Pn+1(0)

2n+ 1
.

Застосовуючи рiвнiсть iз вправи 3.3.a, отримуємо, що c2k = 0. Далi,

c2k+1 =
1

2
(P2k(0)− P2k+2(0)) =

1

2
(−1)k

1 · 3 · · · · · (2k − 1)

2kk!

[
1 +

2k + 1

2(k + 1)

]

=
(−1)k(4k + 3)

2

1 · 3 · · · · · (2k − 1)

2k+1(k + 1)!
.

3.4.b. f2(x) = sign x (|x| ≤ 1).

Розв’язок. За допомогою попередньої вправи. Оскiльки f2(x) =

2
(
f(x)− 1

2

)
, де функцiя f iз попередньої вправи 3.4.a, то

c2k = 0, c2k+1 = (−1)k
(4k + 3)(2k)!

(2k + 2)22k (k!)2
(k = 0, 1, . . . ).

Перший спосiб. Оскiльки функцiя f2 непарна, то c0 = 0. Для n ≥ 1,

застосовуючи формулу Родригеса, отримуємо

cn =
2n+ 1

2n+1n!




1∫

0

dn

dxn
(
x2 − 1

)n
dx−

0∫

−1

dn

dxn
(
x2 − 1

)n
dx




=
2n+ 1

2n+1n!

[
dn−1

dxn−1

(
x2 − 1

)n
∣∣∣∣
1

0

− dn−1

dxn−1

(
x2 − 1

)n
∣∣∣∣
0

−1

]
.

Покладемо ϕ(x) =
(
x2 − 1

)n
. Очевидно, ϕ(n−1)(±1) = 0. Далi, за форму-

лою бiному Ньютона,

ϕ(x) =
n∑

j=0

(−1)n−j

(
n

j

)
x2j .

Похiднi порядку n − 1 степеневої функцiї x2j в точцi x = 0 дорiвнюють

нулю, окрiм випадку, коли 2j = n − 1. Для парного n цей випадок немо-

жливий i тому c2k = 0. Нехай n = 2k + 1. Тодi

c2k+1 =
4k + 3

22k+2(2k + 1)!
2(−1)

d2k

dx2k
ϕ(0)
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= (−1)k
4k + 3

22k+1(2k + 1)!

(2k + 1)!

k!(k + 1)!
(2k)! = (−1)k

4k + 3

22k+1

(2k)!

k!(k + 1)!
.

Другий спосiб. Маємо

cn =

(
n+

1

2

) 1∫

−1

f(x)Pn(x) dx =

(
n+

1

2

)


1∫

0

Pn(x) dx−
0∫

−1

Pn(x)


 dx.

Застосовуючи другу рекурентну формулу (3.9) i враховуючи, що Pn(1) =

1, Pn(−1) = (−1)n (див. пропозицiю 3.1 (iii)), для n ≥ 1 отримуємо

cn =
1

2




1∫

0

(
P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x)
)
dx−

0∫

−1

(
P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x)
)
dx




= Pn−1(0)− Pn+1(0).

В силу рiвностi iз вправи 3.3.a, маємо c2k = 0,

c2k+1 = (−1)k
1 · 3 · · · · · (2k − 1)

2kk!

[
1 +

2k + 1

2(k + 1)

]

=
(−1)k(4k + 3)

2k+1

1 · 3 · · · · · (2k − 1)

(k + 1)!
.

3.4.c. f3(x) = |x| (|x| ≤ 1).

Розв’язок. Перший спосiб. Оскiльки функцiя f3 парна, то c2k+1 =

0, c0 =
1∫
0

x dx = 1
2 . Далi, застосовуючи формулу Родригеса (3.6), для

k = 1, 2, . . . маємо

c2k =
4k + 1

22k(2k)!

1∫

0

x
d2k

dx2k
(
x2 − 1

)2k
dx

=
4k + 1

22k(2k)!

[
u = x du = dx

dv = d2k

dx2k

(
x2 − 1

)2k
dx v = d2k−1

dx2k−1

(
x2 − 1

)2k

]∣∣∣∣∣

1

0

=
4k + 1

22k(2k)!


x d2k−1

dx2k−1

(
x2 − 1

)2k
∣∣∣∣
1

0

−
1∫

0

d2k−1

dx2k−1

(
x2 − 1

)2k
dx



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= − 4k + 1

22k(2k)!

d2k−2

dx2k−2

(
x2 − 1

)2k
∣∣∣∣
1

0

=
4k + 1

22k(2k)!

d2k−2

dx2k−2

2k∑

j=0

(−1)j
(
2k

j

)
x2j

∣∣∣∣∣∣
x=0

= (−1)k−1 4k + 1

22k(2k)!

(
2k

k − 1

)
(2k − 2)!

= (−1)k−1 4k + 1

22k(2k)!

(2k)!

(k − 1)!(k + 1)!
(2k − 2)!

= (−1)k−1 4k + 1

2k+1(k + 1)!

1 · 3 · · · · · (2k − 1)

2k − 1
.

Другий спосiб. Оскiльки функцiя f3 парна, то c2k+1 = 0 (k = 0, 1, . . . ).

Насамперед, c0 = 1
2

1∫
−1

|x| dx = 1
2 . Далi, застосовуючи другу рекурентну

формулу (3.9) i враховуючи, що Pn(1) = 1 (див. пропозицiю 3.1 (iii)),

маємо

c2k = 2

(
2k +

1

2

) 1∫

0

xP2k(x) dx =

1∫

0

x
(
P ′
2k+1(x)− P ′

2k−1(x)
)
dx

=

[
u = x du = dx

dv =
(
P ′
2k+1(x)− P ′

2k−1(x)
)
dx v = P2k+1(x)− P2k−1(x)

]∣∣∣∣∣

1

0

=

1∫

0

P2k−1(x) dx−
1∫

0

P2k+1(x) dx

=
1

4k − 1

1∫

0

(
P ′
2k(x)− P ′

2k−2(x)
)
dx− 1

4k + 3

1∫

0

(
P ′
2k+2(x)− P ′

2k(x)
)
dx

=
1

4k − 1

[
P2k(x)|10 − P2k−2(x)|10

]
− 1

4k + 3

[
P2k+2(x)|10 − P2k(x)|10

]

=
1

4k − 1
[P2k−2(0)− P2k(0)]−

1

4k + 3
[P2k(0)− P2k+2(0)] .

Використовуючи рiвнiсть iз вправи 3.3.a, отримуємо

c2k =
1

4k − 1

[
− 2k

2k − 1
− 1

]
P2k(0)−

1

4k + 3

[
1 +

2k + 1

2k + 2

]
P2k(0)
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=

(
− 1

2k − 1
− 1

2k + 2

)
P2k(0) = − 4k + 1

(2k − 1)(2k + 2)
P2k(0)

= (−1)k−1 4k + 1

2k − 1
· 1 · 3 · · · · · (2k − 1)

2k+1(k + 1)!
(k = 1, 2, . . . ).

3.5. Показати, що

Pn(x) =
1

2n

∑

j≤n/2

(−1)j(2n− 2j)!xn−2j

j!(n− j)!(n− 2j)!
.

Розв’язок. Застосовуючи формулу Родригеса (3.6), розвинення
(
x2 − 1

)n

за формулою бiному Ньютона i рiвнiсть

dn

dxn
xk =

{
0, k < n,

k!
(k−n)!x

k−n, k ≥ n,

маємо

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(
x2 − 1

)n
=

1

2nn!

n∑

j=0

(−1)j
(
n

j

)
dn

dxn
x2(n−j)

=
1

2nn!

∑

j≤n/2

(−1)j
n!

j!(n− j)!

(2n− 2j)!

(2n− 2j − n)!
x2n−2j−n

=
1

2n

∑

j≤n/2

(−1)j
(2n− 2j)!

j!(n− j)!(n− 2j)!
xn−2j .

3.6. Показати, що

1∫

−1

|Pn(x)| dx ≤ C√
n

(n ∈ N),

де C – деяка стала.

Розв’язок. Застосовуючи нерiвнiсть Шварца (теорема 23) i спiввiд-

ношення ортогональностi полiномiв Лежандра (теорема 3.4), маємо

1∫

−1

|Pn(x)| dx ≤
√
2




1∫

−1

|Pn(x)|2 dx




1/2

=
√
2

(
2

2n+ 1

)1/2

≤
√
2√
n
.
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3.7. Нехай f – неперервно диференцiйовна функцiя на вiдрiзку [−1, 1].

Довести, що для коефiцiєнтiв Фур’є функцiї f за системою Лежандра

справедлива оцiнка

|cn| ≤
A√
n

(n ∈ N),

де A – деяка стала.

Вказiвка: використати рекурентну формулу, пропозицiю 3.1 (iii) i впра-

ву 3.6.

Розв’язок. При n = 1 потрiбна нерiвнiсть випливає з наступної

|c1| =

∣∣∣∣∣∣
3

2

1∫

−1

f(x)P1(x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ 3 max

−1≤x≤1
|f(x)| .

Нехай n ≥ 2. Iз рекурентної формули (3.9) маємо

cn =
2n+ 1

2

1∫

−1

f(x)Pn(x) dx =
1

2

1∫

−1

f(x)
[
P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x)
]
dx

=
1

2

[
u = f(x) du = f ′(x) dx

dv =
(
P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x)
)
dx v = Pn+1(x)− Pn−1(x)

]∣∣∣∣∣

1

−1

=
1

2


f(x) (Pn+1(x)− Pn−1(x))|1−1 −

1∫

−1

f ′(x) (Pn+1(x)− Pn−1(x)) dx


 .

За пропозицiєю 3.1 (iii), подвiйна пiдстановка в правiй частинi дорiвнює

нулю. Оскiльки f ′ обмежена на [−1, 1], то знайдеться така стала C, що

|f(x)| ≤ C для всiх x ∈ [−1, 1]. Тому, використовуючи результат впра-

ви 3.6, отримуємо

|cn| ≤
C

2

1∫

−1

(|Pn+1(x)|+ |Pn−1(x)|) dx

≤ C

2

( √
2√

n+ 1
+

√
2√

n− 1

)
≤ 2

√
2C√
n

(n ≥ 2).
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3.8. Показати, що

|P ′′
n (x)| ≤

1

2
n4 (|x| ≤ 1).

Розв’язок. Потрiбну нерiвнiсть будемо доводити за iндукцiєю. При

n = 1 вона, очевидно, справедлива, оскiльки P ′′
1 (x) = 0. При n = 1 маємо

P ′′
2 (x) =

(
1

222!
d2

dx2

(
x2 − 1

)2)′′
= 3 ≤ 1

22
4, так що i при n = 2 потрiбна

нерiвнiсть справедлива.

При n ≥ 1 iз рекурентної формули (3.9) маємо

P ′′
n+1(x)− P ′′

n−1(x) = (2n+ 1)P ′
n(x).

Звiдси випливає, що

∣∣P ′′
n+1(x)

∣∣ ≤
∣∣P ′′

n−1(x)
∣∣+ (2n+ 1) |P ′

n(x)| .

Оцiнюючи останнiй доданок справа за допомогою (3.26), отримаємо

∣∣P ′′
n+1(x)

∣∣ ≤
∣∣P ′′

n−1(x)
∣∣+ (2n+ 1)

n(n+ 1)

2
.

Згiдно з припущенням iндукцiї,

∣∣P ′′
n−1(x)

∣∣ ≤ (n− 1)4

2
.

Тому достатньо показати, що

(n− 1)4

2
+ (2n+ 1)

n(n+ 1)

2
≤ (n+ 1)4

2
.

Аля ця нерiвнiсть пiсля елементарних перетворень зводиться до наступної

6n3 − 3n2 + 7n ≥ 0,

яка, очевидно, справедлива при n ≥ 1.

3.9. Довести рiвностi

(
1− x2

) d

dx
Pn(x) =

n(n+ 1)

2n+ 1
[Pn−1(x)− Pn+1(x)]

= −nxPn(x) + nPn−1(x) = (n+ 1)xPn(x)− (n+ 1)Pn+1(x).
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Розв’язок. Перший спосiб. Оскiльки полiноми Лежандра Pn(x) за-

довольняють диференцiальне рiвняння Лежандра (3.18), то

(
1− x2

)
P ′′
n (x) = 2xP ′

n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0.

Перепишемо цю рiвнiсть у наступному виглядi

d

dx

[(
1− x2

)
P ′
n(x)

]
= −n(n+ 1)Pn(x)

i проiнтегруємо її вiд x до 1. В результатi отримаємо

−
(
1− x2

)
P ′
n(x) = −n(n+ 1)

1∫

x

Pn(t) dt.

Використовуючи (3.9), iнтеграл в правiй частинi цiєї рiвностi можемо пе-

ретворити до вигляду

1∫

x

Pn(t) dt =
1

2n+ 1

1∫

x

[
P ′
n+1(t)− P ′

n−1(t)
]
dt

=
1

2n+ 1
[(Pn+1(1)− Pn−1(1))− (Pn+1(x)− Pn−1(x))]

=
1

2n+ 1
(Pn−1(x)− Pn+1(x)) .

Цим доведена перша рiвнiсть даної вправи. Двi iншi рiвностi є простим

наслiдком спiввiдношень (3.5).

Другий спосiб (доведення першої рiвностi). Маємо

dn+1

dxn+1

(
x2 − 1

)n+1
=
(
x2 − 1

) dn+1

dxn+1

(
x2 − 1

)n

+2(n+ 1)x
dn

dxn
(
x2 − 1

)n
+ n(n+ 1)

dn−1

dxn−1

(
x2 − 1

)n

= 2nn!
(
x2 − 1

) d

dx
Pn(x) + 2nx · 2nn!Pn(x) + n(n+ 1)Φn(x),

де

Φn(x) =
dn−1

dxn−1

(
x2 − 1

)n
.
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Згiдно з (3.8),

Φn(x) =
2nn!

2n+ 1
(Pn+1(x)− Pn−1(x)) .

Такми чином, за формулою Родригеса (3.6),

2(n+ 1)Pn+1(x) =
(
x2 − 1

) d

dx
Pn(x)

+2(n+ 1)xPn(x) +
n(n+ 1)

2n+ 1
(Pn+1(x)− Pn−1(x)) .

За рекурентною формулою (3.5),

2(n+ 1)xPn(x) =
2(n+ 1)

2n+ 1
[(n+ 1)Pn+1(x) + nPn−1(x)] .

3.10. Використовуючи рiвностi iз вправи 3.9, довести, що

(1− x)
[
P ′
n(x) + P ′

n+1(x)
]
= (n+ 1) [Pn(x)− Pn+1(x)] .

Розв’язок. Iз отриманих у вправi 3.9 рiвностей маємо

(
1− x2

)
P ′
n(x) = (n+ 1)xPn(x)− (n+ 1)Pn+1(x),

(
1− x2

)
P ′
n+1(x) = −(n+ 1)xPn+1(x) + (n+ 1)Pn(x).

Додаючи цi двi рiвностi, отримуємо

(
1− x2

) [
P ′
n(x) + P ′

n+1(x)
]
= (1 + x)(n+ 1) [Pn(x)− Pn+1(x)] .

Звiдси, очевидно, випливає потрiбна рiвнiсть.

3.11. Використовуючи iнтегральне перетворення Лапласа, довести

оцiнку

|Pn(x)| ≤
2

π

π/2∫

0

[
1−

(
1− x2

)
sin2 ϕ

]n/2
dϕ (|x| ≤ 1).

Розв’язок. Перепишемо iнтегральне перетворення Лапласа (3.21) у

наступному виглядi

Pn(x) =
1

π

π∫

0

[
x+ i

(
1− x2

)1/2
cosϕ

]n
dϕ,
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де i – уявна одиниця. Звiдси при |x| ≤ 1 отримуємо

|Pn(x)| =

∣∣∣∣∣∣
1

π

π∫

0

[
x+ i

(
1− x2

)1/2
cosϕ

]n
dϕ

∣∣∣∣∣∣

≤ 1

π

π∫

0

[
x2 +

(
1− x2

)
cos2 ϕ

]n/2
dϕ

=
1

π

π∫

0

[
x2 +

(
1− x2

) (
1− sin2 ϕ

)]n/2
dϕ

=
1

π

π∫

0

[
1−

(
1− x2

)
sin2 ϕ

]n/2
dϕ =

2

π

π/2∫

0

[
1−

(
1− x2

)
sin2 ϕ

]n/2
dϕ

(остання рiвнiсть елементарна).

3.12∗. Довести оцiнку

|Pn(x)| ≤
C√

n (1− x2)
(|x| < 1),

де C – деяка стала.

Розв’язок. Використовуючи отриману у вправi 3.11 оцiнку, застосо-

вуючи послiдовно нерiвностi sinϕ ≥ 2
πϕ

(
0 ≤ ϕ ≤ π

2

)
i et ≥ 1 + t (t ∈ R),

при |x| ≤ 1 знаходимо

|Pn(x)| ≤
2

π

π/2∫

0

[
1−

(
1− x2

)
sin2 ϕ

]n/2
dϕ

≤ 2

π

π/2∫

0

[
1−

(
1− x2

) 4

π2
ϕ2

]n/2
dϕ ≤ 2

π

π/2∫

0

e−(1−x2) 4
π2 ϕ2·n2 dϕ

≤ 2

π

∞∫

0

e−
2n(1−x2)

π2 ϕ2

dϕ.

Але iз рiвностi (2.13) при a > 0 маємо

∞∫

0

e−aϕ2

dϕ =

√
π

a

∞∫

0

e−πt2 dt =

√
π

a

1

2

∞∫

−∞

e−πt2 dt =
1

2

√
π

a
,
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i, таким чином,

|Pn(x)| ≤
2

π

1

2

√
π√

2n (1− x2)/π2
=

√
π/2√

n (1− x2)
.
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