
Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова

Факультет математики, фiзики та iнформацiйних технологiй

Кафедра методiв математичної фiзики

Квалiфiкацiйна робота

на здобуття ступеня вищої освiти «бакалавр»

«Динамiчна задача для пружного шару з жорстким

цилiндричним включенням»

«Dynamic problem for an elastic layer with rigid

cylindrical inclusion»

Виконав: здобувач денної форми навчання
спецiальностi 113 Прикладна математика
Освiтня програма «Прикладна математика»
Рогулiн Артем Олександрович

Керiвник: канд. фiз.-мат. наук, доц. Фесенко Г. О.
Рецензент: канд. фiз.-мат. наук, доц. Процеров Ю. С

Рекомендовано до захисту:

Протокол засiдання кафедри

№ вiд 2023 р.

Завiдувач кафедри

Захищено на засiданнi ЕК №

Протокол № вiд 2023 р.

Оцiнка / /

Голова ЕК

Одеса — 2023 р.



2

ЗМIСТ

Вступ 3

1 Пошук розв’язку 4
1.1 Постановка задачi та її зведення до одновимiрної . . . . . . 4
1.2 Розв’язання векторної крайової задачi у просторi трансформант 8

2 Детализацiя вихiдної задачи на випадок сталих коливань,
чисельнi розрахунки та їх аналiз 12

Висновки 15

Список лiтератури 16

Додатки 17
Додаток А . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
Додаток Б . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
Додаток В . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34



3

ВСТУП

Метою даної роботи є побудова розрахункових формул для напру-
жень, що виникають пiд дiєю зосередженого навантаження по радiусу на
нескiнченний шар з жорстким цилiндричним включенням, написання коду
програми та аналiз напружень при рiзних параметрах (таких як коєфiцiєнт
Пуассона для шару; частота коливань; вiдношення радiуса включення до
товщини шару; вiдношення радiуса кола, по якому зосереджена сила, до
радiуса включення). А також оцiнка того, як впливають пераметри на
розв’язок та до яких коливань придатнi знайденi розв’язки.

Огляд лiтератури по темi. Дефекти рiзної природи у пружних тi-
лах викликають концентрацiю напружень та суттєво впливають на мiцнiсть
конструкцiї [3]. В [1] розглядаються напруження, що виникають у пружному
шарi з цилiндричним жорстким включенням пiд дiєю динамiчного розпо-
дiленого навантаження. У [2] пропонується метод розв’язання цiєї задачi,
який базується на використаннi векторного iнтегрального перетворення
типу Вебера, уникаючи використання зображень Папковича-Нейбера, що
суттєво спрощує розв’язання. Дослiдження, зазначенi у [5], зосередженi
на задачi про напруження в пружному шарi з цилiндричним включенням,
де враховується вага шару. Автори використали метод iнтегральних пере-
творень для отримання числового розв’язку осесиметричної задачi теорiї
пружностi для пружного цилiндру скiнченої довжини з закрiпленою бiчною
границею та урахуванням власної ваги [6].

У [7] розглянуто динамiчнi напруження бiля цилiндричного включення
рiзної щiльностi пiд час поширення плоскої хвилi у пружному середовищi
та встановлено їх залежнiсть вiд кiлькостi хвиль падiння та коефiцiєнта
Пуассона, а також використання методу граничних елементiв яке дозволило
встановити закономiрностi сталих коливань плоского жорсткого включення
у тривимiрному пружному тiлi. Робота, згадана у [8], присвячена вивченню
рiвноваги пружного скiнченого цилiндра, який пiддається осесиметричному
нормальному навантаженню.
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РОЗДIЛ 1

ПОШУК РОЗВ’ЯЗКУ

Був розроблений точний розв’язок для нестацiонарної задачi пру-
жного шару з цилiндричним жорстким включенням, де на цилiндричнiй
поверхнi заданi умови гладкого контакту. Одна з граней шару пiддана осеси-
метричному нестацiонарному стискаючому навантаженню, яке зосереджене
по колу радiуса b. Iнша грань має умови сполучення з абсолютно жорс-
тким основою або опирається на гладку основу без тертя. Для вирiшення
задачi з побудовою поля перемiщень та напружень в шарi були послiдовно
застосованi iнтегральнi перетворення Лапласа та Вебера, що призводить
до векторної неоднорiдної крайової задачi щодо невiдомих трансформант
перемiщень. Задача була вирiшена за допомогою матричного диференцiй-
ного числення. Пiсля застосування зворотних iнтегральних перетворень,
було отримано хвильове поле шару. Були дослiдженi нормальнi напруження
на цилiндричнiй поверхнi включення та на нижнiй гранi пружного шару.
Розв’язок задачi був розглянутий для випадку квазiстатичних коливань.

1.1 Постановка задачi та її зведення до одно-
вимiрної

Розглянемо нескiнченний пружний шар з цилiндричним жорстким
включенням радiуса а:

𝑎 ≤ 𝑟 < ∞, −𝜋 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝑧 ≤ ℎ

На гранi 𝑧 = ℎ дiє осесиметричне нормальне нестацiонарне стискаюче
навантаження

𝜎𝑧(𝑟,ℎ,𝑡) = −𝑝(𝑟, 𝑡), 𝜏𝑧𝑟(𝑟, ℎ, 𝑡) = 0 (1.1)
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Рис. 1.1.

На гранi 𝑧 = 0 задано умови жорсткого закрiплення

𝑢𝑧(𝑟, 0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑟(𝑟, 0, 𝑡) = 0 (1.2)

В областi контакту жорсткого включення з шаром задано умови
iдеального контакту

𝑢𝑟(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 0, 𝜏𝑟𝑧(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 0 (1.3)

Необхiдно побудувати хвильове поле пружного шару 𝑢𝑟(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑡),
𝑢𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡), що задовольняє осесиметричнi рiвняння руху при
нульових початкових умовах

𝑟−1
𝜕

𝜕𝑟

[︃
𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟

]︃
−𝑟−2𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑡) +

𝜅− 1

𝜅+ 1

𝜕2𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
+

2

𝜅+ 1

𝜕2𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑟𝜕𝑧
=

=
𝜅− 1

𝜅+ 1

𝜌

𝐺

𝜕2𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡2
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𝑟−1
𝜕

𝜕𝑟

[︃
𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝑟

]︃
+

𝜅+ 1

𝜅− 1

𝜕2𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
+

2

𝜅− 1
𝑟−1

𝜕

𝜕𝑟

[︃
𝑟
𝜕𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧

]︃
=

𝜌

𝐺

𝜕2𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡2

(1.4)
де 𝜅 = 3 − 4 · 𝜇, 𝜇 - коефiцiєнт Пуассона, 𝐺 - модуль зсуву, 𝜌 - густина.

Зауважимо, що 𝑐2 =
𝐺

𝜌
- швидкiсть розповсюдження поперечної хвилi,

𝑐21 =
𝜅+ 1

𝜅− 1
𝑐2 - швидкiсть розповсюдження поздовжньої хвилi та введемо

наступнi безрозмiрнi координати

𝜌 = 𝑎−1𝑟, 𝜉 = ℎ−1𝑧, 𝜏 = 𝑎−1𝑐𝑡, 𝜌 ∈ [1,∞), 𝜉 ∈ [0,1]. (1.5)

Враховуючи замiну змiнних (1.5), позначимо перемiщення 𝑢(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑈(𝜌, 𝜉, 𝜏),
𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝑊 (𝜌, 𝜉, 𝜏) тодi система рiвнянь руху (1.4) у нових координатах
набуває вигляду

𝜌−1
𝜕

𝜕𝜌

[︃
𝜌
𝜕𝑈

𝜕𝜌

]︃
− 𝜌−2𝑈 + 𝛼2

𝜅− 1

𝜅+ 1

𝜕2𝑈

𝜕𝜉2
+ 𝛼2

2

𝜅+ 1

𝜕2𝑊

𝜕𝜌𝜕𝜉
=

𝜅− 1

𝜅+ 1

𝜕2𝑈(𝜌, 𝜉, 𝜏)

𝜕𝜏 2

𝜌−1
𝜕

𝜕𝜌

[︃
𝜌
𝜕𝑊

𝜕𝜌

]︃
+ 𝛼2

𝜅+ 1

𝜅− 1

𝜕2𝑊

𝜕𝜉2
+ 𝛼

2

𝜅− 1
𝜌−1

𝜕

𝜕𝜌

[︃
𝜌
𝜕𝑈

𝜕𝜉

]︃
=

𝜕2𝑊 (𝜌, 𝜉, 𝜏)

𝜕𝜏 2
(1.6)

Умови гладкого контакту (1.3) для 𝑟 = 𝑎 , враховуючi замiну (1.5), записано
у виглядi

𝑈(1, 𝜉, 𝜏) = 0,
𝜕𝑊 (1, 𝜉, 𝜏)

𝜕𝜌
= 0 (1.7)

Аналогiчно, крайовi умови (1.2) на гранi 𝑧 = 0 та (1.1) на гранi 𝑧 = ℎ ,
запишемо наступним чином

𝑈(𝜌, 0, 𝜏) = 0, 𝑊 (𝜌, 0, 𝜏) = 0 (1.8)

𝜕𝑊 (𝜌, 1, 𝜏)

𝜕𝜌
+ 𝛼

𝜕𝑈(𝜌, 1, 𝜏)

𝜕𝜉
= 0

𝜕𝑈(𝜌, 1, 𝜏)

𝜕𝜌
+ 𝜌−1𝑈(𝜌, 1, 𝜏) + 𝜇𝛼

𝜕𝑊 (𝜌, 1, 𝜏)

𝜕𝜉
= −

𝑎

𝐺

𝜅− 1

3− 𝜅
𝑝(𝜌, 𝜏) (1.9)
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де 𝜇 =
1− 𝜇

𝜇
=

1 + 𝜅

3− 𝜅
, 𝛼 =

𝑎

ℎ

Останню умову у (1.9) отримано з граничної умови (1.1) 𝜎𝑧(𝑟, ℎ, 𝑡) =

−𝑝(𝑟, 𝑡) за формулою 𝜎𝑧 = (𝜆+ 2𝐺)
𝜕𝑤

𝜕𝑧
+ 𝜆

(︃
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+

1

𝑟
𝑢

)︃
(𝜆,𝐺 - сталi Ламе,

𝜆 =
2𝜇

1− 2𝜇
𝐺 =

3− 𝜅

𝜅− 1
𝐺), тобто 𝜎𝑧 = 𝐺

1 + 𝜅

𝜅− 1

𝜕𝑤

𝜕𝑧
+𝐺

3− 𝜅

𝜅− 1

(︃
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+

1

𝑟
𝑢

)︃
, з ура-

хуванням замiни (1.5). Послiдовно застосуємо до системи (1.6) та граничних
умов (1.8), (1.9) iнтегральне перетворення Лапласа за змiнною 𝜏

𝑓𝑝(𝜌, 𝜉) =

∞∫︁
0

𝑓(𝜌, 𝜉, 𝜏)𝑒−𝑝𝜏𝑑𝜏, 𝑓(𝜌, 𝜉, 𝜏) =
1

2𝜋𝑖

𝛾+𝑖∞∫︁
𝛾−𝑖∞

𝑓𝑝(𝜌, 𝜉)𝑒
𝑝𝜏𝑑𝑝 (1.10)

та перетворення Вебера за змiнною 𝜌

𝑈𝑝𝜆(𝜉) =

∞∫︁
1

𝜌𝑈𝑝(𝜌, 𝜉)𝜒1(𝜌, 𝜆)𝑑𝜌, 𝑈𝑝(𝜌, 𝜉) =

∞∫︁
0

𝜆𝑈𝑝𝜆(𝜉)𝜒1(𝜌, 𝜆)𝑑𝜆

𝐽2
1 (𝜆) +𝑁 2

1 (𝜆)

𝑊𝑝𝜆(𝜉) =

∞∫︁
1

𝜌𝑊𝑝(𝜌, 𝜉)𝜒0(𝜌, 𝜆)𝑑𝜌, 𝑊𝑝(𝜌, 𝜉) =

∞∫︁
0

𝜆𝑊𝑝𝜆(𝜉)𝜒0(𝜌, 𝜆)𝑑𝜆

𝐽2
1 (𝜆) +𝑁 2

1 (𝜆)
(1.11)

де
𝜒𝑖(𝜌, 𝜆) = 𝐽𝑖(𝜌𝜆)𝑁𝑖(𝜆)−𝑁𝑖(𝜌𝜆)𝐽1(𝜆), 𝑖 = 0,1

𝐽𝑖(𝜆) - функцiї Бесселя, 𝑁𝑖(𝜆) - функцiї Неймана, 𝑖 = 0,1. Пiд час застосува-
ння iнтегрального перетворення Вебера граничнi умови (1.7) автоматично
реалiзовано. Це приводить до системи звичайних диференцiйних рiвнянь у
просторi трансформант

𝑈 ′′
𝑝𝜆(𝜉)−

2

𝜅− 1
𝜆*𝑊

′
𝑝𝜆(𝜉)−

𝜅+ 1

𝜅− 1
𝜆2
*𝑈𝑝𝜆(𝜉)− 𝑝2𝛼−2𝑈𝑝𝜆(𝜉) = 0 (1.12)

𝑊 ′′
𝑝𝜆(𝜉)+

2

𝜅+ 1
𝜆*𝑈

′
𝑝𝜆(𝜉)−

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜆2
*𝑊𝑝𝜆(𝜉)−𝑝2𝛼−2

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑊𝑝𝜆(𝜉) = 0, 0 < 𝜉 < 1

де 𝜆* = 𝜆𝛼−1. Крайовi умови (1.8), (1.9) у трансформантах (1.10), (1.11)
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записано у формi
𝑈𝑝𝜆(0) = 0, 𝑊𝑝𝜆(0) = 0 (1.13)

𝜆*𝑈𝑝𝜆(1) + 𝜇𝑊 ′
𝑝𝜆(1) = −𝐴*𝑝𝑝𝜆, 𝑈 ′

𝑝𝜆(1)− 𝜆*𝑊𝑝𝜆(1) = 0

𝐴* = 𝑎(𝐺𝛼)−1
𝜅− 1

3− 𝜅
,

𝑝𝑝𝜆 =

∞∫︁
1

𝜌𝑝𝑝(𝑎𝜌)𝜒0(𝜌, 𝜆)𝑑𝜌,

𝑝𝑝(𝑎𝜌) =

∞∫︁
0

𝑝(𝑎𝜌,
𝑎

𝑐
𝜏)𝑒−𝑝𝜏𝑑𝜏 (1.14)

Отриману одновимiрну крайову задачу (1.12), (1.13) переформулюємо у
векторнiй формi.

1.2 Розв’язання векторної крайової задачi у
просторi трансформант

Введемо до розгляду невiдомий вектор трансформант перемiщень,
матрицi та диференцiйний оператор

𝑦(𝑧) =

⎛⎜⎝ 𝑈𝑝𝜆(𝜉)

𝑊𝑝𝜆(𝜉)

⎞⎟⎠ , 𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎝ 0 −
1

𝜅− 1
1

𝜅+ 1
0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜅+ 1

𝜅− 1
0

0
𝜅− 1

𝜅+ 1

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑇 =

⎛⎜⎜⎝ 1 0

0
𝜅− 1

𝜅+ 1

⎞⎟⎟⎠ ,

𝐼1 =

⎛⎜⎝ 1 0

0 −1

⎞⎟⎠ , 𝐼2 =

⎛⎜⎝ 0 𝜇

1 0

⎞⎟⎠ , 𝐼 =

⎛⎜⎝ 1 0

0 1

⎞⎟⎠
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𝐿2𝑦(𝜉) = 𝐼 · 𝑦′′(𝜉)2𝜆*𝑄 · 𝑦′(𝜉)− 𝜆2
*𝑃 · 𝑦(𝜉)− 𝑝2𝛼−2𝑇 · 𝑦(𝜉) (1.15)

Крайовi умови (1.13) переформульовано за допомогою граничних функцiо-
налiв

𝑈0[𝑦(𝜉)] = 𝐼 · 𝑦(0), 𝑈1[𝑦(𝜉)] = 𝜆*𝐼1 · 𝑦(1) + 𝐼2 · 𝑦′(1) (1.16)

Враховуючi (1.15), (1.16), задачу (1.12), (1.13) запишемо у векторнiй форм⎧⎪⎨⎪⎩ 𝐿2𝑦(𝜉) = 0, 0 < 𝜉 < 1

𝑈𝑖[𝑦(𝜉)] = ϒ𝑖, 𝑖 = 0,1

(1.17)

де ϒ0 = (0,0)𝑇 , ϒ1 = (−𝐴*𝑝𝑝𝜆, 0)
𝑇 . Як показано у [4] розв’язок задачi

(1.17) можна сконструювати у зображенi

𝑦(𝜉) = Ψ0(𝜉) +Ψ1(𝜉) ·ϒ1 (1.18)

де Ψ𝑖(𝜉), 𝑖 = 0,1 - матрична базисна система розв’язкiв. Пiд матричною
базисною системою розв’язкiв вважається така система, що задовольняє
задачi ⎧⎪⎨⎪⎩ 𝐿2Ψ𝑖 = 0 0 < 𝜉 < 1

𝑈𝑗[Ψ𝑖(𝜉)] = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖,𝑗 = 0,1

де диференцiйний оператор та граничнi функцiонали визначено (1.15),
(1.16), 𝛿𝑖𝑗 - символ Кронекера. Методика побудови Ψ𝑖(𝜉), 𝑖 = 0,1 викладена
у [4]. Вiдповiдно до цiєї методики спочатку отримано загальний розв’язок
однорiдного рiвняння з (1.17), для чого розв’язано однорiдне матричне
рiвняння

𝐿2𝑌 (𝜉) = 0, 0 < 𝜉 < 1 (1.19)

де 𝑌 (𝜉) - невiдома матриця порядку 2×2. Розв’язок цього рiвняння вибрано
у формi 𝑌 (𝜉) = 𝑒𝜂𝜉 · 𝐼 , що привело до спiввiдношення 𝐿2𝑒

𝜂𝜉 · 𝐼 = 𝑀 (𝜂) · 𝑒𝜂𝜉,
звiдки маємо

𝑌 (𝜉) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝑀−1(𝜂)𝑒𝜂𝜉𝑑𝜂,
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тут 𝐶 - замкнений контур, що мiстить всi полюси пiдiнтегрального виразу.
Цими полюсами будуть нулi визначника матрицi 𝑀−1(𝜂), що має вигляд

𝑀−1(𝜂) =
𝑀0(𝜂)

det𝑀(𝜂)

det𝑀(𝜂) =

[︂
𝜂2 −

(︁√︀
𝜆2 + 𝑝2𝛼−2

)︁2]︂⎡⎣𝜂2 −(︃√︂𝜆2
* +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2𝛼−2

)︃2
⎤⎦

𝑀0(𝜂) =

⎛⎜⎝ 𝜂2 − 𝜆2
*
𝜅−1
𝜅+1 − 𝑝2𝛼−2𝜅−1

𝜅+1
2

𝜅−1𝜆*𝜂

− 2
𝜅+1𝜆*𝜂 𝜂2 − 𝜆2

*
𝜅+1
𝜅−1 − 𝑝2𝛼−2

⎞⎟⎠ .

Позначимо розв’язки, що вiдповiдають рiзним полюсам, як

𝑌∓ =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐶

𝑒𝜂𝜉𝑀0(𝜂)𝑑𝜂

det𝑀(𝜂)
.

Якщо зафiксувати полюси 𝜂 =
√︀
𝜆2
* + 𝑝2𝛼−2, 𝜂 =

√︁
𝜆2
* +

𝜅−1
𝜅+1𝑝

2𝛼−2 та контур
𝐶+, що їх мiстить, отримаємо розв’язок 𝑌+(𝜉), що зростає, якщо 𝜉 → ∞; при
фiксацiї полюсiв 𝜂 = −

√︀
𝜆2
* + 𝑝2𝛼−2, 𝜂 = −

√︁
𝜆2
* +

𝜅−1
𝜅+1𝑝

2𝛼−2 та контуру 𝐶−

отримаємо спадаючий розв’язок 𝑌−(𝜉). Використання теореми про лишки
завершує розв’язання рiвняння (1.19)

𝑌∓(𝜉) =
𝛼

2𝑝2

⎡⎢⎣𝑒− 1
𝛼Δ0·𝜉

⎛⎜⎝ ∓∆0
𝜅+1
𝜅−1

−𝜆 ±𝜅+1
𝜅−1

𝜆2

Δ0

⎞⎟⎠+ 𝑒−
1
𝛼Δ1·𝜉

⎛⎜⎝ ± 𝜆2

Δ1
−𝜅+1

𝜅−1𝜆

𝜆 ∓𝜅+1
𝜅−1∆1

⎞⎟⎠
⎤⎥⎦

∆0 =
√︀

𝜆2 + 𝑝2, ∆1 =

√︂
𝜆2 +

𝜅− 1

𝜅+ 1
𝑝2

Побудовано базиснi матрицi

Ψ𝑗(𝜉) = 𝑌−(𝜉)𝐶
0
𝑗 + 𝑌+(𝜉)𝐶

1
𝑗 , 𝑗 = 0,1

де 𝐶 𝑖
𝑗, 𝑖,𝑗 = 0,1 - матрицi сталих порядку 2× 2.

𝐶1
1 = (𝑈1[𝑌+]−𝑈1[𝑌−]·(𝑈0[𝑌−])

−1·𝑈0[𝑌+])
−1, 𝐶0

1 = −(𝑈0[𝑌−])
−1·𝑈0[𝑌+]·𝐶1

1 .
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де 𝑈𝑖[𝑌±], 𝑖 = 0,1 - значення спадаючого та зростаючого розв’язкiв одно-
рiдного рiвняння (1.19) на граничних функцiоналах, визначених у (1.16).
За рахунок задоволення граничних умов, отримано, що 𝐶0

1 = 𝐶1
1 = 𝐶 та

вигляд базисної матрицi спрощується

Ψ1(𝜉) = (𝑌−(𝜉) + 𝑌+(𝜉)) ·𝐶.

Остаточно маємо

Ψ1(𝜉) =
𝛼

detΨ

⎛⎜⎝ 1
2
3−𝜅
𝜅−1𝜆Ψ11 −Ψ12

1
2
3−𝜅
𝜅−1Ψ21 𝜆Ψ22

⎞⎟⎠ (1.20)

detΨ = 2𝜆2(2𝜆2 + 𝑝2)− (4𝜆4 + 2𝜆2𝑝2 + 1
2𝑝

4) cosh
∆0

𝛼
· cosh

∆1

𝛼
+

+
𝜆2 · (4𝜆4 + 2(3𝜅+1)

𝜅+1 𝜆2𝑝2 + 𝜅−3
2(𝜅+1)𝑝

4)

∆0 ·∆1
· sinh

∆0

𝛼
· sinh

∆1

𝛼

Запишемо розв’язок (1.18) векторної крайової задачi (1.17)

𝑦(𝑧) =

⎛⎜⎝ 𝑈𝑝𝜆(𝜉)

𝑊𝑝𝜆(𝜉)

⎞⎟⎠ = −𝐴* · 𝑝𝑝𝜆 ·
𝛼

detΨ
·

⎛⎜⎝ 1
2
3−𝜅
𝜅−1𝜆Ψ11

−Ψ12

⎞⎟⎠
Застосувавши обернене перетворення Лапласа змiнної 𝑝 i обернене

перетворення Вебера змiнної 𝜆, отримуємо поле хвиль для шару.⎛⎜⎝ 𝑈(𝜌, 𝜉, 𝜏)

𝑊 (𝜌, 𝜉, 𝜏)

⎞⎟⎠ =
1

2𝜋

𝛾+𝑖∞∫︁
𝛾−𝑖∞

∞∫︁
0

𝜆

𝐽2
1 (𝜆) +𝑁 2

1 (𝜆)
·

⎛⎜⎝ 𝑈𝑝𝜆(𝜉) · 𝜒1(𝜌, 𝜆)

𝑊𝑝𝜆(𝜉) · 𝜒0(𝜌, 𝜆)

⎞⎟⎠ 𝑒𝑝𝜏𝑑𝑝𝑑𝜆

(1.21)
Таким чином, метод, запропонований у роботi [1], дав змогу отримати точний
розв’язок для нестацiонарної задачi (1.1-1.4) за допомогою просторових
iнтегральних перетворень (1.10, 1.11).
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РОЗДIЛ 2

ДЕТАЛИЗАЦIЯ ВИХIДНОЇ ЗАДАЧИ НА ВИПАДОК

СТАЛИХ КОЛИВАНЬ, ЧИСЕЛЬНI РОЗРАХУНКИ

ТА ЇХ АНАЛIЗ

Деталiзацiя вiдповiдає постановцi задачi для випадку квазiстатичного
навантаження, заданого на верхнiй гранi пружного шару. За рахунок аналi-
тичного подання хвильового поля (1.21) у просторi трансформант Лапласа
покладемо 𝑝 = −𝛿(𝑟−𝑏), де 𝛿 - дельта функцiя Дiрака; 𝜔 - частота коливань,
у всiх попереднiх формулах. Таким чином, отримано наступнi нормальнi
напруження на нижнiй гранi пружного шару:

𝜎𝜉(𝜌, 𝜉 = 0;𝜔) = 𝑏
𝑎

𝜔−0∫︀
0

𝜔2𝜒0(
𝑏
𝑎 , 𝜆) · 𝜒0(𝜌, 𝜆)

𝐽2
1 (𝜆) +𝑁 2

1 (𝜆)
· 𝜆 · Φ1(𝜆;𝜔)𝑑𝜆+

+ 𝑏
𝑎

∞∫︀
𝜔+0

𝜔2𝜒0(
𝑏
𝑎 , 𝜆) · 𝜒0(𝜌, 𝜆)

𝐽2
1 (𝜆) +𝑁 2

1 (𝜆)
· 𝜆 · Φ2(𝜆;𝜔)𝑑𝜆,

𝜌 ∈ [1,∞).

та на цилiндричнiй поверхнi:

𝜎𝜌(𝜌 = 1, 𝜉;𝜔) =

=
𝜔−0∫︀
0

𝜒0(
𝑏
𝑎 , 𝜆) · 𝜆

𝐽2
1 (𝜆) +𝑁 2

1 (𝜆)
·
[︀
2𝜆2 · 𝜒1(1, 𝜆) · Φ3(𝜆, 𝜉;𝜔)− 𝜒0(1, 𝜆) · Φ4(𝜆,𝜉;𝜔)

]︀
𝑑𝜆+

+
∞∫︀

𝜔+0

𝜒0(
𝑏
𝑎 , 𝜆) · 𝜆

𝐽2
1 (𝜆) +𝑁 2

1 (𝜆)
·
[︀
2𝜆2 · 𝜒1(1,𝜆) · Φ5(𝜆, 𝜉;𝜔)− 𝜒0(1, 𝜆)Φ6(𝜆, 𝜉;𝜔)

]︀
𝑑𝜆,

𝜉 ∈ [0,1]

якi реалiзованi в кодi у додатку А. Формули пiдiнтегральних функцiї Φ𝑖, 𝑖 =

1,6 на випадок жорсткого зачiплення на нижнiй гранi шару поданi у додатку
Б, де також знаходиться код з їх реалiзацiєю.

В нас є декiлька параметрiв на якi ми можемо змiнювати, це:

𝜔 - частота коливань;
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𝑏
𝑎 - вiдношення радiуса кола, по якому зосереджена сила, до радiуса

включення ( 𝑏𝑎 > 1);

𝛼 =
𝑎

ℎ
- вiдношення радiуса включення до товщини шару;

𝜅 = 3− 4𝜇, де 𝜇 - коефiцiєнт Пуассона.

Спочатку розглянемо функцiї пiдiнтегральнi функiї для 𝜎𝜉 з рiзними
параметрами. Наприклад для 𝑏

𝑎 = 2;𝜇 = 1/4;𝛼 = 0.5 та рiзних 𝜔:
Як можемо бачити, для частот коливань 0.79 та бiльше, в пiдiнтегральнiй

Рис. 2.1.

функцiї з’являються розриви. Але, якщо збiльшити 𝛼 = 1.0 то отримаємо що
разриви отримються для бiльших частот, тобто ми можемо використовувати
нашу функцiю до певної сили коливань:
Теж саме працює i з 𝜎𝜌, графiки можна переглянути у додатку В. Значення

Рис. 2.2.

брали для 𝜌 = 1. 𝜇 же не впливає на те, до якої частоти ми можемо
використовувати цi формули. Це також можно переглянути у додатку В.
Отже ми можем мати достовiрнi 𝜎𝜉 та 𝜎𝜌 лише для певних 𝜔.
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Рис. 2.3. 𝜎𝜉 для 𝛼 = 0.5

Рис. 2.4. 𝜎𝜌 для 𝛼 = 0.5
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ВИСНОВКИ

Отримано точний розв’язок нестацiонарної задачi для нескiнченного
пружного шару з цилiндричним жорстким включенням (на поверхнi якого
задани умови гладкого контакту).

Дослiдженi нормальнi напруження виникаючi на цилiндричнiй по-
верхнi та на нижнiй гранi шару пiд дiєю нормального осесиметричного
навантаження по колу радiусу 𝑏.

Оцiнена здатнiсть знайдених функцiй вимiрювати коливання (до якої
сили коливання можуть бути вiдображенi знайденою формулою) та вза-
ємозв’язок мiж силою коливань, частотою коливань (𝜔) та вiдношенням
радусу включення до товщини шару(𝛼).

Запропонований пiдхiд можна застосувати для пошуку та оцiнки
розв’язкiв iнших задач динамiчного типу теорiї пружностi. Також спираю-
чись на цю роботу, можна буде вiдшукати формули для бiльших коливань.
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ДОДАТКИ

Додаток А. Код для обчислення напруженнь
𝜎𝜉 та 𝜎𝜌

Тут указанi пакети для роботи коду, а також реалiзованi функцiї 𝜒𝑖, 𝑖 =

0,1, чисельне iнтегрування методом Сiмпсона та нормальне напруження
на нижнiй гранi шару й нормальне напруження на цилiндричнiй поверхнi
жорсткого включення.

# Пакети для роботи коду
import numpy as np
import scipy as sc
import matplotlib.pyplot as plt
import cmath
from scipy.special import j1, j0, y1, y0

# Функцiї чi з iндексом 0 та 1
def chi_0(rho, lamb):

return j0(rho * lamb) * y1(lamb) - j1(lamb) * y0(rho * lamb)

def chi_1(rho, lamb):
return j1(rho * lamb) * y1(lamb) - j1(lamb) * y1(rho * lamb)

# Функцiя яка повертає значення пiдантегральної функцiї
# доданку з сiгма ксi
def sigma_xi_part(rho, params, lamb, Phi_func):

omega, b, a, alpha, kappa, xi = params
return ((omega**2 * chi_0(b / a, lamb) * chi_0(rho, lamb))

/ (j1(lamb)**2 + y1(lamb)**2) * lamb
* Phi_func(lamb, params))

# Функцiя яка обчислює значення сiгма ксi
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def sigma_xi(rho, omega, b, a, alpha, kappa, xi, Phi):
first_Phi, second_Phi = Phi
params = (omega, b, a, alpha, kappa, xi)
# Precision params
steps_num = 10000
omega_dist = 0.0000000001
lam1_start = 0.0000000001
lam2_end = 50
# lamb < omega
lam1 = np.linspace(lam1_start, omega, steps_num,

endpoint=False)
term1 = integrate(lam1, rho, params, sigma_xi_part,

first_Phi)

#lamb > omega
lam2 = np.linspace(lam2_end, omega, steps_num,

endpoint=False)[::-1]
term2 = integrate(lam2, rho, params, sigma_xi_part,

second_Phi)
return (b / a) * (term1 + term2)

def sigma_rho_part(xi, params, lamb, phi_funcs):
first_func, second_func = phi_funcs
omega, b, a, alpha, kappa, rho = params
numerator = chi_0(b/a, lamb) * lamb
denominator = (j1(lamb)**2 + y1(lamb)**2)
term1 = (2 * lamb**2 * chi_1(1, lamb)

* first_func(lamb, xi, params))
term2 = chi_0(1, lamb) * second_func(lamb, xi, params)
result = numerator / denominator * (term1 - term2)
return result

def sigma_rho(xi, omega, b, a, alpha, kappa, rho, Phi):
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Phi3, Phi4, Phi5, Phi6 = Phi
params = (omega, b, a, alpha, kappa, rho)
# Precision params
steps_num = 10000
omega_dist = 0.0000000001
lam1_start = 0.0000000001
lam2_end = 50
# lamb < omega
lam1 = np.linspace(lam1_start, omega, steps_num,

endpoint=False)
term1 = integrate(lam1, xi, params, sigma_rho_part,

(Phi3, Phi4))

#lamb > omega
lam2 = np.linspace(lam2_end, omega, steps_num,

endpoint=False)[::-1]
term2 = integrate(lam2, xi, params, sigma_rho_part,

(Phi5, Phi6))
return term1 + term2

# Метод Сiмпсона
# (передаємо параметри та функцiї якi хочемо обчислити)
def integrate(interval, x, params, sigma_func, phi_funcs):

prev_lamb = interval[0]
res = 0
for lamb in interval[1::]:

dist = lamb - prev_lamb
start = sigma_func(x, params, prev_lamb, phi_funcs)
mid = sigma_func(x, params, (prev_lamb + lamb) / 2,

phi_funcs)
end = sigma_func(x, params, lamb, phi_funcs)
res += dist * (start + 4 * mid + end) / 6
prev_lamb = lamb

return res
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Додаток Б. Код та функцiї для обчислення
Φ
(0)
𝑖 , 𝑖 = 1, 6

Φ
(0)
1 (𝜆;𝜔) =

𝐹 *
1 (𝜆;𝜔)

detΨ*
1

, (𝜆 < 𝜔)

𝐹 *
1 (𝜆;𝜔) =(

1

2
𝜔2 − 𝜆2) · cos

⎛⎜⎝𝜔

𝛼

⎯⎸⎸⎷1−

(︃
𝜆

𝜔

)︃2
⎞⎟⎠+

+ 𝜆2 · cos

⎛⎜⎝𝜔

𝛼

√︃
𝜅− 1

𝜅+ 1

⎯⎸⎸⎷1−
𝜅+ 1

𝜅− 1

(︃
𝜆

𝜔

)︃2
⎞⎟⎠

detΨ*
1 =2𝜆2(2𝜆2 − 𝜔2)− (4𝜆4 − 2𝜆2𝜔2 +

1

2
𝜔4)·

· cos

⎛⎝𝜔

𝛼

√︃
1−

(︂
𝜆

𝜔

)︂2
⎞⎠ · cos

⎛⎝𝜔

𝛼

√︂
𝜅− 1

𝜅+ 1

√︃
1− 𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝜆

𝜔

)︂2
⎞⎠+

+
𝜆2 ·

(︁
4𝜆4 − 2(3𝜅+1)

𝜅+1 𝜆2𝜔2 + 5𝜅−3
2(𝜅+1)𝜔

4
)︁

𝜔2
√︁

𝜅−1
𝜅+1

√︁
1−

(︀
𝜆
𝜔

)︀2 ·√︁1− 𝜅+1
𝜅−1

(︀
𝜆
𝜔

)︀2·
· sin

⎛⎝𝜔

𝛼

√︃
1−

(︂
𝜆

𝜔

)︂2
⎞⎠ · sin

⎛⎝𝜔

𝛼

√︂
𝜅− 1

𝜅+ 1

√︃
1− 𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝜆

𝜔

)︂2
⎞⎠

Φ
(0)
2 (𝜆;𝜔) =

𝐹1(𝜆;𝜔)

detΨ1
, (𝜆 > 𝜔)

𝐹1(𝜆;𝜔) = (
1

2
𝜔2 − 𝜆2) · cosh

(︂
1

𝛼

√︀
𝜆2 − 𝜔2

)︂
+ 𝜆2 · cosh

(︃
1

𝛼

√︂
𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2

)︃
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detΨ1 =2𝜆2(2𝜆2 − 𝜔2)− (4𝜆4 − 2𝜆2𝜔2 +
1

2
𝜔4)·

· cosh
(︂
1

𝛼

√︀
𝜆2 − 𝜔2

)︂
· cosh

(︃
1

𝛼

√︂
𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2

)︃
+

+
𝜆2 · (4𝜆4 − 2(3𝜅+1)

𝜅+1 𝜆2𝜔2 + 5𝜅−3
2(𝜅+1)𝜔

4)
√
𝜆2 − 𝜔2 ·

√︁
𝜆2 − 𝜅−1

𝜅+1𝜔
2

·

· sinh
(︂
1

𝛼

√︀
𝜆2 − 𝜔2

)︂
· sinh

(︃
1

𝛼

√︂
𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2

)︃

Φ
(0)
3 (𝜆, 𝜉;𝜔) =

𝐹 *
3 (𝜆, 𝜉;𝜔)

detΨ*
1

, (𝜆 < 𝜔)
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𝐹 *
3 (𝜆,𝜉;𝜔) =

=(𝜆2 − 1

2
𝜔2) · cos

⎛⎝𝜔

𝛼

√︃
1−

(︂
𝜆

𝜔

)︂2

· (1− 𝜉)

⎞⎠+

+𝜆2 · cos

⎛⎝𝜔

𝛼

√︂
𝜅− 1

𝜅+ 1

√︃
1− 𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝜆

𝜔

)︂2

· (1− 𝜉)

⎞⎠+

+𝜔2

√︂
1− (

𝜆

𝜔
)2 ·
√︂

𝜅− 1

𝜅+ 1

√︃
1− 𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝜆

𝜔

)︂2

·

· sin

⎛⎝𝜔

𝛼

√︃
1−

(︂
𝜆

𝜔

)︂2

· 𝜉

⎞⎠ · sin

⎛⎝𝜔

𝛼

√︂
𝜅− 1

𝜅+ 1

√︃
1− 𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝜆

𝜔

)︂2
⎞⎠+

+
𝜆2 · (𝜆2 − 1

2𝜔
2)

𝜔2

√︁
1−

(︀
𝜆
𝜔

)︀2 ·√︁𝜅−1
𝜅+1

√︁
1− 𝜅−1

𝜅+1

(︀
𝜆
𝜔

)︀2 ·
· sin

⎛⎝𝜔

𝛼

√︂
𝜅− 1

𝜅+ 1

√︃
1− 𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝜆

𝜔

)︂2

· 𝜉

⎞⎠ · sin

⎛⎝𝜔

𝛼

√︃
1−

(︂
𝜆

𝜔

)︂2
⎞⎠−

−𝜆2 · cos

⎛⎝𝜔

𝛼

√︃
1−

(︂
𝜆

𝜔

)︂2

· 𝜉

⎞⎠ · cos

⎛⎝𝜔

𝛼

√︂
𝜅− 1

𝜅+ 1

√︃
1− 𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝜆

𝜔

)︂2
⎞⎠−

−(𝜆2 − 1

2
𝜔2) · cos

⎛⎝𝜔

𝛼

√︂
𝜅− 1

𝜅+ 1

√︃
1− 𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝜆

𝜔

)︂2

· 𝜉

⎞⎠·

· cos

⎛⎝𝜔

𝛼

√︃
1−

(︂
𝜆

𝜔

)︂2
⎞⎠

Φ
(0)
4 (𝜆, 𝜉;𝜔) =

𝐹 *
4 (𝜆, 𝜉;𝜔)

detΨ*
1

, (𝜆 < 𝜔)
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𝐹 *
4 (𝜆, 𝜉;𝜔) =

=2𝜆2(𝜆2 − 1

2
𝜔2) · cos

⎛⎝𝜔

𝛼

√︃
1−

(︂
𝜆

𝜔

)︂2

· (1− 𝜉)

⎞⎠+

+𝜆2 · (2𝜆2 +
3− 𝜅

1 + 𝜅
𝜔2) · cos

⎛⎝𝜔

𝛼

√︂
𝜅− 1

𝜅+ 1

√︃
1− 𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝜆

𝜔

)︂2

· (1− 𝜉)

⎞⎠+

+2𝜆2𝜔2

√︃
1−

(︂
𝜆

𝜔

)︂2

·
√︂

𝜅− 1

𝜅+ 1

√︃
1− 𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝜆

𝜔

)︂2

·

· sin

(︃
𝜔

𝛼

√︂
1− (

𝜆

𝜔
)2 · 𝜉

)︃
· sin

⎛⎝𝜔

𝛼

√︂
𝜅− 1

𝜅+ 1

√︃
1− 𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝜆

𝜔

)︂2
⎞⎠+

+
𝜆2 · (𝜆2 − 1

2𝜔
2) · (2𝜆2 + 3−𝜅

1+𝜅𝜔
2)

𝜔2

√︁
1−

(︀
𝜆
𝜔

)︀2 ·√︁𝜅−1
𝜅+1

√︁
1− 𝜅+1

𝜅−1

(︀
𝜆
𝜔

)︀2 ·
· sin

⎛⎝𝜔

𝛼

√︃
1−

(︂
𝜆

𝜔

)︂2

· 𝜉

⎞⎠ · sin

⎛⎝𝜔

𝛼

√︂
𝜅− 1

𝜅+ 1

√︃
1−

(︂
𝜆

𝜔

)︂2
⎞⎠−

−2𝜆4 · cos

⎛⎝𝜔

𝛼

√︃
1−

(︂
𝜆

𝜔

)︂2

· 𝜉

⎞⎠ · cos

⎛⎝𝜔

𝛼

√︂
𝜅− 1

𝜅+ 1

√︃
1− 𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝜆

𝜔

)︂2
⎞⎠−

−(𝜆2 − 1

2
𝜔2) · (2𝜆2 +

3− 𝜅

1 + 𝜅
𝜔2)·

· cos

⎛⎝𝜔

𝛼

√︂
𝜅− 1

𝜅+ 1

√︃
1− 𝜅+ 1

𝜅− 1

(︂
𝜆

𝜔

)︂2

· 𝜉

⎞⎠ · cos

⎛⎝𝜔

𝛼

√︃
1−

(︂
𝜆

𝜔

)︂2
⎞⎠

Φ
(0)
5 (𝜆, 𝜉;𝜔) =

𝐹3(𝜆, 𝜉;𝜔)

detΨ1
, (𝜆 > 𝜔)
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𝐹3(𝜆, 𝜉;𝜔) =

=(𝜆2 − 1

2
𝜔2) · cosh

(︂
1

𝛼

√︀
𝜆2 − 𝜔2 · (1− 𝜉)

)︂
+

+𝜆2 · cosh

(︃
1

𝛼

√︂
𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2 · (1− 𝜉)

)︃
+

+
√︀

𝜆2 − 𝜔2 ·
√︂

𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2·

· sinh
(︂
1

𝛼

√︀
𝜆2 − 𝜔2 · 𝜉

)︂
· sinh

(︃
1

𝛼

√︂
𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2

)︃
+

+
𝜆2 · (𝜆2 − 1

2𝜔
2)

√
𝜆2 − 𝜔2 ·

√︁
𝜆2 − 𝜅−1

𝜅+1𝜔
2
·

· sinh

(︃
1

𝛼

√︂
𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2 · 𝜉

)︃
· sinh

(︂
1

𝛼

√︀
𝜆2 − 𝜔2

)︂
−

−𝜆2 · cosh
(︂
1

𝛼

√︀
𝜆2 − 𝜔2 · 𝜉

)︂
· cosh

(︃
1

𝛼

√︂
𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2

)︃
−

−(𝜆2 − 1

2
𝜔2)·

· cosh

(︃
1

𝛼

√︂
𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2 · 𝜉

)︃
· cosh

(︂
1

𝛼

√︀
𝜆2 − 𝜔2

)︂

Φ
(0)
6 (𝜆, 𝜉;𝜔) =

𝐹4(𝜆, 𝜉;𝜔)

detΨ1
, (𝜆 > 𝜔)
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𝐹4(𝜆, 𝜉;𝜔) =

=2𝜆2(𝜆2 − 1

2
𝜔2) · cosh

(︂
1

𝛼

√︀
𝜆2 − 𝜔2 · (1− 𝜉)

)︂
+

+𝜆2 · (2𝜆2 +
3− 𝜅

𝜅+ 1
𝜔2) · cosh

(︃
1

𝛼

√︂
𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2 · (1− 𝜉)

)︃
+

+2𝜆2
√︀

𝜆2 − 𝜔2 ·
√︂

𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2·

· sinh
(︂
1

𝛼

√︀
𝜆2 − 𝜔2 · 𝜉

)︂
· sinh

(︃
1

𝛼

√︂
𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2

)︃
+

+
𝜆2 · (𝜆2 − 1

2𝜔
2) · (2𝜆2 + 3−𝜅

𝜅+1𝜔
2)

√
𝜆2 − 𝜔2 ·

√︁
𝜆2 − 𝜅−1

𝜅+1𝜔
2

·

· sinh

(︃
1

𝛼

√︂
𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2 · 𝜉

)︃
· sinh

(︂
1

𝛼

√︀
𝜆2 − 𝜔2

)︂
−

−2𝜆4 · cosh
(︂
1

𝛼

√︀
𝜆2 − 𝜔2 · 𝜉

)︂
· cosh

(︃
1

𝛼

√︂
𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2

)︃
−

−(𝜆2 − 1

2
𝜔2) · (2𝜆2 +

3− 𝜅

𝜅+ 1
𝜔2)·

· cosh

(︃
1

𝛼

√︂
𝜆2 − 𝜅− 1

𝜅+ 1
𝜔2 · 𝜉

)︃
· cosh

(︂
1

𝛼

√︀
𝜆2 − 𝜔2

)︂
# Функцiї для обчислення напруження на нижнiй гранi
# (у тому числi i det для рiзних Псi)
def Phi0_1(lamb, params):

omega, _, _, alpha, kappa, _ = params
f_s1 = F_s1(lamb, omega, alpha, kappa)
psi_s1 = Psi_s1(lamb, omega, alpha, kappa)
return f_s1 / psi_s1

def F_s1(lamb, omega, alpha, kappa):
term1 = ((0.5 * omega**2 - lamb**2)

* cmath.cos((omega / alpha)
* cmath.sqrt(1 - (lamb / omega)**2)))
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term2 = (lamb**2 * cmath.cos((omega / alpha)
* cmath.sqrt((kappa - 1) / (kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1) / (kappa - 1))
* (lamb / omega)**2)))

return term1 + term2

def Psi_s1(lamb, omega, alpha, kappa):
term1 = 2 * lamb**2 * (2 * lamb**2 - omega**2)
term2 = ((4 * lamb**4 - 2 * lamb**2 * omega**2

+ 0.5 * omega**4)
* cmath.cos((omega / alpha)
* cmath.sqrt(1 - (lamb / omega)**2)))

term2_1 = cmath.cos((omega / alpha)
* cmath.sqrt((kappa - 1) / (kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1) / (kappa - 1))
* (lamb / omega)**2))

term3 = (lamb**2 * (4 * lamb**4
- (2 * (3 * kappa + 1) / (kappa + 1))
* lamb**2 * omega**2
+ (5 * kappa - 3) / (2 * (kappa + 1)) * omega**4))

term3_1 = (omega**2 * cmath.sqrt((kappa - 1) / (kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - (lamb / omega)**2)
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1) / (kappa - 1))
* (lamb / omega)**2))

term4 = cmath.sin((omega / alpha)
* cmath.sqrt(1 - (lamb / omega)**2))

term4_1 = cmath.sin((omega / alpha)
* cmath.sqrt((kappa - 1) / (kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1) / (kappa - 1))
* (lamb / omega)**2))

return (term1 - term2 * term2_1
+ (term3 / term3_1) * term4 * term4_1)
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def Phi0_2(lamb, params):
omega, _, _, alpha, kappa, _ = params
f_1 = F_1(lamb, omega, alpha, kappa)
psi_1 = Psi_1(lamb, omega, alpha, kappa)
return f_1 / psi_1

def F_1(lamb, omega, alpha, kappa):
term1 = ((0.5 * omega**2 - lamb**2)

* cmath.cosh((1 / alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2)))

term2 = lamb**2 * cmath.cosh((1 / alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2
- ((kappa - 1) / (kappa + 1)) * omega**2))

return term1 + term2

def Psi_1(lamb, omega, alpha, kappa):
term1 = 2 * lamb**2 * (2 * lamb**2 - omega**2)
term2 = ((4 * lamb**4 - 2 * lamb**2 * omega**2

+ 0.5 * omega**4)
* cmath.cosh((1 / alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2))
* cmath.cosh((1 / alpha) * cmath.sqrt(lamb**2
- ((kappa-1)/(kappa+1)) * omega**2)))

term3 = (lamb**2 * (4 * lamb**4
- (2 * (3 * kappa + 1) / (kappa + 1))
* lamb**2 * omega**2
+ (5 * kappa - 3) / (2 * (kappa + 1)) * omega**4))

term4 = (cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2)
* cmath.sqrt(lamb**2 - ((kappa - 1) / (kappa + 1))
* omega**2))

term5 = cmath.sinh((1 / alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2))

term6 = cmath.sinh((1 / alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - ((kappa - 1) / (kappa + 1))
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* omega**2))
return term1 - term2 + (term3 / term4) * term5 * term6

# Функцiї для обчислення напруження на цилiндричнiй поверхнi
def Phi0_3(lamb, xi, params):

omega, _, _, alpha, kappa, rho = params
return (F_s3(lamb, xi, omega, alpha, kappa)

/ Psi_s1(lamb, omega, alpha, kappa))

def F_s3(lamb, xi, omega, alpha, kappa):
term1 = ((lamb**2 - 0.5 * omega**2) * cmath.cos((omega/alpha)

* cmath.sqrt(1 - (lamb/omega)**2) * (1 - xi)))
term2 = (lamb**2 * cmath.cos((omega/alpha)

* cmath.sqrt((kappa - 1)/(kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1)/(kappa - 1))
* (lamb/omega)**2) * (1 - xi)))

term3 = (omega**2 * cmath.sqrt(1 - (lamb/omega)**2)
* cmath.sqrt((kappa - 1)/(kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1)/(kappa - 1))
* (lamb/omega)**2)
* cmath.sin((omega/alpha)
* cmath.sqrt(1 - (lamb/omega)**2) * xi)
* cmath.sin((omega/alpha)
* cmath.sqrt((kappa - 1)/(kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1)/(kappa - 1))
* (lamb/omega)**2)))

term4 = ((lamb**2 * (lamb**2 - 0.5 * omega**2))
/ (omega**2 * cmath.sqrt(1 - (lamb/omega)**2)
* cmath.sqrt((kappa - 1)/(kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1)/(kappa - 1))
* (lamb/omega)**2))
* cmath.sin((omega/alpha)
* cmath.sqrt((kappa - 1)/(kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1)/(kappa - 1))
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* (lamb/omega)**2) * xi)
* cmath.sin((omega/alpha)
* cmath.sqrt(1 - (lamb/omega)**2)))

term5 = (lamb**2 * cmath.cos((omega/alpha)
* cmath.sqrt(1 - (lamb/omega)**2) * xi)
* cmath.cos((omega/alpha)
* cmath.sqrt((kappa - 1)/(kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1)/(kappa - 1))
* (lamb/omega)**2)))

term6 = ((lamb**2 - 0.5 * omega**2)
* cmath.cos((omega/alpha)
* cmath.sqrt((kappa - 1)/(kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1)/(kappa - 1))
* (lamb/omega)**2) * xi)
* cmath.cos((omega/alpha)
* cmath.sqrt(1 - (lamb/omega)**2)))

result = term1 + term2 + term3 + term4 - term5 - term6
return result

def Phi0_4(lamb, xi, params):
omega, _, _, alpha, kappa, rho = params
return (F_s4(lamb, xi, omega, alpha, kappa)

/ Psi_s1(lamb, omega, alpha, kappa))

def F_s4(lamb, xi, omega, alpha, kappa):
term1 = (2 * lamb**2 * (lamb**2 - 0.5 * omega**2)

* cmath.cos((omega/alpha)
* cmath.sqrt(1 - (lamb/omega)**2) * (1 - xi)))

term2 = (lamb**2 * (2 * lamb**2 + (3 - kappa)/(1 + kappa)
* omega**2) * cmath.cos((omega/alpha)
* cmath.sqrt((kappa - 1)/(kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1)/(kappa - 1))
* (lamb/omega)**2) * (1 - xi)))
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term3 = (2 * lamb**2 * omega**2
* cmath.sqrt(1 - (lamb/omega)**2)
* cmath.sqrt((kappa - 1)/(kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1)/(kappa - 1))
* (lamb/omega)**2)
* cmath.sin((omega/alpha)
* cmath.sqrt(1 - (lamb/omega)**2) * xi)
* cmath.sin((omega/alpha)
* cmath.sqrt((kappa - 1)/(kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1)/(kappa - 1))
* (lamb/omega)**2)))

term4 = ((lamb**2 * (lamb**2 - 0.5 * omega**2)
* (2 * lamb**2 + (3 - kappa)/(1 + kappa) * omega**2))
/ (omega**2 * cmath.sqrt(1 - (lamb/omega)**2)
* cmath.sqrt((kappa - 1)/(kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1)/(kappa - 1))
* (lamb/omega)**2))
* cmath.sin((omega/alpha)
* cmath.sqrt(1 - (lamb/omega)**2))
* cmath.sin((omega/alpha)
* cmath.sqrt((kappa - 1)/(kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1)/(kappa - 1))
* (lamb/omega)**2) * xi))

term5 = (2 * lamb**4 * cmath.cos((omega/alpha)
* cmath.sqrt(1 - (lamb/omega)**2) * xi)
* cmath.cos((omega/alpha)
* cmath.sqrt((kappa - 1)/(kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1)/(kappa - 1))
* (lamb/omega)**2)))

term6 = ((lamb**2 - 0.5 * omega**2)
* (2 * lamb**2 + (3 - kappa)/(1 + kappa) * omega**2)
* cmath.cos((omega/alpha)
* cmath.sqrt((kappa - 1)/(kappa + 1))
* cmath.sqrt(1 - ((kappa + 1)/(kappa - 1))



31

* (lamb/omega)**2) * xi)
* cmath.cos((omega/alpha)
* cmath.sqrt(1 - (lamb/omega)**2)))

result = term1 + term2 + term3 + term4 - term5 - term6
return result

def Phi0_5(lamb, xi, params):
omega, _, _, alpha, kappa, rho = params
return (F_3(lamb, xi, omega, alpha, kappa)

/ Psi_1(lamb, omega, alpha, kappa))

def F_3(lamb, xi, omega, alpha, kappa):
term1 = ((lamb**2 - 0.5 * omega**2)

* cmath.cosh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2) * (1 - xi))

term2 = (lamb**2 * cmath.cosh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - (kappa - 1)/(kappa + 1)
* omega**2) * (1 - xi))))

term3 = (cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2)
* cmath.sqrt(lamb**2 - (kappa - 1)/(kappa + 1)
* omega**2)
* cmath.sinh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2) * xi)
* cmath.sinh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - (kappa - 1)/(kappa + 1)
* omega**2)))

term4 = ((lamb**2 * (lamb**2 - 0.5 * omega**2))
/ (cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2)
* cmath.sqrt(lamb**2 - (kappa - 1)/(kappa + 1)
* omega**2))
* cmath.sinh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - (kappa - 1)/(kappa + 1)
* omega**2) * xi)
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* cmath.sinh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2)))

term5 = (lamb**2 * cmath.cosh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2) * xi)
* cmath.cosh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - (kappa - 1)/(kappa + 1)
* omega**2)))

term6 = ((lamb**2 - 0.5 * omega**2) * cmath.cosh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - (kappa - 1)/(kappa + 1)
* omega**2) * xi) * cmath.cosh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2)))

result = term1 + term2 + term3 + term4 - term5 - term6
return result

def Phi0_6(lamb, xi, params):
omega, _, _, alpha, kappa, rho = params
return (F_4(lamb, xi, omega, alpha, kappa)
/ Psi_1(lamb, omega, alpha, kappa))

def F_4(lamb, xi, omega, alpha, kappa):
term1 = (2 * lamb**2 * (lamb**2 - 0.5 * omega**2)

* cmath.cosh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2) * (1 - xi)))

term2 = (lamb**2 * (2 * lamb**2 + (3 - kappa)/(kappa + 1)
* omega**2) * cmath.cosh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - (kappa - 1)/(kappa + 1)
* omega**2) * (1 - xi)))

term3 = (2 * lamb**2 * cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2)
* cmath.sqrt(lamb**2 - (kappa - 1)/(kappa + 1)
* omega**2) * cmath.sinh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2) * xi)
* cmath.sinh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - (kappa - 1)/(kappa + 1)
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* omega**2)))
term4 = ((lamb**2 * (lamb**2 - 0.5 * omega**2)

* (2 * lamb**2 + (3 - kappa)/(kappa + 1)
* omega**2))/(cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2)
* cmath.sqrt(lamb**2 - (kappa - 1)/(kappa + 1)
* omega**2)) * cmath.sinh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - (kappa - 1)/(kappa + 1)
* omega**2) * xi) * cmath.sinh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2)))

term5 = (2 * lamb**4 * cmath.cosh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2) * xi)
* cmath.cosh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - (kappa - 1)/(kappa + 1)
* omega**2)))

term6 = ((lamb**2 - 0.5 * omega**2)
* (2 * lamb**2 + (3 - kappa)/(kappa + 1) * omega**2)
* cmath.cosh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - (kappa - 1)/(kappa + 1)
* omega**2) * xi)
* cmath.cosh((1/alpha)
* cmath.sqrt(lamb**2 - omega**2)))

result = term1 + term2 + term3 + term4 - term5 - term6
return result



34

Додаток В. Графiки пiдiнтегральних функцiй

Графiк пiдiнтегральних функцiй 𝜎𝜉 з 𝜇 = 0.15;𝛼 = 1.0

Графiк пiдiнтегральних функцiй 𝜎𝜉 з 𝜇 = 0.40;𝛼 = 1.0

Графiк пiдiнтегральних функцiй 𝜎𝜌 з 𝜇 = 0.25;𝛼 = 0.5

Графiк пiдiнтегральних функцiй 𝜎𝜌 з 𝜇 = 0.25;𝛼 = 1.0
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Графiк функцiї 𝜎𝜌 з рiзними 𝜇 = 0.25; та 𝛼 = 0.5
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