
Л. Г. Коваленко

МАТЕМАТИЧНА 
СТАТИСТИКА

Частина 1

НАВЧАЛЬНИЙ ПОСІБНИК
для здобувачів 3-го курсу 

першого (бакалаврського) рівня вищої освіти 
спеціальності 111 «Математика»

ОДЕСА 
ОНУ 
2024

МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ
ОДЕСЬКИЙ НАЦІОНАЛЬНИЙ УНІВЕРСИТЕТ імені І. І. МЕЧНИКОВА
ФАКУЛЬТЕТ МАТЕМАТИКИ, ФІЗИКИ ТА ІНФОРМАЦІЙНИХ ТЕХНОЛОГІЙ



УДК  519.2 (075.8) 
          К562

Автор:
Л. Г. Коваленко, кандидат фізико-математичних наук, доцент.

Рецензенти:
О. I. Tретьяк, доктор фізико-математичних наук, професор, завідувач кафедри
вищої математики Державного університету інтелектуальних технологій та зв’яз-
ку;
M. О. Mалаксіано, доктор технічних наук, професор, завідувач кафедри техніч-
ної кібернетики й інформаційних технологій імені проф. Р. В. Меркта Одеського 
національного морського університету.

Рекомендовано до видання вченою радою 
ОНУ імені І. І. Мечникова

Протокол № 8 від 26 березня 2024 р.

К562
Коваленко Л. Г.

Математична статистика (частина 1) : навч. посіб. для здобув.
3-го курсу першого (бакалавр.) рівня вищ. освіти спец. 111 «Ма-
тематика» / Л. Г. Коваленко. Електронні текстові дані (1 файл : 
0,6  МБ). Одеса : Одес. нац. ун-т ім. І. І. Мечникова, 2024. – 120 с.

ISBN 978-617-689-463-6

Навчальний посібник містить програмний матеріал перших двох змісто-
вих модулів з математичної статистики, що є складовою частиною дисциплі-
ни «Теорія ймовірності та математична статистика» для студентів третьо-
го курсу спеціальності 111 «Математика».

Розглядаються базові поняття статистики, методи здобуття та аналі-
зу властивостей точкових, інтервальних оцінок невідомих параметрів розподі-
лу, способи формування та перевірки статистичних гіпотез, класичні критерії 
щодо гіпотез про розподіл, незалежність та параметри розподілів.

Усі означення і теореми ілюструються прикладами.
Кожна тема доповнена вправами та контрольними питаннями.
Для студентів та аспірантів математичних спеціальностей.

УДК  519.2 (075.8)

ISBN 978-617-689-463-6 © Коваленко Л. Г., 2024
© Одеський національний університет

імені І. І. Мечникова, 2024



Çìiñò

Ïåðåäìîâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

Âñòóï . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1 ÎÑÍÎÂÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ� ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÈ 13

�1. Ïåðâèííà îáðîáêà âèáiðêîâèõ äàíèõ . . . . . . . . . . . . . 13

1.1. Àçè ñòàòèñòèêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2. Âèáiðêîâèé ðîçïîäië . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3. Iíòåðâàëüíèé ðÿä . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4. Åìïiðè÷íà ùiëüíiñòü . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Âïðàâè òà çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

�2. Îöiíêè òà ¨õ âëàñòèâîñòi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.1. Âèäè ñòàòèñòè÷íèõ îöiíîê . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.2. Âëàñòèâîñòi åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó . . . . . . 23

2.3. Âëàñòèâîñòi åìïiðè÷íî¨ ùiëüíîñòi . . . . . . . . . . . 26

2.4. Âëàñòèâîñòi âèáiðêîâèõ ìîìåíòiâ . . . . . . . . . . . 26

2.5. Ôîðìóâàííÿ ïðèïóùåííÿ ùîäî ðîçïîäiëó . . . . . . 29

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

Âïðàâè òà çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

�3. Ìåòîäè çäîáóòòÿ òî÷êîâèõ îöiíîê ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó . 32

3.1. Ìåòîä ìîìåíòiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2. Ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi . . . . . . . . 36

3



4 Çìiñò

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Âïðàâè òà çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

�4. Îöiíêè ç ìiíiìàëüíîþ äèñïåðñi¹þ . . . . . . . . . . . . . . 47

4.1. Ïîðiâíÿííÿ îöiíîê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.2. Íåðiâíiñòü Ðàî-Êðàìåðà . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.3. Ñïîñîáè ïîäàííÿ iíôîðìàöi¨ Ôiøåða . . . . . . . . . 53

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

Âïðàâè òà çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

�5. Iíòåðâàëüíi îöiíêè ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó . . . . . . . . . . 60

5.1. Ïîíÿòòÿ äîâið÷îãî iíòåðâàëó . . . . . . . . . . . . . . 60

5.2. Äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ íîð-

ìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç âiäîìîþ äèñïåðñi¹þ . . . . . 62

5.3. Ðîçïîäiëè, ïîâ'ÿçàíi ç íîðìàëüíèì . . . . . . . . . . 64

5.4. Äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ íîð-

ìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç íåâiäîìîþ äèñïåðñi¹þ . . . . 67

5.5. Äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî âiäõè-

ëåííÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó . . . . . . . . . . . . 70

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

Âïðàâè òà çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2 ÏÅÐÅÂIÐÊÀ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÈÕ ÃIÏÎÒÅÇ 73

�6. Ãiïîòåçè òà êðèòåði¨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6.1. Ïîíÿòòÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ãiïîòåçè. Êëàñèôiêàöiÿ ïîìèëîê 73

6.2. Ïåðåâiðêà ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç . . . . . . . . . . . . 77

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Âïðàâè òà çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

�7. Êðèòåðié çãîäè χ2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

7.1. Êðèòåðié χ2 ïðî ðîçïîäië (íåïàðàìåòðè÷íèé) . . . . 80

7.2. Êðèòåðié χ2 äëÿ ñêëàäíî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ãiïîòåçè . 83

7.3. Êðèòåðié χ2 ÿê êðèòåðié íåçàëåæíîñòi . . . . . . . . 85

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

Âïðàâè òà çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

�8. Âèäè êðèòåði¨â . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89



Çìiñò 5

8.1. Ðiâåíü çíà÷óùîñòi òà ïîòóæíiñòü êðèòåðiþ . . . . . 89

8.2. Ìiíiìàêñíi, áà¹ñîâñüêi òà íàéáiëüø ïîòóæíi êðèòåði¨ 90

8.3. Êðèòåðié âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi . . . . . . . . 92

8.4. Àñèìïòîòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè êðèòåði¨â . . . . . . . 97

8.5. Êðèòåði¨ çãîäè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

8.6. Ôàêòè÷íî äîñÿæíèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi . . . . . . . . 99

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

Âïðàâè òà çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

�9. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè íîðìàëüíèõ ðîçïîäiëiâ . 101

9.1. Ãiïîòåçè ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïðè âiäîìié äèñïåðñi¨ 101

9.2. Ãiïîòåçè ïðî ñåðåäí¹ ïðè íåâiäîìié äèñïåðñi¨ . . . . 102

9.3. Ãiïîòåçè ïðî çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ . . . . . . . . . . . . 102

9.4. Êðèòåðié Ôiøåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

9.5. Êðèòåðié Ñòüþäåíòà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

Âïðàâè òà çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

Äîäàòîê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

Êîåôiöi¹íòè àñèìåòði¨ A òà åêñöåñó E îñíîâíèõ ðîçïîäiëiâ 110

Êâàíòèëi ñòàíäàðòíîãî ðîçïîäiëó N(0, 1) . . . . . . . . . 110

Êâàíòèëi t1−α/2(n) ðîçïîäiëiâ Ñòüþäåíòà T (n) . . . . . . 111

Ðîçâ'ÿçêè q(γ, n) iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ðîçïîäiëiâ χ(n− 1) 112

Âåðõíi α-ãðàíèöi ðîçïîäiëiâ χ2(n) . . . . . . . . . . . . . . 113

Âåðõíi α-ãðàíèöi ðîçïîäiëiâ Ôiøåðà Φ(n,m) . . . . . . . 115

Ëiòåðàòóðà 118



Ïåðåäìîâà

Íà òðåòüîìó êóðñi íàâ÷àííÿ ñòóäåíòè ñïåöiàëüíîñòi 111 "Ìàòåìàòèêà"

âèâ÷àþòü äèñöèïëiíó "Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà",

ÿêà ðîçðàõîâàíà íà äâà ñåìåñòðè (8 êðåäèòiâ, 240 ãîä). Ïåðøèé ñåìåñòð

ïðèñâÿ÷åíèé òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, à äðóãèé � ìàòåìàòè÷íié ñòàòèñòèöi.

Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé ðîçðîáëÿ¹ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ñòîõàñòè÷íèõ åêñ-

ïåðèìåíòiâ, âèâ÷à¹ ¨õ âëàñòèâîñòi òà çàêîíîìiðíîñòi. Ìàòåìàòè÷íà ñòà-

òèñòèêà æ âiäiãðà¹ îñîáëèâó ðîëü, îñêiëüêè âiäêðèâà¹ ìîæëèâîñòi ðîçïiç-

íàâàòè òi ÷è iíøi éìîâiðíiñíi ìîäåëi ó ðåàëüíîìó æèòòi.

Äàíèé íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê îõîïëþ¹ ïðîãðàìíèé ìàòåðiàë ç ìàòåìà-

òè÷íî¨ ñòàòèñòèêè. Ïåðøà éîãî ÷àñòèíà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ðîçäiëiâ, íàç-

âè ÿêèõ "Îñíîâè ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè" òà "Ïåðåâiðêà ñòàòèñòè÷íèõ

ãiïîòåç" çáiãàþòüñÿ ç íàçâàìè çìiñòîâíèõ ìîäóëiâ êóðñó1.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ïîñiáíèêà ðîçãëÿäàþòüñÿ îñíîâíi ïîíÿòòÿ âèáiðêî-

âîãî ìåòîäó, òî÷êîâi òà iíòåðâàëüíi îöiíêè íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäi-

ëó, ìåòîäè ¨õ çäîáóòòÿ òà àíàëiçó. Íàâåäåíi ïðèêëàäè ïîáóäîâè îöiíîê ç

äåòàëüíèì äîñëiäæåííÿì âëàñòèâîñòåé.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ ïîíÿòòÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ãiïîòåçè, âèäè

ãiïîòåç, êðèòåði¨ ¨õ ïåðåâiðêè, êëàñèôiêàöiÿ ïîìèëîê ïðèéíÿòèõ ðiøåíü.

Óâàãà çîñåðåäæåíà íà âèäàõ êðèòåði¨â, ìåòîäàõ ¨õ ïîáóäîâè òà àíàëiçó

âëàñòèâîñòåé. Ðîçãëÿäàþòüñÿ êðèòåði¨ ùîäî ãiïîòåç ïðî ðîçïîäië, íåçà-

ëåæíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òà ïàðàìåòðè ðîçïîäiëiâ.

Íàâåäåíi ïîíÿòòÿ, òåîðåìè òà òâåðäæåííÿ iëþñòðóþòüñÿ ïðèêëàäàìè.

1Ó ðîáî÷ié ïðîãðàìi äèñöèïëiíè öå çìiñòîâíi ìîäóëi 5 òà 6.
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ÏÅÐÅÄÌÎÂÀ 7

Ñêðiçü ïîäâiéíà íóìåðàöiÿ òåîðåì, ïðèêëàäiâ, ôîðìóë i âïðàâ, ùî âiäïî-

âiäà¹ íîìåðàì âiäïîâiäíèõ ïàðàãðàôiâ.

Êóðñ "Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà" ¹ áàçîâèì äëÿ

âñiõ ìàòåìàòè÷íèõ äèñöèïëií ïðî âèïàäêîâi ÿâèùà, ÿêi ó êîìïëåêñi çâóòü

ñòîõàñòèêîþ2. Çîêðåìà, ãëèáîêå ðîçóìiííÿ éìîâiðíiñíèõ i ñòàòèñòè÷íèõ

ìîäåëåé íåîáõiäíå äëÿ ïîäàëüøîãî âèâ÷åííÿ áàãàòîâèìiðíîãî ñòàòèñòè÷-

íîãî àíàëiçó, ñòîõàñòè÷íî¨ ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè, ïðèêëàäíî¨ ñòàòèñòè-

êè, àíàëiçó äàíèõ òà ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ � äèñöèïëií, ùî ïåðåäáà÷åíi

íàâ÷àëüíèì ïëàíîì ñïåöiàëüíîñòi 111 "Ìàòåìàòèêà".

Ñïîäiâà¹ìîñü, ïîñiáíèê áóäå öiêàâèì òà êîðèñíèì óñiì, õòî ãëèáîêî

öiêàâèòüñÿ ñòàòèñòèêîþ.

2Ñòîõàñòè÷íiñòü (âiä ãðåö. στóχoζ [ñòîõîñ] � ïðèïóùåííÿ, çäîãàä) îçíà÷à¹ âèïàäêî-

âiñòü.



Âñòóï

Ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà, ÿêà âèíèêëà ñïî÷àòêó äëÿ öiëåé

äåìîãðàôi¨ i ñòðàõóâàííÿ, ïåðåòâîðèëàñü â îäèí ç îñíîâíèõ

ìåòîäiâ êiëüêiñíîãî äîñëiäæåííÿ ÿâèù ïðèðîäè, òåõíi÷íèõ

ïðîöåñiâ, åêîíîìiêè é ëiíãâiñòèêè.

Ãí¹äåíêî Á.Â.

Âèñíîâêè ïðàêòè÷íèõ äîñëiäæåíü ó áóäü-ÿêié ãàëóçi, ÿê ïðàâèëî,  ðóí-

òóþòüñÿ íà ôàêòàõ, ùî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äàíèõ (êiëüêiñíèõ àáî ÿêi-

ñíèõ). Ïðîñòî çiáðàòè äàíi íåäîñòàòíüî. Ùîá âîíè ïðî ùîñü ðîçïîâiëè,

íåîáõiäíî çíàòè: à) ÿê ¨õ çiáðàòè; á) ÿê ¨õ îáðîáèòè; â) ÿê ïðîàíàëiçóâàòè

òà çðîáèòè çìiñòîâíi âèñíîâêè.

Ðîçäië ìàòåìàòèêè, ÿêèé ðîçðîáëÿ¹ ìåòîäè çáîðó, îáðîáêè òà àíàëiçó

äàíèõ ñïîñòåðåæåíü, íàçèâàþòü ìàòåìàòè÷íîþ ñòàòèñòèêîþ. Ñòàòèñ-

òè÷íi ìåòîäè òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç iìîâiðíiñíèìè, õî÷à ñòâîðåíi äëÿ ðîçâ'ÿ-

çàííÿ â ïåâíîìó ñåíñi ïðîòèëåæíèõ çàäà÷.

ßêùî ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò âêëàäà¹òüñÿ â îäíó ç âiäîìèõ iìî-

âiðíiñíèõ ìîäåëåé, òî éìîâiðíiñíi ìåòîäè äîçâîëÿþòü ñïðîãíîçóâàòè éîãî

íàñëiäêè. Ñòàòèñòè÷íi æ ìåòîäè ñïðÿìîâàíi íà òå, ùîá çà ðåçóëüòàòîì

ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó ïiäiáðàòè íàéáiëüø ñëóøíó éìîâiðíiñíó ìî-

äåëü òà îöiíèòè éìîâiðíiñòü ìîæëèâî¨ ïîìèëêè. Ìîæíà ñêàçàòè, ùî ìà-

òåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà ïðîêëàäà¹ "ìiñòîê" ç ðåàëüíîãî æèòòÿ ó ñâiò òåîði¨

éìîâiðíîñòåé.

Íàïðèêëàä, ó ðàçi, êîëè ïðîâîäèòüñÿ ï'ÿòü âèïðîáóâàíü çà ñõåìîþ

8
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Áåðíóëëi1 ç iìîâiðíiñòþ P ("óñïiõ") = 1/3 i òðåáà çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî,

ùî òðè ðàçè âiäáóäåòüñÿ ïîäiÿ "óñïiõ" òà äâà ðàçè "íåâäà÷à", � öå çàäà÷à

òåîði¨ éìîâiðíîñòåé.

À ÿê äåÿêèé åêñïåðèìåíò çà ñõåìîþ Áåðíóëëi ïiñëÿ ï'ÿòè âèïðîáó-

âàíü çàêií÷èâñÿ ïîäi¹þ "óñïiõ, óñïiõ, óñïiõ, íåâäà÷à, íåâäà÷à", éìîâið-

íiñòü P("óñïiõ") íåâiäîìà i òðåáà çðîçóìiòè, ÿêå ¨¨ çíà÷åííÿ íàéáiëüø

ïðàâäîïîäiáíå äëÿ öi¹¨ ìîäåëi, òî öå âæå çàäà÷à ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòè-

êè. Îäèí iç ñïîñîáiâ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ íàâåäåíèé ó ï. 3.2, ïðèêë. 3.4.

Íàñêiëüêè êîðèñíèì ìîæå ñòàòè ñòàòèñòè÷íî-éìîâiðíiñíèé àíàëiç, ðîç-

ãëÿíåìî íà ïðèêëàäi òàêî¨ ñèòóàöi¨: äåÿêå ïiäïðè¹ìñòâî âèðîáëÿ¹ ïðîãî-

íè÷i êëàñó ìiöíîñòi 5,82 i òðåáà ïåðåâiðèòè, ÷è âiäïîâiäà¹ éîãî ïðîäóêöiÿ

ñòàíäàðòó ÿêîñòi ìiöíîñòi íà ðîçòÿã, íîìiíàëüíå çíà÷åííÿ ÿêîãî ñòàíîâèòü

500 í/ìì2.

Âî÷åâèäü, ïåðåâiðêà êîæíîãî ïðîãîíè÷à åêîíîìi÷íî íåäîöiëüíà. Øëÿ-

õîì âèïàäêîâîãî âèáîðó âiçüìåìî íà ñêëàäi, íàïðèêëàä, 30 ïðîãîíè÷iâ i

ëàáîðàòîðíèì äîëiäæåííÿì âèçíà÷èìî äëÿ êîæíîãî ç íèõ ìiöíiñòü íà

ðîçòÿã. Îòðèìà¹ìî 30 çíà÷åíü:

x1, ..., x30 (í/ìì2
). (0.1)

Ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè äîçâîëÿþòü íà îñíîâi àíàëiçó ÷èñëîâèõ äàíèõ (0.1)

çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ìiöíiñòü íà ðîçòÿã óñi¹¨ ïðîäóêöi¨ ïiäïðè¹ìñòâà,

îöiíèòè éìîâiðíiñòü ìîæëèâî¨ ïîìèëêè (âñå æ òàêè íå êîæåí ïðîãîíè÷

ïåðåâiðÿëè) i ñïîñiá ¨¨ ìiíiìiçàöi¨. Òàê, ÿêùî, çíîâó-òàêè âèïàäêîâî, âi-

çüìåìî i ïðîàíàëiçó¹ìî 100 ïðîãîíè÷iâ, iìîâiðíiñòü çðîáèòè ïîìèëêîâèé

âèñíîâîê áóäå ìåíøîþ.

1ßêîá Áåðíóëëi (27.12.1654, Áàçåëü, Øâåéöàðiÿ � 16.08.1705, Áàçåëü) � âèäàòíèé

ìàòåìàòèê, ôiçèê, ëiêàð. Âiäîìèé çíà÷íèìè ðåçóëüòàòàìè â áàãàòüîõ ãàëóçÿõ íàóêî-

çíàâñòâà. Ó òåîði¨ éìîâiðíîñòåé âèâ÷àâ ïðîñòó, àëå íàäòî âàæëèâó ñõåìó íåçàëåæ-

íèõ âèïðîáóâàíü, ÿêó íà éîãî ÷åñòü íàçèâàþòü ñõåìîþ Áåðíóëëi, i øëÿõîì àíàëiçó ¨¨

âëàñòèâîñòåé ñôîðìóâàâ áàçîâi ïîíÿòòÿ, ÿêi i ñüîãîäíi ¹ îñíîâíèìè â ñó÷àñíié òåîði¨

éìîâiðíîñòåé, äîâiâ ïåðøó òåîðåìó iç ñåði¨ çàêîíiâ âåëèêèõ ÷èñåë.
2Ïðî ìàðêóâàííÿ êëàñiâ ìiöíîñòi ìîæíà äiçíàòèñÿ, íàïðèêëàä, íà ñàéòi

https://krepsila.com/ua/a457534-klassy-prochnosti-boltov.html.
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Áiëüø çàãàëüíî. Ïðèïóñòèìî, ùî âèïàäêîâî îáðàëè n îäèíèöü ïðîäóê-

öi¨ i äëÿ êîæíîãî âèðîáó âèçíà÷èëè ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ìiöíîñòi. Ìà¹ìî

n ÷èñåë x1, x2, ..., xn, çàãàëîì, ðiçíèõ, çà ÿêèìè é ðîçâ'ÿæåìî ïîñòàâëåíó

çàäà÷ó.

Ó òåðìiíàõ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè âñþ ïðîäóêöiþ âiäïîâiäíîãî êëà-

ñó íà ñêëàäi íàçèâàþòü ãåíåðàëüíîþ ñóêóïíiñòþ, à n ¨¨ ïðåäñòàâíèêiâ,

âèïàäêîâèì ÷èíîì îáðàíèõ äëÿ äîñëiäæåíü, � âèáiðêîþ îáñÿãó n.

Íåõàé ξ � ôóíêöiÿ ìiöíîñòi íà ðîçòÿã, ùî çàäàíà íà åëåìåíòàõ ãåíå-

ðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi. Òîäi íà åëåìåíòàõ âèïàäêîâî¨ âèáiðêè âîíà ìà¹ ñòàòóñ

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ÿêà â n åêñïåðèìåíòàõ íàáóëà çíà÷åíü x1, x2, ..., xn.

Âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ, ÷è ìà¹ ïðîäóêöiÿ âiäïîâiäíi ñòàíäàðòè ÿêîñòi,

ìîæíà îòðèìàòè, ÿêùî âèçíà÷èòè ðîçïîäië âåëè÷èíè ξ. Äiéñíî, çãiäíî

ç öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ, äîáðå íàëàãîäæåíèé ïðîöåñ âèðîá-

íèöòâà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íîðìàëüíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ξ ∈ N(a, σ2).

Çâè÷àéíî, äëÿ ïåâíèõ ïðîãîíè÷iâ ïîêàçíèêè áóäóòü âiäðiçíÿòèñÿ âiä íî-

ìiíàëüíèõ, àëå ÿêùî ξ ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië, òî òàêà âiäìiííiñòü ñó-

ìàðíî îáóìîâëåíà âåëèêîþ êiëüêiñòþ íåñóòò¹âèõ âèïàäêîâèõ ÷èííèêiâ,

êîæåí ç ÿêèõ "ïîòðîõó" âïëèâà¹ íà ðåçóëüòàò. Öå ïðèðîäíî äëÿ áóäü-

ÿêîãî ïðîöåñó i ¹ íîðìàëüíèì. ßêùî æ i a ≈ 500 í/ìì2, òà ùå é σ2 �

íåâåëèêå çíà÷åííÿ, òî íà ïiäïðè¹ìñòâi âçàãàëi âñå ãàðàçä. Êðiì òîãî, çà

âèçíà÷åíèì ðîçïîäiëîì ç íåîáõiäíîþ òî÷íiñòþ íå ñêëàäíî ðîçðàõóâàòè

éìîâiðíîñòü P{ξ ≈ 500 í/ìì2}, êîòðà òàêîæ íàäàñòü iíôîðìàòèâíó âiä-

ïîâiäü ïðî âèðîáíèöòâî.

Òàêèì ÷èíîì, àíàëiç ÿêîñòi âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó çâîäèòüñÿ äî ïèòàí-

íÿ ïðî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Çàçíà÷èìî, ùî âñi âiäîìîñòi ïðî

âèïàäêîâó âåëè÷èíó � öå ñêií÷åííà êiëüêiñòü ¨¨ çíà÷åíü x1, ..., xn i àïðiîð-

íà iíôîðìàöiÿ ùîäî íå¨ (ÿêó ñàìå õàðàêòåðèñòèêó ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi

âèâ÷à¹ìî, ÿêèé ðîçïîäië î÷iêó¹ìî, òîùî).

Âèçíà÷åííÿ íåâiäîìîãî ðîçïîäiëó � îäíà ç çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòè-

ñòèêè i îñíîâíà (áåçïîñåðåäíüî ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ïï. 2.5, 7.1 òà 7.2). ßêùî

æ òðåáà çíàòè, ÷è ïîêðàùèòü ìiöíiñòü ïðîãîíè÷iâ íîâà òåõíîëîãiÿ âè-

ãîòîâëåííÿ � òî öå âæå çàäà÷à ïðî ïîðiâíÿííÿ äâîõ âèáiðîê (äèâ. ïï.
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9.4, 9.5). À îò ïèòàííÿ ïðî òå, ÷è çàëåæèòü ìiöíiñòü ïðîãîíè÷à âiä ÷àñó

éîãî çàãàðòóâàííÿ âèðiøó¹òüñÿ øëÿõîì àíàëiçó âèáiðêîâèõ äàíèõ çà äâî-

ìà îçíàêàìè: ìiöíiñòü (ξ) òà ÷àñ çàãàðòóâàííÿ (η). Ñïîñiá ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ

ìîæíà çíàéòè â ï. 7.3. Äîñëiäæåííÿ íàÿâíîñòi ëiíiéíîãî çâ'ÿçêó ìiæ ξ

òà η � öå çàäà÷à êîðåëÿöiéíîãî àíàëiçó, âàæëèâîãî ðîçäiëó ìàòåìàòè÷íî¨

ñòàòèñòèêè.

Áàãàòî ðiçíèõ çà ñâî¨ì çìiñòîì ÿê ïðàêòè÷íèõ, òàê i òåîðåòè÷íèõ ïè-

òàíü, ùî âèíèêàþòü ïðè ïåðåâiðöi íàóêîâèõ òâåðäæåíü, ôîðìóâàííi íî-

âèõ ãiïîòåç, ìîæíà âèðiøèòè çà äîïîìîãîþ îäíi¹¨ iç ñòàòèñòè÷íèõ ìîäå-

ëåé: ïðî ðîçïîäië, ïðî ïîðiâíÿííÿ âèáiðîê, ïðî ïàðàìåòðè ðîçïîäiëó, ïðî

íåçàëåæíiñòü, âèä çàëåæíîñòi, òîùî. Òîìó òàê âàæëèâî äîáðå ðîçóìiòè

ñóòü òà ñïåöèôiêó ñòàòèñòè÷íèõ ìåòîäiâ, îñíîâíi ïîíÿòòÿ, íà ÿêèõ âî-

íè  ðóíòóþòüñÿ, ùîá êîðåêòíî é äîöiëüíî ¨õ çàñòîñîâóâàòè. Ìåòà äàíîãî

ïîñiáíèêà � äîïîìîãòè â öüîìó ñòóäåíòàì.

Áóäü-ÿêó ñòàòèñòè÷íó çàäà÷ó ðîçâ'ÿçóþòü çà âèáiðêîâèìè äàíèìè.

Îçíà÷åííÿ. Ñóêóïíiñòü îäíîðiäíèõ îá'¹êòiâ, óñi åëåìåíòè ÿêî¨ ïiäëÿ-

ãàþòü âèâ÷åííþ, íàçèâàþòü ãåíåðàëüíîþ ñóêóïíiñòþ.

Ìíîæèíó n îá'¹êòiâ, âèáðàíèõ âèïàäêîâèì ÷èíîì ç ãåíåðàëüíî¨ ñóêóï-

íîñòi, íàçèâàþòü âèáiðêîþ îáñÿãó n.

Óìîâà âèïàäêîâîãî âèáîðó îáîâ'ÿçêîâà, îñêiëüêè çàáåçïå÷ó¹ ðåïðåçåí-

òàòèâíiñòü âèáiðêè i ¹ îñíîâíîþ ïåðåäóìîâîþ ñòàòèñòè÷íîãî àíàëiçó.

Ðåïðåçåíòàòèâíiñòü âèáiðêè îçíà÷à¹ çäàòíiñòü âèáiðêîâî¨ ñóêóïíîñ-

òi âiäòâîðþâàòè õàðàêòåðèñòèêè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

Îñíîâíi åòàïè ñòàòèñòè÷íîãî àíàëiçó:

� âèçíà÷åííÿ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âiäíîñíî çàäà÷i, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ;

� ôîðìóâàííÿ ðåïðåçåíòàòèâíî¨ âèáiðêè îácÿãó n;

� àíàëiç âèáiðêè i ñòâîðåííÿ íà éîãî îñíîâi ïðèïóùåíü (ãiïîòåç) ùîäî ãå-

íåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi;

� ïåðåâiðêà óçãîäæåíîñòi ãiïîòåç ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè;

� îöiíêà éìîâiðíîñòi õèáíîãî ðiøåííÿ.

Äîñèòü ÷àñòî îçíàêà ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi âèìiðþ¹òüñÿ ÷èñëîì (¹

êiëüêiñíîþ) i íà åëåìåíòàõ âèáiðêè ¨¨ ìîæíà ââàæàòè âèïàäêîâîþ âåëè-
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÷èíîþ, ÿê ó ïðèêëàäi ïðî ïðîãîíè÷i. ×èñëîâi çíà÷åííÿ òàêî¨ âåëè÷èíè íà

åëåìåíòàõ âèáiðêè íàçèâàþòü âèáiðêîâèìè äàíèìè. Ñòàòèñòè÷íèé àíàëiç

ñàìå êiëüêiñíèõ îçíàê ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ïåðøié ÷àñòèíi ïîñiáíèêà. Éîãî

ïåðøèé ðîçäië îõîïëþ¹ áàçîâi ïîíÿòòÿ ñòàòèñòèêè, à ó äðóãîìó âèâ÷àþ-

òüñÿ ñïîñîáè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî ðîçïîäië, ïðî ïîðiâíÿííÿ âèáiðîê, ïðî

ïàðàìåòðè ðîçïîäiëó, ïðî íåçàëåæíiñòü, âàæëèâiñòü ÿêèõ îáãîâîðþâàëàñü

âèùå. Äèñïåðñiéíèé, êîðåëÿöiéíèé òà ðåãðåñiéíèé àíàëiç, à òàêîæ äåÿêi

ðàíãîâi êðèòåði¨ � ìàòåðiàë äðóãî¨ ÷àñòèíè ïîñiáíèêà.

Ïîñiáíèê òåîðåòè÷íî ñïðÿìîâàíèé äëÿ ñòóäåíòiâ ìàòåìàòè÷íèõ ñïåöi-

àëüíîñòåé. Äëÿ ïîâíîãî ðîçóìiííÿ ìàòåðiàëó íåîáõiäíi ãëèáîêi çíàííÿ ç

òåîði¨ éìîâiðíîñòi.

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ:

1. ßêi çàäà÷i ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè?

2. Ùî íàçèâàþòü ãåíåðàëüíîþ ñóêóïíiñòþ, âèáiðêîþ îáñÿãó n, âèáið-

êîâèìè äàíèìè?

3. Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ îñíîâíà iäåÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè? Ñõåìà ñòà-

òèñòè÷íèõ ìiðêóâàíü?

4. Îõàðàêòåðèçóéòå âçà¹ìîçâ'ÿçîê òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷-

íî¨ ñòàòèñòèêè.

5. Ñôîðìóëþéòå, áóäü ëàñêà, ïðèêëàäè ðiçíèõ çàäà÷ (ìàðêåòèíãó, åêî-

ëîãi¨, ãåîëîãi¨, áiîëîãi¨, ìåäèöèíè, åêîíîìiêè, êîìï'þòåðíèõ íàóê òîùî),

ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó áëèçüêèõ òðüîì çàäà÷àì ïðî ïðîãîíè÷i, íà-

âåäåíèì âèùå. Îïèøiòü âiäïîâiäíi ãåíåðàëüíi ñóêóïíîñòi òà ñïîñiá çáîðó

âèáiðêîâèõ äàíèõ. Ïîäiáíà ïðàêòèêà áóäå êîðèñíà i íàäàëi. 3

3Còàòèñòèêà ïiçíà¹òüñÿ íà ïðèêëàäàõ.



1. ÎÑÍÎÂÈ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ�

ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÈ

Óñÿ ãëèáèíà äóìêè, çàêëàäåíà ó ôîðìóëþâàííÿ

ìàòåìàòè÷íèõ ïîíÿòü, çãîäîì ðîçêðèâà¹òüñÿ òèì

óìiííÿì, iç ÿêèì öi ïîíÿòòÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ.

Å. Âiãíåð

�1. Ïåðâèííà îáðîáêà âèáiðêîâèõ äàíèõ

Åêñïåðèìåíò � ñïðàâæíié ïîñåðåäíèê

ìiæ ëþäèíîþ òà ïðèðîäîþ.

Ëåîíàðäî äà Âií÷i

1.1. Àçè ñòàòèñòèêè

Ïðèïóñòèìî, ùî âèâ÷à¹òüñÿ äåÿêà êiëüêiñíà îçíàêà ξ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóï-

íîñòi øëÿõîì àíàëiçó ðåïðåçåíòàòèâíî¨ âèáiðêè îáñÿãó n. Íà åëåìåíòàõ

âèáiðêè äîöiëüíî ââàæàòè ξ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ùî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ

øëÿõîì ïðîâåäåííÿ n íåçàëåæíèõ åêñïåðèìåíòiâ. Âèáiðêîâi äàíi

x1, x2, ..., xn (1.1)

� ¨¨ çíà÷åííÿ ïiñëÿ ïåðøîãî, äðóãîãî, ..., n-ãî âèïðîáóâàííÿ.

Ðîçïîäië Pξ íåâiäîìèé i ÷èñëà (1.1) � öå âñå, ùî ìè ìà¹ìî, ùîá ðîçâ'ÿ-

çàòè îñíîâíó çàäà÷ó ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè: çíàéòè íåâiäîìó ôóíêöiþ

13
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ðîçïîäiëó Fξ(x). ßê ìè íåçàáàðîì çðîçóìi¹ìî, "çíàéòè" � ñìiëèâå ñëîâî,

éîãî òðåáà çàìiíèòè íà "îöiíèòè" i äîäàòè "ç äåÿêîþ éìîâiðíiñòþ".

Ñïåðøó ïîçíàéîìèìîñü iç áàçîâèìè ïîíÿòòÿìè òà ìåòîäàìè ìàòåìà-

òè÷íî¨ ñòàòèñòèêè, à áåçïîñåðåäíüî äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî âèçíà÷åííÿ

íåâiäîìîãî ðîçïîäiëó ïåðåéäåìî ëèøå â äðóãîìó ðîçäiëi ïîñiáíèêà, ï. 7.1

òà 7.2 (äèâ. òàêîæ ï. 2.5).

Ïî÷íåìî ç íàñòóïíîãî âàæëèâîãî ìîìåíòó. Âèáiðêîâi äàíi (1.1) ïiñëÿ

ïðîâåäåííÿ n íåçàëåæíèõ ñïîñòåðåæåíü � öå íàáið ÷èñåë. Äî ïî÷àòêó âè-

ïðîáóâàíü íåâiäîìî, ÿêèìè ñàìå âîíè áóäóòü. Àëå ìè çíà¹ìî, ùî â êîæ-

íîìó åêñïåðèìåíòi î÷iêóâàíèì ¹ çíà÷åííÿ ñàìå âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.

Òîìó â ñòàòèñòèöi çàâåäåíî ââàæàòè, ùî äî ïðîâåäåííÿ i-òîãî åêñïåðè-

ìåíòó xi � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ðîçïîäiëåíà òàê ñàìî ÿê i ξ, à ïiñëÿ �

÷èñëî, ùî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ â i-òîìó âèïðîáóâàííi, i = 1, n. Íåçâàæàþ÷è íà

îäíàêîâi ïîçíà÷åííÿ, ç êîíòåêñòó çàâæäè çðîçóìiëî, ïðî ùî éäåòüñÿ.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâèé âåêòîð (x1, ..., xn), êîìïîíåíòè ÿêîãî � íåçà-

ëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ðîçïîäiëåíi îäíàêîâî ç ξ, íàçèâàþòü âèáiðêîþ

îáñÿãó n ç ðîçïîäiëó Pξ.

×èñëîâèé âåêòîð (x1, ..., xn), ùî ñòà¹ âiäîìèì ïiñëÿ n âèïðîáóâàíü,

íàçèâàþòü ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè. ×åðåç X ⊆ Rn ïîçíà÷àþòü ìíîæèíó âñiõ

ìîæëèâèõ ðåàëiçàöié âèáiðêè i íàçèâàþòü âèáiðêîâèì ïðîñòîðîì.

ßêùî åëåìåíòè ðåàëiçàöi¨ âèáiðêè âïîðÿäêóâàòè çà çðîñòàííÿì, òî

îòðèìà¹ìî íàáið ÷èñëîâèõ çíà÷åíü:

x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n), (1.2)

êîòðèé íàçèâàþòü âàðiàöiéíèì ðÿäîì, à ñàìi x(i) � âàðiàíòàìè, i = 1, n.

Âî÷åâèäü, x(1) = min{x1, ..., xn}, x(n) = max{x1, ..., xn}.
×èñëî v = x(n) − x(1) íàçèâàþòü ðîçìàõîì âèáiðêè.

Ñåðåä âàðiàíò â (1.2) ìîæóòü áóòè îäíàêîâi. Íåõàé x∗1, ..., x
∗
l � òi ç íèõ,

ÿêi ðiçíi, ïðè÷îìó

x∗1 < x∗1 < ... < x∗l ,

à mi � êiëüêiñòü âàðiàíò â (1.2), ùî çáiãàþòüñÿ ç x∗i , i = 1, l. ×èñëî mi
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íàçèâàþòü ÷àñòîòîþ i-òî¨ âàðiàíòè. Âî÷åâèäü,

l∑
i=1

mi = n.

Âiäíîøåííÿ ÷àñòîòè mi äî îáñÿãó âèáiðêè n íàçèâàþòü âiäíîñíîþ ÷àñ-

òîòîþ âàðiàíòè x∗i i ïîçíà÷àþòü:

wi =
mi

n
,

l∑
i=1

wi = 1.

Âàðiàíòó ç íàéáiëüøîþ ÷àñòîòîþ íàçèâàþòü ìîäîþ Mo âèáiðêè:

Mo = x∗j ⇔ mj = max{m1, . . . ,ml}.

Âèçíà÷àþòü òàêîæ ìåäiàíó âèáiðêè Me çà ïðàâèëîì:

Me =

{
x(k+1), ÿêùî n = 2k + 1,(
xk + x(k+1)

)
/2, ÿêùî n = 2k.

1.2. Âèáiðêîâèé ðîçïîäië

Ïðî íåâiäîìèé ðîçïîäië Pξ, éîãî ôóíêöiþ ðîçïîäiëó Fξ, âiäïîâiäíi ÷èñëîâi

õàðàêòåðèñòèêè Mξ, Dξ, αk = Mξk, βk = M (ξ −Mξ)
k áóäåìî ãîâîðèòè

ÿê ïðî iñòèííi aáî òåîðåòè÷íi i ìàòè íà ìåòi çíàéòè äëÿ íèõ âiäïîâiäíi

îöiíêè çà âèáiðêîâèìè äàíèìè.

Íåõàé (Ω,A, P ) � iìîâiðíiñíèé ïðîñòið, çà éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ ÿêîãî

âèçíà÷àþòüñÿ òåîðåòè÷íi ìîìåíòè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ : Ω → R. Òîäi
n íåçàëåæíèì ñïîñòåðåæåííÿì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ âiäïîâiäà¹ ïðÿìèé

äîáóòîê iìîâiðíiñíèõ ïðîñòîðiâ (Ω× . . .× Ω,A× . . .× A, P × . . .× P ) i âè-

áiðêà îáñÿãó n ç ðîçïîäiëó Pξ � öå âèïàäêîâèé âåêòîð

(x1, . . . , xn) : Ω× . . .× Ω → X ⊆ Rn.

Íà îäíié ç åëåìåíòàðíèõ ïîäié ω0 = ω1
0 × . . . ωn

0 , ùî ¹ íàñëiäêîì ïåâ-

íèõ n íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü, ìà¹ìî ðåàëiçàöiþ âèáiðêè � n-âèìiðíèé

÷èñëîâèé âåêòîð

(x1 = x1(ω0), . . . , xn = xn(ω0)). (1.3)
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Â iíøîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði
(
Ω,A, P

)
ðîçiãðà¹ìî íîâó âèïàäêîâó

âåëè÷èíó ξ, ÿêà ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ x1, . . . , xn ç îäíàêîâèìè éìîâiðíîñòÿìè:

P{ξ = xi} =
1

n
, i = 1, n.

Íåõàé x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
l � ðiçíi êîìïîíåíòè âåêòîðà (1.3) ç àáñîëþòíèìè

÷àñòîòàìè m1,m2, . . . ,ml, âiäïîâiäíî. Çàêîí ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè-

÷èíè ξ ïîäàìî òàáëèöåþ

ξ x∗1 x∗2 . . . x∗l

P m1

n
m2

n . . . ml

n

(1.4)

i, ÿê çàçâè÷àé äëÿ äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, çàïèøåìî ¨¨ ôóíêöiþ

ðîçïîäiëó:

Fξ(t) =
∑

i:x∗
i <t

mi

n
=
nt
n

≡ Fn(t), ∀ t ∈ R. (1.5)

×åðåç nt â ôîðìóëi (1.5) ïîçíà÷èëè êiëüêiñòü âàðiàíò, íå áiëüøèõ çà t.

Òàáëèöþ (1.4) íàçèâàþòü âèáiðêîâèì àáî åìïiðè÷íèì ðîçïîäiëîì,

ôóíêöiþ Fn(t) � âèáiðêîâîþ àáî åìïiðè÷íèþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó, à ÷èñ-

ëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ (ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ,

äèñïåðñiþ, ìîìåíòè) � åìïiðè÷íèìè àáî âèáiðêîâèì õàðàêòåðèñòèêàìè.

Åìïiðè÷íó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó íàçèâàþòü ùå ôóíêöi¹þ íàêîïè÷åííÿ âiä-

íîñíèõ ÷àñòîò.

Åìïiðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ïîçíà÷àþòü òàê:

Mξ =
1

n

n∑
i=1

xi =
1

n

l∑
i=1

mix
∗
i ≡ x, (1.6)

Dξ =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)
2
=

1

n

n∑
i=1

x2i − x2 =
1

n

l∑
i=1

mi (x
∗
i )

2 − x2 ≡ S
2
, (1.7)

Mξ
k
=

1

n

n∑
i=1

xki =
1

n

l∑
i=1

mi (x
∗
i )

k ≡ ak, k ∈ N, (1.8)

M
(
ξ −Mξ

)k
=

1

n

n∑
i=1

(xi − x)
k
=

1

n

l∑
i=1

mi (x
∗
i − x)

k ≡ bk, k ∈ N. (1.9)
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×èòàþòü: x � åìïiðè÷íå àáî âèáiðêîâå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ, S
2
� åìïiðè÷íà

àáî âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ, ak � k-òèé åìïiðè÷íèé àáî âèáiðêîâèé ïî÷àò-

êîâèé i bk � k-òèé åìïiðè÷íèé àáî âèáiðêîâèé öåíòðàëüíèé ìîìåíòè.

Åìïiðè÷íå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ, ìîäà òà ìåäiàíà õàðàêòåðèçóþòü ëîêàöiþ

âèáiðêîâîãî ðîçïîäiëó i, ÿê ïîáà÷èìî â ïîäàëüøîìó, òåîðåòè÷íîãî òàêîæ.

Ðîçìàõ âèáiðêè, åìïiðè÷íà äèñïåðñiÿ � òî åìïiðè÷íi ìiðè ðîçñiÿííÿ.

Ðîçãëÿäàþòü òàêîæ åìïiðè÷íå àáî âèáiðêîâå ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå

âiäõèëåííÿ
√
S
2
= S òà åìïiðè÷íi àáî âèáiðêîâi êîåôiöi¹íòè àñèìåòði¨

òà åêñöåñó:

A = b3/S
3
, E = b4/S

4 − 3. (1.10)

� åìïiðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ôîðìè.

Íà âiäìiíó âiä åìïiðè÷íî¨ äèñïåðñi¨ S
2
, ÿêà âèìiðþ¹òüñÿ â êâàäðàòíèõ

îäèíèöÿõ òåîðåòè÷íî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, îäèíèöi âèìiðþâàííÿ åìïi-

ðè÷íîãî ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî âiäõèëåííÿ S çáiãàþòüñÿ ç îäèíèöÿìè âè-

ìiðþâàííÿ ξ.

Âåëè÷èíè A òà E áåçðîçìiðíi, òîìó i íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè.

1.3. Iíòåðâàëüíèé ðÿä

Ó ñåíñi ïèòàííÿ, ùî âèâ÷à¹òüñÿ çà âèáiðêîþ, çðîçóìiëî, ÿêó ñàìå âèïàäêî-

âó âåëè÷èíó ξ ðîçãëÿäà¹ìî, äèñêðåòíó ÷è íåïåðåðâíó. Íàïðèêëàä, ÿêùî

éäåòüñÿ ïðî "êiëüêiñòü âèïàäêiâ", "êiëüêiñòü îäèíèöü" i òàêå iíøå, òî î÷i-

êó¹ìî äèñêðåòíó âèïàäêîâó âåëè÷èíó. ßêùî æ ξ� "ìiöíiñòü íà ðîçòÿã",

"÷àñ ðåàêöi¨", "òåìïåðàòóðà", "ïðèáóòîê êîìïàíi¨" i ò. i., òî � íåïåðåðâíó.

Ðiçíèöÿ ó òîìó, ùî ìíîæèíà çíà÷åíü äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

äèñêðåòíà, à äëÿ íåïåðåðâíî¨ � öå äåÿêèé ïðîìiæîê E i ó áóäü-ÿêîìó ÿê

çàâãîäíî ìàëîìó iíòåðâàëi (a, b) ⊂ E ìiñòèòüñÿ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ¨¨

çíà÷åíü.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñïîñòåðåæíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ àáñîëþòíî íåïå-

ðåðâíà i (1.1) � âèáiðêà ç íåâiäîìîãî ðîçïîäiëó Pξ. Äëÿ âèðiøåííÿ îñíîâ-

íî¨ çàäà÷i ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè çà ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ çíà÷åíü (1.1)

íåïåðåðâíî¨ âåëè÷èíè íåîáõiäíî âiäíîâèòè ¨¨ ðîçïîäië. Öå äîñèòü íå ïðîñ-

òå ïèòàííÿ. Ïîáóäîâà åìïiðè÷íî¨ ùiëüíîñòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ â íàñòóïíîìó
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ïóíêòi, à çàðàç ïîçíàéîìèìîñü ç íåîáõiäíèìè äëÿ òîãî ïîíÿòòÿìè.

Ïo-ïåðøå, çàçíà÷èìî, ùî, çàäëÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü, íåïåðåðâíó

âåëè÷èíó çàâæäè êâàíòóþòü. Òàê íàçèâàþòü íàáëèæåííÿ êâàíòîâàíîþ

âåëè÷èíîþ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ñêií÷åííèì ÷èñëîì çàçâè÷àé ðiâíèõ (àëå íå

îáîâ'ÿçêîâî) iíòåðâàëiâ (ai, bi) i â ñåðåäèíi öèõ ïðîìiæêiâ ¹ ñòàëîþ.

Íàïðèêëàä, ùîñü âèìiðþ¹ìî ìè â áóäü-ÿêîìó ðàçi ëèøå ç òî÷íiñòþ äî

àáñîëþòíî¨ ïîõèáêè ∆x. ßêùî âèìiðþâàííÿ â ìì, òî ∆x = 0, 5 ìì i çà

óìîâè, ùî ðåçóëüòàòè íàëåæàòü ïðîìiæêó [5 ìì, 8 ìì], ìà¹ìî iíòåðâàëè

êâàíòóâàííÿ (â ìì):

[4, 5; 5, 5), [5, 5; 6, 5), [6, 5; 7, 5), [7, 5; 8, 5).

Êiíåöü îäíîãî ïðîìiæêó êâàíòóâàííÿ çàâæäè ¹ ïî÷àòêîì íàñòóïíîãî i

îá'¹äíàííÿ òàêèõ ïðîìiæêiâ ìiñòèòü óñi ðåçóëüòàòè ñïîñòåðåæåíü.

Çà àíàëîãi¹þ êâàíòó¹ìî íåïåðåðâíó âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ, çàäàíó

ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè (1.1). ßêùî n ≤ 10 i âiäñòàíi ìiæ âàðiàíòàìè óñi îäíà-

êîâi:

xi − xi−1 = ∆, i = 1, n,

òî iíòåðâàëè êâàíòóâàííÿ ïîáóäó¹ìî, ÿê ïðè âèìiðþâàííi â ìì:

(x1 −∆/2, x1 +∆/2) , (x1 +∆/2, x2 +∆/2) , . . . , (xn −∆/2, xn +∆/2) .

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó îáåðåìî iíòåðâàë (a, b), ÿêîìó íàëåæàòü óñi âè-

áiðêîâi äàíi (1.1), i ðîçäiëèìî éîãî íà s = s(n) íå îáîâ'ÿçêîâî ðiâíèõ

÷àñòèí. Êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ êâàíòóâàííÿ s(n) ðîçðàõó¹ìî çà ïðàâèëîì

Ñòåðäæåñà1:

s = 1 + log2 n. (1.11)

Êâàíòîâàíó âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ∗ çàäàìî ïðîìiæêàìè

(a0, a1), [a1, a2), . . . , [as−1, as), (1.12)

ÿêi íàçâåìî ïðîìiæêàìè ãðóïóâàííÿ (a0 = a, as = b).

1Ãåðáåðò Ñòåðäæåñ (1882, Îãàéî, ÑØÀ - 1958, Ñàíòà-Ðèòà, ÑØÀ) � ìàòåìàòèê òà

ñòàòèñòèê.
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Íåõàé mi � êiëüêiñòü âàðiàíò (1.1), ùî ïîòðàïèëè â i-òèé ïðîìiæîê,

i = 1, s. Ðîçïîäië ÷àñòîò âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ∗ õàðàêòåðèçó¹ òàáëèöÿ

ξ∗ (a0, a1) [a1, a2) . . . [as−1, as)

m m1 m2 . . . ms

(1.13)

ÿêó íàçèâàþòü iíòåðâàëüíèì ðÿäîì.

Çà iíòåðâàëüíèì ðÿäîì ïîáóäó¹ìî ðîçïîäië äèñêðåòíî¨ âåëè÷èíè ξ,

çíà÷åííÿ ÿêî¨ â ïðîìiæêàõ ãðóïóâàííÿ ¹ ñòàëèìè i çáiãàþòüñÿ ç ñåðåäè-

íàìè öèõ ïðîìiæêiâ:

ξ a0+a1

2
a1+a2

2 . . . as−1+as

2

P m1

n
m2

n . . . ms

n

(1.14)

Çàçíà÷èìî, ùî ðîçáèòòÿ íà ïðîìiæêè ìîæíà ïðîâîäèòè çà îäíèì ç

äâîõ ïðèíöèïiâ: [ai, ai+1) àáî (ai, ai+1]. Âiäïîâiäíi äèñêðåòíi ðîçïîäiëè ìî-

æóòü âiäðiçíÿòèñÿ çñóâîì, i ùî áiëüøå "ìåæîâèõ" çíà÷åíü ai, i = 1, s− 1

ñåðåä âèáiðêîâèõ äàíèõ, òî áiëüøèé çñóâ.2 Âèïðàâèòè ñèòóàöiþ ìîæíà

øëÿõîì âèáîðó iíòåðâàëiâ. Òðåáà âðàõîâóâàòè, ùî ÷èñëî "ìåæîâèõ" çíà-

÷åíü ïðîìiæêiâ ãðóïóâàííÿ ñåðåä âàðiàíò â (1.1) ïîâèííî áóòè ìiíiìàëü-

íèì. Íàéêðàùèì áóäå òàêèé âèáið, êîëè ïðîìiæêè ãðóïóâàííÿ ìîæíà

çâåñòè äî iíòåðâàëiâ i íå âòðàòèòè ïðè öüîìó æîäíîãî âèáiðêîâîãî çíà-

÷åííÿ. Òîáòî êîëè êîæíà âàðiàíòà ìiñòèòüñÿ â ñåðåäèíi ÿêîãîñü iç ïðî-

ìiæêiâ.

Iíòåðâàëüíèé ðÿä (1.13) ÿêíàéêðàùå âiäïîâiäà¹ âèáiðêîâèì äàíèì (1.1)

òîäi, êîëè ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå, ðîçðàõîâàíå çà òàáëèöåþ (1.14), ìàéæå

íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñåðåäíüîãî

x =
1

n

n∑
i=1

xi,

ðîçðàõîâàíîãî çà ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè. Ùîá äîñÿãòè öüîãî, iíòåðâàëè áó-

äóþòü òàê, ùîá ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îäíîãî ç íèõ çáiãàëîñÿ ç ñåðåäíiì x.

2À éìîâiðíiñòü âëó÷èòè â òî÷êó äëÿ íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè äîðiâíþ¹

íóëåâi.
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1.4. Åìïiðè÷íà ùiëüíiñòü

Íåõàé (1.1) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Pξ, äå ξ � àáñîëþòíà íåïåðåðâíà âè-

ïàäêîâà âåëè÷èíà ç ùiëüíiñòþ pξ(t). Îáåðåìî ïðîìiæîê (a, b), ùî ìiñòèòü

óñi çíà÷åííÿ xi, i = 1, n, i ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíèé iíòåðâàëüíèé ðÿä (1.13)

òà äèñêðåòíèé åìïiðè÷íèé ðîçïîäië (1.14). Äàëi çà åìïiðè÷íèì ðîçïîäi-

ëîì (1.14), ÿê i â (1.5), çàïèøåìî åìïiðè÷íó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó:

Fn(t) =
nt
n
, t ∈ R.

Ó öié ôîðìóëi nt � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè{
a0 + a1

2
, . . . ,

as−1 + as
2

}
,

íå áiëüøèõ çà t äëÿ êîæíîãî t ∈ R.
Îñêiëüêè ùiëüíiñòü òà ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ïîâ'ÿçó¹ ñïiââiäíîøåííÿ

pξ(t) = F ′
ξ(t) ì.ñ., òî åìïiðè÷íèì àíàëîãîì ùiëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè

ôóíêöiþ

pn(t) =

 0, ÿêùî t /∈ (a0, as),

Fn(ai−1)− Fn(ai)
ai − ai−1

= mi
n(ai − ai−1)

ïðè t ∈ (ai−1, ai), i = 1, s.

Ãðàôiê åìïiðè÷íî¨ ùiëüíîñòi pn(t) íàçèâàþòü ãiñòîãðàìîþ âiäíîñíèõ

÷àñòîò àáî ïðîñòî ãiñòîãðàìîþ.

×àñòî ãiñòîãðàìîþ ùå íàçèâàþòü ôiãóðó, ùî óòâîðþ¹ îá'¹äíàííÿ ïðÿ-

ìîêóòíèêiâ ç îñíîâàìè íà ïðîìiæêàõ (ai−1, ai) i âèñîòàìè pi = mi, âiäïî-

âiäíî, i = 1, s.

Ãiñòîãðàìà ÷àñòîò � îäèí iç ñïîñîáiâ ãðàôi÷íîãî çîáðàæåííÿ âèáiðêî-

âèõ äàíèõ, âàæëèâèé â iìîâiðíiñíîìó ñåíñi, áî äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè óÿâ-

ëåííÿ ïðî òåîðåòè÷íó ùiëüíiñòü. Ðîçãëÿäàþòü òàêîæ äiàãðàìè, ïîëiãîíè

àáî ìíîãîêóòíèêè ÷àñòîò, ñåêòîðíi, ïðîìåíåâi äiàãàìè òà ií. (äèâ. ïðî

òå [5, c. 304]). Äiàãðàìè, ïîëiãîíè òà ìíîãîêóòíèêè ÷àñòîò êîðèñíi äëÿ

âèçíà÷åííÿ àíîìàëüíèõ âèáiðêîâèõ çíà÷åíü. Òàê íàçèâàþòü âàðiàíòè, ÿêi

ñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä iíøèõ â ðåàëiçàöi¨.

Àíîìàëüíå âèáiðêîâå çíà÷åííÿ ìîæå ç'ÿâëÿòèñü ó äâîõ âèïàäêàõ: ÿêùî

âîíî íàëåæèòü ãåíåðàëüíié ñóêóïíîñòi i ¹ äîñèòü ìàëîéìîâiðíèì àáî êîëè
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ìà¹ ìiñöå âèïàäêîâå ïîðóøåííÿ óìîâ åêñïåðèìåíòó. Ïðî ñïîñiá âèäàëåííÿ

àíîìàëüíèõ âàðiàíò äèâ. [3, ñ. 220].

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ:

1. Ùî íàçèâàþòü ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè, âàðiàöiéíèì ðÿäîì, âàðiàíòîþ,

ðîçìàõîì âèáiðêè, ÷àñòîòîþ òà âiäíîñíîþ ÷àñòîòîþ âàðiàíòè, ìîäîþ òà

ìåäiàíîþ âèáiðêè?

2. Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ âiäìiííiñòü ìiæ âèáiðêîþ îáñÿãó n ç ðîçïîäiëó Pξ i

ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè?

3. ßê çà âàðiàöiéíèì ðÿäîì áóäóþòü âèáiðêîâèé ðîçïîäië, âèáiðêîâó

ôóíêöiþ ðîçïîäiëó?

4. Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ âiäìiííiñòü ìiæ iñòèííîþ òà âèáiðêîâîþ ôóíêöiÿìè

ðîçïîäiëó?

5. ßê âèçíà÷àþòü åìïiðè÷íi àíàëîãè îñíîâíèõ iìîâiðíiñíèõ õàðàêòå-

ðèñòèê âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè?

6. Ùî íàçèâàþòü iíòåðâàëüíèì ðÿäîì i ÿêà õàðàêòåðèñòèêà éîãî íàé-

êðàùî¨ âiäïîâiäíîñòi âèáiðêîâèì äàíèì?

7. ßêà âiäìiííiñòü ìiæ ãiñòîãðàìîþ òà ãiñòîãðàìîþ âiäíîñíèõ ÷àñòîò?

Íàçâiòü, áóäü ëàñêà, iìîâiðíiñíèé àíàëîã îñòàííüî¨.

Âïðàâè òà çàäà÷i: 1.1. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà îáñÿãó n.

Ó ðàçi, êîëè âèáiðêîâi äàíi ñêóï÷åíi ó äåÿêîìó ïðîìiæêó (íàïðèêëàä,

äîñèòü ìàëi çà ìîäóëåì ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ çíà÷óùèõ öèôð ïiñëÿ êî-

ìè) àáî íàâïàêè, ðîçðiäæåíèõ íà ÷èñëîâié îñi, ñóòò¹âî ñêîðîòèòè ÷àñ ïðè

îá÷èñëåííi åìïiðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ìîæå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âèáið-

êîâèõ äàíèõ çà ôîðìóëîþ

yi = cxi + d, c, d ∈ R, i = 1, n. (1.15)

Çíàéäiòü, áóäü ëàñêà, ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ âèáiðêîâèìè ìîìåíòàìè,

ðîçðàõîâàíèìè çà âèáiðêîþ (x1, . . . , xn), i âèáiðêîâèìè ìîìåíòàìè, ðîç-

ðàõîâàíèìè çà ¨¨ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì (y1, . . . , yn). Ïåðåêîíàéòåñÿ, ùî

àñèìåòðiÿ òà åêñöåñ iíâàðiàíòíi âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ (1.15) (âiäïîâiäi

ìîæíà çâiðèòè â [5, c. 326].
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�2. Îöiíêè òà ¨õ âëàñòèâîñòi

2.1. Âèäè ñòàòèñòè÷íèõ îöiíîê

Ìè ðîçãëÿíóëè ðiçíi âèáiðêîâi õàðàêòåðèñòèêè íåâiäîìîãî ðîçïîäiëó Pξ:

åìïiðè÷íó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó Fn(t), ó ðàçi àáñîëþòíî íåïåðåðâíîãî ðîç-

ïîäiëó � åìïiðè÷íó ùiëüíiñòü pn(t), ðîçìàõ âèáiðêè v, ìîäó Mo, ìåäiàíó

Me, åìïiðè÷íi ìîìåíòè x, S
2
, ak, bk, k ∈ N ; êîåôiöi¹íòè àñèìåòði¨ A òà

åêñöåñó E.

Íà ÷èñëîâîìó âåêòîði x = (x1(ω0), . . . , xn(ω0)), òîáòî íà êîíêðåòíié

ðåàëiçàöi¨, Fn(t), pn(t) � ÷èñëîâi ôóíêöi¨, à iíøi åìïiðè÷íi õàðàêòåðèñòè-

êè � äåÿêi ÷èñëà. Àëå âñi âîíè çìiíþþòüñÿ âiä âèáiðêè äî âèáiðêè i íà

âèïàäêîâîìó âåêòîði x = (x1(ω), . . . , xn(ω)), âî÷åâèäü, Fn(t), pn(t) � âè-

ïàäêîâi ôóíêöi¨, à v, Mo, Me, x, S
2
, ak, bk, k ∈ N ; A òà E � âèïàäêîâi

âåëè÷èíè (ÿê áîðåëiâñüêi ôóíêöi¨ âiä âèïàäêîâèõ âåëè÷èí).

Îçíà÷åííÿ. Áóäü-ÿêó áîðåëiâñüêó ôóíêöiþ γ(x1, . . . , xn), ùî çàëå-

æèòü ëèøå âiä âèïàäêîâîãî âåêòîðà (x1, . . . , xn), íàçèâàþòü ñòàòèñòè-

êîþ.

Òàêèì ÷èíîì, óñi åìïiðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè, ðîçãëÿíóòi âèùå, � äåÿêi

ñòàòèñòèêè.

Çà îçíà÷åííÿì, γ(x1, . . . , xn) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, à, âðàõîâóþ÷è çà-

ëåæíiñòü âiä n, ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Íàñ áóäóòü öi-

êàâèòè íå áóäü-ÿêi ñòàòèñòèêè, à òiëüêè òi, ÿêi áëèçüêi ó ïåâíîìó ðîçó-

ìiííi äî âiäïîâiäíèõ iñòèííèõ õàðàêòåðèñòèê. À ñàìå, â ñåíñi çáiæíîñòi çà

éìîâiðíiñòþ òà ìàéæå íàïåâíå.

Îçíà÷åííÿ. Ñòàòèñòèêó γ(x1, . . . , xn) íàçèâàþòü ñïðîìîæíîþ (êîí-

çèñòåíòíîþ) îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ àáî ïðîñòî îöiíêîþ, ÿêùî

γ(x1, . . . , xn)
P−→ θ, êîëè n→ ∞.

Cïðîìîæíó îöiíêó ïàðàìåòðà θ áóäåìî ïîçíà÷àòè θ̂. Çà îçíà÷åííÿì,

∀ε > 0 P{ω :
∣∣∣θ̂(x1, x2, . . . , xn)− θ

∣∣∣ ≤ ε} −→ 1, êîëè n→ ∞.

Âèìîãà ñïðîìîæíîñòi ñòàâèòüñÿ äî âñiõ îöiíîê, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ.
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Ó âèïàäêó, êîëè

θ̂(x1, . . . , xn)
ì.í.−→ θ ïðè n→ ∞,

îöiíêó θ̂(x1, . . . , xn) íàçèâàþòü ñèëüíî ñïðîìîæíîþ.

Êîðèñíîþ òàêîæ ¹ òàêà âëàñòèâiñòü íåçìiùåíîñòi.

Îçíà÷åííÿ. Îöiíêó θ̂ íàçèâàþòü íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ,

ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N ìà¹ìî: Mθ̂(x1, . . . , xn) = θ.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ íåçìiùåíî¨ îöiíêè âiäõèëåííÿ θ̂− θ ìàþòü íåñèñòå-

ìàòè÷íèé õàðàêòåð, áî M(θ̂ − θ) =Mθ̂ − θ = θ − θ = 0.

Íàïðèêëàä, çà óìîâè, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ñêií÷åííå ìàòåìà-

òè÷íå ñïîäiâàííÿ (M |ξ| < +∞), ñåðåäí¹ åìïiðè÷íå x ¹ ñèëüíî ñïðîìîæ-

íîþ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ äëÿ ïàðàìåòðà θ = Mξ, îñêiëüêè çà ïîñèëåíèì

çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë Êîëìîãîðîâà

x =
1

n

n∑
i=1

xi
ì.í.−→ Mξ = θ

ÿê ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âå-

ëè÷èí çi ñêií÷åííèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì. I, êðiì òîãî,

Mx =
1

n

n∑
i=1

Mxi =
1

n
· n ·Mξ =Mξ = θ.

2.2. Âëàñòèâîñòi åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó

Íåâiäîìèé ðîçïîäië Pξ ïîâíiñòþ îïèñó¹ éîãî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fξ(t),

îçíà÷åíà äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ R. Ïîêàæåìî, ùî îöiíêîþ äëÿ Fξ(t) ¹ åìïi-

ðè÷íà ôóíêöiÿ Fn(t), âèçíà÷åíà çà âèáiðêîþ îácÿãó n ôîðìóëîþ (1.5).

Íà êîíêðåòíié ðåàëiçàöi¨ âèáiðêè Fn : R → [0, 1] � ñõiä÷àòà ôóíêöiÿ

çi ñòðèáêàìè â òî÷êàõ, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì çíà÷åííÿì âàðiàíò x∗i .

Âåëè÷èíà ñòðèáêà â òî÷öi x∗i äîðiâíþ¹ âiäíîñíié ÷àñòîòi wi = mi/n.

Êîëè æ (x1, . . . , xn) � âèáiðêà îáñÿãó n ç ðîçïîäiëó Pξ, òîáòî âèïàäêî-

âèé âåêòîð, òî Fn : R× Ω → [0, 1] � âèïàäêîâà ôóíêöiÿ, à çà ôiêñîâàíîãî

t ∈ R � âèïàäêîâà âåëè÷èíà.
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Ïîâåäiíêó åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó Fn(t) ó âiäíîøåííi äî òåîðå-

òè÷íî¨ Fξ(t) õàðàêòåðèçóþòü äâi òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé x1, . . . , xn � âèáiðêà ç ðîçïîäiëêó Pξ, Fξ(t) � òåî-

ðåòè÷íà i Fn(t) � åìïiðè÷íà ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó. Òîäi

Fn(t)
ì.í.−→ Fξ(t), êîëè n→ ∞ ïðè áóäü-ÿêîìó t ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé t ∈ R � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî. Çàïèøåìî åìïi-

ðè÷íó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ó âèãëÿäi

Fn(t) =
nt
n

=
1

n

n∑
i=1

I{xi<t}, (2.1)

äå nt, ÿê i â ôîðìóëi (1.5), � öå êiëüêiñòü âàðiàíò, íå áiëüøèõ çà t, à

iíäèêàòîðè âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíiñòþ

I{xi<t} =

{
1, xi < t;

0, xi ≥ t.

Êîæåí ç iíäèêàòîðiâ I{xi<t} ∈ B(1, p) � áåðíóëëiâñüêà âèïàäêîâà âåëè÷èíà

ç ïàðàìåòðîì

p =MI{xi<t} =MI{ξ<t} = P{ξ < t}, i = 1, n

i òîäi Fn(t) � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ n íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ áåð-

íóëëiâñüêèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çi ñêií÷åííèìè ìàòåìàòè÷íèìè ñïîäi-

âàííÿìè.

Çãiäíî ç ïoñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë Êîëìîãîðîâà, äëÿ áóäü-

ÿêîãî t ∈ R

Fn(t) =
1

n

n∑
i=1

I{xi<t}
ì.í.−→ P{ξ < t} = Fξ(t), n→ ∞.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ R ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ çíà÷åíü

åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó Fn(t) çáiãà¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíå äî çíà÷åííÿ

iñòèííî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó Fξ(t) â êîæíié òî÷öi t ∈ R. Òîáòî, Fn(t) ¹

ñèëüíî ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ iñòèííî¨ ôóíêöi¨ Fξ(t) äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ R.
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Íàñòóïíà òåîðåìà ñâiä÷èòü ïðî ðiâíîìiðíèé õàðàêòåð çáiæíîñòi.

Òåîðåìà 2.2 (Ãëiâåíêî-Êàíòåëëi). Çà óìîâ òåîðåìè 2.1,

sup
t∈R

∣∣Fn(t)− Fξ(t)
∣∣ ì.í.−→ 0, êîëè n→ ∞.

Òåîðåìó Ãëiâåíêî1-Êàíòåëëi2 íàçèâàþòü ôóíäàìåíòàëüíèì ðåçóëüòà-

òîì ñòàòèñòèêè. Âîíà îçíà÷à¹, ùî íåâiäîìèé ðîçïîäië êiëüêiñíî¨ îçíàêè

ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi (äèñêðåòíèé ÷è àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé) ìîæíà

âiäíîâèòè çà âèáiðêîâèìè äàíèìè âåëèêîãî îáñÿãó.

Âàæëèâi ùå òàêi âëàñòèâîñòi åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó.

Òåîðåìà 2.3. Çà óìîâ òåîðåìè 2.1, äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ R
1) Fn(t) � íåçìiùåíà îöiíêà äëÿ Fξ(t);

2) DFn(t) = Fξ(t)(1− Fξ(t))/n;

3) ÿêùî Fξ(t) ̸= 0 i Fξ(t) ̸= 1, òî

√
n
(
Fn(t)− Fξ(t)

) d
=⇒ η(t), äå η(t) ∈ N(0, Fξ(t)(1− Fξ(t)).

Äîâåäåííÿ. 1) Îñêiëüêè I{xi<t} ∈ B(1, p), i = 1, n � îäíàêîâî ðîçïî-

äiëåíi áåðíóëëiâñüêi âåëè÷èíè ç ïàðàìåòðîì p = Fξ(t), òî

MFn(t) =M
1

n

n∑
i=1

I{xi<t} =MI{ξ<t} = Fξ(t).

Ùî i îçíà÷à¹ íåçìiùåíiñòü çà îçíà÷åííÿì.

2) Âèïàäêîâi âåëè÷èíè I{xi<t}, i = 1, n íåçàëåæíi. Òîìó

DFn(t) =
1

n2

n∑
i=1

DI{xi<t} =
DI{ξ<t}

n
=
Fξ(t)(1− Fξ(t))

n
.

3) Íåõàé Fξ(t) ̸= 0. Çà öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ,

√
n
(
Fn(t)− Fξ(t)

)
=

(
n∑

i=1

I{xi<t} − nFξ(t)

)
/
√
n =

1Âàëåðié Iâàíîâè÷ Ãëiâåíêî (21.12.1896, Êè¨â � 15.02.1940, Ìîñêâà) � ìàòåìàòèê, ëî-

ãiê. Îòðèìàâ çíà÷íi ðåçóëüòàòè â òåði¨ ôóíêöié äiéñíîãî çìiííîãî, òåîði¨ éìîâiðíîñòåé

òà ìàòåìàòè÷íié ñòàòèñòèöi, ëîãiöi.
2Ôðàí÷åñêî-Ïàîëî Êàíòåëëi (20.12.1875, Ïàëåðìî, Iòàëiÿ � 21.07.1966, Ðèì) � ìà-

òåìàòèê, ñòàòèñòèê, åêîíîìiñò. Âiäîìèé ðîáîòàìè ç òåîði¨ iìîâiðíîñòåé (ëåìà Áîðåëÿ-

Êàíòåëëi, ïîñèëåíèé çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë) òà ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè.
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=

(
n∑

i=1

I{xi<t} − nMI{x1<t}

)
/
√
n

d
=⇒ η(t) ∈ N(0, Fξ(t)(1− Fξ(t)).

Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü òàêîæ äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ. Îöiíêó θ̂ ïàðàìåòðà θ íàçèâàþòü àñèìïòîòè÷íî íîð-

ìàëüíîþ ç êîåôiöi¹íòîì σ2 > 0, ÿêùî

(θ̂ − θ)
√
n

d
=⇒ η i η ∈ N(0, σ2).

Òâåðäæåííÿ 3) òåîðåìè 2.3 îçíà÷à¹, ùî Fn(t) � àñèìïòîòè÷íî íîð-

ìàëüíà îöiíêà äëÿ Fξ(t) ç êîåôiöi¹íòîì σ2 = Fξ(t)(1 − Fξ(t)) > 0, ÿê

òiëüêè Fξ(t) ̸= 0 i Fξ(t) ̸= 1.

2.3. Âëàñòèâîñòi åìïiðè÷íî¨ ùiëüíîñòi

Òåîðåìà 2.4 (Ãëiâåíêo). Íåõàé x1, . . . , xn � âèáiðêà ç àáñîëþòíî íåïå-

ðåðâíîãî ðîçïîäiëó Pξ i pn(t) � åìïiðè÷íà ùiëüíiñòü, ïîáóäîâàíà çà ií-

òåðâàëüíèì ðÿäîì, êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ ãðóïóâàííÿ ÿêîãî äîðiâíþ¹ s(n).

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∞∑
n=1

s4(n)

n2
<∞, (2.2)

òî

sup
t∈R

|pn(t)− pξ(t)|
P−→ 0, êîëè n→ ∞.

Òåîðåìà 2.4 ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî çà óìîâè âèáîðó êiëüêîñòi ïðîìiæêiâ

ãðóïóâàííÿ òàê, ùîá áóëà ãàðàíòîâàíà çáiæíiñòü ÷èñëîâîãî ðÿäó (2.2),

åìïiðè÷íà ùiëüíiñòü pn(t) ¹ ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ äëÿ iñòèííî¨ ùiëüíîñòi

pξ(t) i çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ ðiâíîìiðíà íà R.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî âåëè÷èíà s(n), ðîçðàõîâàíà çà ïðàâèëîì Ñòåðäæå-

ñà (1.11), çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãó (2.2).

2.4. Âëàñòèâîñòi âèáiðêîâèõ ìîìåíòiâ

ßê âæå çàçíà÷àëîñü âèùå, çà óìîâè ñêií÷åííîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàí-

íÿ (M |ξ| < +∞), ñåðåäí¹ åìïiðè÷íå x ¹ ñèëüíî ñïðîìîæíîþ íåçìiùåíîþ

îöiíêîþ äëÿ íåâiäîìîãî çíà÷åííÿ Mξ.
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Íàñòóïíà òåîðåìà âñòàíîâëþ¹ áiëüø çàãàëüíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Pξ, ùî çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó M |ξk| < +∞ äëÿ äåÿêîãî k ∈ N, αk òà ak � k-òi ïî÷àòêîâi

ìîìåíòè, òåîðåòè÷íèé i åìïiðè÷íèé, âiäïîâiäíî. Òîäi

1) ak
ì.í.−→ αk, êîëè n→ ∞;

2) Mak = αk;

3) ÿêùî 0 < Dξk < +∞, òî

√
n(ak − αk)

d
=⇒ ηk ∈ N(0, Dξk), êîëè n→ ∞.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.5 ïðîïîíó¹òüñÿ ÿê âïðàâà.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ áóäü-ÿêîãî k íàòóðàëüíîãî k-òèé ïî÷àòêîâèé åì-

ïiðè÷íèé ìîìåíò ak ¹ ñèëüíî ñïðîìîæíîþ íåçìiùåíîþ òà àñèìïòîòè÷íî

íîðìàëüíîþ îöiíêîþ ç êîåôiöi¹íòîì Dξk äëÿ k-òîãî òåîðåòè÷íîãî ìîìåí-

òó αk, ÿêùî M |ξk| < +∞.

Äëÿ ïåðåâiðêè ñïðîìîæíîñòi îöiíîê ÷àñòî êîðèñíîþ áóâà¹ òàêà ëåìà.

Ëåìà 2.1. ßêùî ïîñëiäîâíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí µn òà ηn òàêi,

ùî

µn
P−→ a, ηn

P−→ b, a, b ∈ R (2.3)

i ôóíêöiÿ g : X ⊆ R2 → Y ⊆ R íåïåðåðâíà â òî÷öi (a, b) ∈ X, òî

ïîñëiäîâíiñòü {g(µn, ηn)}∞n=1 çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî ÷èñëà g(a, b):

g(µn, ηn)
P−→ g(a, b), n→ ∞.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì íåïåðåðâíî¨ â òî÷öi (a, b) ôóíêöi¨, ìà¹ìî:

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀(x, y) ∈ X : |x− a| < δ i |y − b| < δ |g(x, y)− g(a, b)| < ε.

Çâiäñè âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ ìíîæèí:

{(µn, ηn) : |g(µn, ηn)−g(a, b)| ≥ ε} ⊆ {µn : |µn−a| ≥ δ}∪{ηn : |ηn−b| ≥ δ}.

Îòæå,

P{ω : |g(µn, ηn)− g(a, b)| > ε} ≤ P{ω : |g(µn, ηn)− g(a, b)| ≥ ε} ≤
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≤ P{ω : |µn − a| ≥ δ}+ P{ω : |ηn − b| ≥ δ} → 0, êîëè n→ ∞,

çà óìîâîþ (2.3).

Òåîðåìà 2.6. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Pξ, äëÿ ÿêîãî

Dξ = σ2 < +∞ i S
2
� âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ. Òîäi

1) S
2 P−→ Dξ, êîëè n→ ∞;

2) MS
2
=
n− 1

n
Dξ.

Äîâåäåííÿ. 1) Çàñòîñó¹ìî ëåìó 2.1 äëÿ ôóíêöi¨ f(x, y) = x − y2 i

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

µn =
1

n

n∑
i=1

x2i
ì.í.−→ Mξ2, ηn = x

ì.í.−→ Mξ, êîëè n→ ∞,

çáiæíiñòü ìàéæå íàïåâíå äëÿ ÿêèõ âiäîìà ç òåîðåìè 2.5. Ìà¹ìî:

S
2
= f(µn, ηn)

P−→ f(Mξ2,Mξ) =Mξ2 − (Mξ)2 = Dξ.

2) Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âèáiðêè çà ôîðìóëàìè

yi = xi − a, äå a =Mxi =Mξ, i = 1, n.

Âî÷åâèäü, Myi = 0, Dyi = Dxi = Dξ = σ2 i y = x− a. Òîäi

S
2
=

1

n

n∑
i=1

(xi − x)2 =
1

n

n∑
i=1

(yi − y)2.

Êðiì òîãî, âèïàäêîâi âåëè÷èíè yi, i = 1, n ïîïàðíî íåçàëåæíi i òîìó

M(yiyj) =MyiMyj = 0, i, j = 1, n i ̸= j.

Îòæå,

M
n∑

i=1

(yi − y)2 =M

(
n∑

i=1

y2i − ny2

)
= nMy21 − nMy2 =

= nσ2 − n
1

n2
M

n∑
i=1

y2i = nσ2 − σ2 = (n− 1)σ2.

Òîáòî

MS
2
=
n− 1

n
σ2.
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Íàñëiäîê. Ó âèïàäêó, êîëè Dξ = σ2 < +∞, ñòàòèñòèêà S
2
¹ ñïðî-

ìîæíîþ, àëå çìiùåíîþ îöiíêîþ iñòèííî¨ äèñïåðñi¨. Ñïðîìîæíîþ òà íå-

çìiùåíîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨ ¹ âèïàäêîâà âåëè÷èíà

s2 =
n

n− 1
S2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2,

ÿêó íàçèâàþòü âèïðàâëåíîþ åìïiðè÷íîþ äèñïåðñi¹þ àáî âàðiàíñîþ3.

Ïîïðàâêó n/(n − 1) ââiâ Áåññåëü4. Çà ìàëèõ îáñÿãiâ âèáiðêè n âîíà

ñóòò¹âà, à îò ïðè n > 50 çíà÷åííÿ s òà S ïðàêòè÷íî íå âiäðiçíÿþòüñÿ.

Âåëè÷èíó
√
s2 = s íàçèâàþòü ôëóêòóàöi¹þ5.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Ó áàãàòüîõ ïèòàííÿõ öiëêîì äîñòàòíüî, ùîá

Mγ(x1, . . . , xn) → θ, êîëè n→ ∞.

Òàêó îöiíêó íàçèâàþòü àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíîþ.

Åìïiðè÷íà äèñïåðñiÿ S
2
¹ ïðèêëàäîì àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíî¨ îöiíêè.

2.5. Ôîðìóâàííÿ ïðèïóùåííÿ ùîäî ðîçïîäiëó

Âëàñòèâîñòi åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó, åìïiðè÷íî¨ ùiëüíîñòi (äëÿ àá-

ñîëþòíî íåïåðåðâíî¨ îçíàêè ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi), âèáiðêîâèõ õàðàê-

òåðèñòèê, âñòàíîâëåíi â òåîðåìàõ 2.1 � 2.6, ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî íà îñíîâi

àíàëiçó çíà÷åíü âèáiðêîâî¨ ìîäè Mo, ìåäiàíè Me, ñåðåäíüîãî x, âàðiàíñè

s2, êîåôiöi¹íòiâ A òà E, çà ôîðìîþ ãiñòîãðàìè i ïåâíîþ àïðiîðíîþ ií-

ôîðìàöi¹þ6 ïðî âèä íåâiäîìîãî ðîçïîäiëó ìîæíà íàâåñòè ïåâíi íàóêîâî-

îá ðóíòîâàíi ïðèïóùåííÿ.

Òàê, ÿêùî x ≈ s2, òî ëîãi÷íî ïðèïóñòèòè, ùî òåîðåòè÷íèé ðîçïîäië

� ïóàññîíiâñüêèé. Ïiäãðóíòÿ ìîæëèâî¨ àïðiîðíî¨ iíôîðìàöi¨: öå ðîçïîäië

3Âàðiàíñà (âiä iòàë. varianza) � äèñïåðñiÿ, âiäõèëåííÿ, êîëèâàííÿ.
4Ôðiäðiõ-Âiëüãåëüì Áåññåëü (22.07.1784, Ìiíäåí, Íiìå÷÷èíà � 17.03.1846, Êåíiãñ-

áåðã, Êîðîëiâñòâî Ïðóññiÿ, Íiìåöüêèé ñîþç) � âèäàòíèé àñòðîíîì òà ìàòåìàòèê, ôiçèê

i ãåîäåçèñò.
5Ôëóêòóàöiÿ (âiä ëàò. �uctuatio) � õâèëþâàííÿ, áåçïåðåðâíèé ðóõ.
6Éäåòüñÿ ïðî àíàëiç çàäà÷i, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ç òî÷êè çîðó òåîði¨ éìîâiðíîñòåé,

çîêðåìà, ãðàíè÷íèõ òåîðåì.
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ðiäêiñíèõ ïîäié (ÿê ãðàíè÷íèé â ñåíñi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi äëÿ ïîñëiäîâíî-

ñòi áiíîìiàëüíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç íåñêií÷åííî ìàëîþ iìîâiðíiñòþ

"óñïiõó").

Äëÿ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ðîçïîäiëiâ ïîïåðåäíié âèñíîâîê ïðî âèä

ðîçïîäiëó ìîæíà çðîáèòè çà ôîðìîþ ãiñòîãðàìè òà øëÿõîì ïîðiâíÿííÿ

âèáiðêîâèõ êîåôiöi¹íòiâ àñèìåòði¨ òà åêñöåñó ç âiäïîâiäíèìè êîåôiöi¹í-

òàìè îñíîâíèõ âiäîìèõ ðîçïîäiëiâ (äèâ. [3, c. 223]). Äåÿêi êîåôiöi¹íòè

íàâåäåíi â òàáë. I äîäàòêó.

Ç êëàñàìè ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (íå âñi âèâ÷àëèñü â òåîði¨

éìîâiðíîñòåé) i ñïîñîáîì ¨õ ðîçïiçíàâàííÿ çà âèäîì ãiñòîãðàìè ìîæíà

ïîçíàéîìèòèñü â [3, c. 241 � 273]. Êîðèñíî òàêîæ çâåðíóòè óâàãó íà òå,

ùî ó êîæíîãî ç íàâåäåíèõ ðîçïîäiëiâ ¹ ñâî¹ òåîðåòè÷íå ïiä ðóíòÿ äëÿ

ñòâîðåííÿ àïðiîðíî¨ iíôîðìàöi¨.

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ:

1. Ùî íàçèâàþòü ñòàòèñòèêîþ, îöiíêîþ íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà ðîçïî-

äiëó; íåçìiùåíîþ, àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíîþ îöiíêîþ?

2. Íàâåäiòü îçíà÷åííÿ çáiæíîñòi çà éìîâiðíiñòþ, ìàéæå íàïåâíå òà

ñëàáêî¨ çáiæíîñòi. Ïîðiâíÿéòå ¨õ ñèëó.

3. ßêi âëàñòèâîñòi ìà¹ åìïiðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó? Åìïiðè÷íà ùiëü-

íiñòü?

4. ßê îáèðàþòü êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ ãðóïóâàííÿ ïðè ïîáóäîâi iíòåð-

âàëüíîãî ðÿäó i ÷îìó ñàìå òàê?

5. Ïåðå÷èñëiòü, áóäü ëàñêà, âëàñòèâîñòi âèáiðêîâèõ ìîìåíòiâ.

6. ßê çà åìïiðè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ãiñòîãðàìîþ òà àïðiîðíîþ

iíôîðìàöi¹þ ïðî âèïàäêîâó âåëè÷èíó, ùî âèâ÷à¹òüñÿ, çðîáèòè ïîïåðåäíi

âèñíîâêè (ïðèïóùåííÿ ) ùîäî íåâiäîìîãî ðîçïîäiëó.

Âïðàâè òà çàäà÷i: 2.1. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Áåð-

íóëëi B(0, 1) ç íåâiäîìèì ïàðàìåòðîì θ ∈ (0, 1). ×è áóäóòü ñòàòèñòèêè

x1, x1x2, x1(1− x2)

íåçìiùåíèìè îöiíêàìè, âiäïîâiäíî, äëÿ θ, θ2, θ(1− θ)?
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2.2. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Ïóàññîíà Π(θ) ç íåâiäî-

ìèì ïàðàìåòðîì θ > 0. ×è áóäóòü ñòàòèñòèêè x1, I{x1=k} íåçìiùåíèìè

îöiíêàìè äëÿ θ, θke−θ/k!, âiäïîâiäíî.

Äëÿ ÿêîãî ïàðàìåòðà ñòàòèñòèêà γ = xex ¹ ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ?

2.3. Çà óìîâè ñêií÷åííîãî k-òîãî öåíòðàëüíîãî ìîìåíòó ðîçïîäiëó Pξ

(βk = M |ξ − Mξ|k < +∞) äëÿ äåÿêîãî k ∈ N, ïåðåâiðòå ñïðîìîæíiñòü
îöiíêè

bk =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)
k
.

2.4. ×è áóäóòü ñòàòèñòèêè A òà E ñïðîìîæíèìè òà íåçìiùåíèìè îöií-

êàìè iñòèííèõ êîåôiöi¹íòiâ àñèìåòði¨ òà åêñöåñó ó ðàçi ñêií÷åííèõ ìîìåí-

òiâ β3 < +∞ òà β4 < +∞, âiäïîâiäíî.
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�3. Ìåòîäè çäîáóòòÿ òî÷êîâèõ îöiíîê ïàðàìåòðiâ

ðîçïîäiëó

Ïðîäîâæèìî âèâ÷åííÿ îñíîâíî¨ çàäà÷i ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòècòèêè ïðî âè-

çíà÷åííÿ íåâiäîìîãî ðîçïîäiëó Pξ çà âèáiðêîþ. ßê çàçíà÷àëîñü ó ï. 2.5, íà

îñíîâi àíàëiçó åìïiðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ðîçïîäiëó i àïðiîðíî¨ iíôîðìà-

öi¨ ùîäî íüîãî, ïðî âèä ðîçïîäiëó ìîæíà ñôîðìóâàòè ïåâíi ïðèïóùåííÿ

i òîäi íåâiäîìèìè çàëèøàþòüñÿ éîãî ïàðàìåòðè. Çàçíà÷èìî, ùî ïàðàìåò-

ðàìè ðîçïîäiëiâ ¹, ÿê ïðàâèëî, ¨õ ìîìåíòè, ïî÷àòêîâi àáî öåíòðàëüíi.

Ðîçãëÿíåìî äâà êëàñè÷íi ìåòîäè ïîáóäîâè îöiíîê íåâiäîìèõ ïàðàìåò-

ðiâ ðîçïîäiëó, ôîðìà ÿêîãî çàçäàëåãiäü âèçíà÷åíà. Ïåðøèé ç íèõ � ìåòîä

ìîìåíòiâ, çàïðîïîíîâàíèé Ê. Ïiðñîíîì1 ó 1894 ð.

3.1. Ìåòîä ìîìåíòiâ

Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Pξ, ùî çàëåæèòü âiä s íåâiäîìèõ

ïàðàìåòðiâ θ1, θ2, . . . , θd. Áóäåìî ïîçíà÷àòè:

Pξ = Pξ(θ), äå θ = (θ1, . . . , θd) ∈ Rd.

Âiä θ çàëåæèòü iñòèííà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fξ(t, θ), òåîðåòè÷íi ïî÷àòêîâi

òà öåíòðàëüíi ìîìåíòè αk(θ) i βk(θ), k ∈ N. Íåîáõiäíî îöiíèòè íåâiäîìi

ïàðàìåòðè çà âèáiðêîþ.

Çãiäíî ç òåîðåìàìè 2.1 òà 2.2, åìïiðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fn(t) çi

çáiëüøåííÿì îáñÿãó âèáiðêè n ìàéæå íàïåâíå2 ÿê çàâãîäíî ìàëî âiäðiç-

íÿ¹òüñÿ âiä iñòèííî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó Fξ(t, θ). ßê íàñëiäîê, åìïiðè÷íi

òà òåðåòè÷íi ïî÷àòêîâi ìîìåíòè òàêîæ ïðè âåëèêèõ îáñÿãàõ âèáiðêè n

âiäðiçíÿþòüñÿ íåñóòò¹âî ìàéæå íàïåâíå, à öåíòðàëüíi � ç éìîâiðíiñòþ,

áëèçüêîþ äî 1 (äèâ. òeîðåìè 2.5, 2.6 òà çàäà÷ó 2.3).

Äëÿ çíàõîäæåííÿ îöiíîê ïàðàìåòðiâ θ1, . . . , θd ñêîðèñòà¹ìîñü íàáëè-

æåíèìè ðiâíîñòÿìè äëÿ d ïåðøèõ iñòèííèõ òà åìïiðè÷íèõ ïî÷àòêîâèõ

1Êàðë Ïiðñîí (27.03.1857, Ëîíäîí � 27.04.1936, Ëîíäîí) � ìàòåìàòèê, ñòàòèñòèê,

áiîëîã, iñòîðèê, ïñèõîëîã òà ôiëîñîô; îäèí iç çàñíîâíèêiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè.

Äîêëàäàâ áàãàòî çóñèëü äî çàñòîñóâàííÿ ñâî¨õ ðåçóëüòàòiâ ó ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ.
2Òîáòî çàâæäè, îêðiì âèïàäêiâ iìîâiðíiñíî¨ ìiðè íóëü.
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ìîìåíòiâ:

αk = αk(θ1, . . . , θs) ≈ ak ì.í. ïðè n→ ∞; k = 1, d. (3.1)

×è ìîæíà ïiäiáðàòè îöiíêè θ̂1, . . . , θ̂d òàê, ùîá âèêîíóâàëèñü òî÷íi ðiâíîñòi

αk(θ̂1, . . . , θ̂d) = ak, k = 1, d? (3.2)

Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü (3.2) âiäíîñíî çìiííèõ

θ̂1, . . . , θ̂d. Ðîçâ'ÿçêîì, ÿê ïðàâèëî, áóäóòü ñïðîìîæíi ñòàòèñòèêè θ̂1, . . . , θ̂d
(äèâ. ëåìó 2.1), ÿêi íàçèâàþòü îöiíêàìè ìåòîäó ìîìåíòiâ (ÎÌÌ) ïàðà-

ìåòðiâ θ1, . . . , θd, âiäïîâiäíî.

Çàëåæíî âiä êiëüêîñòi íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ íåîáõiäíî âèêîðèñòàòè

ñòiëüêè æ ìîìåíòiâ (êiëüêiñòü ðiâíÿíü â (3.2) çáiãà¹òüñÿ ç êiëüêiñòþ íå-

âiäîìèõ d).

Çàóâàæåííÿ 3.1. Ìåòîä ìîìåíòiâ ìiñòèòü ó ñîái íåâèçíà÷åíiñòü, òî-

ìó ùî äëÿ ïîøóêó íåâiäîìèõ θ1, . . . , θd ìîæíà ñêîðèñòàòèñü ÿê ïåðøèìè d

ïî÷àòêîâèìè ìîìåíòàìè αk(θ) òà ak, k = 1, d, òàê i, íàïðèêëàä, ïî÷èíàþ-

÷è ç (d+1)-ãî, òîáòî äëÿ k = d, 2d. Çàìiñòü ïî÷àòêîâèõ ìîæíà ðîçãëÿäàòè

öåíòðàëüíi ìîìåíòè βk(θ) i bk, k = 1, d ÷è k = d, 2d, ò.i.

Ó òàêèé ñïîñiá ç'ÿâèòüñÿ áàãàòî ðiçíèõ îöiíîê îäíîãî é òîãî æ ïàðà-

ìåòðà (i öå äîáðå, îñêiëüêè ¹ ìîæëèâiñòü îáèðàòè îöiíêè ç íàéêðàùèìè

âëàñòèâîñòÿìè).

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ìîìåíòiâ.

Ïðèêëàä 3.1. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Ïóàññîíà3

Π(θ), ïàðàìåòð θ > 0 ÿêîãî íåâiäîìèé. Çíàéäåìî ÎÌÌ äëÿ θ.

Ïåðøèé ïî÷àòêîâèé ìîìåíò âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ∈ Π(θ) çíà¹ìî ç

òåîði¨ éìîâiðíîñòåé: α1(θ) = θ, à ïåðøèé åìïiðè÷íèé çàïèøåìî çà ôîðìó-

ëîþ (1.8): a1 = x. Òîäi â (3.2) äëÿ äàíîãî âèïàäêó ìà¹ìî ¹äèíå ðiâíÿííÿ:

θ = x

3Ñiìåîí Äåíi Ïóàññîí (21.06.1781, Ïiòiâ'¹, Ôðàíöiÿ - 25.04.1840, Ïàðèæ) � âèäàòíèé

ìàòåìàòèê, àñòðîíîì, ôiçèê, ïîëiòèê, ñòàòèñòèê. Ó òåîði¨ éìîâiðíîñòåé äîáðå âiäîìà

òåîðåìà Ïóàññîíà � âàæëèâèé ðåçóëüòàò ïðî ãðàíè÷íèé ðîçïîäië ó ñõåìi Áåðíóëëi.
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i θ̂ = x áóäå ÎÌÌ äëÿ θ, ñïðîìîæíà òà íåçìiùåíà îöiíêà.

ßêùî æ ñêîðèñòàòèñÿ ðiâíÿííÿì (3.2) äëÿ äðóãèõ ìîìåíòiâ

α2(θ) = θ + θ2 òà a2 =
1

n

n∑
i=1

x2i ,

ÿêå ìà¹ âèãëÿä

θ2 + θ = a2

(êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî θ), òî éîãî êîðåíÿìè áóäóòü

θ1,2 =
−1±

√
1 + 4a2
2

.

Çâiäñè ìà¹ìî iíøó ÎÌÌ θ̂ =
(√

1 + 4a2 − 1
)
/2 äëÿ θ (ñïðîìîæíiñòü äàíî¨

ñòàòèñòèêè ïåðåâiðòå, áóäü ëàñêà, ÿê âïðàâó).

Ïðèêëàä 3.2. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó

Pξ(θ) = N(θ1, θ
2
2), ïàðàìåòðè ÿêîãî θ1 ∈ R i θ2 > 0 íåâiäîìi.

Çíàéäåìî ÎÌÌ ïàðàìåòðiâ θ1 òà θ2.

Äëÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó α1 = Mξ = θ1, à α2 = Mξ2 = θ22 + θ21.

Îòæå, ñèñòåìà (3.2) äëÿ öüîãî âèïàäêó òàêà:{
θ1 = a1,

θ22 + θ21 = a2.

Çâiäñè

θ̂1 = x, θ̂22 =
1

n

n∑
i=1

x2i − x2 = S
2

� ÎÌÌ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ, îáèäâi ñòàòèñòèêè ñïðîìîæíi òà ïåðøà ç

íèõ íåçìiùåíà.

Ïðèêëàä 3.3. Ïðèïóñòèìî, ùî (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Ðå-

ëåÿ4 Pξ(θ) = R(θ), ùiëüíiñòü ÿêîãî

p(t, θ) =


t

θ
exp

(
− t2

2θ

)
, t ≥ 0,

0, t < 0

(3.3)

4Äæîí Âiëüÿì Ñòðåòò (ëîðä Ðåëåé) (12.11.1842, Åññåêñ, Àíãëiÿ � 30.06.1919, Åññåêñ)

� ôiçèê, ïîëiòèê, ìàòåìàòèê, õiìiê. Îäèí iç çàñíîâíèêiâ òåîði¨ êîëèâàíü.
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çàëåæèòü âiä îäíîãî íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ > 0.

Çíàéäåìî ÎÌÌ ïàðàìåòðà θ.

Ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî ïåðøèé ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ðîçïîäiëó Ðåëåÿ:

α1(θ) =Mξ =

∫ +∞

−∞
tp(t, θ) dt =

∫ +∞

0

t2

θ
e−

t2

2θ dt =

=

∫ +∞

0

t d
(
−e− t2

2θ

)
= −te− t2

2θ

∣∣+∞
0 +

∫ +∞

0

e−
t2

2θ dt =

√
πθ

2
.

Îòæå, îöiíêó ïàðàìåòðà θ çíàéäåìî ç ðiâíÿííÿ:

√
πθ

2
= a1 = x.

Çâiäñè θ̂1 = 2
π (x)

2 � ÎÌÌ äëÿ θ.

ßêùî æ îá÷èñëèòè äðóãèé ïî÷àòêîâèé ìîìåíò:

α2(θ) =Mξ2 =

∫ +∞

−∞
t2p(t, θ) dt =

∫ +∞

0

t3

θ
e−

t2

2θ dt =

=

∫ +∞

0

t2 d
(
−e− t2

2θ

)
= −t2e− t2

2θ

∣∣+∞
0 + 2

∫ +∞

0

te−
t2

2θ dt =

= 2θ

∫ +∞

−∞
p(t, θ) dt = 2θ

i ïðèðiâíÿòè éîãî ç äðóãèì åìïiðè÷íèì ìîìåíòîì a2, òî îòðèìà¹ìî ðiâ-

íÿííÿ

2θ = a2.

Òîäi

θ̂2 =
1

2
a2 =

1

2n

n∑
i=1

x21

� ùå îäíà ÎÌÌ ïàðàìåòðà θ.

Ìà¹ìî θ̂1 òà θ̂2 � äâi ðiçíi îöiíêè ìåòîäó ìîìåíòiâ îäíîãî i òîãî æ

íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ. Ìîæíà òàêîæ çíàéòè òà ïðèðiâíÿòè öåíòðàëüíi

ìîìåíòè äðóãîãî ïîðÿäêó:

β2(θ) = Dξ =Mξ2 − (Mξ)
2
= 2θ − πθ

2
i b2 = S

2
,

òîáòî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ (4− π)θ = 2S
2
i çíàéòè òðåòþ îöiíêó

θ̂3 = 2S
2
/(4− π).
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Çàëèøà¹òüñÿ âèçíà÷èòèñü, ÿêà ç îöiíîê θ̂1, θ̂2 ÷è θ̂3 íàéêðàùà. Áóäü

ëàñêà, òi, êîìó öiêàâî, äîâåäiòü ñïðîìîæíiñòü îòðèìàíèõ ñòàòèñòèê òà

ïåðåâiðòå ¨õ íåçìiùåíiñòü.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Iìîâiðíiñíå ïiä ðóíòÿ àïðiîðíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ðå-

ëå¨âñüêó âèïàäêîâó âåëè÷èíó: âåëè÷èíà ξ ∈ R(θ) õàðàêòåðèçó¹ âiäñòàíü

âiä äâîâèìiðíî¨ òî÷êè (η1, η2), êîîðäèíàòè ÿêî¨ íåçàëåæíi, îäíàêîâî íîð-

ìàëüíî ðîçïîäiëåíi ç ïàðàìåòðàìè a = 0, σ2 = θ, äî íåâèïàäêîâî¨ òî÷êè

(0, 0). Òîáòî ξ =
√
η21 + η22 , äå η1, η2 ∈ N(0, θ).

3.2. Ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi

Ïðèíöèï ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi:

òå, ùî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ, ¹ íàéáiëüø iìîâiðíèì

ñåðåä óñiõ ìîæëèâèõ àëüòåðíàòèâ.

Ð. �. ßìíåíêî.

Iäåþ ìåòîäó ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïðîiëþñòðó¹ìî íà ïðèê-

ëàäi ñòàòèñòè÷íî¨ çàäà÷i ïðî ñõåìó Áåðíóëëi, ùî ðîçãëÿäàëàñü ó âñòóïi.

Ïðèêëàä 3.4. Ïðèïóñòèìî, ùî ï'ÿòü íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàíü çà ñõå-

ìîþ Áåðíóëëi çàêií÷èëèñÿ ïîäi¹þ "óñïiõ, óñïiõ, óñïiõ, íåâäà÷à, íåâäà÷à"

i çàçäåëåãiäü iìîâiðíiñòü θ = P ("óñïiõ") íåâiäîìà.

Íåîáõiäíî îöiíèòè çíà÷åííÿ θ.

Íåõàé ξ � êiëüêiñòü "óñïiõiâ" ó îäíîìó âèïðîáóâàííi. Îòæå ξ ∈ B(1, θ).

Çà óìîâîþ, âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ñïîñòåðiãàëàñü ï'ÿòü ðàçiâ, â ðåçóëüòàòi

÷îãî ìà¹ìî âèáiðêó (1, 1, 1, 0, 0). ßê äëÿ ñõåìè Áåðíóëëi, çàïèøåìî éìî-

âiðíiñòü ïîäi¨ (1, 1, 1, 0, 0) ≡ "óñïiõ, óñïiõ, óñïiõ, íåâäà÷à, íåâäà÷à":

P {(1, 1, 1, 0, 0)} = θ3(1− θ)2 ≡ P (θ). (3.4)

Äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü θ ìà¹ìî ðiçíi éìîâiðíîñòi P (θ). Íàïðèêëàä,

P (1/3) = 4/243, à P (1/2) = 1/32.

Îñêiëüêè ïîäiÿ (1, 1, 1, 0, 0), çà óìîâîþ, âiäáóëàñÿ, çíà÷åííÿ θ = 1/2 ìà¹

ïðàâäîïîäiáíiøèé âèãëÿä íiæ θ = 1/3, áî P (1/2) > P (1/3).
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Ëîãi÷íî îöiíêîþ íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà ïîêëàñòè òå çíà÷åííÿ θo, çà

ÿêîãî éìîâiðíiñòü ïîäi¨ (1, 1, 1, 0, 0) áóëà á ìàêñèìàëüíîþ.

Ç òî÷êè çîðó àíàëiçó, çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ òî÷êè ìàêñè-

ìóìó ôóíêöi¨ P (θ) = θ3(1 − θ)2 íà ïðîìiæêó (0, 1). Ñëóøíî ïåðåéòè äî

ôóíêöi¨

l(θ) = lnP (θ) = 3 ln θ + 2 ln(1− θ),

îñêiëüêè òî÷êè åêñòðåìóìó P (θ) i l(θ) çáiãàþòüñÿ. Äàëi çíàéäåìî ïîõiäíó

l′(θ), ñòàöiîíàðíi òî÷êè ÿê êîðåíi ðiâíÿííÿ l′(θ) = 0 òà ïåðåâiðèìî äëÿ íèõ

äîñòàòíi óìîâè ìàêñèìóìó. Ìà¹ìî:

l′(θ) =
3

θ
− 2

1− θ
= 0 ⇔ θ =

3

5
.

Îñêiëüêè

l′′(θ) = − 3

θ2
− 2

(1− θ)2
< 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî θ ∈ (0, 1),

òî

max
θ∈(0,1)

P (θ) = P (3/5).

Òàêèì ÷èíîì, çíà÷åííÿ θ = 3/5 íàéáiëüø ïðàâäîïîäiáíå i ¹ ðîçâ'ÿçêîì

öi¹¨ çàäà÷i.

Ïåðåéäåìî äî çàãàëüíèõ ìiðêóâàíü. Ïðèïóñòèìî, ùî (x1, . . . , xn) � âè-

áiðêà ç ðîçïîäiëó Pξ(θ), ùî ìà¹ d íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ, θ = (θ1, . . . , θd).

Îòðèìà¹ìî îöiíêè äëÿ θ1, . . . , θd ìåòîäîì, çàïðîïîíîâàíèì Ð. Ôiøåðîì5 ó

1912 ð. [7], ÿêèé i íàçèâàþòü ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi. Íà-

çâà âiäïîâiäà¹ äiéñíîñòi, îñêiëüêè îñíîâíà iäåÿ Ôiøåðà ïîëÿãàëà ÿêðàç â

òîìó, ùîá oöiíêîþ íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà ââàæàòè òå çíà÷åííÿ θ, çà ÿêîãî

ñïîñòåðåæíà âèáiðêà áóëà á ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäiáíîþ.

Ïðàâäîïîäiáíiñòü îçíà÷à¹, ùî éìîâiðíiñòü îòðèìàòè òó ñàìó ðåàëiçà-

öiþ (x1, . . . , xn) ïðè iíøîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà ñâiäîìî ìåíøà.

5Ðîíàëüä Åéëìåð Ôiøåð (17.02.1890, Ëîíäîí � 29.07.1962, Àäåëà¨äà, Àâñòðàëiÿ) �

âèäàòíèé ñòàòèñòèê, áiîëîã-åâîëþöiîíiñò, ãåíåòèê. Âïåðøå çàïðîïîíóâàâ ìåòîäîëîãiþ

ïëàíóâàííÿ åêñïåðèìåíòó, çíàõîäæåííÿ îöiíîê íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó, ñïîñiá

ïîðiâíÿííÿ ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé, îðòîãîíàëüíiñòü ÿê íåêîðåëüîâàíiñòü íåçàëåæíî

ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.
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Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè Pξ(θ) � äèñêðåòíèé ðîçïîäië, i

çàïèøåìî éìîâiðíiñòü ïîäi¨

A ="â n íåçàëåæíèõ âèïðîáóâàííÿõ ñïîñòåðiãàëèñü äàíi x1, . . . , xn".

Ìà¹ìî:

P (A) = P {ξ = x1, ξ = x2, . . . , ξ = xn} =
n∏

i=1

P {ξ = xi} .

Çíà÷åííÿ x1, . . . , xn ìîæóòü çìiíþâàòèñü âiä âèáiðêè äî âèáiðêè, iìî-

âiðíîñòi P {ξ = xi}, âî÷åâèäü, çàëåæíi âiä θ i, òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ

P (x, θ) =
n∏

i=1

P {ξ = xi} , äå x = (x1, . . . , xn) ∈ X ⊆ Rn. (3.5)

õàðàêòåðèçó¹ éìîâiðíiñòü ðåàëiçàöi¨ (x1, . . . , xn).

Ó ðàçi, êîëè Pξ(θ) � àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé ðîçïîäië çi ùiëüíiñòþ

pξ(t, θ), àíàëîãîì (3.5) áóäå ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âåêòîðà (x1, . . . , xn):

p(t, θ) =

n∏
i=1

pξ(ti, θ), äå t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn. (3.6)

Äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü θ ìà¹ìî ðiçíi çàêîíè P (x, θ) òà p(t, θ), âiäïîâiäíî.

Çíàéäåìî ñåðåä íèõ òàêèé, çà ÿêîãî éìîâiðíiñòü ïîäi¨ A áóëà á íàéáiëü-

øîþ.

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöi¹þ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè (x1, . . . , xn) íàçèâà-

þòü ôóíêöiþ L(θ) = L(θ1, . . . , θs), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

L(θ) =

{
P (x, θ), ÿêùî ξ − äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà;

p(x, θ), ÿêùî ξ − àáñîëþòíî íåïåðåðâíà,

äå x = (x1, . . . , xn), a çàëåæíîñòi P (x, θ) òà p(t, θ) âèçíà÷åíi â (3.5) òà (3.6).

ßêùî Θ � îáëàñòü ïðèïóñòèìèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà θ, òî çàäà÷à çâî-

äèòüñÿ äî ïîøóêó òàêîãî çíà÷åííÿ θo = (θo1, . . . , θ
o
d), ça ÿêîãî

L (θo) = max
θ∈Θ

L(θ).
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Îçíà÷åííÿ. Îöiíêîþ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi (ÎÌÏ) ïàðà-

ìåòðà θi , i = 1, d íàçèâàþòü i-òó êîîðäèíàòó θoi òî÷êè ìàêñèìóìó ôóíê-

öi¨ L(θ).

ßêùî L(θ) > 0 äëÿ θ ∈ Θ i x ∈ X, ïåðåéäåìî äî ôóíêöi¨ l(θ) ≡ lnL(θ),

ÿêó íàçèâàþòü ëîãàðèôìi÷íîþ ôóíêöi¹þ ïðàâäîïîäiáíîñòi.

Íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ L(θ) òà l(θ) äîñÿãàþòü â îäíié i òié ñàìié òî÷öi,

àëå äîñëiäæåííÿ íà åêñòðåìóì îñòàííüî¨ â äàíèõ çàäà÷àõ çðó÷íiøå.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè çäîáóòòÿ ÎÌÏ.

Ïðèêëàä 3.5. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó

N(θ1, θ
2
2), îáèäâà ïàðàìåòðè ÿêîãî θ1 ∈ R, θ2 > 0 íåâiäîìi.

Çíàéäåìî ÎÌÏ äëÿ θ1 òà θ2.

Ôóíêöi¹þ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè (x1, . . . , xn) ¹

L(θ1, θ2) =
(√

2πθ2

)−n

exp

(
− 1

2θ22

n∑
i=1

(xi − θ1)
2

)
.

Òîäi

l(θ1, θ2) = −n
2
ln(2π)− n ln θ2 −

1

2θ22

n∑
i=1

(xi − θ1)
2

� ëîãàðèôìi÷íà ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi. Âîíà äèôåðåíöiéîâàíà ïî θ1
òà θ2 ó ñâî¨é îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.

Äëÿ ïîøóêó ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê çíàéäåìî ÷àñòèííi ïîõiäíi:

∂

∂θ1
l(θ1, θ2) =

1

θ22

n∑
i=1

(xi − θ1),
∂

∂θ2
l(θ1, θ2) = − n

θ2
+

1

θ32

n∑
i=1

(xi − θ1)
2

i ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü
n∑

i=1

xi − nθ1 = 0,

n∑
i=1

(xi − θ1)
2 − nθ22 = 0.

Ìà¹ìî ¹äèíó ñòàöiîíàðíó òî÷êó (θo1, θ
o
2):

θo1 =
1

n

n∑
i=1

xi = x, (θo2)
2
=

1

n

n∑
i=1

(xi − θ1)
2 = S

2
.
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Ïåðåâiðèìî äëÿ íå¨ äîñòàòíþ óìîâó ìàêñèìóìó. Îá÷èñëèìî äëÿ öüîãî

äðóãi ïîõiäíi:

∂2l

∂θ21
(θ1, θ2) = − n

θ22
,

∂2l

∂θ2∂θ1
(θ1, θ2) = − 2

θ32

n∑
i=1

(xi − θ1),

∂2l

∂θ22
(θ1, θ2) =

n

θ22
− 3

θ42

n∑
i=1

(xi − θ1)
2

òà ¨õ çíà÷åííÿ â ñòàöiîíàðíié òî÷öi:

∂2l

∂θ21
(θo1, θ

o
2) = − n

S
2 ,

∂2l

∂θ2∂θ1
(θo1, θ

o
2) = 0

a
∂2l

∂θ22
(θo1, θ

o
2) =

n

S
2 − 3n

S
2 = −2n

S
2 .

Îñêiëüêè
∂2l

∂θ21
(θo1, θ

o
2) < 0

i âèçíà÷íèê ìàòðèöi äðóãèõ ïîõiäíèõ, âî÷åâèäü, äîäàòíié, òî θ̂1 = x òà

θ̂2 = S
2
� ÎÌÏ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ θ1 i θ2.

Ïðèêëàä 3.6. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ïóàññîíiâñüêîãî ðîçïîäi-

ëó Π(θ), θ > 0. Çíàéäåìî ÎÌÏ íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ.

Äëÿ ðîçïîäiëó Ïóàññîíà ìà¹ìî:

P{ξ = xi} =
θxi

xi!
e−θ, i = 1, n,

òîìó ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi òàêà:

L(θ) =
n∏

i=1

(
θxi

xi!
e−θ

)
=

θnx

n∏
i=1

(xi!)

e−nθ

i

l(θ) = lnL(θ) = nx ln θ − nθ − ln
n∏

i=1

(xi!).

Ç ðiâíÿííÿ

l′(θ) =
nx

θ
− n = 0
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çíàéäåìî ñòàöiîíàðíó òî÷êó θo = x.

Îñêiëüêè l′′(θ) = −nx/θ2 < 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî θ > 0, òî ÎÌÏ θ̂ = x.

Ïðèêëàä 3.7. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó ÁåðíóëëiB(1, θ),

ïàðàìåòð θ ∈ (0, 1) ÿêîãî íåâiäîìèé. Ïîáóäó¹ìî ÎÌÌ òà ÎÌÏ äëÿ θ.

ÎÌÌ çîâñiì ëåãêî çíàéòè, áî äëÿ ξ ∈ B(1, θ)

α1 =Mξ = θ, a1 = x; i θ̂ = x � øóêàíà îöiíêà.

Òåïåð îòðèìà¹ìî ÎÌÏ. Ôóíêöiÿ P (x, θ) (äèâ. (3.5)) ìà¹ âèãëÿä

P (x, θ) =
n∏

i=1

P{ξ = xi} = θnx(1− θ)n−nx, (3.7)

îñêiëüêè ðîçïîäië áåðíóëëiâñüêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè òàêèé:

P{ξ = xi} =

{
θ, ÿêùî xi = 1;

1− θ, ÿêùî xi = 0.
= θxi(1− θ)1−xi , i = 1, n.

Çâiäñè

l(θ) = nx ln θ + (n− nx) ln(1− θ)

� âiäïîâiäíà ëîãàðèôìi÷íà ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi.

Äàëi,

l′(θ) =
nx

θ
− n− nx

1− θ
= 0 ⇔ θ = x

i

l′′(θ) = −nx
θ2

− n− nx

(1− θ)2
< 0, ∀ θ ∈ (0, 1).

Òàêèì ÷èíîì, θ̂ = x ¹ òàêîæ i ÎÌÏ íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ.

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi íàñòóïíîãî ïðèêëàäó â ïðèãîäi ñòàíå éìîâiðíiñíèé

àíàëîã íåðiâíîñòi Éåíñåíà6: äëÿ áóäü-ÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η : Ω →
E i îïóêëî¨ íà ìíîæèíi E ôóíêöi¨¨ φ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Mφ(η) ≤ φ(Mη)

6Éîãàí Âiëëåì Ëþäâiã Âàëüäåìàð É¹íñåí (08.05.1859, Íàêñêîâ, Äàíiÿ � 05.03.1925,

Êîïåíãàãåí) � ìàòåìàòèê òà iíæåíåð. Íàéáiëüø âiäîìèé çàâäÿêè äîâåäåíié íåðiâíî-

ñòi, ÿêó íàçèâàþòü éîãî iì'ÿì, i âàæëèâîìó ñïiââiäíîøåííþ êîìïëåêñíîãî àíàëiçó �

ôîðìóëi É¹íñåíà.
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i ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè φ ëiíiéíà.

Ïðèêëàä 3.8. Íåõàé Pξ(θ) = U [0, θ] � ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië íà ïðî-

ìiæêó [0, θ], θ > 0 i (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç äàíîãî ðîçïîäiëó.

Îòðèìà¹ìî ÎÌÌ òà ÎÌÏ íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ òà ïåðåâiðèìî ¨õ

âëàñòèâîñòi.

Çíàéäåìî ÎÌÌ ïàðàìåòðà θ çà ïåðøèìè ïî÷àòêîâèì ìîìåíòîì:

α1(θ) =Mξ =
θ

2
, a1 = x;

θ

2
= x ⇔ θ = 2x.

ßêùî æ çà äðóãèì ïî÷àòêîâèì ìîìåíòîì, òî

α2(θ) =Mξ2 =
1

θ

∫ θ

0

t2 dt =
θ2

3
= a2 ⇔ θ =

√
3a2.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îáèäâi çíàéäåíi ñòàòèñòèêè � ñïðîìîæíi ÎÌÌ ïàðà-

ìåòðà θ, ÿê i òå, ùî îöiíêà θ̂1 = 2x íåçìiùåíà. Ïåðåâiðèìî íåçìiùåíiñòü

θ̂2 =
√
3a2.

Ïðè îá÷èñëåííi ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè θ̂2 âè-

íèêàþòü òðóäíîùi, áî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âiä êîðåíÿ:

Mθ̂2 =M
√
3a2.

Àëå ìîæíà éîãî îöiíèòè çà íåðiâíiñòþ É¹íñåíà. Ìà¹ìî:

Mθ̂2 =M
√
3a2 <

√
3Mξ2 = θ

ç òî÷íèì çíàêîì <. Òîáòî θ̂2 =
√
3a2 � ñïðîìîæíà, àëå çìiùåíà îöiíêà

ïàðàìåòðà θ.

Äàëi çíàéäåìî ÎÌÏ òîãî æ θ. Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè ç

ðîçïîäiëó U [0, θ] òàêà:

L(θ) =

{
θ−n, ÿêùî xi ∈ [0, θ] äëÿ âñiõ i = 1, n;

0, â iíøîìó âèïàäêó.

Àëå ÿê äëÿ ôóíêöi¨ âiä θ, òðåáà iíàêøå çàäàòè óìîâó íà xi, i = 1, n.

Çàïèøåìî ¨¨ â åêâiâàëåíòíié ôîðìi:

xi ∈ [0, θ] äëÿ âñiõ i = 1, n ⇔ θ ≥ max
i=1,n

xi = x(n)



3.2] ÌÅÒÎÄ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎ� ÏÐÀÂÄÎÏÎÄIÁÍÎÑÒI 43

i òîäi

L(θ) =

{
θ−n, ÿêùî θ ∈ [x(n),+∞);

0, ÿêùî θ ∈ (0, x(n)).

Ôóíêöiÿ L(θ) ðîçðèâíà. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

max
[0,+∞)

L(θ) = L(x(n)).

Òîáòî ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïðèçâîäèòü äî ñòàòèñòèêè

θ3 = x(n). Ïåðåâiðèìî ¨¨ ñïðîìîæíiñòü òà íåçìiùåíiñòü.

Çíàéäåìî ôóíêöiþ òà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè θ3:

Fθ3(t) = P{x(n) < t} = P{x1 < t, x2 < t, . . . , xn < t} =

= Pn{ξ < t} =


0, t < 0;

(t/θ)
n
, t ∈ [0, θ];

1, t > θ

i

pθ3(t) =

{
0, t /∈ (0, θ);

ntn−1θ−n, t ∈ [0, θ].

Òåïåð ç'ÿñó¹ìî, ÷è ¹ θ3 ñïðîìîæíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ, òîáòî ÷è

áóäå θ3 çáiãàòèñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî θ. Äëÿ ∀ε > 0 ìà¹ìî:

P{|θ3 − θ| ≥ ε} =

∫ θ−ε

−∞
pθ3(t) dt+

∫ +∞

θ+ε

pθ3(t) dt =

=

 nθ−n

∫ θ−ε

0

tn−1 dt = (1− ε/θ)
n ïðè 0 < ε < θ;

0, ÿêùî ε > θ.

Âî÷åâèäü,

∀ε > 0 P{|θ3 − θ| ≥ ε} → 0, êîëè n→ ∞.

Îòæå, θ̂3 = x(n) � ñïðîìîæíà ÎÌÏ ïàðàìåòðà θ.

Äëÿ ïåðåâiðêè íåçìiùåíîñòi îöiíêè θ̂3 çà âiäîìîþ ùiëüíiñòþ ðîçïî-

äiëó îá÷èñëèìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ:

Mθ̂3 =

∫ +∞

−∞
tpθ̂3(t) dt =

n

θn

∫ θ

0

tn dt =
n

n+ 1
θ → θ, êîëè n→ ∞.
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Òîäi θ̂3 ¹ àñèìïòîòè÷íîþ íåçìiùåíîþ ÎÌÏ íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ.

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí öiêàâèé ïðèêëàä íà ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië.

Ïðèêëàä 3.9. Íåõàé Pξ(θ) = U [θ, θ+1] i θ ∈ R � íåâiäîìèé ïàðàìåòð.

Çíàéäåìî ÎÌÏ θ çà âèáiðêîþ (x1, . . . , xn) ç äàíîãî ðîçïîäiëó.

Çàïèøåìî ôóíêöiþ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè:

L(θ) =

{
1, ÿêùî θ ≤ xi ≤ θ + 1 äëÿ âñiõ i = 1, n;

0, ÿêùî iíàêøå,

àáî, ÿê äëÿ ôóíêöi¨ çìiííî¨ θ,

L(θ) =

{
1, ÿêùî x(n) − 1 ≤ θ ≤ x(1);

0, â iíøîìó ðàçi.

Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi ¹ ñòàëîþ íà ïðîìiæêó [x(n) − 1, x(1)]. Ó òàêîìó

ðàçi áóäü-ÿêà òî÷êà θ ∈ [x(n) − 1, x(1)] ìîæå áóòè ÎÌÏ ïàðàìåòðà θ.

Ó íàñòóïíîìó ïðèêëàäi ðîçãëÿíåìî ðîçïîäië Ïàðåòî, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ

ùiëüíiñòþ

p(t,m, α) =

 α
m ·

(
m
t

)α+1

, t ≥ m;

0, t < m

ç äâîìà ïàðàìåòðàìè α,m > 0.

Öåé ðîçïîäië âèíèê â ðîáîòàõ Âiëüôðåäî Ïàðåòî4 ÿê ðîçïîäië ñòàò-

êiâ ñóñïiëüñòâà ç áiëüøîþ ÷àñòèíîþ êàïiòàëó, ùî çîñåðåäæåíà â ðóêàõ

íåâåëèêî¨ êiëüêîñòi ëþäåé. Ïàðàìåòð α îòðèìàâ íàçâó iíäåêñà Ïàðåòî.

Íàïðèêëàä, ïðè α = log4 5 öå "ïðàâèëî 80 � 20". ßê âèÿâèëîñÿ çãîäîì,

ðîçïîäië "80 � 20" ìà¹ äîñèòü áàãàòî ïðèðîäíèõ, åêîíîìi÷íèõ, ñîöiàëüíèõ

(i ò. i.) ÿâèù.

Ïðèêëàä 3.10. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Ïàðåòî.

Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: 1) ñïî÷àòêó áóäåìî ââàæàòè, ùî ïàðàìåòð

α > 0 âiäîìèé, à ïàðàìåòð 0 < m ≡ θ � íi. Ïîáóäó¹ìî ÎÌÏ äëÿ θ.

4Âiëüôðåäî Ïàðåòî (15.07.1848, Ïàðèæ, Ôðàíöiÿ � 19.08.1923, Æåíåâà, Øâåéöà-

ðiÿ) � âiäîìèé åêîíîìiñò, ôiëîñîô i ñîöiîëîã, îäèí iç çàñíîâíèêiâ òåîði¨ åëiò. Ðîçïîäië

Ïàðåòî øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ â åêîíîìiöi òà iíøèõ íàóêîâèõ äèñöèïëiíàõ.
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Çàïèøåìî ôóíêöiþ ïðàâäîïîäiáíîñòi öi¹¨ âèáiðêè:

L(θ) =


αθα

xα+1
1

· αθ
α

xα+1
2

· · · αθ
α

xα+1
n

, ÿêùî xi ≥ θ äëÿ âñiõ i = 1, n;

0, êîëè õî÷à á îäíå çíà÷åííÿ xi < θ

òà ïðîàíàëiçó¹ìî ¨¨ ïîâåäiíêó ÿê ôóíêöi¨ âiä θ.

Çà îçíà÷åííÿì, L(θ) > 0 ëèøå òîäi, êîëè θ < x(1). Àëå çi ñïàäàííÿì θ

ïðè α > 0 âåëè÷èíà θα òàêîæ ñïàäà¹, òîìó maxL(θ) äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi

θo = x(1). Òîáòî ÎÌÏ θ = x(1).

2) Íåõàé òåïåð ïàðàìåòð m > 0 âiäîìèé, à 0 < α ≡ θ � íi. Ïîáóäó¹ìî

ÎÌÏ äëÿ θ â òàêîìó âèïàäêó.

Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi òåïåð ìà¹ âèãëÿä:

L(θ) =


θnmnθ

(x1 · · ·xn)θ+1 , ÿêùî xi ≥ m äëÿ âñiõ i = 1, n;

0, êîëè õî÷à á îäíå çíà÷åííÿ xi < m.

Ïðèïóñòèìî, ùî âñi âèáiðêîâi äàíi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi xi ≥ m,

i = 1, n i çà öi¹¨ óìîâè âèçíà÷èìî ëîãàðèôìi÷íó ôóíêöiþ ïðàâäîïîäiáíî-

ñòi:

l(θ) = n ln θ + nθ lnm− (θ + 1)
n∑

i=1

lnxi.

Äàëi, ðiâíÿííÿ

l′(θ) =
n

θ
+ n lnm−

n∑
i=1

lnxi = 0

âèêîíó¹òüñÿ, êîëè
n

θ
=

n∑
i=1

ln
xi
m
.

Çâiäñè

θ = n

(
n∑

i=1

ln
xi
m

)−1

.

Êðiì òîãî, l′′(θ) = − n
θ2 < 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî θ > 0, òîìó

ÎÌÏ θ = n

(
n∑

i=1

ln
xi
m

)−1

, ÿê òiëüêè xi > m, ∀i = 1, n.
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Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ:

1. Îõàðàêòåðèçóéòå ñóòü ìåòîäó ìîìåíòiâ òà ìåòîäó ìàêñèìàëüíî¨

ïðàâäîïîäiáíîñòi.

2. Ó ÷îìó ïîëÿãà¹ íåâèçíà÷åíiñòü ìåòîäó ìîìåíòiâ i ÷è ¹ öÿ õàðàêòå-

ðèñòèêà âiäïîâiäíèì íåäîëiêîì?

3.Ùî òàêå ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi, ëîãàðèôìi÷íà ôóíêöiÿ ïðàâäî-

ïîäiáíîñòi? ×îìó ïðè ïîøóêó ÎÌÏ ðîçãëÿäàþòü îñòàííþ?

4. Íàãàäàéòå, áóäü ëàñêà, äîñòàòíi óìîâè åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ îäíi¹¨

òà äâîõ çìiííèõ.

Âïðàâè òà çàäà÷i: 3.1. Ïîáóäóéòå ÎÌÌ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ íà-

ñòóïíèõ ðîçïîäiëiâ: a) ãåîìåòðè÷íîãî ; á) ðiâíîìiðíîãî U [θ1, θ2]; â) ãàììà-

ðîçïîäiëó Γ(θ1, θ2); ã) íîðìàëüíîãî N(a, θ2) (a ∈ R �âiäîìå). Ïåðåâiðòå

âëàñòèâîñòi îòðèìàíèõ îöiíîê.

3.2. Ïîáóäóéòå ÎÌÏ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ: a) áiíîìiàëü-

íîãî B(m, θ) (m ∈ N � âiäîìå); á) ðiâíîìiðíèõ U [0, 2θ] òà U [−θ, θ]; â)
íîðìàëüíîãî N(a, θ2) (a ∈ R �âiäîìå). Ïåðåâiðòå, áóäü ëàñêà, âëàñòèâîñòi

îòðèìàíèõ îöiíîê.
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�4. Îöiíêè ç ìiíiìàëüíîþ äèñïåðñi¹þ

4.1. Ïîðiâíÿííÿ îöiíîê

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê îäíîïàðàìåòðè÷íîãî ðîçïîäiëó Pξ(θ), ïàðàìåòð ÿêî-

ãî θ ∈ R íåâiäîìèé. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ ìîìåíòiâ òà ìàêñèìàëüíî¨

ïðàâäîïîäiáíîñòi ìîæíà îòðèìàòè äîñèòü áàãàòî ðiçíèõ îöiíîê äëÿ θ,

çîêðåìà ñïðîìîæíèõ òà íåçìiùåíèõ. Êðiì òîãî, ÿêùî âæå ìà¹ìî õî÷à

á îäíó íåçìiùåíó îöiíêó, òî íà ¨¨ îñíîâi ìîæíà áóäóâàòè iíøi íåçìiùåíi

îöiíêè. Íàïðèêëàä, ó òàêèé ñïîñiá:

x =
1

n

n∑
i=1

xi, θ̂1 =
1

[n/2]

[n/2]∑
i=1

xi, θ̂j =
1

n− j

n∑
i=j+1

xi,

äå 1 ≤ j < n � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Kθ êëàñ íåçìiùåíèõ îöiíîê íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ.

Íàãàëüíå ïèòàííÿ: ÿêà îöiíêà ç Kθ êðàùà? ßê ¨õ ïîðiâíþâàòè?

Çðîçóìiëî, ùî êðàùîþ ¹ òà îöiíêà θ̂, äëÿ ÿêî¨ âiäõèëåííÿ âiä iñòèííîãî

çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà θ ìåíøi. Âiäõèëåííÿ âiä θ, òîáòî ìîäóëü ðiçíèöi |θ̂−θ|
¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ. Âiäòàê ïîðiâíþþòü îöiíêè â ñåðåäíüîìó, i ÿê

ìiðó ïîðiâíÿííÿ áåðóòü M |θ̂ − θ|, à êðàùå � â ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó, i
òîäi ðîçãëÿäàþòü M(θ̂− θ)2. Êðiì òîãî, ïàðàìåòð θ íåâiäîìèé, àëå ó ðàçi

íåçìiùåíî¨ îöiíêè θ =Mθ̂ i òîäi

M
(
θ̂ − θ

)2
=M

(
θ̂ −Mθ̂

)2
= Dθ̂ äëÿ θ̂ ∈ Kθ.

Îòæå, ïîðiâíÿííÿ îöiíîê ó êëàñi Kθ ó ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó ¹ ïðîñòèì

ïîðiâíÿííÿì ¨õ äèñïåðñié. Êðàùîþ ñåðåä íèõ áóäå òà, äèñïåðñiÿ ÿêî¨ ìåí-

øà.

Ëîãi÷íî öiêàâèòèñü òèìè îöiíêàìè iç Kθ, ÿêi ìàþòü ìiíiìàëüíî ìîæ-

ëèâó äèñïåðñiþ.

Îçíà÷åííÿ. Îöiíêó θ∗ ∈ Kθ íàçèâàþòü åôåêòèâíîþ â êëàñiKθ, ÿêùî

äëÿ áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ îöiíêè θ̂ ∈ Kθ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü Dθ∗ < Dθ̂.

Åôåêòèâíó îöiíêó â êëàñi Kθ íàçèâàþòü ïðîñòî åôåêòèâíîþ àáî íàé-

êðàùîþ.
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Çàóâàæèìî, ùî åôåêòèâíî¨ îöiíêè ìîæå íå áóòè, òîìó ùî ìíîæèíà

{Dθ̂, θ̂ ∈ Kθ} íå çàâæäè ìà¹ ìiíiìàëüíèé åëåìåíò. Àëå ÿêùî ìiíiìóì

iñíó¹, òîáòî

∃θ∗ ∈ Kθ : ∀θ̂ ∈ Kθ Dθ∗ < Dθ̂,

òî θ∗ � ¹äèíà åôåêòèâíà (íàéêðàùà) îöiíêà.

Ïðî òå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1. ßêùî åôåêòèâíà îöiíêà â êëàñi Kθ iñíó¹, òî âîíà ¹äèíà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: iñíóþòü äâi ðiçíi íåçìiùåíi

åôåêòèâíi îöiíêè θ∗1 i θ
∗
2 îäíîãî é òîãî æ ïàðàìåòðà θ:

Mθ∗1 =Mθ∗2 = θ, Dθ∗1 = Dθ∗2 .

Ðîçãëÿíåìî îöiíêó θ3 = (θ∗1 + θ∗2)/2. Âî÷åâèäü, Mθ3 = θ, òîáòî θ3 ∈ Kθ.

Àëå

Dθ3 =M

(
θ∗1 + θ∗2

2
− θ

)2

=M

(
θ∗1 − θ

2
+
θ∗2 − θ

2

)2

=

=
1

4
Dθ∗1 +

1

4
Dθ∗2 +

1

2
M (θ∗1 − θ) (θ∗2 − θ) ≤

≤ 1

2
Dθ∗1 +

1

2
Dθ∗1 = Dθ∗1 . (4.1)

Îöiíêà â (4.1) ¹ íàñëiäêîì íåðiâíîñòi Êîøi àáî âëàñòèâîñòi êîåôiöi¹íòà

êîðåëÿöi¨ ρ, çãiäíî ç ÿêîþ

|ρ (θ∗1 , θ∗2)| =
|cov (θ∗1 , θ∗2)|√

Dθ∗1Dθ
∗
2

=
|M (θ∗1 − θ) (θ∗2 − θ)|

Dθ∗1
≤ 1.

Çíàê < â íåðiâíîñòi (4.1) íåìîæëèâèé, îñêiëüêè θ3, θ
∗
1 ∈ Kθ i θ∗1 �

åôåêòèâíà îöiíêà. Àëå ðiâíiñòü â (4.1) ìîæå áóòè ëèøå òîäi, êîëè θ∗1 i θ∗2
ëiíiéíî çàëåæíi: θ∗1 = cθ∗2 + d.

Ó òàêîìó ðàçi

Dθ∗1 = c2Dθ∗2 ⇔ c2 = 1.

Âèïàäîê c = 1 íå öiêàâèé, áî òîäi d =M (θ∗1 − θ∗2) = 0 i çâiäñè θ∗1 = θ∗2 .

Êîëè æ c = −1, ìà¹ìî:

d =M (θ∗1 + θ∗2) = 2θ i θ∗1 + θ∗2 = 2θ.
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Îòæå Dθ3 = 0 i, ÿê íàñëiäîê, Dθ∗1 = Dθ∗2 = 0. Òîáòî îöiíêè θ∗1 , θ
∗
2 , θ3 �

äåÿêi ñòàëi â êëàñi Kθ. Âî÷åâèäü, θ∗1 = θ∗2 = θ3 = θ (òðèâiàëüíèé âèïàäîê).

Çàäà÷à ïðî ïîøóê iíôiìóìó ìíîæèíè {Dθ̂|θ̂ ∈ Kθ} íà ïåðøèé ïîãëÿä
çäà¹òüñÿ íàäòî ñêëàäíîþ. Àëå çà ïåâíèõ óìîâ ðåãóëÿðíîñòi ùîäî ðîçïî-

äiëó Pξ(θ), íèæíþ ìåæó äèñïåðñié óñiõ íåçìiùåíèõ îöiíîê ïàðàìåòðà θ

âèçíà÷à¹ íåðiâíiñòü, îòðèìàíà íåçàëåæíî Êðàìåðîì, Ðàî òà Ôðåøå. 1

4.2. Íåðiâíiñòü Ðàî-Êðàìåðà

Ðîçïîäië äèñêðåòíèé. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ñiì'þ äèñêðåòíèõ îäíîïà-

ðàìåòðè÷íèõ ðîçïîäiëiâ {P (θ), θ ∈ Θ}, äå Θ ⊆ R � äåÿêèé iíòåðâàë,

ñêií÷åííèé àáî íåñêií÷åííèé. Íåõàé x = (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäi-

ëó Pξ(θ) ⊂ P (θ), ïàðàìåòð θ ∈ Θ ÿêîãî íåâiäîìèé, X ⊆ Rn � âèáiðêîâèé

ïðîñòið, à

L(θ) ≡ L(x, θ) = P{ξ = x1, ξ = x2, . . . , ξ = xn}

� ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè (ó öüîìó ïèòàííi âàæëèâî ñëiäêóâàòè

çà çàëåæíiñòþ ôóíêöi¨ L íå òiëüêè âiä θ, à ùå é âiä x). Òîäi∑
x∈X

L(x, θ) = 1. (4.2)

Íåõàé θ̂(x1, . . . , xn) ∈ Kθ � áóäü-ÿêà íåçìiùåíà îöiíêà ïàðàìåòðà θ. �¨ ðîç-

ïîäië âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçïîäiëîì âåêòîðà x = (x1, . . . , xn), òîáòî ôóíêöi¹þ

ïðàâäîïîäiáíîñòi L(x, θ) i òîäi

Mθ̂ =
∑
x∈X

θ̂(x)L(x, θ) = θ. (4.3)

1Ãàðàëüä Êðàìåð (25.09.1893, Ñòîêãîëüì - 05.10.1985, Ñòîêãîëüì) � ìàòåìàòèê,

àêòóàðié i ñòàòèñòèê, ñïåöiàëiñò ç iìîâiðíiñíî¨ òåîði¨ ÷èñåë; îäèí iç ãiãàíòiâ ãàëóçi ñòà-

òèñòèêè.

Êàëüÿìïóçè Ðàäõàêðèøíà Ðàî (10.09.1920, Õîâiíà Õàäàãàëi, Iíäiÿ � 22.08.2023, Íüþ-

Éîðê, ÑØÀ) � ìàòåìàòèê, âiäîìèé ñïåöiàëiñò ãàëóçi ñòàòèñòèêè.

Ìîðiñ Ðåíå Ôðåøå (02.09.1878, Ìàëiíü¨, Ôðàíöiÿ � 04.09.1973, Ïàðèæ) � ìàòåìàòèê,

åñïåðàíòèñò, ñòàòèñòèê, ïðàöþâàâ â ãàëóçi òîïîëîãi¨ i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè.
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Íàäàëi áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi L(x, θ) çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâàì:

1) ìíîæèíà X0 ⊆ X, íà ÿêié L(x, θ) > 0 íå çàëåæèòü âiä θ;

2) ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi L(x, θ) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíà çà

ïàðàìåòðîì θ;

3) ëîãàðèôìi÷íà ïîõiäíà çà ïàðàìåòðîì θ ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi

íà ìíîæèíi X0 ×Θ íåíóëüîâà: h(x, θ) ≡ ∂
∂θ lnL(x, θ) ̸= 0 i

0 < Mh2(x, θ) < +∞, ∀θ ∈ Θ;

4) ðÿäè â (4.3) òà (4.2) ìîæíà ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâàòè çà θ.

Îçíà÷åííÿ. Ó ðàçi, êîëè ñiì'ÿ äèñêðåòíèõ ðîçïîäiëiâ {P (θ), θ ∈ Θ}
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì 1)�4), ¨¨ íàçèâàþòü äèñêðåòíèì ðåãóëÿðíèì àáî ïðî-

ñòî ðåãóëÿðíèì ñiìåéñòâîì.

Îòæå, ÿêùî {P (θ), θ ∈ Θ} � ðåãóëÿðíå ñiìåéñòâî, òî äèôåðåíöiþâàí-
íÿì òîòîæíîñòi (4.3) ìà¹ìî:

d

dθ

∑
x∈X

θ̂(x)L(x, θ) =
∑
x∈X

θ̂(x)
∂

∂θ
L(x, θ) = 1, ∀θ ∈ Θ. (4.4)

Äîöiëüíî òåïåð ïîäàòè ∂
∂θL(x, θ) ÷åðåç ëîãàðèôìi÷íó ïîõiäíó ôóíêöi¨

L(x, θ) çà ïàðàìåòðîì θ:

h(x, θ) =
∂

∂θ
lnL(x, θ) =

∂

∂θ
L(x, θ)

1

L(x, θ)
, x ∈ X0, θ ∈ Θ. (4.5)

Òîäi
∂

∂θ
L(x, θ) = h(x, θ)L(x, θ) íà ìíîæèíi X0 ×Θ (4.6)

i ïðàâó ÷àñòèíó ñïiââiäíîøåííÿ (4.4) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

1 =
∑
x∈X0

θ̂(x)h(x, θ)L(x, θ) =M
(
θ̂(x)h(x, θ)

)
. (4.7)

Êðiì òîãî, äèôåðåíöiþâàííÿì òîòîæíîñòi (4.2) îòðèìà¹ìî, ùî

d

dθ

∑
x∈X

L(x, θ) =
∑
x∈X0

∂

∂θ
L(x, θ) = 0. (4.8)
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Òîáòî

Mh(x, θ) =
∑
x∈X0

h(x, θ)L(x, θ) =
∑
x∈X0

∂

∂θ
L(x, θ) = 0. (4.9)

Çâiäñè i ç (4.8) çà íåðiâíiñòþ Êîøi ìà¹ìî:

1 =M
(
θ̂(x)h(x, θ)

)
=M

(
(θ̂(x)− θ)h(x, θ)

)
≤
√
Dθ̂(x)Mh2(x, θ). (4.10)

Îòæå,

Dθ̂ ≥ 1

Mh2(x, θ)
=

1

M
(

∂
∂θ lnL(x, θ)

)2 äëÿ áóäü-ÿêîãî θ̂ ∈ Kθ. (4.11)

Ðîçïîäië àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé. Ó âèïàäêó, êîëè {P (θ), θ ∈
Θ} � ñiì'ÿ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ðîçïîäiëiâ (Θ ⊆ R � ñêií÷åííèé àáî

íåñêií÷åííèé iíòåðâàë), ïðîâåäåìî àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ. Íåõàé x =

(x1, . . . , xn) � âèáiðêa ç ðîçïîäiëó Pξ(θ) ⊂ P (θ), ïàðàìåòð θ ∈ Θ ÿêîãî

íåâiäîìèé, X ⊆ Rn � âèáiðêîâèé ïðîñòið, à

L(x, θ) =
n∏

i=1

pξ(xi, θ)

� ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè. Òîäi∫
X

L(x, θ) dx = 1. (4.12)

Íåõàé òåïåð θ̂(x1, . . . , xn) ∈ Kθ � áóäü-ÿêà íåçìiùåíà îöiíêà ïàðàìåò-

ðà θ. ßê i â äèñêðåòíîìó âèïàäêó, ¨¨ ðîçïîäië âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

ïðàâäîïîäiáíîñòi i

Mθ̂ =

∫
X

θ̂(x)L(x, θ) dx = θ. (4.13)

Òîòîæíîñòi (4.12) i (4.13) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íåïåðåðâíi àíàëîãè (4.2)

òà (4.3), âiäïîâiäíî.

Äëÿ ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè ç ñiì'¨ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ

ðîçïîäiëiâ P (θ) çíîâó ïðèïóñòèìî âèêîíàííÿ óìîâ ðåãóëÿðíîñòi 1)�3) òà

óìîâó 4) ó âèãëÿäi:

4) iíòåãðàëè â (4.12) i (4.13) ìîæíà ïî÷ëåííî äèôåðåíöiþâàòè ïî θ.
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Îçíà÷åííÿ. Ñiì'þ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ ðîçïîäiëiâ {Pξ(θ), θ ∈ Θ},
ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì 1)�4), íàçèâàþòü àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì ðåãó-

ëÿðíèì ñiìåéñòâîì àáî ïðîñòî ðåãóëÿðíèì ñiìåéñòâîì.

Çà óìîâè ðåãóëÿðíîñòi ñiìåéñòâà {Pξ(θ), θ ∈ Θ}, ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî
òîòîæíiñòü (4.12). Ìà¹ìî:

d

dθ

∫
X

L(x, θ) dx =

∫
X0

∂

∂θ
L(x, θ) dx = 0, ∀θ ∈ Θ. (4.14)

ßêùî æ ïðîäèôåðåíöiþâàòè (4.13), òî

d

dθ

∫
X

θ̂(x)L(x, θ) dx =

∫
X0

θ̂(x)
∂

∂θ
L(x, θ) dx = 1, ∀θ ∈ Θ. (4.15)

Äàëi, ÿê i â (4.5), ÷åðåç h(x, θ) ïîçíà÷èìî ëîãàðèôìi÷íó ïîõiäíó ôóíê-

öi¨ L(x, θ) i, ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿì (4.6), ïåðåïèøåìî (4.14) òà

(4.15) â åêâiâàëåíòíié ôîðìi: äëÿ áóäü-ÿêîãî ∀θ ∈ Θ∫
X0

∂

∂θ
L(x, θ) dx =

∫
X0

h(x, θ)L(x, θ) dx = 0 ⇔ Mh(x, θ) = 0

i∫
X0

θ̂(x)
∂L(x, θ)

∂θ
dx =

∫
X0

θ̂(x)h(x, θ)L(x, θ) dx = 1 ⇔M
(
θ̂(x)h(x, θ)

)
= 1.

Çâiäñè ëåãêî îòðèìàòè íåðiâíiñòü (4.10), à ç íå¨ i (4.11) â òåðìiíàõ i ïî-

çíà÷åííÿõ äëÿ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîãî ðîçïîäiëó.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Çà îçíà÷åííÿì ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ÿê ií-

òåãðàëó Ëåáåãà çà éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ, íàâåäåíi âèùå äîâåäåííÿ ìîæíà

çàïèñàòè ¹äèíèì ÷èíîì.

Çàãàëüíèé âèïàäîê.

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé θ ∈ Θ, ôóíêöiþ

I(θ) ≡Mh2(x, θ) =M

(
∂

∂θ
lnL(x, θ)

)2

(4.16)

íàçèâàþòü iíôîðìàöi¹þ Ôiøåðà âèáiðêè x = (x1, . . . , xn) ç ðîçïîäiëó P (θ).

À ôóíêöiþ

h(x, θ) =
∂

∂θ
lnL(x, θ)
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çâóòü ôóíêöi¹þ âïëèâó n ñïîñòåðåæåíü.

Â òåðìiíàõ iíôîðìàöi¨ Ôiøåðà I(θ) íåðiâíiñòü (4.11) íàáóâà¹ âèãëÿäó

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
äëÿ áóäü-ÿêîãî θ̂ ∈ Kθ. (4.17)

Ñïiââiäíîøåííÿ (4.17) íàçèâàþòü íåðiâíiñòþ Ðàî-Êðàìåðà.

Òàêèì ÷èíîì, îêðåìî äëÿ ñiìåéñòâ äèñêðåòíèõ òà àáñîëþòíî íåïåðåðâ-

íèõ ðîçïîäiëiâ çà âiäïîâiäíèõ óìîâ ðåãóëÿðíîñòi ðîçãëÿíóòî äîâåäåííÿ

íåðiâíîñòi Ðàî-Êðàìåðà.

Òåîðåìà 4.2 (Ðàî, Êðàìåð, Ôðåøå). Íåõàé ìà¹ìî ðåãóëÿðíå ñi-

ìåéñòâî ðîçïîäiëiâ {P (θ), θ ∈ Θ}, äå Θ ⊆ R � ñêií÷åííèé àáî íåñêií-

÷åííèé iíòåðâàë, x = (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Pξ(θ) ⊂ P (θ),

ïàðàìåòð θ ∈ Θ ÿêîãî íåâiäîìèé i θ̂ ∈ Kθ � íåçìiùåíà îöiíêà ïàðàìåò-

ðà θ.

Òîäi ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü (4.17), äå iíôîðìàöiÿ Ôiøåðà I(θ) âèçíà-

÷åíà â (4.16).

Çàóâàæåííÿ 4.2. Íåðiâíiñòü Ðàî-Êðàìåðà äà¹ îöiíêó çíèçó äèñïåðñi¨

Dθ̂ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñòàòèñòèêè θ̂ ∈ Kθ. Íèæíÿ ìåæà íå îáîâ'ÿçêîâî äîñÿ-

ãà¹òüñÿ. Àëå ÿêùî äëÿ äåÿêî¨ íåçìiùåíî¨ îöiíêè θ̂

Dθ̂ =
1

I(θ)
,

òî îöiíêà θ̂ åôåêòèâíà, iíøî¨ òàêî¨ íå çíàéòè.

4.3. Ñïîñîáè ïîäàííÿ iíôîðìàöi¨ Ôiøåðà

Òåîðåìà 4.3. Çà óìîâè, ùî òîòîæíiñòü (4.8) ó äèñêðåòíîìó âèïàäêó

i (4.14) � ó àáñîëþòíî íåïåðåðâíîìó, ìîæíà äèôåðåíöiþâàòè ùå ðàç ïî

θ, òîáòî∑
x∈X0

∂2

∂θ2
L(x, θ)dx = 0 i

∫
X0

∂2

∂θ2
L(x, θ)dx = 0, âiäïîâiäíî,

iíôîðìàöiþ Ôiøåðà ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

I(θ) = −M ∂2

∂θ2
lnL(x, θ), ∀θ ∈ Θ. (4.18)
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâåäåííÿ äëÿ âèïàäêó àáñîëþòíî íåïåðåðâ-

íîãî ðîçïîäiëó. Îñêiëüêè

∂2

∂θ2
lnL(x, θ) =

∂

∂θ
h(x, θ) =

∂2

∂θ2L(x, θ)

L(x, θ)
−

(
∂
∂θL(x, θ)

L(x, θ)

)2

(ÿê ïîõiäíà äîáóòêó), òî

M
∂2

∂θ2
lnL(x, θ) =

∫
X0

(
∂2

∂θ2
lnL(x, θ)

)
L(x, θ) dx =

=

∫
X0

∂2

∂θ2
L(x, θ) dx−

∫
X0

(
∂L
∂θ (x, θ)

L(x, θ)

)2

L(x, θ) dx =

= −
∫
X0

h2(x, θ)L(x, θ) dx = −Mh2(x, θ) = −I(x, θ).

Òåîðåìà 4.4. Çà óìîâ ðåãóëÿðíîñòi 1)�4), äëÿ áóäü-ÿêîãî θ ∈ Θ

Mh(x, θ) =
∂

∂θ
lnL(x, θ) = 0 i I(θ) = Dh(x, θ) = D

∂

∂θ
lnL(x, θ).

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òîòîæíîñòåé (4.9) òà (4.14), âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 4.5. Iíôîðìàöiÿ Ôiøåðà I(θ) çàëåæèòü âiä n ëiíiéíî:

I(θ) = nI1(θ), (4.19)

äå

I1(θ) = Dh(x1, θ) = D
∂

∂θ
lnL(x1, θ) (4.20)

� iíôîðìàöiÿ Ôiøåðà îäíîãî ñïîñòåðåæåííÿ x1.

Äiéñíî, íàïðèêëàä, äëÿ äèñêðåòíîãî ðîçïîäiëó ìà¹ìî:

I(θ) =
n∑

i=1

D

(
∂

∂θ
lnL(xi, θ)

)
= nI1(θ),

îñêiëüêè xi, i = 1, n � íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè.

Ïåðåä òèì ÿê ïåðåéòè äî ïðèêëàäiâ ïîøóêó åôåêòèâíèõ îöiíîê, çðî-

áèìî äåÿêi çàóâàæåííÿ ñòîñîâíî óìîâ ðåãóëÿðíîñòi. Óìîâè 4), ùî ïîòðå-

áóþòü ïî÷ëåííîãî äèôåðåíöiþâàííÿ êðàòíèõ ðÿäiâ òà iíòåãðàëiâ, ìîæíà
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ïåðåâiðèòè çà äîïîìîãîþ òåîðåì ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, à ìîæíà ñêîðè-

ñòàòèñÿ ëåìîþ.

Ëåìà 4.1. [1, ñòîð. 151] Ïðèïóñòèìî, ùî x = (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç

ðîçïîäiëó ñiì'¨ {P (θ), θ ∈ Θ}, L(x, θ) � ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè

i âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

(i) ôóíêöi¨
√
L(x, θ) äëÿ ì. â. x ∈ X íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíi ïî θ;

(ii) iíôîðìàöiÿ Ôiøåðà I(θ) iñíó¹, äîäàòíà i íåïåðåðâíà ïî θ;

(iii) θ̂ � áóäü-ÿêà ñòàòèñòèêà, äëÿ ÿêî¨ Mθ̂2 < c < +∞ ïðè θ ∈ Θ ç

äåÿêîþ ñòàëîþ c ∈ R.
Òîäi ó ðàçi äèñêðåòíîãî ðîçïîäiëó P (θ) ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ (4.4)

i (4.15) � äëÿ íåïåðåðâíîãî.

Ïðèêëàä 4.1. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó

Pξ(θ) = N(θ, σ2), äå σ > 0 � âiäîìå ÷èñëî, à ïàðàìåòð θ ∈ R íåâiäîìèé.

Çíàéäåìî åôåêòèâíó îöiíêó äëÿ θ.

Ôóíêöi¹þ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè x = (x1, . . . , xn) ç ðîçïîäiëóN(θ, σ2)

¹ ôóíêöiÿ

L(x, θ) =
(√

2πσ
)−n

exp

(
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − θ)2

)
,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (i) ëåìè 4.1.

Iíôîðìàöiþ Ôiøåðà çíàéäåìî çà ôîðìóëîþ (4.19):

h(x1, θ) =
∂

∂θ
lnL(x1, θ) =

x1 − θ

σ2
,

I1(θ) = Dh(x1, θ) =
1

σ4
D(x1 − θ) =

1

σ2
.

Îòæå, I(θ) = n/σ2 i óìîâà (ii) ëåìè 4.1 òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ.

Íåçìiùåíîþ îöiíêîþ äëÿ θ ¹ âèáiðêîâå ñåðåäí¹: θ̂ = x ∈ Kθ i

D

(
1

n

n∑
i=1

xi

)
=
σ2

n
.

Òîáòî â íåðiâíîñòi Ðàî-Êðàìåðà äëÿ îöiíêè θ̂ = x ìà¹ìî çíàê "=", âîíà i

¹ åôåêòèâíîþ: θ∗ = x.
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Ïðèêëàä 4.2. Íåõàé òåïåð (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç íîðìàëüíîãî ðîçïî-

äiëó Pξ(θ) = N(a, θ2), äå a ∈ R � âiäîìå ÷èñëî, à θ2 � íåâiäîìèé ïàðàìåòð.

Çíàéäåìî åôåêòèâíó îöiíêó äëÿ θ2.

Ôóíêöi¹þ ïðàâäîïîäiáíîñòi äàíî¨ âèáiðêè ¹

L(x, θ) =
(√

2πθ
)−n

exp

(
− 1

2θ2

n∑
i=1

(xi − a)2

)

i âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (i) ëåìè 4.1.

Ôóíêöiÿ âïëèâó îäíîãî ñïîñòåðåæåííÿ ìà¹ âèãëÿä:

h(x1, θ
2) =

∂

∂(θ2)
lnL(x1, θ) = − 1

2θ2
+

1

2θ4
(x1 − a)2.

Òîäi

I1(θ
2) = Dh(x1, θ

2) =
1

4θ8
D(x1 − a)2.

Çíàéäåìî D(x1 − a)2:

M(x1 − a)4 =
1√
2πθ

∫ +∞

−∞
(t− a)4e−

(t−a)2

2θ2 dt =
θ4√
2π

∫ +∞

−∞
t4e−

t2

2 dt =

=
θ4√
2π

∫ +∞

−∞
t3 d

(
−e− t2

2

)
=

3θ4√
2π

∫ +∞

−∞
t2e−

t2

2 dt = 3θ4

i D(x1 − a)2 = 2θ4. Îñòàòî÷íî,

I1(θ
2) =

2θ4

4θ8
=

1

2θ4
, a I(θ2) =

n

2θ4
.

Çà ëåìîþ 4.1 i òåîðåìîþ Ðîà-Êðàìåðà-Ôðåøå, äèñïåðñiÿ áóäü-ÿêî¨ íå-

çìiùåíî¨ îöiíêè ïàðàìåòðà θ2 áóäå íå ìåíøà íiæ 2θ4/n.

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó N(a, θ2) ÎÌÌ çà

äðóãèì öåíòðàëüíèì ìîìåíòîì òà ÎÌÏ ïàðaìåòðà θ2 áóäå îöiíêà

θ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − a)2 ∈ Kθ

i

Dθ̂2 =
1

n2

n∑
i=1

D(xi − a)2 =
2θ4

n
.
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Òîìó òàêà îöiíêà i ¹ åôåêòèâíîþ,

(θ2)∗ =
1

n

n∑
i=1

(xi − a)2.

Ïðèêëàä 4.3. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê íåðåãóëÿðíîãî ñiìåéñòâà, à ñàìå,

íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Pξ(θ) ç ùiëüíiñòþ

pξ(t, θ) =

{
eθ−t, ÿêùî t ≥ θ;

0 ïðè t < θ
=

{
eθ−t, ÿêùî θ ≤ t;

0 ïðè θ > t

i ïàðàìåòð θ íåâiäîìèé.

Äëÿ öüîãî ðîçïîäiëó íîñié ùiëüíîñòi çàëåæèòü âiä θ, òîáòî ïîðóøó¹-

òüñÿ âæå óìîâà 1) ðåãóëÿðíîñòi; íå ìà¹ ìiñöÿ òàêîæ òîòîæíiñòü (4.14).

Ó òàêèõ âèïàäêàõ äîñèòü ÷àñòî ìîæíà çíàéòè íåçìiùåíi îöiíêè ç "àíî-

ìàëüíî ìàëîþ" äèñïåðñi¹þ, òîáòî òàêi, äëÿ ÿêèõ äèñïåðñiÿ ìåíøà íiæ òà

íèæíÿ ìåæà, ÿêó ãàðàíòó¹ íåðiâíiñòü Ðàî-Êðàìåðà.

Äiéñíî, äëÿ öüîãî âèïàäêó

h(x1, θ) =

{
1, ÿêùî θ ≤ x1;

0 ïðè θ > x1,

I1(θ) = Dh(x1, θ) =

∫ +∞

θ

eθ−t dt = 1; I(θ) = n

i ôîðìàëüíèé çàïèñ íåðiâíîñòi Ðàî-Êðàìåðà ïðèçâîäèòü äî òàêîãî:

Dθ̂ ≥ 1/n äëÿ áóäü-ÿêîãî θ̂ ∈ Kθ.

Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ îöiíêà ïàðàìåòðà θ, äèñïåðñiÿ ÿêî¨ äîðiâíþ¹ 1/n2.

Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî ñòàòèñòèêó θ0 = x(1).

Äëÿ ïåðåâiðêè ¨¨ âëàñòèâîñòåé âèçíà÷èìî ôóíêöiþ ðîçïîäiëó θ0:

Fθ0(t, θ) = P{x(1) < t} = 1− P{x(1) ≥ t} =

= 1−
n∏

i=1

P{xi ≥ t} = 1− (1− Fξ(t, θ))
n
.
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Àëå

Fξ(t, θ) =

{
1− eθ−t, ÿêùî t ≥ θ;

0 ïðè t < θ

i, îñòàòî÷íî,

Fθ0(t, θ) =

{
1− en(θ−t), ÿêùî t ≥ θ;

0 ïðè t < θ.

Çâiäñè

pθ0(t, θ) =

{
nen(θ−t), ÿêùî t ≥ θ;

0 ïðè t < θ

i

Mθ0 = n

∫ +∞

θ

ten(θ−t) dt = θ +
1

n
.

Îòæå, íåçìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ áóäå θ̂ = x(1) − 1
n . Ñïðîìîæíiñòü

ñòàòèñòèêè x(1) − 1
n ïåðåâiðòå, áóäü ëàñêà, ñàìîñòiéíî, ÿê i òå, ùî

D

(
x(1) −

1

n

)
=

1

n2
.

Íàðàçi ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä äèñêðåòíîãî ðîçïîäiëó.

Ïðèêëàä 4.4. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Ïóàññîíà Π(θ),

ïàðàìåòð ÿêîãî íåâiäîìèé. Ïåðåâiðèìî, ùî θ∗ = x.

Çàïèøåìî ôóíêöiþ ïðàâäîïîäiáíîñòi

L(x, θ) = e−nθ
n∏

k=1

θxk

xk!
,

ôóíêöiþ âïëèâó îäíîãî ñïîñòåðåæåííÿ

h(x1, θ) = −1

θ
+
x1
θ

òà éîãî iíôîðìàöiþ Ôiøåðà

I1(θ) =
Dx1
θ2

=
1

θ
.

Çâiäñè I(θ) = n/θ.
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Âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 4.1 i çà íåðiâíiñòþ Ðàî-Êðàìåðà äèñïåðñiÿ

áóäü-ÿêî¨ íåçìiùåíî¨ îöiíêè íå ìåíøà íiæ θ/n. Àëå

Dx = D

(
1

n

n∑
i=1

xi

)
=
nθ

n2
=
θ

n
,

òîìó θ∗ = x � íàéêðàùà îöiíêà äëÿ θ.

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ:

1. Ñêiëüêè iñíó¹ ìîæëèâèõ îöiíîê íåâiäîìîãî ïàðàìåòða ðîçïîäiëó?

2. ßê ïîðiâíþþòü îöiíêè?

3. ßêó îöiíêó â êëàñi íåçìiùåíèõ ââàæàþòü íàéêðàùîþ?

4. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ àëãîðèòì ïîøóêó åôåêòèâíèõ îöiíîê ïàðàìåòðiâ

äèñêðåòíèõ ðîçïîäiëiâ? Àáñîëþòíî íåïåðåðâíèõ?

5. Íàãàäàéòå, áóäü ëàñêà, îçíà÷åííÿ iíòåãðàëó Ëåáåãà çà éìîâiðíiñíîþ

ìiðîþ òà ñïîñîáè éîãî îá÷èñëåííÿ äëÿ äèñêðåòíèõ òà àáñîëþòíî íåïåðåðâ-

íèõ ìið.

6. Çàïèøiòü íåðiâíiñòü Ðàî-Êðàìåðà òà ðiçíi ôîðìóëè ïîäàííÿ iíôîð-

ìàöi¨ Ôiøåðà.

Âïðàâè òà çàäà÷i: 4.1. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðiâíîìiðíîãî

ðîçïîäiëó U [θ, θ + 5], äå θ ∈ R � íåâiäîìèé ïàðàìåòð.

Ïîðiâíÿéòå îöiíêè θ̂1 = x(n) òà θ̂1 = x(1) â ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó.

Ïîðiâíÿéòå öi îöiíêè ç ÎÌÌ θ̂3 = x− 2, 5.

×è áóäå ñiìåéñòâî U [θ, θ + 5], θ ∈ R ðåãóëÿðíèì?

4.2. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó Γ(1/θ), äå

θ > 0 � íåâiäîìèé ïàðàìåòð.

Çíàéäiòü, áóäü ëàñêà, åôåêòèâíó îöiíêó äëÿ θ.

4.3. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç áiíîìiàëüíîãî ðîçïîäiëó B(m, θ),

äå m ∈ N � âiäîìå ÷èñëî, à 0 < θ < 1 � íåâiäîìèé ïàðàìåòð. Çíàéäiòü

åôåêòèâíó îöiíêó äëÿ θ.

�-
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�5. Iíòåðâàëüíi îöiíêè ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëó

5.1. Ïîíÿòòÿ äîâið÷îãî iíòåðâàëó

Ìåòîäè ìîìåíòiâ òà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi äîçâîëÿþòü çíàõî-

äèòè òî÷êîâi îöiíêè ïàðàìåòðiâ çà âèáiðêîâèìè äàíèìè. Íà êîíêðåòíié

ðåàëiçàöi¨ (x1, . . . , xn) òî÷êîâà îöiíêà θ̂(x1, . . . , xn) � ÷èñëî. Íàïðèêëàä,

θ̂(x1, . . . , xn) = 2, 652.

Íàâiòü ÿêùî θ̂ � íåçìiùåíà, ñïðîìîæíà òà åôåêòèâíà îöiíêà ïàðàìåò-

ðà θ ∈ R, îáñÿã n äîñèòü âåëèêèé, ÷è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî iñòèííå

çíà÷åííÿ θ = 2, 652? Ïåâíî, ùî íi. Îñêiëüêè θ̂ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà i âñi

¨¨ õàðàêòåðèñòèêè íå áiëüøå íiæ iìîâiðíiñíi, à ðåàëiçàöiÿ (x1, . . . , xn) �

îäíà ç áàãàòüîõ ìîæëèâèõ. ßêùî θ̂ ìà¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé ðîçïîäië,

òî âçàãàëi P{θ̂ = θ} = 0.

Îöiíêà ïîõèáêè ? � ïèòàííÿ éìîâiðíiñíå. Äëÿ çàäàíîãî ε > 0 ìîæíà

çíàõîäèòè éìîâiðíiñòü, ç ÿêîþ ïðèïóñêà¹ìîñü ïîõèáêè âåëè÷èíîþ ε:

∀ε > 0 P{|θ̂ − θ| < ε} = γ | γ � ?

À ìîæíà ðîçãëÿäàòè çâîðîòíþ çàäà÷ó: äëÿ çàäàíîãî γ ∈ (0, 1) áóäåìî

øóêàòè òàêå ε, ùî àáñîëþòíà ïîõèáêà âåëè÷èíîþ â ε ìîæëèâa ç iìîâið-

íiñòþ γ:

∀γ ∈ (0, 1) P{|θ̂ − θ| < ε} = γ | ε � ? (5.1)

Ñàìå öèì i çàöiêàâèìîñü.

Ïåðåïèøåìî éìîâiðíiñòü â (5.1) ó âèãëÿäi

P{θ̂ − ε < θ < θ̂ + ε} = γ

i çàäà÷ó ñôîðìóëþ¹ìî òàê: äëÿ çàäàíîãî γ òðåáà çíàéòè òàêèé âèïàäêîâèé

iíòåðâàë (θ̂ − ε, θ̂ + ε), êîòðèé ìiñòèòü ó ñîái (êàæóòü ùå � ïîêðèâà¹)

íåâiäîìèé ïàðàìåòð θ ç iìîâiðíiñòþ γ.

Âèïàäêîâèé iíòåðâàë (θ̂ − ε, θ̂ + ε) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê iíòåðâàëüíó

îöiíêó íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ íàäiéíîñòi γ. Âàæëèâi çíà÷åííÿ γ, áëèçüêi

äî 1, òîìó ïîêëàäàþòü γ = 1− α, äå α ∈ (0, 1).
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Îçíà÷åííÿ. Íåõàé θ̂1 òà θ̂2 � äåÿêi îöiíêè, òîáòî θ̂i = θ̂i(x1, . . . , xn),

i = 1, 2 � ñïðîìîæíi ñòàòèñòèêè; α ∈ (0, 1). Iíòåðâàë (θ̂1, θ̂2) íàçèâàþòü

äîâið÷èì iíòåðâàëîì íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ íàäiéíîñòi γ = 1−α, ÿêùî

P{θ̂1 < θ < θ̂2} = γ.

Íàäiéíiñòü γ, ÿêó ùå íàçèâàþòü äîâið÷îþ éìîâiðíiñòþ, çàäà¹ äîñëiäíèê.

Áåðóòü, íàïðèêëàä, çíà÷åííÿ 0,95; 0,99 àáî 0,999 çàëåæíî âiä òîãî, íà-

ñêiëüêè âèñîêèì ¹ î÷iêóâàíèé ðiâåíü äîâiðè òàêié îöiíöi.

Ïðè çàäàíîìó γ äîâæèíà äîâið÷îãî iíòåðâàëó õàðàêòåðèçó¹ òî÷íiñòü, ç

ÿêîþ ëîêàëiçîâàíî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà. Öiííiñòü ìàþòü íàéìåíøi iíòåð-

âàëè. Âæå íåçàáàðîì áóäå çðîçóìiëî, ùî öüîãî ìîæíà äîñÿãòè çáiëüøåí-

íÿì îáñÿãó âèáiðêè n. Òî÷íiñòü òàêîæ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ çìåíøåííÿì ðîç-

ñiþâàííÿ îöiíêè θ̂. Òîìó äîâið÷i iíòåðâàëè áóäóþòü íà îñíîâi åôåêòèâíèõ

îöiíîê.

Äîâið÷i iíòåðâàëè íå îáîâ'ÿçêîâî ñèìåòðè÷íi, àëå ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó

ñàìå ñèìåòðè÷íèé âèïàäîê (5.1). Ïðèïóñòèìî, ùî θ̂ � åôåêòèâíà îöiíêà,

γ ∈ (0, 1) � ôiêñîâàíå.

Çâåðíåìî óâàãó íà éìîâiðíiñòü â (5.1) òà ïåðåïèøåìî ¨¨ ó âèãëÿäi:

F|θ̂−θ|(ε) = γ,

äå F|θ̂−θ|(x) � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè |θ̂ − θ|.

Çâiäñè, ÿê òiëüêè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè |θ̂ − θ| âiäîìèé, çàäà-
÷à ïîøóêó ε â (5.1) çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ F|θ̂−θ|(t) = γ. Ó

çâ'ÿçêó ç îñòàííiì ðîçãëÿíåìî ïîíÿòòÿ êâàíòèëÿ.

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé Pξ � àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé ðîçïîäië. Ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ Fξ(t) = p íàçèâàþòü p-êâàíòèëåì àáî êâàíòèëåì ðiâíÿ p ðîç-

ïîäiëó Pξ i ïîçíà÷àþòü, íàïðèêëàä, kp, ÿêùî

Fξ(kp) = p.
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5.2. Äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ

íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç âiäîìîþ äèñïåðñi¹þ

Íåõàé ξ ∈ N(θ, σ2), äå σ2 > 0 � âiäîìèé, à θ � íåâiäîìèé ïàðàìåòðè;

(x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç äàíîãî ðîçïîäiëó. Çàäàìî äåÿêå γ ∈ (0, 1) i ïîáó-

äó¹ìî äîâið÷èé iíòåðâàë ïàðàìåòðà θ íàäiéíîñòi γ.

Åôåêòèâíîþ îöiíêîþ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ íîðìàëüíî¨ âèïàäêî-

âî¨ âåëè÷èíè çà âiäîìî¨ äèñïåðñi¨ ¹

θ̂ = x =
1

n

n∑
i=1

xi.

Çà óìîâîþ, êîæíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà xi, i = 1, n îäíàêîâî ðîçïîäiëåíà

ç ξ, òîìó x òàêîæ ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè

Mx =
1

n

n∑
i=1

Mxi = θ i Dx =
1

n2

n∑
i=1

Dxi =
σ2

n
.

Âiäïîâiäíî, (x− θ)
√
n/σ ∈ N(0, 1) � ñòàíäàðòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà.

Òîäi

∀γ ∈ (0, 1) P{|x− θ| < ε} = P

{
|x− θ|

√
n

σ
<
ε
√
n

σ

}
=

= F

(
ε
√
n

σ

)
− F

(
−ε

√
n

σ

)
= 2

(
F

(
ε
√
n

σ

)
− 1

2

)
=

= 2F

(
ε
√
n

σ

)
− 1 = 1− α

i øóêàíå ε ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

F

(
ε
√
n

σ

)
= 1− α

2
,

äå F � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ñòàíäàðòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

Çà îçíà÷åííÿì,
ε
√
n

σ
= d1−α

2

� êâàíòèëü ðiâíÿ
(
1− α

2

)
ðîçïîäiëó N(0, 1). Çâiäñè çíàéäåìî ε i çàïèøåìî

øóêàíèé äîâið÷èé iíòåðâàë íàäiéíîñòi γ = 1− α:(
x− σ√

n
d1−α

2
, x+

σ√
n
d1−α

2

)
. (5.2)
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Òîáòî

P

{
x− σ√

n
d1−α

2
< θ < x+

σ√
n
d1−α

2

}
= 1− α.

Êâàíòèëi ñòàíäàðòíîãî ðîçïîäiëó íàâåäåíi â òàáë. II äîäàòêó.

Ïðèêëàä 5.1. Íåõàé n = 400, x = 25, 5, à σ2 = 2, 25. Ïîáóäó¹ìî

äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ðîçïîäiëó N(θ; 2, 25) íà-

äiéíîñòi 0,9; 0,95 òà 0,98.

Çà òàáëèöåþ II çíàéäåìî ïîòðiáíi êâàíòèëi:

d1− 0,1
2

= 1, 64, d1− 0,05
2

= 1, 96, i d1− 0,02
2

= 2, 33.

Âiäïîâiäíî, ìà¹ìî iíòåðâàëè:(
25, 5− 1, 5

20
· 1, 64; 25, 5 +

1, 5

20
· 1, 64

)
= (25, 38; 25, 62) äëÿ γ = 0, 9,

(
25, 5− 1, 5

20
· 1, 96; 25, 5 +

1, 5

20
· 1, 96

)
= (25, 35; 25, 65, äëÿ γ = 0, 95,

òà(
25, 5− 1, 5

20
· 2, 33; 25, 5 +

1, 5

20
· 2, 33

)
= (25, 33; 25, 67) äëÿ γ = 0, 98.

Çðîçóìiëî, ùî çi çáiëüøåííÿì íàäiéíîñòi äîâið÷èé iíòåðâàë çáiëüøó¹òüñÿ.

Ïðè çàäàíié éìîâiðíîñòi γ = 1 − α çìåíøèòè äîâæèíó äîâið÷îãî ií-

òåðâàëó, âî÷åâèäü, ìîæíà çà ðàõóíîê çáiëüøåííÿ ÷èñëà ñïîñòåðåæåíü n.

Öå ïiäâèùèòü òî÷íiñòü iíòåðâàëüíî¨ îöiíêè.

Ïðèïóñòèìî, ùî ¹ ìîæëèâiñòü çðîáèòè ñòiëüêè ñïîñòåðåæåíü, ñêiëüêè

íåîáõiäíî. Òîäi âèíèêà¹ òàêà çàäà÷à: ïðè çàäàíié íàäiéíîñòi γ = 1−α äî-

âið÷îãî iíòåðâàëó â (5.2) òðåáà âèçíà÷èòè íàéìåíøå ÷èñëî ñïîñòåðåæåíü

n, ÿêå çàáåçïå÷ó¹ òî÷íiñòü îöiíêè ε.

Çà óìîâîþ íåîáõiäíî, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

σd1−α
2
/
√
n < ε, çâiäêè n ≥

(
σd1−α

2
/ε
)2
.

Çîêðåìà, äëÿ γ = 0, 9, σ2 = 2, 25 i ε = 0, 1 ìà¹ìî: n ≥ 606.

Êëþ÷îâó ðîëü ïðè ïîáóäîâi äîâið÷îãî iíòåðâàëó (5.2) âiäiãðàëà ñòà-

òèñòèêà (x − θ)
√
n/σ, ðîçïîäië ÿêî¨ âèÿâèâñÿ âiäîìèì i, ùî âàæëèâî, íå
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çàëåæíèì âiä ïàðàìåòðà θ. Íàðàçi, äîâið÷i iíòåðâàëè áóäóþòü ñàìå çà

òàêîþ ñõåìîþ:

1) ïiäáèðàþòü ñòàòèñòèêó g(x1, . . . , xn; θ), ðîçïîäië ÿêî¨ íå çàëåæèòü

âiä íåâiäîìîãî ïàðàìåòða θ. Íåîáõiäíî, ùîá g(x1, . . . , xn; θ) ìàëà îáåðíåíó

âiäíîñíî θ äëÿ áóäü-ÿêèõ ðåàëiçàöié (x1, . . . , xn) ∈ X;

2) çíàõîäÿòü êâàíòèëi g1 i g2 äåÿêèõ ðiâíiâ çíà÷óùîñòi ðîçïîäiëó Pg,

äëÿ ÿêèõ

P{g1 < g(x1, . . . , xn; θ) < g2) = γ = 1− α;

3) ðîçâ'ÿçóþòü íåðiâíiñòü g1 < g(x1, . . . , xn; θ) < g2 âiäíîñíî θ i îòðèìó-

þòü äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà θ íàäiéíîñòi γ.

Íàéñêëàäíiøèé åòàï � âèáið ïîòðiáíî¨ ñòàòèñòèêè òà âèçíà÷åííÿ ¨¨

ðîçïîäiëó. Çàäà÷à óñêëàäíþ¹òüñÿ, ÿêùî òåîðåòè÷íèé ðîçïîäië ìà¹ áiëüøå

îäíîãî íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà (ðîçïîäië íåîáõiäíî¨ ñòàòèñòèêè íå ïîâèíåí

çàëåæàòè âiä æîäíîãî ç íèõ).

Ïîñòàâèìî ñîái çà ìåòó ïîáóäîâó äîâið÷èõ iíòåðâàëiâ äëÿ ïàðàìåòðiâ

íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó, êîëè âîíè îáèäâà íåâiäîìi. Äàëi ðîçãëÿäàþòüñÿ

ðîçïîäiëè, òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç íîðìàëüíèì, ÿêi âèðiøóþòü öå ïèòàííÿ.

5.3. Ðîçïîäiëè, ïîâ'ÿçàíi ç íîðìàëüíèì

Îçíà÷åííÿ. Ðîçïîäiëîì Ïiðñîíà χ2(n) (àáî ðîçïîäiëîì χ2) ç n ñòóïåíÿ-

ìè ñâîáîäè íàçèâàþòü ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

χ2(n) = ξ21 + · · ·+ ξ2n,

äå ξ1, . . . ξn � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ñòàíäàðòía,

ξi ∈ N(0, 1), i = 1, n.

Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè χ2(n) âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèì ïàðàìåòðîì

n, à ¨¨ ùiëüíiñòü ìà¹ âèãëÿä:

p(t) =


1

2n/2Γ(n/2)
tn/2−1e−t/2, t ≥ 0;

0, t < 0,

äå Γ(α) =
∫ +∞
0

uα−1eu du � ãàììà-ôóíêöiÿ.
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Âèïàäêîâà âåëè÷èíà χ2(n) çàäîâîëüíÿ¹ ÖÃÒ, çãiäíî ç ÿêîþ

χ2(n)−Mχ2(n)√
Dχ2(n)

d
=⇒ η ∈ N(0, 1).

Íåâàæêî ïiäðàõóâàòè, ùî

Mχ2(n) =
n∑

i=1

Mξ2i = n,

à

Dχ2(n) =
n∑

i=1

Dξ2i =
n∑

i=1

Mξ4i − n = 3n− n = 2n,

îñêiëüêè

Mξ4i =
1√
2π

∫ +∞

−∞
x4e−

x2

2 dx = − 1√
2π

∫ +∞

−∞
x3d

(
e−

x2

2

)
=

=
3√
2π

∫ +∞

−∞
x2e−

x2

2 dx = 3Dξ = 3.

Ó òàêèé ñïîñiá, âèïàäêîâà âåëè÷èíà

χ2(n)− n√
2n

àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíà ç êîåôiöi¹íòîì 1. Òîìó, ÿêùî ñòóïåíiâ ñâîáîäè

áiëüøå íiæ 30, òî çàìiñòü ðîçïîäiëó χ2 ç n ñòóïåíÿìè ñâîáîäè âèêîðèñòî-

âóþòü ðîçïîäië N(n, 2n).

Îçíà÷åííÿ. Ðîçïîäiëîì χ(n) (àáî ðîçïîäiëîì χ) ç n ñòóïåíÿìè ñâî-

áîäè íàçèâàþòü ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè χ(n) =
√
χ2(n).

Ðîçïîäiëîì Ñòüþäåíòà1 T (n) (àáî t-ðîçïîäiëîì) ç n ñòóïåíÿìè ñâî-

áîäè íàçèâàþòü ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

t(n) =
η√

χ2(n)/n
,

äå η ∈ N(0, 1) òà χ2(n) � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè.

1Ñòüþäåíò - ïñåâäîíiì Â. Ñ. Ãîñåòà.
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Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà òàêîæ âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèì ïàðàìåò-

ðîì n i ìà¹ íå çîâñiì ïðîñòèé âèãëÿä:

p(t) =
Γ((n+ 1)/2)√
πnΓ(n/2)

(
1 +

t2

n

)−(n+1)/2

. (5.3)

Çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë,

1

n
χ2(n) =

1

n

n∑
i=1

ξ2i
ì.í.−→ 1

n

n∑
i=1

Mξ2i = 1,

òîìó âèïàäêîâà âåëè÷èíà t(n) çi çðîñòàííÿì n, n → ∞, ìà¹ ðîçïîäië,

áëèçüêèé äî ñòàíäàðòíîãî N(0, 1).

Íàñòóïíèé ðîçïîäië òàêîæ òiñíî ïîâ'ÿçàíèé ç íîðìàëüíèì. Âií çíà-

äîáèòüñÿ ïiçíiøå, ó äðóãîìó ðîçäiëi, ï. 9.4 ïðè ïîáóäîâi ñòàòèñòè÷íèõ

êðèòåði¨â.

Îçíà÷åííÿ. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè χ2(n) òà η2(m) ìàþòü ðîçïî-

äië χ2 ç n òà m ñòóïåíÿìè ñâîáîäè i ¹ íåçàëåæíèìè. Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè

f(n,m) =

1

n
χ2(n)

1

m
χ2(m)

íàçèâàþòü ðîçïîäiëîì Ôiøåðà ç (n,m) ñòóïåíÿìè ñâîáîäè i ïîçíà÷àþòü

Φ(n,m).

Âëàñòèâîñòi ðîçïîäiëó Φ(n,m):

1) ÿêùî f(n,m) ∈ Φ(n,m) , òî 1
f(n,m) ∈ Φ(m,n);

2) ðîçïîäiëè Φ(n,m) òà Φ(m,n) ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè:

Fn,m(x) = P{f(n,m) < x} = P

{
1

f(n,m)
>

1

x

}
=

= 1− Fm,n

(
1

x

)
;

3) ÿêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà t(k) ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç ñòóïå-

íÿìè ñâîáîäè, òî t2(k) ∈ Φ(1, k).
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5.4. Äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ

íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç íåâiäîìîþ äèñïåðñi¹þ

Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó N(θ1, θ
2
2), îáèäâà

ïàðàìåòðè θ1, θ2 ÿêîãî íåâiäîìi. Âèçíà÷èìî äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ θ1.

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi àíàëîãi÷íî¨ çàäà÷i ç âiäîìîþ äèñïåðñi¹þ, îñíîâîþ íà-

øèõ ìiðêóâàíü áóëà ñòàòèñòèêà (x − θ1)
√
n/σ. Ó âèïàäêó íåâiäîìî¨ äèñ-

ïåðñi¨ ñêîðèñòà¹ìîñü ¨¨ íàéêðàùîþ îöiíêîþ � âàðiàíñîþ

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)
2

i ðîçãëÿíåìî ñòàòèñòèêó

x− θ1
s

√
n =

(x− θ1)
√
n√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)
2

=

x− θ1
θ2

√
n√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(
xi − x

θ2

)2
. (5.4)

Îñêiëüêè
x− θ1
θ2

√
n ∈ N(0, 1),

ñòàòèñòèêà (5.4) íàãàäó¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà. Ïåðøà âiäìiííiñòü � â çíà-

ìåííèêó ó ñóìi n äîäàíêiâ, à ìíîæíèê ïåðåä ñóìîþ 1/(n− 1). Áiëüø ãëè-

áîêà âiäìiííiñòü � âèïàäêîâi âåëè÷èíè xi − x, i = 1, n íå ¹ íåçàëåæíèìè.

Âîíè àëãåáðà¨÷íî ëiíiéíî çàëåæíi, îñêiëüêè

n∑
i=1

(xi − x) = 0.

Àëå ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 5.1. ßêùî (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó N(θ1, θ
2
2), x � âè-

áiðêîâå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ, òî

1

θ22

n∑
i=1

(xi − x)2 ∈ χ2(n− 1).

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî íîâi âèïàäêîâi âåëè÷èíè:

y1 =
1√
1 · 2

(x1 − x2),
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y2 =
1√
2 · 3

(x1 + x2 − 2x3),

...

yn−1 =
1√

(n− 1) · n
(x1 + x2 + . . .+ xn−1 − (n− 1)xn),

yn =
x1 + x2 + . . .+ xn√

n
.

Íåâàæêî äîâåñòè, ùî
n∑

i=1

y2i =

n∑
i=1

x2i .

Íàïðèêëàä, êîåôiöi¹íò ïðè x21 ó ñóìi çëiâà äîðiâíþ¹:

1

2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

n(n− 1)
+

1

n
= 1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ . . .+

1

n− 1
− 1

n
+

1

n
= 1,

à êîåôiöi¹íò ïðè x1 · x2 íóëüîâèé:

2

[
−1

2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+ . . .+

1

n(n− 1)
+

1

n

]
=

= 2

[
−1

2
+

1

2
− 1

3
+ . . .+

1

n− 1
− 1

n
+

1

n

]
= 0.

Àíàëîãi÷íî äëÿ ðåøòè.

Äàëi,

n∑
i=1

(xi − x)2 =
n∑

i=1

x2i − nx2 =
n∑

i=1

y2i − nx2 =
n∑

i=1

y2i − y2n =
n−1∑
i=1

y2i .

Òàêèì ÷èíîì,

1

θ22

n∑
i=1

(xi − x)2 =

n−1∑
i=1

(
yi
θ22

)2

.

Ïåðåâiðèìî íåçàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí yi, i = 1, n− 1. Ïî-

ïåðøå, ëåãêî áà÷èòè, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè yi, i = 1, n− 1 ëiíiéíî çà-

ëåæíèìè àëãåáðà¨÷íî áóòè íå ìîæóòü.
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Äàëi, îñêiëüêè íåçàëåæíiñòü ãàóñiâñüêîãî âåêòîðà åêâiâàëåíòíà ¨õ íå-

êîðèëüîâàíîñòi,2 äîñòàòíüî ïðîàíàëiçóâàòè êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ. Ïiä-

ðàõó¹ìî, íàïðèêëàä,

cov(y1, y2) =M(y1y2)−My1My2 =

=
1

2
√
3
M
(
x21 + x1x2 − 2x1x3 − x1x2 − x22 + 2x2x3

)
= 0.

Àíàëîãi÷íî äëÿ êîæíî¨ iíøî¨ ïàðè. Òàêèì ÷èíîì, âèïàäêîâi âåëè÷èíè yi,

i = 1, n− 1, ÿêi ¹ ãàóñiâñüêèìè òà íåêîðèëüîâàíèìè, � ïîïàðíî íåçàëåæíi.

Çíàéäeìî ïàðàìåòðè ¨õ ðîçïîäiëó. Âî÷åâèäü,

Myi =
θ1√
i(i− 1)

(i− i) = 0, i = 1, n− 1,

a

Dyi =
θ22

i(i+ 1)
(i+ i2) = θ22, i = 1, n− 1.

Ó ïiäñóìêó, âèïàäêîâi âåëè÷èíè y1, y2, . . . yn−1 ïîïàðíî íåçàëåæíi i

yi ∈ N(0, θ22), i = 1, n− 1. Òîìó

1

θ22

n−1∑
i=1

y2i ∈ χ2(n− 1).

Íàñëiäîê.
x− θ1
s

√
n ∈ T (n− 1).

Çàóâàæåííÿ 5.1. Êâàäðàòè÷íà ôîðìà
∑n

i=1(xi −x)2 ìà¹ ðàíã n− 1,

îñêiëüêè â õîäi äîâåäåííÿ ëåìè øëÿõîì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ çâåäåíà äî

(n−1)-¨ êiëüêîñòi íåçàëåæíèõ çìiííèõ. Òîáòî, ìîâîþ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé,

ìà¹ n−1 ñòóïåíiâ ñâîáîäè. Äî ðå÷i, öå ïîÿñíþ¹ íåçìiùåíiñòü ñàìå âàðiàíñè

ÿê îöiíêè äèñïåðñi¨ ðîçïîäiëó.

Äëÿ ïîáóäîâè äîâið÷îãî iíòåðâàëó ïàðàìåòðà θ1 ðîçãëÿíåìî éìîâið-

íiñòü

P

{
|x− θ1|

s
< ε

}
= 1− α.

2Íà çãàäêó ç òåîði¨ éìîâiðíîñòåé: iç íåçàëåæíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çàâæäè âè-

òiêà¹ ¨õ íåêîðèëüîâàíiñòü, à äëÿ ãàóñiâñüêèõ âåëè÷èí ñïðàâåäëèâî i íàâïàêè. Òîáòî

íîðìàëüíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ìîæóòü áóòè òiëüêè ëiíiéíî çàëåæíèìè.
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Äàëi, ìiðêóþ÷è òàê, ÿê i ïðè ïîáóäîâi iíòåðâàëó (5.2) (ùiëüíiñòü ðîçïî-

äiëó Ñòüþäåíòà � ïàðíà ôóíêöiÿ, ÿê i äëÿ ñòàíäàðòíîãî ðîçïîäiëó) îòðè-

ìà¹ìî äîâið÷èé iíòåðâàë íàäiéíîñòi 1− α äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ

íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó, êîëè äèñïåðñiÿ íåâiäîìà:(
x− s√

n
t1−α

2
(n− 1), x+

s√
n
t1−α

2
(n− 1)

)
. (5.5)

Òóò n � îáñÿã âèáiðêè, t1−α
2
(n − 1) � êâàíòèëü ðiâíÿ

(
1− α

2

)
ðîçïîäiëó

Ñòüþäåíòà ç (n − 1) ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, x � âèáiðêîâå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ,

à s � ôëóêòóàöiÿ.

Êâàíòèëi ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà íàâåäåíi â òàáëèöi III äîäàòêó.

Ïðè n ≥ 30 äîâið÷èé iíòåðâàë (5.5) òðàíñôîðìó¹òüñÿ â òàêèé:(
x− S√

n
d1−α

2
, x− S√

n
d1−α

2

)
,

äå S � åìïiðè÷íå ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ, d1−α
2
� êâàíòèëü ðiâíÿ(

1− α
2

)
ñòàíäàðòíîãî ðîçïîäiëó.

5.5. Äîâið÷èé iíòåðâàë äëÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî

âiäõèëåííÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó

Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó N(θ1, θ
2
2), îáèäâà

ïàðàìåòðè θ1, θ2 ÿêîãî íåâiäîìi. Ïîáóäó¹ìî äîâið÷èé iíòåðâàë íàäiéíîñòi

γ = 1− α äëÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî âiäõèëåííÿ θ2.

Ðîçãëÿíåìî ñòàòèñòèêó

s2

θ22
=

1

n− 1

n∑
i=1

(
xi − x

θ2

)
,

äå x � âèáiðêîâå ñåðåäí¹, a s2 � âàðiàíñà.

Çà ëåìîþ 5.1,

(n− 1)
s2

θ22
∈ χ2(n− 1),

à
√
n− 1

s

θ2
∈ χ(n− 1).
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Âiäìiííiñòü öüîãî âèïàäêó âiä ïîïåðåäíiõ ó òîìó, ùî âèïàäêîâà âåëè÷è-

íà ç ðîçïîäiëîì χ(n − 1) ïðèéìà¹ òiëüêè íåâiä'¹ìíi çíà÷åííÿ i äîâið÷èé

iíòåðâàë âèéäå íåñèìåòðè÷íèé. Òî÷íiøå, ñèìåòðè÷íèé, àëå íå âiäíîñíî

íóëÿ.

Çàäàìî äîâið÷ó éìîâiðíiñòü γ = 1− α i íåõàé z1, z2 òàêi, ùî

P

{
z1 <

√
n− 1

s

θ2
< z2

}
= γ. (5.6)

Çâiäñè

P

{√
n− 1

s

z2
< θ2 <

√
n− 1

s

z1

}
= γ.

Ó öüîìó ñïiââiäíîøåííi äâi íåâiäîìi ìà¹ìî íà ìåòi çâåñòè äî îäíi¹¨. Öå

ìîæíà çðîáèòè, ÿêùî øóêàòè äîâið÷èé iíòåðâàë âèäó (s− δ, s+ δ). Òîäi

√
n− 1

s

z2
= s− δ,

z2 =
√
n− 1

s

s− δ
=

√
n− 1

1− δ/s
≡

√
n− 1

1− q
,

äå q = δ/s. Àíàëîãi÷íî,

z1 =

√
n− 1

1 + q
.

Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (5.6) òåïåð ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê ðiâíÿííÿ âiä-

íîñíî q: ∫ √
n−1
1−q

√
n−1
1+q

pχ(t) dt = γ, (5.7)

äå pχ(t) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó χ(n− 1).

Ðîçâ'ÿçêè q = q(γ, n) òàêèõ ðiâíÿíü òàáóëüîâàíi. Ç òàáëèöi IV äîäàòêó

çíàéäåìî âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ q = q(γ, n). Òîäi δ = sq i, îòæå,

P {θ2 ∈ (max{0, s(1− q)}, s(1 + q))} = 1− α.

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ:

1. Îõàðàêòåðèçóéòå, áóäü ëàñêà, ñóòü iíòåðâàëüíî¨ îöiíêè.

2. Ùî íàçèâàþòü äîâið÷èì iíòåðâàëîì çàäàíî¨ íàäiéíîñòi äëÿ íåâiäî-

ìîãî ïàðàìåòða ðîçïîäiëó?
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3.Ùî õàðàêòåðèçó¹ òî÷íiñòü iíòåðâàëüíî¨ îöiíêè i âiä ÷îãî öÿ òî÷íiñòü

çàëåæèòü, ÿê ¨¨ ïiäâèùèòè?

4.×è ìîæíà ñôîðìóëþâàòè îñíîâíó ñõåìó ïîáóäîâè iíòåðâàëüíî¨ îöií-

êè?

Âïðàâè òà çàäà÷i: 5.1. ßêèé êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî

ðîçïîäiëó áiëüøå: ðiâíÿ 0,05 ÷è ðiâíÿ 0,1? ×îìó?

5.2. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó U [0, θ]. Ïî-

áóäóâàòè äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðà θ íà îñíîâi ñòàòèñòèê x(1) i

x(n).

5.3. Íåõàé (x1, . . . , xn) �âèáiðêà ç ïîêàçíèêîâîãî ðîçïîäiëó Γ(θ). Ïî-

áóäóâàòè äîâið÷i iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðà θ íà îñíîâi ñòàòèñòèê x1 i x(n).

5.4. Çíàéòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ äîâæèíè äîâið÷îãî

iíòåðâàëó äëÿ ñåðåäíüîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ïðè íåâiäîìié äèñïåðñi¨.



2. ÏÅÐÅÂIÐÊÀ

ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÈÕ ÃIÏÎÒÅÇ

Íàóêó òðåáà ââàæàòè ñèñòåìîþ ãiïîòåç,

ç ÿêèìè ìè ïîãîäæó¹ìîñÿ äîòè,

äîêè âîíè âèòðèìóþòü ïåðåâiðêó.

Ê. Ïîïïåð

�6. Ãiïîòåçè òà êðèòåði¨

Ùîá ïðàâèëüíî ïîñòàâèòè çàïèòàííÿ,

ïîòðiáíî çíàòè áiëüøó ÷àñòèíó âiäïîâiäi.

Ð. Øåêëi

6.1. Ïîíÿòòÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ãiïîòåçè. Êëàñèôiêàöiÿ

ïîìèëîê.

Ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè äîçâîëÿþòü îòðèìàòè âiäïîâiäi íà ðiçíi ïèòàííÿ äiéñ-

íîñòi íà îñíîâi âèáiðêîâèõ äàíèõ. Äåÿêi ïðèêëàäè ðîçãëÿäàëèñü ó âñòóïi.

Ïîâåðíåìîñÿ äî íèõ áiëüø  ðóíòîâíî i íàâåäåìî ùå îäèí íîâèé.

Ïðèïóñòèìî, ùî íàñ öiêàâèòü:

1) ÷è çìåíøó¹ âàêöèíàöiÿ ïåâíîþ âàêöèíîþ Â ðèçèê çàõâîðþâàíîñòi íà

COVID-19?

2) ÷è ñòàáiëüíà ðîáîòà ïåâíîãî ïiäïðè¹ìñòâà iç âèðîáíèöòâà ïðîãîíè÷iâ

êëàñó ìiöíîñòi 5,8 ñòîñîâíî âiäïîâiäíîñòi ¨õ ìiöíîñòi íà ðîçòÿã çàÿâëåíîìó

73
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íîìiíàëüíîìó çíà÷åííþ 500 í/ìì2?

3) ÷è ïîêðàùèòü ìiöíiñòü ïðîãîíè÷iâ íîâà òåõíîëîãiÿ âèãîòîâëåííÿ?

Ùîá âiäïîâiñòè íà ïîñòàâëåíi ïèòàííÿ, òðåáà äîáðå çðîçóìiòè ÿê ïðîá-

ëåìó â öiëîìó, òàê i ¨¨ ìàòåìàòè÷íó ñóòü, òîáòî ïîáóäóâàòè ñëóøíó ìàòå-

ìàòè÷íó ìîäåëü.

Ñòîñîâíî ïèòàííÿ 1). ßêùî ÷àñòêà ëþäåé, ùî çàõâîðiëè â ïåâíèõ ãðó-

ïàõ i â ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó t ∈ T , êîëèâà¹òüñÿ íàâêîëî äåÿêîãî ÷èñëà p, òî

p íàçèâàþòü ðiâíåì çàõâîðþâàíîñòi â öèõ ãðóïàõ çà ïåðiä T .

Òàêèì ÷èíîì, òðåáà çiñòàâèòè ðiâíi çàõâîðþâàíîñòi íà COVID-19 ñåðåä

íåùåïëåíèõ òà ùåïëåíèõ âàêöèíîþ Â ëþäåé çà îäèí i òîé ñàìèé ïðîìiæîê

÷àñó T (çà òèæäåíü, ìiñÿöü i ò.i.)

Ç òî÷êè çîðó òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, ðiâåíü çàõâîðþâàíîñòi â ïåâíié ãðó-

ïi ëþäåé çà ïåðiîä � öå éìîâiðíiñòü âèÿâèòè õâîðîãî ïðè âèïàäêîâîìó

âèáîði êîãîñü îäíîãî ç öi¹¨ ãðóïè â áóäü-ÿêèé ìîìåíò t ∈ T .

ßêùî æ äëÿ îáñòåæåííÿ âèïàäêîâî îáèðà¹òüñÿ îäíà ëþäèíà, òî íà-

ñëiäêîì òàêîãî åêñïåðèìåíòó ¹ îäíå âèïðîáóâàííÿ â ñõåìi Áåðíóëëi ç

iìîâiðíiñòþ óñïiõó, ùî äîðiâíþ¹ p ('óñïiõ' ïîëÿãà¹ ó âèÿâëåííi õâîðîãî

íà COVID-19). Òîäi çàäà÷à, ùî íàñ öiêàâèòü, çâîäèòüñÿ äî ïîðiâíÿííÿ

éìîâiðíîñòåé p0 òà p1 äâîõ ðiçíèõ ñõåì Áåðíóëëi: äëÿ íåâàêöèíîâàíèõ i

âàêöèíîâàíèõ ëþäåé, âiäïîâiäíî.

Iíøèé ñïîñiá ç'ÿñóâàòè ïèòàííÿ 1) � ïåðåâiðèòè, ÷è çàëåæíi ìiæ ñîáîþ

äâi îçíàêè: ξ � íàÿâíiñòü ùåïëåííÿ âàêöèíîþ Â ó ëþäèíè òà η � ïîêàçíèê

òîãî, ÷è õâîðiëà âîíà íà COVID-19 ïðîòÿãîì äåÿêîãî ïðîìiæêó ÷àñó T

òà â ÿêié ôîðìi.

Ñòîñîâíî ïèòàííÿ 2). ßê çàçíà÷àëîñü ó âñòóïi, îçíàêîþ ñòàáiëüíîñòi

âêàçàíîãî âèðîáíèöòâà ¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ùî

õàðàêòåðèçó¹ ìiöíiñòü âèãîòîâëåíîãî ïðîãîíè÷à. Íîðìàëüíèé ðîçïîäië,

çãiäíî ç ÖÃÒ, ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî âiäõèëåííÿ âiä ñòàíäàðòó (ÿêi, çâè-

÷àéíî, áóâàþòü ó áóäü-ÿêîìó âèðîáíèöòâi) ìàþòü äiéñíî âèïàäêîâèé õà-

ðàêòåð. Òîáòî, ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó, 2) � öå ïèòàííÿ ïðî ðîçïîäië

âiäïîâiäíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

I, íàðåøòi, ùîäî ïèòàííÿ 3). Òóò äîöiëüíî âèÿñíèòè ðîçïîäiëè äâîõ
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âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ0 òà ξ1, ùî õàðàêòåðèçóþòü ìiöíiñòü ïðîãîíè÷iâ çà

ñòàðîþ i íîâîþ òåõíîëîãi¹þ, âiäïîâiäíî. ßêùî îáèäâà ïðîöåñè âèðîáíèö-

òâà ñòàáiëüíi, î÷iêóâàíi íîðìàëüíi ðîçïîäiëè. Òîäi çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî

ïîðiâíÿííÿ ¨õ ñåðåäíiõ çíà÷åíü i, çà íåîáõiäíîñòi, äèñïåðñié.

Íàñòóïíèé åòàï � ôîðìóâàííÿ ðåïðåçåíòàòèâíèõ âèáiðîê òà îáðîáêà

âèáiðêîâèõ äàíèõ ç ìåòîþ âèçíà÷åííÿ åìïiðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ðîçïî-

äiëiâ. ßê âæå çàçíà÷àëîñü, åìïiðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ìîæóòü áàãàòî ðîç-

ïîâiñòè (äèâ. ï. 2.5). Íà ¨õ îñíîâi ôîðìóþòü ïðèïóùåííÿ (ãiïîòåçè) ùîäî

çàäà÷, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ:

1) ùîá ïîðiâíÿòè ðiâíi çàõâîðþâàíîñòi íåùåïëåíèõ i ùåïëåíèõ ëþäåé,

çiñòàâèìî ñïî÷àòêó ÷àñòêó çàõâîðiëèõ p0 i p1 ó âèáiðêàõ ç âiäïîâiäíèõ

ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé. ßêùî p0 > p1, òî öå ùå íå îçíà÷à¹, ùî âàêöèíà

äi¹âà (îñêiëüêè âèáîðêè âèïàäêîâi), àëå äà¹ ïiä ðóíòÿ äëÿ ôîðìóâàííÿ

îñíîâíî¨ ãiïîòåçè ó âèãëÿäi: H0 : p0 > p1 çà àëüòåðíàòèâè; H1 : p0 <

p1. ßêùî æ p0 ≈ p1, òî îñíîâíîþ ãiïîòåçîþ áóäå: H0 : p0 = p1 ïðîòè

àëüòåðíàòèâè H1 : p0 > p1;

ïðè ïåðåâiðöi çàëåæíîñòi íàÿâíîñòi ùåïëåííÿ ξ âàêöèíîþ B ó ëþäèíè

òà ïîêàçíèêà η, ÷è ïåðåõâîðiëà âîíà íà COVID-19, ãiïîòåçàìè áóäóòü H0 :

ξ òà η çàëåæíi, à H1 = H0.

2) ó çàäà÷i ïðî ðîçïîäië îñíîâíó ãiïîòåçóH0 ôîðìóþòü íà îñíîâi àïði-

îðíî¨ iíôîðìàöii øëÿõîì àíàëiçó åìïiðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê (äèâ. ï.`2.5)

Êîëè íåìà¹ äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ïàðàìåòðè, ãiïîòåçè âèñóâàþòü,

íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì:

H0 : Pξ = N(x, s2) ïðîòè àëüòåðíàòèâè H1 = H0 : Pξ ̸= N(x, s2)

(çà ïàðàìåòðè ãiïîòåòè÷íîãî ðîçïîäiëó Pξ îáèðàþòü çíà÷åííÿ íàéêðàùèõ

äëÿ íèõ îöiíîê íà êîíêðåòíié ðåàëiçàöi¨);

3) ïðè ïîðiâíÿííi ñåðåäíiõ çíà÷åíü íîðìàëüíèõ ðîçïîäiëiâ N(θ1, θ
2
2) òà

N(θ3, θ
2
4), ïàðàìåòðè ÿêèõ íåâiäîìi, àáî âiäîìi ëèøå äèñïåðñi¨, ïiäñòàâîþ

äëÿ ôîðìóâàííÿ îñíîâíî¨ ãiïîòåçè H0 ¹ ïîðiâíÿííÿ ñåðåäíiõ åìïiðè÷íèõ

x0 òà x1 ðåàëiçàöié âèáîðîê ç öèõ ðîçïîäiëiâ. ßêùî âèÿâèëîñü, ùî x0 < x1,

òî ÿê îñíîâíó ãiïîòåçó áåðåìî: H0 : θ1 < θ3 çà àëüòåðíàòèâíî¨ H1 : θ1 > θ3.
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Ìîæëèâî i òàê, ùî x0 ≈ x1. Òîäi îñíîâíîþ áóäå H0 : θ1 = θ3, à àëüòåð-

íàòèâíîþ, çàëåæíî âií íàøèõ óÿâëåíü ïðî çàäà÷ó, ìîæå áóòè H1 : θ1 ̸= θ3

(òàê çâàíà äâîñòîðîííÿ àëüòåðíàòèâà) àáî îäíà ç îäíîñòîðîííiõ: H1 : θ1 <

θ3 ÷è H1 : θ1 > θ3.

Ïåðåéäåìî äî çàãàëüíèõ îçíà÷åíü.

Îçíà÷åííÿ. Ãiïîòåçè, ÿêi ìîæíà ïåðåâiðèòè íà îñíîâi âèáiðêîâèõ äà-

íèõ, íàçèâàþòü ñòàòèñòè÷íèìè.

Ñàìå ñòàòèñòè÷íi ãiïîòåçè âèâ÷àòèìåìî äàëi.

Îäíó ç ãiïîòåç âèäiëÿþòü ÿê îñíîâíó i ïîçíà÷àþòü H0. Iíøi íàçèâàþòü

àëüòåðíàòèâíèìè i ïîçíà÷àþòü H1. Ó ïîäàëüøîìó îáìåæèìîñü âèïàä-

êîì îäíi¹¨ àëüòåðíàòèâè H1.

ßêùî ãiïîòåòè÷íå òâåðäæåííÿ Hi îäíîçíà÷íå, òî ãiïîòåçó Hi íàçèâà-

þòü ïðîñòîþ (i = 0, 1). Â iíøîìó ðàçi � ñêëàäíîþ.

Íàïðèêëàä, H0 : Pξ = N(2, 1) � ïðîñòà ãiïîòåçà, îñêiëüêè âêàçó¹ íà

¹äèíèé ðîçïîäië, à H0 : Pξ ̸= N(2, 1) � ñêëàäíà, áî âêàçó¹ íà ìíîæèíó

ðîçïîäiëiâ, âiäìiííèõ âiä N(2, 1).

Ñêëàäíèìè áóäóòü îáèäâi ãiïîòåçè H0 : θ1 = θ3 òà H1 : θ1 ̸= θ3

ÿêùî ïîðiâíþâàòè ñåðåäíi çíà÷åííÿ äâîõ íîðìàëüíèõ ðîçïîäiëiâ N(θ1, θ
2
2)

i N(θ3, θ
2
4), ïàðàìåòðè ÿêèõ íåâiäîìi.

Ñåðåä àëüòåðíàòèâíèõ ãiïîòåç ðîçðiçíÿþòü îäíîñòîðîííi òà äâîñòî-

ðîííi. Òàê H1 : θ ̸= 2 � äâîñòîðîííÿ àëüòåðíàòèâà äî H0 : θ = 2, a

H1 : θ > 2 � ïðàâîñòîðîííÿ ñêëàäíà àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà.

Îçíà÷åííÿ. Ãiïîòåçó íàçèâàþòü ïàðàìåòðè÷íîþ, ÿêùî âîíà ìiñòèòü

äåÿêå òâåðäæåííÿ ïðî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ïåâíîãî ðîçïîäiëó.

Îñíîâíó ãiïîòåçó H0 òà àëüòåðíàòèâó äî íå¨ H1 ôîðìóþòü íà îñíîâi

àïðiîðíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ãåíåðàëüíó ñóêóïíiñòü òà âèïàäêîâó âåëè÷èíó,

ùî âèâ÷à¹òüñÿ, ùëÿõîì àíàëiçó åìïiðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê, ãiñòîãðàìè

ðåïðåçåíòàòèâíî¨ âèáiðêè ç äàíî¨ ãåíåðàëüíî¨ ñóêóïíîñòi.

Íàñòóïíèé êðîê � ïåðåâiðêà ïàðè ãiïîòåç {H0,H1} (îñíîâíî¨ i àëüòåð-
íàòèâíî¨ äî íå¨). Îñîáëèâiñòü ñòàòèñòè÷íèõ ìåòîäiâ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî

íåîáõiäíèé âèñíîâîê òðåáà çðîáèòè çà îäíi¹þ ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêîâèõ äà-

íèõ (ÿêà ¹ ïðîñòî îäíi¹þ ç ìîæëèâèõ ðåàëiçàöié). Çðîçóìiëî, ùî ó òàêîìó
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ðàçi âàæêî çðîáèòè áåçïîìèëêîâi âèñíîâêè.

Îçíà÷åííÿ. Ïîìèëêó, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âiäõèëÿ¹òüñÿ ñïðàâåä-

ëèâà îñíîâíà ãiïîòåçà (i ïðèéìà¹òüñÿ õèáíà àëüòåðíàòèâíà), íàçèâàþòü

ïîìèëêîþ ïåðøîãî ðîäó.

ßêùî æ âiäõèëÿ¹òüñÿ ïðàâèëüíà àëüòåðíàòèâà H1 (òîáòî ïðèéìà¹òüñÿ

õèáíà îñíîâíà ãiïîòåçàH0), òî òàêó ïîìèëêó íàçèâàþòü ïîìèëêîþ äðóãîãî

ðîäó.

Íàñëiäêè ïîìèëîê ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó ìîæóòü áóòè ðiçíèìè i

äîñëiäíèê çàâæäè äîáðå ðîçóìi¹, ÿêà ç ïîìèëîê äëÿ íüîãî íàéáiëüø íå-

áàæàíà. Îñíîâíó ãiïîòåçó iç ñóêóïíîñòi óñiõ ãiïîòåç âií îáèðà¹ ñàì i, ÿê

ïðàâèëî, öå òà ãiïîòåçà, äëÿ ÿêî¨ âàæëèâiøå óíèêíóòè ïîìèëêè 1-ãî ðîäó.

6.2. Ïåðåâiðêà ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç

Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Pξ, âiäíîñíî ÿêîãî âèñóíóòî äâi

ãiïîòåçè: H0 � îñíîâíà i H1 � àëüòåðíàòèâíà äî íå¨.

Îçíà÷åííÿ. Ñòàòèñòè÷íèì êðèòåði¹ì ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ïðè

àëüòåðíàòèâi H1 íàçèâàþòü âèìiðíå âiäîáðàæåííÿ

δ : X → {H0,H1} (6.8)

ç ìíîæèíè âñiõ ìîæëèâèõ âèáiðêîâèõ çíà÷åíü ó ìíîæèíó ãiïîòåç. Ïîçíà-

÷àþòü δ = δ(x1, . . . , xn). Âèìiðíiñòü ðîçóìi¹òüñÿ, ÿê çàçâè÷àé: ó éìîâið-

íiñíîìó ïðîñòîði (Ω,A, P )

{ω : δ(x1, . . . , xn) = Hi} ∈ A, ∀i = 0, 1,

òîáòî âèçíà÷åíi éìîâiðíîñòi âiäïîâiäíèõ ïîäié.

Ïîáóäîâà êðèòåðiþ (6.8) çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùîá ðîçäiëèòè âèáiðêîâèé

ïðîñòið X ⊆ Rn íà äâi ÷àñòèíè S òà S, S∩S = ∅, S ∪ S = X òàê, ùî

δ(x1, . . . , xn) =

{
H0, (x1, . . . , xn) ∈ S,

H1, (x1, . . . , xn) ∈ S.

Ó òàêîìó ðàçi S íàçèâàþòü êðèòè÷íîþ îáëàñòþ.
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Îçíà÷åííÿ. Iìîâiðíiñòü ïîìèëêè 1-ãî ðîäó, òîáòî éìîâiðíiñòü âiä-

õèëèòè ïðàâèëüíó îñíîâíó ãiïîòåçó H0, íàçèâàþòü ðiâíåì çíà÷óùîñòi

êðèòåðiþ i ïîçíà÷àþòü ÷åðåç α. Òîáòî

α = P{δ(x1, . . . , xn) = H1|H0} = P{(x1, . . . , xn) ∈ S|H0}.

Ðiâåíü çíà÷óùîñòi α çàäà¹ äîñëiäíèê. ßêùî ¹ âïåâíåíiñòü, ùî ãiïîòåçà

H0 ñïðàâåäëèâà, òî ïîòðiáíi ïåðåêîíëèâi äîêàçè, ùîá çìiíèòè ñâîþ äóì-

êó i ìà¹ ñåíñ îáèðàòè çîâñiì ìàëåíüêèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi: 0,05; 0,01 ÷è

0,001. Òîäi âëó÷èòè â S áóäå âêðàé íåïðàâäîïîäiáíèì, ÿêùî ãiïîòåçà H0

ïðàâäèâà. Êîëè æ ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè òàêè ïîòðàïèëà â S, îñíîâíó ãiïî-

òåçó âiäõèëÿþòü íà êîðèñòü àëüòåðíàòèâíî¨. Çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî

ðiâíÿ çíà÷óùîñòi α êðèòè÷íà îáëàñòü, çàãàëîì, ñâîÿ: S = S(α).

Ïåâíèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi α êðèòåðiþ îçíà÷à¹, ùî ïðè áàãàòîðàçîâîìó

çàñòîñóâàííi öüîãî êðèòåðiþ äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 çà àëüòåðíàòèâè

H1 ïîìèëêè 1-ãî ðîäó ìîæíà ïðèïóñòèòèñÿ íå áiëüøå íiæ ó 100α âèïàäêàõ

iç 100.

Çàãàëüíèé ñïîñiá ïåðåâiðêè îñíîâíî¨ ãiïîòåçè H0 çà àëüòåðíàòèâè H1:

• çãiäíî ç àïðiîðíîþ iíôîðìàöi¹þ ïðî çàäà÷ó i íà ïiäñòàâi åìïiðè÷íèõ

õàðàêòåðèñòèê çà ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè îçíà÷àþòü îñíîâíó ãiïîòåçó H0 òà

¨¨ àëüòåðíàòèâó H1;

• çàäàþòü ðiâåíü çíà÷óùîñòi êðèòåðiþ α;

• ïðè çàäàíîìó ðiâíi çíà÷óùîñòi α áóäóþòü êðèòè÷íó îáëàñòü S;

• çà óìîâè, ùî êîíêðåòíà ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè (x1, . . . , xn) íàëåæèòü êðè-

òè÷íié îáëàñòi S, îñíîâíó ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿþòü íà êîðèñòü àëüòåðíàòè-

âè H1. ßêùî æ ðåàëiçàöiÿ íå ïîòðàïèëà â êðèòè÷íó îáëàñòü, òî âèñíîâîê

òàêèé: âèáiðêîâi äàíi íå ïðîòèði÷àòü îñíîâíié ãiïîòåçi.

Äëÿ êîæíî¨ ïàðè {H0,H1} íà çàäàíîìó ðiâíi çíà÷óùîñòi α, ó öiëîìó,

áóäóþòü ñâié ñòàòèñòè÷íèé êðèòåðié. Äî âèáîðó àëüòåðíàòèâè H1 íåîá-

õiäíî ñòàâèòèñü óâàæíî, îñêiëüêè âîíà ñòàíå îñíîâíîþ ïiñëÿ âiäõèëåííÿ

H0.

Ó ðàçi, êîëè ïiä àëüòåðíàòèâíîþ ãiïîòåçîþ ðîçóìiþòü òå, ùî ïðîñòî

íå âèêîíó¹òüñÿ îñíîâíà: H1 = H0, êðèòåðié ïåðåâiðêè ãiïîòåç {H0, H0}
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íàçèâàþòü êðèòåði¹ì çãîäè. Äëÿ êðèòåðiþ çãîäè àëüòåðíàòèâó ÿâíî íå

çàïèñóþòü i ïèòàííÿ ôîðìóëþþòü òàê: ÷è óçãîäæóþòüñÿ ðåçóëüòàòè ñïî-

ñòåðåæåíü ç îñíîâíîþ ãiïîòåçîþ?

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ:

1. Ùî òàêå ñòàòèñòè÷íà ãiïîòåçà? Íà ÿêèõ çàñàäàõ ôîðìóëþþòü ñòà-

òèñòè÷íi ãiïîòåçè?

2. Îõàðàêòåðèçóéòå âèäè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç. Íàâåäiòü, áóäü ëàñêà,

âiäïîâiäíi ïðèêëàäè.

3. ßê ïåðåâiðÿþòü ñòàòèñòè÷íi ãiïîòåçè? ×îìó âàæëèâî óâàæíî ñòà-

âèòèñü äî ôîðìóâàííÿ i îñíîâíî¨ ãiïîòåçè i àëüòåðíàòèâíî¨ òàêîæ?

4. ßê êëàñèôiêóþòü ïîìèëêè ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü ïðî ñïðàâåäëèâiñòü

ãiïîòåç?

5. Íàäàéòå îçíà÷åííÿ ñòàòèñòè÷íîãî êðèòåðiþ, êðèòè÷íî¨ îáëàñòi, ðiâ-

íÿ çíà÷óùîñòi êðèòåðiþ.

6. Îõàðàêòåðèçóéòå çàãàëüíèé ñïîñiá ïåðåâiðêè îñíîâíî¨ ãiïîòåçè H0

çà îäíi¹¨ àëüòåðíàòèâè H1.
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�7. Êðèòåðié çãîäè χ2

7.1. Êðèòåðié χ2 ïðî ðîçïîäië (íåïàðàìåòðè÷íèé)

Ðîçãëÿíåìî îäèí ç íàéñòàðiøèõ ñòàòèñòè÷íèõ êðèòåði¨â ïåðåâiðêè ãiïîòå-

çè ïðî ðîçïîäië � êðèòåðié çãîäè Ê. Ïiðñîíà χ2.

Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç íåâiäîìîãî ðîçïîäiëó Pξ. Îñíîâíà ãiïîòå-

çà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ñïîñòåðåæóâàíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ôóíêöiþ

ðîçïîäiëó G(x) (ãiïîòåòè÷íó):

H0 : Fξ(x) = G(x), x ∈ X.

Ãiïîòåçà H0 ïðîñòà íåïàðàìåòðè÷íà. Òðåáà ç'ÿñóâàòè, ÷è óçãîäæäóþòüñÿ

ðåçóëüòàòè ñïîñòåðåæåíü ç H0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç PG ðîçïîäië, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöi¹þ G(x). Íåâi-

äîìèé ðîçïîäië Pξ i ãiïîòåòè÷íèé PG çáiãàþòüñÿ, êîëè

Pξ(B) = PG(B), ∀ B ∈ B(R),

äå B(R) � áîðåëåâñüêà σ-àëãåáðà íà R. ßêùî æ Pξ òà PG ðiçíi, òî çíàéäå-

òüñÿ áîðåëåâà ìíîæèíà Bo ∈ B(R) òàêà, ùî Pξ(B
o) ̸= PG(B

o).

Íåçàëåæíî âiä ãiïîòåç, åìïiðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fn(x) ìàëî âiäði-

çíÿ¹òüñÿ âiä iñòèííî¨ Fξ(x), òîìó ùî ¹ äëÿ íå¨ ñïðîìîæíîþ òà íåçìiùåíîþ

îöiíêîþ (äèâ. òåîðåìè 2.1�2.3). Îòæå, â ðîçóìiííi ñêàçàíîãî, äîñòàòíüî

ïîðiâíÿòè

Pn(B) òà PG(B), ∀ B ∈ B(R) (7.1)

çà åìïiðè÷íèì òà ãiïîòåòè÷íèì ðîçïîäiëîì, âiäïîâiäíî.

Íåõàé (a, b) � iíòåðâàë, ùî ìiñòèòü óñi âèáiðêîâi äàíi: X ⊂ (a, b), äå

X � âèáiðêîâèé ïðîñòið. Çà áîðåëåâi ìíîæèíè äëÿ ïîðiâíÿííÿ éìîâiðíî-

ñòåé (7.1) âiçüìåìî ðîçáèòòÿ

(a0, a1]
⋃

(a1, a2]
⋃
. . .
⋃

(as−1, as] (a0 = a, as = b),
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i ïîáóäó¹ìî iíòåðâàëüíèé ðÿä:

ξ∗ (a0, a1) [a1, a2) . . . [as−1, as)

m m1 m2 . . . ms

(7.2)

(÷èñëî ïðîìiæêiâ ãðóïóâàííÿ, íàïðèêëàä, ðîçðàõó¹ìî çà ïðàâèëîì Ñòåðä-

æåñà (1.11)).

Çà óìîâ ñïðàâåäëèâîñòi ãiïîòåçè H0,

PG(ai−1, ai] = G(ai)−G(ai−1) ≡ pi, i = 1, s, (7.3)

a

Pn(ai−1, ai] = Fn(ai)− Fn(ai−1) =
mi

n
, i = 1, s.

Äëÿ ìiðè ïîðiâíÿííÿ Ïiðñîí çàïðîïîíóâàâ âåëè÷èíó

qn(x1, . . . , xn) =
s∑

i=1

n

pi

(mi

n
− pi

)2
. (7.4)

Îñêiëüêè Fn(x) � íåçìiùåíà i ñïðîìîæíà îöiíêà äëÿ Fξ(x), òî

mi

n

P−→ Fξ(ai)− Fξ(ai−1), êîëè n→ ∞.

ßêùî æ ãiïîòåçà H0 ïðàâäèâà, òî

Fξ(ai)− Fξ(ai−1) = G(ai)−G(ai−1) = pi

i, îòæå,
mi

n
− pi

P−→ 0 ïðè n→ ∞ äëÿ âñiõ i = 1, s.

Òîáòî çà óìîâè ñïðàâåäëèâîñòi ãiïîòåçè H0 çíà÷åííÿ qn(x1, . . . , xn) íà

áóäü-ÿêèõ âèáiðêîâèõ äàíèõ ìàëi i òîäi êðèòè÷íà îáëàñòü öüîãî êðèòå-

ðiþ, âî÷åâèäü, âèãëÿäà¹ òàê:

S = {(x1, . . . , xn) ∈ X ⊆ Rn : qn(x1, . . . , xn) ≥ l},

äå l > 0 � äåÿêå ôiêñîâàíå çíà÷åííÿ, ùî âèçíà÷à¹ êðèòåðié.

Ïèòàííÿ ïîøóêó ìåæi l ïðè çàäàíîìó ðiâíi çíà÷óùîñòi α âèðiøó¹òüñÿ

ìîâîþ êâàíòèëiâ, ÿê òiëüêè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè qn âiäîìèé. Ó

öüîìó âèïàäêó çðó÷íî âèêîðèñòàòè íàñòóïíå ïîíÿòòÿ âåðõíüî¨ α-ãðàíèöi.
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Îçíà÷åííÿ. Çíà÷åííÿ uα íàçèâàþòü âåðõíüîþ α-ãðàíèöåþ ðîçïîäiëó

Pη, ÿêùî P{η ≥ uα} = α.

Çàóâàæåííÿ 8.1. Êâàíòèëi k1−α òà âåðõíi α-ãðàíèöi uα îäíîãî é òîãî

æ ðîçïîäiëó, âî÷åâèäü, ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì: k1−α = uα.

Ïðîäîâæèìî ïîáóäîâó êðèòåðiþ. Çà îçíà÷åííÿì,

α = P{(x1, . . . , xn) ∈ S|H0} = P{qngel}),

à îòæå øóêàíå çíà÷åííÿ l � âåðõíÿ α-ãðàíèöÿ ðîçïîäiëó Pqn .

Còîñîâíî ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè qn âiäîìà òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.1 (Ïiðñîí). Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç íåâiäîìîãî ðîç-

ïîäiëó Pξ äëÿ ïåðåâiðêè íåïàðàìåòðè÷íî¨ ãiïîòåçè H0 : Fξ(x) = G(x) i

(7.2) � âiäïîâiäíèé iíòåðâàëüíèé ðÿä ç s ïðîìiæêàìè ãðóïóâàííÿ; mi

� åìïiðè÷íi ÷àñòîòè, a éìîâiðíîñòi pi ðîçðàõîâàíi çà ôîðìóëîþ (7.3),

i = 1, s.

ßêùî ñïðàâåäëèâà ãiïîòåça H0 i qn(x1, . . . , xn) � âèïàäêîâà âåëè÷èíà,

âèçíà÷åíà â (7.4), òî

qn(x1, . . . , xn)
d

=⇒ χ2(s− 1), êîëè n→ ∞.

Ðîçãëÿíåìî äîâåäåííÿ òåîðåìè Ïiðñîíà ïðè s = 2. Îñêiëüêè äëÿ äâîõ

ïðîìiæêiâ ãðóïóâàííÿ m2 = n−m1 i p2 = 1− p, òî

qn(x1, . . . , xn) =
n

p1

(m1

n
− p1

)2
+
n

p2

(m2

n
− p2

)2
=

=
n

p1

(m1

n
− p1

)2
+

(m1 − np1)
2

n(1− p1)
=

(m1 − np1)
2

np1(1− p1)
=

(
m1 − np1√
np1(1− p1)

)2

.

Êðiì òîãî, ÷àñòîòó m1 ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

m1 = η1 + . . . ηn, äå ηi ∈ B(1, p1), i = 1, n

i òîäi çà ÖÃÒ
m1 − np1√
np1(1− p1)

d
=⇒ ψ ∈ N(0, 1).
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Çâiäñè qn(x1, . . . , xn)
d

=⇒ ψ2 ∈ χ2(1).

Òåîðåìà 7.2 (êðèòåðié χ2 íåïàðàìåòðè÷íèé). Çà óìîâ òåîðåìè

7.1, ÿêùî îñíîâíó ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòè ïðè

qn =

s∑
i=1

(mi − npi)
2

npi
> χ2

α(s− 1),

äå χ2
α(s − 1) � âåðõíÿ α-ãðàíèöÿ ðîçïîäiëó χ2(s − 1) i íå âiäõèëÿòè â

ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî éìîâiðíiñòü ìîæëèâî¨ ïîìèëêè áóäå íå áiëüøîþ

íiæ α.

Âïåðøå çíà÷åííÿ âåðõíiõ α-ãðàíèöü ðîçïîäiëiâ χ2(n) ïðè ðiçíèõ çíà-

÷åííÿõ n áóëè òàáóëüîâàíi Åëüäåðòîíîì1 â 1902 ð. (äèâ. òàáë.V).

7.2. Êðèòåðié χ2 äëÿ ñêëàäíî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ãiïîòåçè

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê ñêëàäíî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ãiïîòåçè. À ñàìå, ïðè-

ïóñòèìî, ùî âèä ãiïîòåòè÷íî¨ ôóíêöi¨ G ïîâíiñòþ âèçíà÷åíèé, àëå ¨¨ ïà-

ðàìåòðè (óñi àáî äåÿêi) çàëèøàþòüñÿ íåâiäîìèìè. Òîáòî G(x) = G(x, θ),

äå θ ∈ Θ ⊂ Rd � âåêòîð íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ. Ó òàêîìó ðàçi ãiïîòåçà

H0 : Fξ(x) = G(x, θ) äëÿ äåÿêîãî θ ∈ Θ ⊂ Rd � ñêëàäåíà ïàðàìåòðè÷íà.

Iäåÿ ïåðåâiðêè äàíî¨ ãiïîòåçèH0 òàêà æ, ÿê i â ï. 7.1. Íåõàé (x1, . . . , xn)

� âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Pξ, îáåðåìî iíòåðâàë (a, b), ùî ìiñòèòü óñi âèáiðêîâi

äàíi i ïîáóäó¹ìî iíòåðâàëüíèé ðÿä (7.2). Äàëi âèçíà÷èìî âèïàäêîâó âåëè-

÷èíó qn(x1, . . . , xn) çà ôîðìóëîþ (7.4).

Ñêëàäíiñòü â òîìó, ùî òåïåð âèïàäêîâà âåëè÷èíà qn òàêîæ çàëåæèòü

âiä θ, îñêiëüêè çàëåæíi âiä θ iìîâiðíîñòi pi(θ):

qn(x1, x2, . . . , xn; θ) =

s∑
i=1

n

pi(θ)

(mi

n
− pi(θ)

)2
.

ßê ïàðàìåòðè, ùî íåâiäîìi, Ôiøåð ðîçãëÿíóâ ¨õ îöiíêè ìåòîäó ìàêñè-

ìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi θ̂1, θ̂1, . . . , θ̂d, çíàéäåíi çà âèáiðêîþ, çâiâ çàäà÷ó

1Óiëüÿì Ïåéëií Åëüäåðòîí (1877 � 1962) � áðèòàíñüêèé àêòóàðié.
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äî ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H
′

0 : Fξ(x) = G(x, θ̂) i ïîêàçàâ, ùî, çà óìîâè ïðàâ-

äèâî¨ ãiïîòåçè H
′

0, âèïàäêîâà âåëè÷èíà

qn(x1, x2, . . . , xn; θ̂) =
s∑

i=1

n

pi(θ̂)

(mi

n
− pi(θ̂)

)2
, (7.5)

äå

pi(θ̂) = G(ai, θ̂)−G(ai−1, θ̂), i = 1, s, (7.6)

ìà¹ àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië χ2(s− d− 1).

Òåîðåìà 7.3 (Ôiøåð). Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç íåâiäîìîãî ðîç-

ïîäiëó Pξ(θ), θ ∈ Rd äëÿ ïåðåâiðêè ïàðàìåòðè÷íî¨ ãiïîòåçè H0 : Fξ(x) =

G(x, θ̂), äå θ̂ = (θ̂1, . . . , θ̂d) i êîæíà êîìïîíåíòà θ̂i ¹ ÎÌÏ âiäïîâiäíîãî ïà-

ðàìåòðà θi, i = 1, d, (7.2) � iíòåðâàëüíèé ðÿä çà âèáiðêîþ ç s ïðîìiæêàìè

ãðóïóâàííÿ, mi � åìïiðè÷íi ÷àñòîòè, a éìîâiðíîñòi pi(θ̂) ðîçðàõîâàíi çà

ôîðìóëîþ (7.6), i = 1, s. ßêùî ñïðàâåäëèâà ãiïîòåçè H0 i qn(x1, . . . , xn; θ̂)

� âèïàäêîâà âåëè÷èíà, âèçíà÷åíà â (7.5), òî

qn(x1, . . . , xn; θ̂)
d

=⇒ χ2(s− d− 1), êîëè n→ ∞.

Òåïåð ìåæîâà òî÷êà l êðèòè÷íî¨ îáëàñòi S, ùî âèçíà÷à¹ ïàðàìåòðè-

÷íèé êðèòåðié χ2, ¹ âåðõíüîþ α-ãðàíèöåþ ðîçïîäiëó χ2 ç (s− d− 1) ñòó-

ïåíÿìè ñâîáîäè.

Òåîðåìà 7.4 (êðèòåðié χ2 ïàðàìåòðè÷íèé). Çà óìîâ òåîðåìè 7.3,

ÿêùî îñíîâíó ãiïîòåçó H0 âiäõèëÿòè ïðè

qn =
s∑

i=1

(mi − npi(θ̂))
2

npi(θ̂)
> χ2

α(s− d− 1),

äå χ2
α(s−d−1) � âåðõíÿ α-ãðàíèöÿ ðîçïîäiëó χ2(s−d−1), i íå âiäõèëÿòè

â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî éìîâiðíiñòü ìîæëèâî¨ ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó

áóäå íå áiëüøîþ íiæ α.

Çàóâàæåííÿ äî òåîðåì 7.2 òà 7.4.

1) Iíòåðâàëè ðîçáèòòÿ íå îáîâ'ÿçêîâî áðàòè îäíàêîâèìè çà äîâæèíîþ.

2) Êðèòåðié χ2 íå âiäðiçíÿ¹ îñíîâíó ãiïîòåçó H0 âiä àëüòåðíàòèâíî¨

H1, ÿêùî éìîâiðíîñòi ïîïàäàííÿ â ïðîìiæêè ãðóïóâàííÿ äëÿ íèõ îäíà-

êîâi. Êðiì òîãî, àñèìïòîòè÷íèé õàðàêòåð êðèòåðiþ ïðèçâîäèòü äî òîãî,
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ùî äëÿ éîãî çàñòîñóâàííÿ âàæëèâî ìàòè ðåàëiçàöiþ âåëèêîãî îáñÿãó n

i âåëèêó êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ ãðóïóâàííÿ s = s(n). Êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ

ãðóïóâàííÿ s = s(n) îáèðàþòü òàê, ùîá np1 ≥ 10, i = 1, s.

Ìàíí2 i Âàëüä3 äîâåëè, ùî îïòèìàëüíå ÷èñëî s = s(n) iíòåðâàëiâ çà-

äîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííþ

s(n) ∼ 4
5
√
2

(
n

d1−α

)2/5

,

äå d1−α � êâàíòèëü ðiâíÿ (1−α) ñòàíäàðòíîãî ðîçïîäiëó (äèâ., íàïðèêëàä,
[7], ñòîð. 318).

3) Ó ðàçi, êîëè äëÿ îêðåìèõ iíòåðâàëiâ ðîçáèòòÿ íå âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü npi ≥ 5, ¨õ îá'¹äíóþòü ç ñóñiäíiìè. Àáî ðîçãëÿäàþòü íîâå ðîçáèòòÿ

òàê, ùîá íåðiâíiñòü npi ≥ 5 âèêîíóâàëàñü äëÿ âñiõ iíòåðâàëiâ i = 1, s.

7.3. Êðèòåðié χ2 ÿê êðèòåðié íåçàëåæíîñòi

Êðèòåðié χ2 ìîæíà çàñòîñîâóâàòè òàêîæ äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî íå-

çàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Ïðèïóñòèìî, ùî íà åëåìåíòàõ âèáiðêè îáñÿãó n ç äåÿêî¨ ãåíåðàëüíî¨

ñóêóïíîñòi ñïîñòåðiãàëèñü äâi ÷èñëîâi îçíàêè ξ òà η. Íàïðèêëàä, äëÿ êîæ-

íîãî ïðîãîíè÷à, ùî ïiäëÿãàâ îáñòåæåííþ íà ìiöíiñòü ξ (í/ìì)2 âèçíà÷à-

ëàñü ùå i éîãî âàãà η (ã). Àáî äëÿ âèïàäêîâî îáðàíî¨ ëþäèíè ôiêñóâàëèñü

íàÿâíiñòü ùåïëåííÿ ξ òà âiäïîâiäíî¨ õâîðîáè η.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìà¹ìî n íåçàëåæíèõ ñïîñòåðåæåíü âèïàäêîâîãî

âåêòîðà (ξ, η) òà âiäïîâiäíi âèáiðêîâi äàíi:

(xi, yi), i = 1, n. (7.7)

ßê i ïðè ïîáóäîâi êðèòåðiþ χ2 äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî ðîçïîäië, îáå-

ðåìî iíòåðâàëè

(a, b) ⊃ {x1, . . . , xn} i (c, d) ⊃ {y1, . . . , yn}
2Ãåíði Áåðòîëüä Ìàíí (27.10.1905, Âåíà � 1.02.2000, Òóñîí, ÑØÀ) � ìàòåìàòèê òà

ñòàòèñòèê. Îïóáëiêóâàâ ïåðøó ìàòåìàòè÷íó êíèãó ç ïëàíóâàííÿ åêñïåðèìåíòó.
3Àáðàõàì Âàëüä (31.10.1902, Êëóæ-Íàïîêà, Àâcòðî-Âåíãðiÿ � 13.12.1950, Òðàâàí-

êîð, Iíäiÿ) - ìàòåìàòèê, ñòàòèñòèê, åêîíîìiñò. Âèêîðèñòîâóâàâ ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè ïðè

àíàëiçi âòðàò áîéîâèõ ëiòàêiâ ïiä ÷àñ Äðóãî¨ ñâiòîâî¨ âiéíè.
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òà êîæåí ç íèõ ðîçiá'¹ìî íà s òà k ÷àñòèí, âiäïîâiäíî òî÷êàìè

a = a0 < a1 < a2 < . . . < as = b, c = c0 < c1 < l · · · < ck = d

(êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ s òà k íå îáîâ'ÿçêîâî çáiãàþòüñÿ). Ïîçíà÷èìî

Bi,j = [ai−1, ai)× [cj−1, cj), i = 1, s, j = 1, k (7.8)

i íåõàémi,j � êiëüêiñòü âàðiàíò ñåðåä âèáiðêîâèõ äàíèõ (7.7), ùî íàëåæàòü

ïðîìiæêó Bi,j , i = 1, s, j = 1, k. Cêëàäåìî òàáëèöþ åìïiðè÷íèõ ÷àñòîò

âèïàäêîâîãî âåêòîðà:

i, j 1 2 . . . k ñóìà

1 m11 m12 . . . m1k m1· mi· =
k∑

j=1

mij , i = 1, s

2 m21 m22 . . . m2k m2· m·j =
s∑

i=1

mij , j = 1, k

...

s ms1 ms2 . . . msk ms·

s∑
i=1

mi· =
k∑

j=1

m·j =

ñóìà m·1 m·2 . . . m·k n =
s∑

i=1

k∑
j=1

mij = n

Òàáë. 7.1

Ðîçïîäië âåêòîðà (ξ, η) íåâiäîìèé i ùîäî íüîãî âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà

ïðî íåçàëåæíiñòü éîãî êîìïîíåíò:

H0 : ξ òà η íåçàëåæíi. (7.9)

Øëÿõîì àíàëiçó âèáiðêîâèõ äàíèõ òàáëèöi 7.1 äiéäåìî âèñíîâêó, ÷è óç-

ãîäæóþòüñÿ ðåçóëüòàòè ñïîñòåðåæåíü ç îñíîâíîþ ãiïîòåçîþ.

Çà óìîâè ñïðàâåäëèâîñòi ãiïîòåçè H0, äëÿ áóäü-ÿêèõ i = 1, s, j = 1, k

P{(ξ, η) ∈ Bi,j} = P{ξ ∈ [ai−1, ai)}P{η ∈ [cj−1, cj)}. (7.10)

Òîáòî òðåáà ïåðåâiðèòè, ÷è ïðîòèði÷àòü äàíi ç òàáëèöi 7.1 ðiâíîñòi (7.10).
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Çíà÷åííÿ

pij = P{(ξ, η) ∈ Bi,j}, pi· = P{ξ ∈ [ai−1, ai)}, p·j = P{η ∈ [cj−1, cj)}

íåâiäîìi, i = 1, s, j = 1, k. Ñêîðèñòà¹ìîñü äëÿ íèõ îöiíêàìè ìåòîäó ìàê-

ñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi:

p̂ij =
mij

n
, p̂i· =

mi·

n
, p̂·j =

m·j

n
, i = 1, s, j = 1, k.

Çà çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë,

mij

n

P−→ pij ,
mi·

n

P−→ pi·, a
m·j

n

P−→ p·j .

Òàêèì ÷èíîì, äîñòàòíüî ïîðiâíÿòè çíà÷åííÿ

mij òà
mi·m·j

n
.

Âåëèêà ðiçíèöÿ ìiæ íèìè áóäå ïiä ðóíòÿì äëÿ âiäõèëåííÿ ãiïîòåçè H0 i

ÿê ìiðó ðîçáiæíîñòi ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

qn =
s∑

i=1

k∑
j=1

(
mij −

mi·m·j
n

)2
mi·m·j/n

.

Êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ, ùî îöiíþâàëèñü çà âèáiðêîþ, ñòàíîâèòü s− 1+ k−
1 = s + k − 2, à êiëüêiñòü ïiäìíîæèí Bi,j , i = 1, s, j = 1, k äîðiâíþ¹ sk.

ßê i â ï. 7.1, âèïàäêîâà âåëè÷èíà qn ìà¹ ðîçïîäië χ2(sk− 1− (s+ k− 2)).

Ïiñëÿ î÷åâèäíèõ ïåðåòâîðåíü, ñòóïåíi ñâîáîäè ðàõóþòü çà ôîðìóëîþ (s−
1)(k − 1). Òîáòî

qn(x1, . . . , xn)
d

=⇒ χ2 ((s− 1)(k − 1)) , n→ ∞.

Òîäi ÿêùî îñíîâíó ãiïîòåçó (7.9) âiäõèëÿòè ïðè

qn =
s∑

i=1

k∑
j=1

(mij −mi·m·j/n)
2

mi·m·j/n
> χ2

α ((s− 1)(k − 1)) ,

äå χ2
α ((s− 1)(k − 1)) � âåðõíÿ α-ãðàíèöÿ ðîçïîäiëó χ2 ((s− 1)(k − 1)), i íå

âiäõèëÿòè â ñóïðîòèâíîìó ðàçi, òî éìîâiðíiñòü ìîæëèâî¨ ïîìèëêè áóäå íå

áiëüøà íiæ α.
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Çàóâàæåííÿ 7.1. Ïiä ÷àñ ïîáóäîâè êðèòåðiþ âèáiðêîâèé ïðîñòið R2

íåîáõiäíî ðîçáèòè íà ïðîìiæêè Bi,j , i = 1, s, j = 1, k (äèâ. (7.8)) òàê, ùîá

âèêîíóâàëèñü íåðiâíîñòi mi·m·j/n ≥ 10 äëÿ âñiõ i = 1, s, j = 1, k.

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ:

1. Ñôîðìóëþéòå îñíîâíó iäåþ ïîáóäîâè êðèòåðiþ χ2 äëÿ ïåðåâiðêè

íåïàðàìåòðè÷íî¨ ãiïîòåçè ïðî ðîçïîäië.

2. Ó ÷îìó âiäìiííiñòü ó ðàçi ñêëàäíî¨ ïàðàìåòðè÷íî¨ ãiïîòåçè? ßê

ðîçâ'ÿçàâ öþ çàäà÷ó Ôiøåð?

3. ×îìó ïðè çàñòîñóâàííi êðèòåðiþ Ïiðñîíà íåîáõiäíî ìàòè âèáiðêó

âåëèêîãî îáñÿãó n i ÷èñëî s = s(n) � êiëüêiñòü ïðîìiæêiâ ãðóïóâàííÿ

ïîâèííî áóòè íå ìàëèì? ßêi âiäîìi ðåêîìåíäàöi¨ ç öüîãî ïðèâîäó?

4. ßê ïðàöþþòü iäå¨ Ïiðñîíà ïðè ïåðåâiðöi ãiïîòåçè ïðî íåçàëåæíiñòü

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Âïðàâè òà çàäà÷i: 7.1. "Âèïàäêîâiñòü"íå îçíà÷à¹ â "áóäü-ÿêèé ñïî-

ñiá". Âèïàäêîâiñòü ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ ñâî¨ì çàêîíàì. Âèïèøiòü, áóäü ëà-

ñêà, 20 âèïàäêîâèõ, íà âàø ïîãëÿä, ÷èñåë ç âiäðiçêà [0, 1] (äëÿ âèçíà÷å-

íîñòi, ðîçãëÿäà¹ìî 3 öèôðè ïiñëÿ êîìè). ßêùî îòðèìàíi ÷èñëà äiéñíî

âèïàäêîâi, òî âîíè óòâîðþþòü âèáiðêó ç ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó U [0, 1].

Çà äîïîìîãîþ êðèòåðiþ Ïiðñîíà ïåðåâiðòå, ÷è öå òàê4.

7.2. Ïîáóäóéòå êðèòåðié χ2 äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî îäíîðiäíiñòü

âèáiðîê (äèâ. òàêîæ [5, c. 382]).

7.3. Ïîáóäóéòå êðèòåðié χ2 äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî íåçàëåæíiñòü

ïîäié.

4Âêàçiâêà: ïiä ÷àñ çàïèñó âèïàäêîâèõ ÷èñåë íå ïåðåäèâëÿéòåñü i íå âèêîðèñòîâóéòå

çàïèñàíó âæå ÷àñòèíó.
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�8. Âèäè êðèòåði¨â

8.1. Ðiâåíü çíà÷óùîñòi òà ïîòóæíiñòü êðèòåðiþ

Íåõàé δ �äåÿêèé êðèòåðié ïåðåâiðêè îñíîâíî¨ ãiïîòåçè H0 ïðîòè àëüòåð-

íàòèâè H1; S �éîãî êðèòè÷íà îáëàñòü. ßêiñòü êðèòåðiþ õàðàêòåðèçóþòü

iìîâiðíîñòi ïîìèëîê ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó:

α = P{x ∈ S|H0} òà β = P{x ∈ S|H1}, (8.1)

âiäïîâiäíî.

ßêùî α � öå ðiâåíü çíà÷óùîñòi êðèòåðiþ, òî âåëè÷èíà β õàðàêòåðèçó¹

ïîòóæíiñòü êðèòåðiþ, ùî ðîçðàõîâó¹òüñÿ ÿê 1− β.

Ðiâåíü çíà÷óùîñòi êðèòåðiþ çàäà¹ äîñëiäíèê i òèì ñàìèì êîíòðîëþ¹

êðèòè÷íó îáëàñòü, à ïîòóæíiñòü 1 − β � õàðàêòåðèñòèêà êðèòåðiþ, ÿêèé

ïðè öüîìó îòðèìó¹ìî.

Çàóâàæèìî, ùî éìîâiðíîñòi ïîìèëîê ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó âèçíà-

÷àþòüñÿ óìîâíèìè éìîâiðíîñòÿìè (8.1) çà ðiçíèõ ïðèïóùåíü. Ðiâåíü çíà-

÷óùîñòi α ðîçðàõîâóþòü ïðè ñïðàâåäëèâié ãiïîòåçi H0, à β çíàõîäÿòü

çà óìîâè iñòèííî¨ àëüòåðíàòèâè H1. Òîìó ôiêñîâàíîìó ñïiââiäíîøåííþ

α = 1− β öi ïîìèëêè íå çàäîâîëüíÿþòü.

Áàæàíî, çâè÷àéíî, ïðîâåñòè ïåðåâiðêó ãiïîòåç {H0,H1} òàê, ùîá ìi-

íiìiçóâàòè éìîâiðíîñòi îáîõ ïîìèëîê, òîáòî çàáåçïå÷èòè ìàëiñòü α òà β

îäíî÷àñíî. Ðîçãëÿíåìî äâà ðiçíèõ êðèòåði¨ δ1 òà δ2 ç iìîâiðíîñòÿìè ïîìè-

ëîê α(δi), β(δi), i = 1, 2, âiäïîâiäíî.

Îçíà÷åííÿ. Ââàæàþòü, ùî êðèòåðié δ1 êðàùå êðèòåðiþ δ2, ÿêùî{
α(δ1) ≤ α(δ2),

β(δ1) ≤ β(δ2)

i õî÷à á îäíà ç öèõ íåðiâíîñòåé ¹ òî÷íîþ.

Àëå íå âñi êðèòåði¨ ìîæíà ïîðiâíÿòè çà öèì îçíà÷åííÿì.
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Ïðèêëàä 8.1. Íåõàé êðèòåðié δ1 çàâæäè âèáèðà¹ H0. Äëÿ íüîãî, âî-

÷åâèäü, α(δ1) = 0, β(δ1) = 1. À êðèòåðié δ2 � íàâïàêè. Òîäi α(δ2) = 1,

β(δ2) = 0.

Ïðèêëàä 8.2. Ïðèïóñòèìî, ùî x1 � âèáiðêà îáñÿãó n = 1 ç ðîçïîäiëó

Pξ = N(θ, 1), äëÿ ÿêîãî òðåáà ïåðåâiðèòè îñíîâíó ãiïîòåçó

H0 : θ = 0 ïðîòè àëüòåðíàòèâè H1 : θ = 1.

Âî÷åâèäü, êðèòè÷íà îáëàñòü äàíîãî êðèòåðiþ ìà¹ âèãëÿä:

S = {(x1, . . . , xn) ∈ X : x > c} = S(c).

Âèáið ñòàëî¨ c âèçíà÷à¹ ÿêiñòü êðèòåðiþ. ßê áà÷èìî, çi çðîñòàííÿì

÷èñëà c iìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó çìåíøó¹òüñÿ, àëå éìîâiðíiñòü

ïîìèëêè äðóãîãî ðîäó çáiëüøó¹òüñÿ. ßêùî δ1 òà δ2 � êðèòåði¨ ç êðèòè÷-

íèìè îáëàñòÿìè S1(c1) òà S2(c2) âiäïîâiäíî i c1 < c2, òî α(δ1) > α(δ2), à

β(δ1) < β(δ2).

Ïðîñòi ïðèêëàäè 1 òà 2 iëþñòðóþòü çàãàëüíó òåíäåíöiþ: ïðè ñïðîái

çìåíøèòè îäíó ç iìîâiðíîñòåé ïîìèëîê â (8.1) äðóãà, ÿê ïðàâèëî, çáiëü-

øó¹òüñÿ.

8.2. Ìiíiìàêñíi, áà¹ñîâñüêi òà íàéáiëüø ïîòóæíi êðèòåði¨

Ðîçãëÿíåìî äâà ðiçíèõ êðèòåði¨ δ1 òà δ2 äëÿ ïåðåâiðêè ïðîñòî¨ îñíîâíî¨

ãiïîòåçè H0 çà àëüòåðíàòèâè H1 ç iìîâiðíîñòÿìè ïîìèëîê: α(δi), β(δi),

i = 1, 2 âiäïîâiäíî.

Îçíà÷åííÿ. Êàæóòü, ùî êðèòåðié δ1 íå ãiðøèé çà êðèòåðié δ2 â ìiíi-

ìàêñíîìó çíà÷åííi, ÿêùî

max{α(δ1), β(δ1)} ≤ max{α(δ2), β(δ2)}.

Îçíà÷åííÿ. Êðèòåðié íàçèâàþòü ìiíiìàêñíèì, ÿêùî âií íå ãiðøèé âiä

óñiõ iíøèõ êðèòåði¨â â ìiíiìàêñíîìó ñåíñi. Ïîçíà÷àþòü δminmax.

Iíàêøå êàæó÷è, ìiíiìàêñíèé êðèòåðié ìà¹ íàéìåíøó ç ìîæëèâèõ "íàé-

áiëüøó ïîìèëêó"

max{α(δ), β(δ)}
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ñåðåä óñiõ iíøèõ êðèòåði¨â.

Ó ïðèêëàäi 8.2 ìiíiìàêñíèì áóäå êðèòåðié

δminmax = {(x1, . . . , xn) ∈ X : x ≥ 1

2
}.

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ïiäõiä äî ïîðiâíÿííÿ êðèòåði¨â � áà¹ñîâñüêèé.

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ðîçïîäië Pξ, ç ÿêîãî âèëó÷åíà âèáiðêà, îáðàëè âèïàä-

êîâî. Òîäi i ãiïîòåçè H0 òà H1 � âèïàäêîâi ïîäi¨.

Iìîâiðíîñòi P (H0) = p0 òà P (H1) = p1 ðîçïîäiëÿ¹ìî àïðiîði. Íå îáî-

â'ÿçêîâî p0 + p1 = 1, àëå ¨õ ìîæíà íîðìóâàòè, i òîäi

P (H0) =
p0

p0 + p1
= q0, P (H1) =

p1
p0 + p1

= q1. (8.2)

Ó òàêîìó ðàçi êàæóòü ïðî ëiíiéíó ôóíêöiþ âòðàò. Âòðàòè ïðè ïîìèë-

êîâîìó ðiøåííi äîðiâíþþòü q0, ÿêùî ñïðàâåäëèâà îñíîâíà ãiïîòåçà H0, i

q1 = 1− q0, ÿêùî iñòèííà H1.

Çà óìîâè çàäàíèõ àïðiîðíèõ iìîâiðíîñòåé (8.2) iìîâiðíiñòü ïîìèëêè

êðèòåðiþ ðîçðàõîâóþòü çà ôîðìóëîþ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi:

P{δ ïîìèëÿ¹òüñÿ } =
1∑

i=0

P{δ1 ïîìèëÿ¹òüñÿ |Hi}P{Hi} =

= α(δ1)q0 + β(δ2)q1. (8.3)

Îçíà÷åííÿ. Êðèòåðié, ÿêèé ìiíiìiçó¹ éìîâiðíiñòü ïîìèëêè (8.3), íàçè-

âàþòü áà¹ñîâñüêèì, ùî âiäïîâiäà¹ àïðiîðíîìó ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé ãi-

ïîòåç (8.2). Ïîçíà÷àþòü: δbaiesq0,q1 .

Ñåðåä óñiõ ìîæëèâèõ êðèòåði¨â áà¹ñîâñüêèé ìà¹ íàéìåíøó "ñåðåäíüî-

âàãîâó" ïîìèëêó.

Ïðè ïîðiâíÿííi êðèòåði¨â ìîæëèâèé ùå òàêèé ïiäõiä: îäíó ç ïîìèëîê

ôiêñóþòü i ìiíiìiçóþòü iíøó. Ïîìèëêè ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó íåðiâíî-

ïðàâíi i çà îñíîâíó ãiïîòåçó ìè îáèðà¹ìî òó, äëÿ ÿêî¨ áàæàíîþ ¹ äîñèòü

ìàëà éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó. Òîìó, çàçâè÷àé, çàäàþòü äîñèòü

ìàëå çíà÷åííÿ ðiâíÿ çíà÷óùîñòi α = ε i ðîçãëÿäàþòü êëàñ êðèòåði¨â Kε,

ùî çàäoâîëüíÿþòü óìîâi

Kε = {δ | α(δ) ≤ ε}.
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Îçíà÷åííÿ. Êðèòåðié δ0 ∈ Kε íàçèâàþòü íàéáiëüø ïîòóæíèì êðè-

òåði¹ì (ÍÏÊ) ðiâíÿ ε, ÿêùî β(δ0) ≤ β(δ) äëÿ áóäü-ÿêîãî iíøîãî êðèòåðiþ

δ ∈ Kε. Ïîçíà÷àþòü: δíïê(ε) = δ0.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âñi îïòèìàëüíi êðèòåði¨ (ìiíiìàêñíi, áàé¹ñîâñüêi, íàé-

áiëüø ïîòóæíi) äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî ðîçïîäië ìîæíà ïîáóäóâàòè

íà îñíîâi ïðîñòîãî âèáîðó ñòàëèõ â äåÿêîìó óíiâåðñàëüíîìó êðèòåði¨ �

êðèòåði¨ âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi.

8.3. Êðèòåðié âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi

Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Pξ, âiäíîñíî ÿêîãî âèñóâà¹òüñÿ

îñíîâíà ãiïîòåçà

H0 : Pξ = P0 çà àëüòåðíàòèâè H1 : Pξ = P1,

äå P0, P1 � äåÿêi ðîçïîäiëè.

Äîìîâèìîñü, ùî P0 i P1 aáî îáèäâà äèñêðåòíi, àáî îáèäâà àáñîëþòíî

íåïåðåðâíi (ó âèïàäêó, êîëè îäèí ðîçïîäië äèñêðåòíèé, à iíøèé àáñîëþòíî

íåïåðåðâíèé, çàâæäè iñíó¹ êðèòåðié ç íóëüîâèìè éìîâiðíîñòÿìè ïîìèëîê,

äèâèñü çàäà÷ó 8.2).

Ïîáóäó¹ìî ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ðîçïîäiëiâ P0 òà P1:

L0(x) =
n∏

i=1

p0(xi), L1(x) =
n∏

i=1

p1(xi),

äå

pj(t) =

{
pj(t) � ùiëüíiñòü àáñîëþòíî íåïåðåðâíîãî ðîçïîäiëóPj ;

Pj{ξ = t} � iìîâiðíiñòü, ÿêùî Pj � äèñêðåòíèé, j = 0, 1.

Iäåþ ïîáóäîâè êðèòåðiþ âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïðîiëëþñòðó¹ìî

íà ïðèêëàäi 8.2, ùî ðîçãëÿäàâñÿ âèùå. À ñàìå, çà óìîâè, ùî x1 � âèáiðêà

îáñÿãó n = 1 ç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó Pξ = N(θ, 1) òðåáà ïåðåâiðèòè

ãiïîòåçó H0 : θ = 0 çà àëüòåðíàòèâè H1 : θ = 1.

Ëîãi÷íî âiäõèëèòè îñíîâíó ãiïîòåçó H0, ÿêùî x1 ≥ 1/2. Çàçíà÷èìî,

ùî ïðè x1 = 1/2 âèêîíó¹òüñÿ òî÷íà ðiâíiñòü äëÿ ùiëüíîñòåé: p1(1/2) =
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p0(1/2), à ïðè x > 1/2 � íåðiâíiñòü p1(x) > p0(x). Òîáòî òàì, äå p1(x) ≥
p0(x), ìè âiäõèëÿ¹ìî H0; ÿêùî æ íàâïàêè � âiäõèëÿ¹ìî H1. Êðèòè÷íà

îáëàñòü òàêîãî êðèòåðiþ ìà¹ âèãëÿä:

S =

{
x ∈ X ⊆ R :

p1(x)

p0(x)
≥ 1

}
. (8.4)

Ïîðiâíÿííÿ âiäíîøåííÿ p1(x)/p0(x) ç îäèíèöåþ äà¹ ðiâíî îäèí êðè-

òåðié ç ôiêñîâàíèì ðiâíåì çíà÷óùîñòi òà ïîòóæíiñòþ. ßêùî æ ìà¹ìî íà

ìåòi áóäóâàòè êðèòåði¨ ç íàïåðåä çàäàíèì ðiâíåì çíà÷óùîñòi α, òî â (8.4)

çàìiñòü îäèíèöi ðîçãëÿäàþòü âiëüíèé ïàðàìåòð c:

S =

{
x ∈ X ⊂ R :

p1(x)

p0(x)
≥ c

}
.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çiñòàâëÿþòü çi ñòàëîþ c ÷àñòêó âiäïîâiäíèõ ôóíê-

öié ïðàâäîïîäiáíîñòi.

Îçíà÷åííÿ. ×àñòêó L1(x)/L0(x) íàçèâàþòü âiäíîøåííÿì ïðàâäîïî-

äiáíîñòi.

Ðîçãëÿäàþòü òiëüêè òàêi çíà÷åííÿ x ∈ X, äëÿ ÿêèõ õî÷à á îäíà ç

ôóíêöié ïðàâäîïîäiáíîñòi íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Êðèòåðié ç êðèòè÷íîþ îáëàñòþ

S =

{
x ∈ X :

L1(x)

L0(x)
≥ c

}
(8.5)

íàçèâàþòü êðèòåði¹ì âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi i ïîçíà÷àþòü δc.

ßê çàçíà÷àëîñü, óñi îïòèìàëüíi êðèòåði¨ ïåðåâiðêè ãiïîòåç ïðî ðîçïî-

äië, îçíà÷åíi â ï. 8.2, ¹ êðèòåðiÿìè âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi. Ïðî òå

íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 8.1. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà îáñÿãó n ç íåâiäîìîãî ðîç-

ïîäiëó Pξ, âiäíîñíî ÿêîãî ôîðìóëþ¹òüñÿ ãiïîòåçà H0 : Pξ = P0 çà àëü-

òåðíàòèâè H1 : Pξ = P1. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

(i) ðîçïîäiëè P0 òà P1 àáî îáèäâà äèñêðåòíi, àáî îáèäâà àáñîëþòíî íå-

ïåðåðâíi;

(ii) P

{
L1(x)

L0(x)
= c |H1} = 0, ∀ c > 0.
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Òîäi êðèòåðié âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi δc ¹

1) ìiíiìàêñíèì êðèòåði¹ì ïðè òàêié ñòàëié c, ùî α(δc) = β(δc);

2) áà¹ñîâñüêèì ç àïðiîðíèìè éìîâiðíîñòÿìè q0 òà q1 = 1− q0, ÿêùî
c = q0/q1: δbaiesq0,q1 = δq0/q1 ;

3) ÍÏÊ ðiâíÿ ε, äå 0 < ε ≤ P{p2(x) > 0|H1}, ÿêùî ñòàëó c îáðàíî

òàê, ùî α(δc) = ε.

Òðåò¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè íàçèâàþòü ëåìîþ Íåéìàíà1-Ïiðñîíà.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 8.1.

Ïðèêëàä 8.3. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó

Pξ = N(θ, σ2), ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ θ ÿêîãî íåâiäîìå, à äèñïåðñiÿ σ2 âi-

äîìà. Ïîáóäó¹ìî ìiíiìàêñíèé, áàé¹ñîâñüêèé ç àïðiîðíèìè éìîâiðíîñòÿìè

q0 = 2/3, q1 = 1/3 òà íàéáiëüø ïîòóæíèé ðiâíÿ ε êðèòåði¨ äëÿ ïåðåâiðêè

ãiïîòåçè H0 : θ = a0 ïðîòè àëüòåðíàòèâè H1 : θ = a1 > a0.

Ðîçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi:

L1(x)

L0(x)
= exp

{
− 1

2σ2

(
n∑

i=1

(xi − a1)
2 − (xi − a0)

2

)}
=

= exp

{
a1 − a0
σ2

n∑
i=1

xi −
a21 − a20
2σ2

n

}
≥ c,

äå c � äåÿêà íåâiäîìà ñòàëà, ùî âèçíà÷à¹ êðèòè÷íó îáëàñòü øóêàíîãî

êðèòåðiþ. Çâiäñè ìà¹ìî:

n(a1 − a0)

σ2
x ≥ a21 − a20

2σ2
n+ ln c.

Òîáòî íåðiâíiñòü L1(x)/L0(x) ≥ c ðiâíîñèëüíà íàñòóïíié:

x ≥ a0 + a1
2

+
σ2 ln c

n(a1 − a0)
. (8.6)

Ðîçïîäië âèïàäêîâo¨ âåëè÷èíè x àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé, òîìó éìîâið-

íiñòü òî÷íî¨ ðiâíîñòi â (8.6) äîðiâíþ¹ íóëåâi. Òàêèì ÷èíîì, âèêîíóþòüñÿ

1Äæîí ôîí Íåéìàí (28.12.1903, Áóäàïåøò � 08.02.1957, Âàøèíãòîí) � ìåòåìàòèê,

iíôîðìàòèê, ôiçèê, åêîíîìiñò. Îäèí iç ðîçðîáíèêiâ ïðèíöèïó äi¨ êîìï'þòåðà, òåîði¨

iãîð òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ åêîíîìi÷íèõ çàäà÷.
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îáèäâi óìîâè òåîðåìè 8.1 i òåïåð çà ðàõóíîê âèáîðó ñòàëî¨ c îòðèìà¹ìî

ïîòðiáíi êðèòåði¨.

Ñïî÷àòêó ïîáóäó¹ìî áà¹ñîâñüêèé êðèòåðié δbaies2/3,1/3. Çà òåîðåìîþ 8.1,

öå êðèòåðié âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi

S =

{
x ∈ X : x ≥ a0 + a1

2
+

σ2 ln c

n(a1 − a0)

}
.

çi ñòàëîþ c = q0/q1 = 2. Òîáòî êðèòåðié δbaies2/3,1/3 õàðàêòåðèçó¹òüñÿ êðèòè-

÷íîþ îáëàñòþ

δbaies2/3,1/3 : S =

{
x ∈ X : x ≥ a0 + a1

2
+

σ2 ln 2

n(a1 − a0)

}
.

ßêùî æ ãiïîòåçè H0 òà H1 ðiâíîìîæëèâi, òîáòî q0 = q1 = 1/2, òî

δbaies1/2,1/2 : S =

{
x ∈ X : x ≥ a0 + a1

2

}
,

ÿê ó íàøèõ ìiðêóâàííÿõ ùîäî ïðèêëàäó 8.2.

Äëÿ òîãî ùîá ïîáóäóâàòè ìiíiìàêñíèé òà íàéáiëüø ïîòóæíèé êðèòåði¨,

çàïèøåìî íåðiâíiñòü (8.6) ó âèãëÿäi

x ≥ a0 + a1
2

+
σ2 ln c

n(a1 − a0)
= C.

äå c � íåâiäîìå, à, îòæå, íåâiäîìà i còàëà C. Çàçíà÷èìî, ùî C çàëåæèòü

âiä n. Òåïåð

α(δC) = P {x ≥ C|H0} = P

{
(x− a0)

√
n

σ
≥ C − a0

σ

√
n

}
=

= 1− F

(
C − a0
σ

√
n

)
,

à

β(δC) = P {x < C|H1} = P

{
(x− a1)

√
n

σ
<
C − a1
σ

√
n

}
=

= F

(
C − a1
σ

√
n

)
,

äå F � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ñòàíäàðòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.
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Çà óìîâè ôiêñîâàíîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi α = ε (áóäó¹ìî ÍÏÊ), ìà¹ìî:

α(δC) = 1− F

(
C − a0
σ

√
n

)
= ε,

çâiäêè
(C − a0)

σ

√
n = d1−ε,

äå d1−ε � êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî ðîçïîäiëó ðiâíÿ 1− ε i

C = a0 +
d1−ε√
n
σ.

Òåïåð êðèòåðié δíïê(ε) ïîâíiñòþ âèçíà÷åíèé:

δíïê(ε) : S =

{
x ∈ X : x ≥ a0 +

d1−ε√
n
σ

}
i éîãî ïîòóæíiòü íàñòóïíà:

β
(
δíïê(ε)

)
= F

(
d1−ε −

a1 − a0
σ

√
n

)
. (8.7)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ êðèòåðiþ δíïê(ε):

(i) çà ôiêñîâàíîãî 0 < ε < 1 çi çáiëüøåííÿì îáñÿãó âèáiðêè n iìîâiðíiñòü

ïîìèëêè äðóãîãî ðîäó çìåíøó¹òüñÿ;

(ii) ïîòóæíiñòü êðèòåðiþ çìåíøó¹òüñÿ i òîäi, êîëè ïðè ôiêñîâàíîìó n

çáiëüøóâàòè ðiâåíü ε, îñêiëüêè ïðè öüîìó 1− ε ↓ i d1−ε ↓ òàêîæ;
(iii) ïðè ôiêñîâàíîìó 0 < ε < 1 iìîâiðíiñòü ïîìèëêè äðóãîãî ðîäó, ìåíøî¨

çà β0, çàáåçïå÷ó¹ îáñÿã âèáiðêè

n ≥ (d1−ε − dβ0)
2
σ2

(a1 − a0)2
.

Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ ëàíöþæêîì íåðiâíîñòåé:

β
(
δíïê(ε)

)
= F

(
d1−ε −

a1 − a0
σ

√
n

)
≤ β0,

d1−ε −
a1 − a0
σ

√
n ≤ dβ0

, îñêiëüêè F ↗;

√
n ≥ (d1−ε − dβ0

)σ

a1 − a0
.
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Òåïåð ïîáóäó¹ìî δminmax. Êðèòåðié δc áóäå ìiíiìàêñíèì, çà òåîðåìîþ,

ÿêùî α(δc) = β(δc). Òîáòî

1− F

(
c− a0
σ

√
n

)
= F

(
c− a1
σ

√
n

)
= 1− F

(
a1 − c

σ

√
n

)
.

Çâiäñè c − a0 = a1 − c i c = (a0 + a1)/2. Îñòàòî÷íî, êðèòè÷íà îáëàñòü

ìiíiìàêñíîãî êðèòåðiþ ìà¹ âèãëÿä:

δminmax : S =

{
x ∈ X : x ≥ a0 + a1

2

}
.

8.4. Àñèìïòîòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè êðèòåði¨â

Êðèòè÷íà îáëàñòü êðèòåðiþ, ÿê ïðàâèëî, çàëåæèòü âiä îáñÿãó âèáiðêè n. Ó

çâ'ÿçêó ç ÷èì âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó éìîâiðíîñòåé

ïîìèëîê.

Îçíà÷åííÿ. Êðèòåðié δn = δ(x1, . . . , xn) íàçèâàþòü êðèòåði¹ì àñèìï-

òîòè÷íîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi ε, ÿêùî α(δn) → ε ïðè n→ ∞.

Êðèòåðié δn íàçèâàþòü ñïðîìîæíèì, ÿêùî β(δn) → 0, êîëè n→ ∞.

Íàïðèêëàä, êðèòåðié δíïê(ε) ç ïðèêëàäó 8.3 ¹ ñïðîìîæíèì. Äiéñíî,

çíàéäåíèé òàì êðèòåðié δíïê(ε) âèçíà÷à¹òüñÿ êðèòè÷íîþ îáëàñòþ

S =

{
x ∈ X : x ≥ a0 +

d1−ε√
n
σ

}
i ìà¹ çàäàíèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi ε (ÿê ÍÏÊ ðiâíÿ ε). Iìîâiðíiñòü ïîìèëêè

äðóãîãî ðîäó çíàéäåíà â (8.7) i

β
(
δíïê(ε)

)
= F

(
d1−ε −

a1 − a0
σ

√
n

)
→ 0 ïðè n→ ∞

(âðàõóâóâàëè âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó).

Ïðèêëàäîì ñïðîìîæíîãî êðèòåðiþ àñèìïòîòè÷íîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi

¹ êðèòåðié Ïiðñîíà. Áiëüø äåòàëüíî ïðî òå â íàñòóïíîìó ïóíêòi.

8.5. Õàðàêòåðèñòèêè êðèòåði¨â çãîäè

Êðèòåði¨ çãîäè, ÿê i êðèòåði¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi, ìàþòü îäèí i òîé ñàìèé

ïðèíöèï ïîáóäîâè, ÿêèé ìîæíà îïèñàòè çà òàêîþ ñõåìîþ.
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Çà îçíà÷åííÿì, êðèòåðié çãîäè ïåðåâiðÿ¹, ÷è óçãîäæó¹òüñÿ ðåàëiçàöiÿ

âèáiðêè (x1, . . . , xn) ç îñíîâíîþ ãiïîòåçîþ H0? Ùîá îòðèìàòè âiäïîâiäü

íà öå çàïèòàííÿ, ïiäáèðàþòü òåñòîâó ñòàòèñòèêó qn(x1, . . . , xn), ðîçïîäië

ÿêî¨ àáî âiäîìèé, àáî âiäîìà éîãî àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà. Òîäi êðèòè÷íó

îáëàñòü áóäóþòü çà âèçíà÷åíèì ðiâíåì çíà÷óùîñòi α íà îñíîâi êâàíòèëiâ

ðîçïîäiëó Pqn , ÿêèé çàçâè÷àé àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé, ÷è éîãî âåðõíiõ

ãðàíèöü.

Ñëîâà "âiäîìà àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà" ðîçïîäiëó Pqn îçíà÷àþòü:

1) çà óìîâè ïðàâäîïîäiáíîñòi îñíîâíî¨ ãiïîòåçè H0,

qn(x1, . . . , xn)
d

=⇒ η, êîëè n→ ∞ (8.8)

i η ìà¹ ïåâíèé âiäîìèé àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé ðîçïîäië;

2) ó âèïàäêó õèáíî¨ îñíîâíî¨ ãiïîòåçè H0,

|qn(x1, . . . , xn)|
P−→ +∞ ïðè n→ ∞. (8.9)

Òîäi äëÿ çàäàíîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi α çíàõîäÿòü ñòàëó c ç ðiâíÿííÿ

P{|η| ≥ c} = α. (8.10

Âî÷åâèäü, c = k1−α � (1 − α)-êâàíòèëü ðîçïîäiëó Pη i àñèìïòîòè÷íèé

êðèòåðié

δn(x1, . . . , xn) =

{
H0, ÿêùî |qn(x1, . . . , xn)| < k1−α,

H0, ÿêùî |qn(x1, . . . , xn)| ≥ k1−α.
(8.11

ìà¹ òàêó êðèòè÷íó îáëàñòü:

S = {(x1, . . . , xn) ∈ X : |qn(x1, . . . , xn)| ≥ k1−α} .

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî H0 ïðàâäèâà, òî ñòàòèñòèêà qn(x1, . . . , xn) çà âåëè-

êèõ îáñÿãiâ n ìà¹ ìàéæå ðîçïîäië Pη. Òîäi âîíà ïîâèííà ñåáå ïîâîäèòè ÿê

âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç òàêèì ðîçïîäiëîì. Àëå ñòàëà c = k1−α ïiäáèðàëàñü

òàê, ùîá iìîâiðíiñòü â (8.10) äîðiâíþâàëà ðiâíþ çíà÷óùîñòi. Òîìó, ÿêùî

íà ðåàëiçàöi¨ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |qn(x1, . . . , xn)| ≥ k1−α, òî ¹ ïiäñòàâè

ââàæàòè ãiïîòåçó H0 õèáíîþ ç iìîâiðíiñòþ ïîìèëèòèñÿ, ùî äîðiâíþ¹ α.
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Òåîðåìà 8.2. Êðèòåðié çãîäè, âèçíà÷åíèé â (8.11), ìà¹ àñèìïòîòè÷íèé

ðiâåíü çíà÷óùîñòi α i ¹ ñïðîìîæíèì.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà óìîâè ñïðàâåäëèâî¨ ãiïîòåçè H0 ìà¹ çáiæ-

íiñòü çà ðîçïîäiëîì (8.8), òî

α(δn) = P{|qn(x1, . . . , xn)| ≥ c|H0} → P{|η| ≥ c} = α, n→ ∞.

Òîáòî δn � êðèòåðié àñèìïòîòè÷íîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi α.

Ïåðåâiðèìî ñïðîìîæíiñòü. Ç óìîâè (8.9) âèïëèâà¹, ùî

∀ c > 0 P{|qn| < c} → 0, êîëè n→ ∞.

Àëå òîäi

β(δn) = P{|qn(x1, . . . , xn)| < c
∣∣ H0} → 0 ïðè n→ ∞ .

Çàóâàæåííÿ 8.2. ßêùî ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè qn(x1, . . . , xn)

ïðè ïîáóäîâi êðèòåðiþ çãîäè òî÷íî âiäîìèé, òî âiäïîâiäíèé êðèòåðié áóäå

ìàòè òî÷íèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi α.

8.6. Ôàêòè÷íî äîñÿæíèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi

Iñíó¹ òàêîæ òî÷êà çîðó ïðî òå, ùî ïðè ïåðåâiðöi ãiïîòåçè H0 íåìà¹ íåîá-

õiäíîñòi ïîïåðåäíüî çàäàâàòè ôiêñîâàíèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi. Êðàùå âè-

çíà÷èòè "ôàêòè÷íî äîñÿæíèé".

Íåõàé Sα � êðèòè÷íà îáëàñòü êðèòåðiþ ðiâíÿ çíà÷óùîñòi α. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî Sα2 ⊂ Sα1 ïðè α2 < α1 (ÿê ó êðèòåði¨ Ïiðñîíà).

Îçíà÷åííÿ. Ôàêòè÷íî äîñÿæíèì ðiâíåì çíà÷óùîñòi êðèòåðiþ íà

ðåàëiçàöi¨ (x1, . . . , xn) íàçèâàþòü âåëè÷èíó

α∗ = inf{α : x ∈ Sα}.

Ç îãëÿäó íà òå, íàñêiëüêè ìàëèì ¹ çíà÷åííÿ α∗, ãiïîòåçóH0 âiäõèëÿþòü

àáî íi.

Ñàìå ôàêòè÷íî äîñÿæíèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi ¹ ðåçóëüòàòîì ïåðåâiðêè

ãiïîòåç â áóäü-ÿêîìó ñòàòèñòè÷íîìó ïàêåòi.
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Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ:

1. ßêi âiäîìi ñïîñîáè ïîðiâíÿííÿ êðèòåði¨â? Ùî òàêå ïîòóæíiñòü êðè-

òåðiþ? ×îìó, çàãàëîì, íå âèõîäèòü îäíî÷àñíî ìiíiìiçóâàòè ðiâåíü çíà÷ó-

ùîñòi i ïîòóæíiñòü êðèòåðiþ?

2. Îõàðàêòåðèçóéòå ìiíiìàêñíi, áà¹ñîâñüêi òà íàéáiëüø ïîòóæíi êðè-

òåði¨ ÿê ñïîñîáè ïîðiâíÿííÿ êðèòåði¨â.

3. Ñôîðìóëþéòå îçíà÷åííÿ êðèòåðiþ âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi òà

òåîðåìó ïðî éîãî âëàñòèâîñòi.

4. ×îìó âàæëèâî çíàòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïîìèëîê ïåðøîãî òà

äðóãîãî ðîäó êðèòåðiþ?

5. ßêèé çàãàëüíèé ïðèíöèï ïîáóäîâè êðèòåði¨â çãîäè òà ÿêi ó íèõ

âëàñòèâîñòi?

6. Âiäïîâiäi íà ÿêi ïèòàííÿ ìîæíà îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ ôàêòè÷íî

äîñÿæíîãî ðiâíÿ çíà÷óùîñòi?

Âïðàâè òà çàäà÷i: 8.1. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó

N(0, θ2), θ > 0. Ïîáóäóâàòè ÍÏÊ ðiâíÿ ε äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè

H0 : θ = σ1 ïðîòè àëüòåðíàòèâè H1 : θ = σ2, σ1 < σ2.

8.2. Ïîáóäóâàòè êðèòåðié ïåðeâiðêè ãiïîòåç

H0 : Pξ = N(a, σ2) çà àëüòåðíàòèâè H1 : Pξ = Π(λ)

ç íóëüîâèìè éìîâiðíîñòÿìè ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó.

8.3. Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Pξ = B(m, θ), äå θ ìîæå

ïðèéìàòè çíà÷åííÿ 1/3 òà 2/3 ç àïðiîðíèìè éìîâiðíîñòÿìè 1/5 òà 4/5,

à ïàðàìåòð m âiäîìèé. Ïîáóäóâàòè áà¹ñîâñüêèé êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè

ãiïîòåç H0 : θ = a ïðîòè àëüòåðíàòèâè H1 : θ = a1, 0 < a < a1 < 1.
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�9. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè íîðìàëüíèõ

ðîçïîäiëiâ

9.1. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè íîðìàëüíèõ

ðîçïîäiëiâ

Íåõàé (x1, . . . , xn) -� âèáiðêà îáñÿãó n ç ðîçïîäiëó N(θ1, σ
2), äèñïåðñiÿ

ÿêîãî âiäîìà. Ó ïðèêëàäi 8.3 ðîçãëÿäàâñÿ êðèòåðié ïåðåâiðêè ãiïîòåçè

H0 : θ1 = a0 ïðîòè ïðîñòî¨ àëüòåðíàòèâi H1 : θ1 = a1 > a0.

Àëå äîñèòü ÷àñòî áiëüø ïðèéíÿòíîþ ¹ ñêëàäíà àëüòåðíàòèâà ïðî òå,

ùî θ1 ̸= a0, àáî θ1 > a0, ÷è θ1 < a0. Ïðîàíàëiçó¹ìî âèïàäîê äâîñòîðîííüî¨

àëüòåðíàòèâè H1 = H0 : θ1 ̸= a0, òîáòî ïîáóäó¹ìî êðèòåðié çãîäè, ÿêèé

áè çà îäíi¹þ ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè ç äàíîþ éìîâiðíiñòþ ïîìèëêè ïåðøî-

ãî ðîäó âèçíà÷àâ, ÷è óçãîäæóþòüñÿ ðåçóëüòàòè ñïîñòåðåæåíü ç îñíîâíîþ

ãiïîòåçîþ H0 : θ1 = a0.

ßê çàçâè÷àé äëÿ êðèòåði¨â çãîäè, ïiäáåðåìî íåîáõiäíó òåñòîâó ñòà-

òèñòèêó. Íàéêðàùîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà θ ¹ x. Ó ðàçi, êîëè ãiïîòåçà H0

ïðàâäèâà, âiäõèëåííÿ |x − a0| íàáóâàþòü ÿê çàâãîäíî ìàëèõ çíà÷åíü çi

çðîñòàííÿì îáñÿãó âèáiðêè n. ßêùî æ H0 -� õèáíà, òî xn çáiãà¹òüñÿ ì.ñ.

äî iíøîãî çíà÷åííÿ, âiäìiííîãî âiä a0, i âiäõèëåííÿ |x − a0|, âî÷åâèäü,
áóäóòü ñóòò¹âi.

Íîðìîâàíi âiäõèëåííÿ ìàþòü ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië, òîìó

ÿê òåñòîâó ñòàòèñòèêó îáåðåìî

qn(x1, . . . , xn) =
x− a0
σ

√
n ∈ N(0, 1).

Äàëi çàäàìî ðiâåíü çíà÷óùîñòi α i ç óìîâè P{|qn| > c} = α çíàéäåìî

ñòàëó c ÿê êâàíòèëü ðiâíÿ 1− α/2 ñòàíäàðòíîãî ðîçïîäiëó: c = d1−α/2.

Òàêèì ÷èíîì, êðèòè÷íà îáëàñòü øóêàíîãî êðèòåðiþ ìà¹ âèãëÿä:

S = {(x1, . . . , xn) ∈ X :
|x− a0|

σ

√
n > d1−α

2
}. (9.1)
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Êðèòè÷íà îáëàñòü êðèòåðiþ äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 : θ1 = a1 çà ñêëà-

äíî¨ ïðàâîñòîðîííüî¨ àëüòåðíàòèâè H1 : θ1 > a0 ó ðàçi âiäîìî¨ äèñïåðñi¨

ìà¹ âèãëÿä:

S = {(x1, . . . , xn) ∈ X :
x− a0
σ

√
n > d1−α} (9.2)

(ó äàíîìó âèïàäêó ïðèðîäíî ñêîðèñòàòèñÿ α-âåðõíüîþ ãðàíèöåþ ñòàíäàð-

òíîãî ðîçïîäiëó, àëå â äîäàòêàõ (òàáë. II), íàâåäåíi éîãî êâàíòèëi, òîìó â

ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi êâàíòèëü d1−α (äèâ. çàóâ. 8.1.)).

9.2. Ãiïîòåçè ïðî ñåðåäí¹ ïðè íåâiäîìié äèñïåðñi¨

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ òà æ çàäà÷à, ùî i â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi, àëå ó âèïàäêó

íåâiäîìî¨ äèñïåðñi¨: Pξ = N(θ1, θ
2
2).

Çà òåñòîâó ñòàòèñòèêó âiçüìåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

qn =
√
n
x− a0
s

, äå s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2

� âàðiàíñà. Ç'ÿñó¹ìî ðîçïîäië qn. Äëÿ öüîãî çàïèøåìî:

qn =

√
n(x− a0)

θ2
· θ2
s
,

äå η =
√
n(x− a0)/θ2 ∈ N(0, 1), à

θ2
s

=
1√

(n−1)s2

θ2
2

· 1
n−1

i (n − 1)s2/θ22 ∈ χ2(n − 1) çà ëåìîþ 5.1. Òîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà qn ∈
T (n− 1) ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.

Ïîáóäîâà êðèòè÷íèõ îáëàñòåé âiäáóâà¹òüñÿ òàê ÿê i â (9.1) òà (9.2), âiä-

ïîâiäíî, òiëüêè çàìiñòü êâàíòèëiâ ñòàíäàðòíîãî ðîçïîäiëó ïîòðiáíî âçÿòè

êâàíòèëi ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà.

9.3. Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨

Íåõàé (x1, . . . , xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó Pξ = N(θ1, θ
2
2), îáèäâà ïàðàìå-

òðè ÿêîãî íåâiäîìi. Çà âèáiðêîþ ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ãiïîòåçà H0 : θ2 = σ0 çà

ñêëàäíî¨ äâîñòîðîííüî¨ àëüòåðíàòèâè: H1 = H0 : θ2 ̸= σ0.
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Íåçàëåæíî âiä ãiïîòåç, âàðiàíñà ¹ íàéêðàùîþ îöiíêîþ íåâiäîìîãî ïà-

ðàìåòðà θ2. Òîìó, ÿêùî ãiïîòåçà H0 ñïðàâåäëèâà, âiäíîøåííÿ s2/σ2
0 ìàëî

âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä îäèíèöi. À ñàìå, ÿêùî θ22/σ
2
0 = 1, òî

M(s2/σ2
0) =M(s2/θ22) = 1

i, çà ëåìîþ 2.1,
s2

σ2
0

P−→ θ2
2

σ2
0

= 1.

ßêùî æ θ22/σ
2
0 ̸= 1, òî

M

(
s2

σ2
0

)
=
θ2

2

σ2
0

̸= 1 i
s2

σ2
0

P−→ θ2
2

σ2
0

̸= 1.

Òîìó çà òåñòîâó ñòàòèñòèêó áåðåìî qn = s2/σ2
0 i êðèòè÷íà îáëàñòü òàêîãî

êðèòåðiþ ìà¹ âèãëÿä

S =

{
x ∈ X : 0 <

s2

σ2
0

< c1 < 1 àáî
s2

σ2
0

> c2 > 1

}
.

Çàëèøà¹òüñÿ âèçíà÷èòèñü çi ñòàëèìè c1 òà c2.

Âèïàäêîâà âåëè÷èíà (n−1)s2/σ2
0 ìà¹ ðîçïîäië χ

2(n−1), òîìó íåîáõiäíi

ñòàëi ëåãêî çíàõîäèìî çà äîïîìîãîþ âåðõíiõ ãðàíèöü äàíîãî ðîçïîäiëó. Íà

çàäàíîìó ðiâíi çíà÷óùîñòi α ìà¹ìî:

c1 =
1

n− 1
χ2
1−α/2(n− 1), a c2 =

1

n− 1
χ2
α/2(n− 1).

Îñòàòî÷íî, ÿêùî íà ðåàëiçàöi¨ âèáiðêè

s2

σ2
0

/∈
(

1

n− 1
χ2
1−α/2(n− 1),

1

n− 1
χ2
α/2(n− 1)

)
,

òî îñíîâíà ãiïîòåçà âiäõèëÿ¹òüñÿ íà ðiâíi çíà÷óùîñòi α. Äëÿ âïðàâè ïðî-

ïîíó¹òüñÿ ïîáóäóâàòè êðèòåði¨ äëÿ îäíîñòîðîííiõ àëüòåðíàòèâ.

9.4. Êðèòåðié Ôiøåðà

Äîñèòü ÷àñòî â ïðàêòè÷íèõ çàäà÷àõ âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ïîðiâíÿòè äåÿêi

ãåíåðàëüíi ñóêóïíîñòi, ÿêi ìàþòü íîðìàëüíèé ðîçïîäië. Íàïðèêëàä, ÿêùî
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öiêàâèòü ðåçóëüòàòèâíiñòü íîâî¨ òåõíîëîãi¨ âèãîòîâëåííÿ ïåâíî¨ ïðîäóêöi¨,

àáî ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi ïiñëÿ íàâ÷àííÿ ïåðñîíàëó i ò.i.

Ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó, òðåáà çàáåçïå÷èòè äâi ðåïðåçåíòàòèâíi âè-

áiðêè ç âiäïîâiäíèõ ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé i ïîðiâíÿòè ¨õ ïàðàìåòðè

ðîçïîäiëó. Êàæóòü, ïåðåâiðèòè âèáiðêè íà îäíîðiäíiñòü.

Iíîäi äîñòàòíüî ïîðiâíÿòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ, àëå öþ çàäà÷ó ðîçâ'ÿçó¹

êðèòåðié Ñòüþäåíòà, ÿêèé ìè ðîçãëÿíåìî ó íàñòóïíîìó ïóíêòi. Äëÿ çà-

ñòîñóâàííÿ êðèòåðiþ Ñòüþäåíòà ïîòðiáíî çíàòè, ÷è ðiâíi âiäïîâiäíi äèñ-

ïåðñi¨. Òîìó ïî÷íåìî ç çàäà÷i ïðî ïîðiâíÿííÿ äèñïåðñié.

Íåõàé (x1, . . . , xn) i (y1, . . . , yn) -� äâi íåçàëåæíi âèáiðêè ç ðîçïîäiëiâ

N(θ1, θ
2
2) i N(θ3, θ

2
4), ïàðàìåòðè ÿêèõ íåâiäîìi. Òðåáà ïåðåâiðèòà îñíîâíó

ãiïîòåçó H0 : θ2 = θ4 çà ñêëàäíî¨ äâîñòîðîííüî¨ àëüòåðíàòèâè H1 = H0.

ßê çàçâè÷àé äëÿ êðèòåðiþ çãîäè, îáåðåìî òåñòîâó ñòàòèñòèêó. Íàéêðà-

ùèìè îöiíêàìè ïàðàìåòðiâ θ22 òà θ
2
4 ¹ âàðiàíñè s

2
x òà s2y, òîìó ðîçãëÿíåìî

ñòàòèñòèêó qn,m = s2x/s
2
y.

Òåîðåìà 9.1 (Ôiøåð). ßêùî (x1, . . . , xn) i (y1, . . . , yn) � äâi íåçàëåæ-

íi âèáiðêè ç ðîçïîäiëiâ N(θ1, θ
2
2) òà N(θ3, θ

2
4), ïàðàìåòðè ÿêèõ íåâiäîìi,

s2x i s2y � âèáiðêîâi âàðiàíñè i ñïðàâåäëèâà ãiïîòåçà H0 : θ2 = θ4, òî

âèïàäêîâà âåëè÷èíà s2x/s
2
y ìà¹ ðîçïîäië Ôiøåðà ç (n−1,m−1) ñòóïåíÿìè

ñâîáîäè.

Çà ëåìîþ 5.1, âiäíîøåííÿ

(n− 1)s2x
θ22

i
(m− 1)s2y

θ24

ìàþòü ðîçïîäiëè χ2(n− 1) òà χ2(m− 1), âiäïîâiäíî.

Àëå òîäi çà óìîâè ñïðàâåäëèâîñòi îñíîâíî¨ ãiïîòåçè H0 ìà¹ìî:

qn,m =
s2x
s2y

=
1

n−1χ
2(n− 1)

1
m−1χ

2(m− 1)
∈ Φ(n− 1,m− 1).

ßêùî ãiïîòåçà H0 ïðàâäèâà, òîáòî θ2/θ4 = 1, òî äëÿ áiëüøîñòi ðåàëi-

çàöié s2x/s
2
y ≈ 1. Îòæå, êðèòè÷íà îáëàñòü ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

S =

{
(x1, . . . , xn) ∈ X :

s2x
s2y

< c1 < 1 àáî
s2x
s2y

> c2 > 1

}
.
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Çàëèøà¹òüñÿ îáðàòè ñòàëi c1 òà c2, ùîá çàáåçïå÷èòè íåîáõiäíèé ðiâåíü

çíà÷óùîñòi α. Ç'ÿñó¹ìî öå ïèòàííÿ ìîâîþ âåðõíiõ α-ãðàíèöü ðîçïîäiëó

Ôiøåðà ç (n− 1,m− 1) ñòóïåíÿìè ñâîáîäè fα(n− 1,m− 1) :

c1 = f1−α/2(n− 1,m− 1), c2 = fα/2(n− 1,m− 1).

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ âåðõíiõ α-ãðàíèöü ðîçïîäiëó Ôiøåðà ñïðàâåäëèâå ñïiâ-

âiäíîøåííÿ

fα(n,m) =
1

f1−α(m,n)
. (9.3)

Äiéñíî, íåõàé f(n,m) ∈ Φ(n,m). Çà îçíà÷åííÿì âåðõíüî¨ ãðàíèöi f1−α(m,n)

i âëàñòèâîñòÿìè 1,2 ðîçïîäiëó Ôiøåðà (ï. 5.3), ìà¹ìî

1− α = P{f(n,m) ≥ f1−α(n,m)} =

= P

{
1

f(n,m)
≤ 1

f1−α(n,m)

}
= 1− P

{
f(m,n) ≥ 1

f1−α(n,m)

}
.

Çâiäñè

P

{
f(m,n) ≥ 1

f1−α(n,m)

}
= α,

ùî i îçíà÷à¹ (9.3).

Çàëèøà¹òüñÿ íàäàòè òî÷íå ôîðìóëþâàííÿ êðèòåðiþ Ôiøåðà.

Òåîðåìà 9.2 (Êðèòåðié Ôiøåðà). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåî-

ðåìè 9.1 i fα/2(n − 1,m − 1) -� êâàíòèëü ðiâíÿ α/2 ðîçïîäiëó Ôiøåðà ç

(n− 1,m− 1) ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.

Òîäi îñíîâíó ãiïîòåçó H0 : θ2 = θ4 âiäõèëÿþòü íà êîðèñòü àëüòåð-

íàòèâè H1 = H0, êîëè

s2x
s2y

/∈
(

1

fα/2(m− 1, n− 1)
, fα/2(n− 1,m− 1)

)
,

ç iìîâiðíiñòþ ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó, ùî äîðiâíþ¹ α.

Çàóâàæåííÿ 9.1. Ó âèïàäêó, êîëè s2x ñóòò¹âî áiëüøà çà s
2
y i, ìîæëèâî,

ç àïðiîðíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî çàäà÷ó, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ÿê àëüòåðíàòèâó

ðîçãëÿäàþòüH1 : θ1 > θ2. Òîäi îñíîâíó ãiïîòåçóH0 : θ1 = θ2 âiäõèëÿþòü,

êîëè
s2x
s2y

> fα(n− 1,m− 1)

ç éìîâiðíiñòþ ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó, ùî äîðiâíþ¹ α.
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9.5. Êðèòåðié Ñòüþäåíòà

Ó öüîìó ïóíêòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ êðèòåðié ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî ðiâíiñòü

ñåðåäíiõ çíà÷åíü äâîõ íåçàëåæíèõ íîðìàëüíèõ ðîçïîäiëiâ, ÿêèé íàëåæèòü

Âiëüÿìó Ãîññåòó. Âií ó 1908 ðîöi îïóáëiêóâàâ ñâié ðåçóëüòàò ó ñòàòòi æóð-

íàëó ¾Áiîìåòðèêà¿ ïiä ïðåâäîíiìîì Student. Çâiäñè íàçâà êðèòåðiþ òà

ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà. Âèáið ïñåâäîíiìà áóâ ïîâ'ÿçàíèé ç éîãî ðîáîòîþ,

ÿêà ïîòðåáóâàëà íåðîçãîëîøåííÿ êîìåðöiéíî¨ òà¹ìíèöi. Ãîññåò ïðàöþâàâ

íàä îöiíêîþ ÿêîñòi ïèâà â êîìïàíi¨ Ãiííåñ.

Íåõàé (x1, . . . , xn) i (y1, . . . , yn) � äâi íåçàëåæíi âèáiðêè ç ðîçïîäi-

ëiâ N(θ1, θ
2
2) òà N(θ3, θ

2
2), ïàðàìåòðè ÿêèõ íåâiäîìi, àëå âiäîìî, ùî äèñ-

ïåðñi¨ ðiâíi (íàïðèêëàä, çà êðèòåði¹ì Ôiøåðà). Ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ãiïîòåçà

H0 : θ1 = θ3 àáî, ùî òå ñàìå, (x1, . . . , xn) i (y1, . . . , yn) � âèáiðêè ç îäíî-

ãî é òîãî ñàìîãî ðîçïîäiëó. Àëüòåðíàòèâà ìîæå áóòè ñêëàäíîþ äâîñòî-

ðîííüîþ: H1 = H0 : θ1 ̸= θ3, àáî îäíîñòîðîííüîþ H1 : θ1 > θ3 ÷è

H1 : θ1 < θ3 çàëåæíî âiä çàäà÷i, ùî âèâ÷à¹òüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî ñêëàäíó äâîñòîðîííþ àëüòåðíàòèâó H1 = H0, òîáòî ïî-

áóäó¹ìî êðèòåðié çãîäè. Íåçàëåæíî âiä ãiïîòåç, íàéêðàùèìè îöiíêàìè

íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ θ1 òà θ3 ¹ x i y. Òîìó, êîëè ãiïîòåçà H0 ïðàâäèâà i

θ1 = θ3, çíà÷åííÿ x i y ïîâèííi ìàëî âiäðiçíÿòèñÿ. ßê òåñòîâó ñòàòèñòèêó

Ãîññåò çàïðîïîíóâàâ íîðìîâàíó ðiçíèöþ

qn,m =
x− y

s
√

(n+m)/nm
, äå s =

(n− 1)s2x + (m− 1)s2y
n+m− 2

. (9.4)

Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè qn,m âèçíà÷à¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 9.3 (Ãîññåò). Íåõàé (x1, . . . , xn) i (y1, . . . , yn) � äâi íåçàëåæ-

íi âèáiðêè ç ðîçïîäiëiâ N(θ1, θ
2
2) òà N(θ3, θ

2
2), ïàðàìåòðè ÿêèõ íåâiäîìi,

àëå âiäîìî, ùî äèñïåðñi¨ ðiâíi, x i y -� åìïiðè÷íi ñåðåäíi, a s2x òà s2y �

âàðiàíñè, ðîçðàõîâàíi çà ðåàëiçàöiÿìè, âiäïîâiäíî.

Òîäi çà óìîâè ñïðàâåäëèâîñòi îñíîâíî¨ ãiïîòåçè H0 : θ1 = θ3 ñòà-

òèñòèêà qn,m, âèçíà÷åíà â (9.4), ðîçïîäiëåíà çà çàêîíîì Ñòüþäåíòà

ç (n+m− 2) ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
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Îñêiëüêè êðèòè÷íà îáëàñòü øóêàíîãî êðèòåðiþ ìà¹ âèãëÿä:

S =

{
(x1, . . . , xn) ∈ X :

|x− y|
s
√
n+m

√
nm ≥ c

}
,

äå âåëè÷èíà s âèçíà÷åíà â (9.4), çàäàìî ðiâåíü çíà÷óùîñòi α i çíàéäåìî

íåîáõiäíó ñòàëó c. Äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè t(n+m− 2) ∈ T (n+m− 2)

ìà¹ìî:

α = P { |t(n+m− 2)| > c} = 2− 2Ft(c)

(âðàõóâàëè ñèìåòðè÷íiñòü ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà). Çâiäñè

2F (c) = 2− α ⇔ F (c) = 1− α/2

i òîäi c = t1−α/2(n+m−2) -� êâàíòèëü ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà ç (n+m−2)

ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.

Òåîðåìà 9.4(êðèòåðié Ñòüþäåíòà). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òå-

îðåìè 9.10 i t1−α/2(n+m− 2) -� êâàíòèëü ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà ç (n+

m− 2) ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.

Îñíîâíó ãiïîòåçó H0 : θ1 = θ3 âiäõèëÿþòü íà êîðèñòü àëüòåðíàòè-

âè H1 = H0, êîëè

|x− y|
s
√
n+m

√
nm ≥ t1−α

2
(n+m− 2)

ç iìîâiðíiñòþ ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó, ùî äîðiâíþ¹ α.

Çàóâàæåííÿ 9.2. Ó ðàçi, êîëè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ x ñóòò¹âî áiëüøå íiæ

y, àáî ç àïðiîðíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî çàäà÷ó, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, âèñóâàþòü

îäíîái÷íó àëüòåðíàòèâó. Íàïðèêëàä, H1 : θ1 > θ3.

Òîäi êðèòè÷íà îáëàñòü ðiâíÿ çíà÷óùîñòi α âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

S =

{
(x1, . . . , xn) ∈ X :

|x− y|
s
√
n+m

√
nm ≥ t1−α(n+m− 2)

}
(óñi ïîçíà÷åííÿ çáiãàþòüñÿ ç ïîçíà÷åííÿìè òåîðåìè 9.4).

Ïðèêëàä 9.1. Çà äâîìà ðåàëiçàöiÿìè íåçàëåæíèõ âèáiðîê îáñÿãàìè

n = 5 òà m = 6 ç íîðìàëüíèõ ðîçïîäiëiâ N(θ1, θ
2
2) òà N(θ3, θ

2
2), ïàðàìåò-

ðè ÿêèõ íåâiäîìi, ðîçðàõóâàëè ñåðåäíi âèáiðêîâi x = 3, 3, y = 2, 48 òà
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âèïðàâëåíi åìïiðè÷íi äèñïåðñi¨ s2x = 0, 25 òà s2y = 0, 108. Ïðè ðiâíi çíà÷ó-

ùîñòi α = 0, 05 ïåðåâiðèòè îñíîâíó ãiïîòåçó H0 : θ1 = θ3 çà àëüòåðíàòèâè

H1 = H0.

Âèïðàâëåíà âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ s2x ñóòò¹âî áiëüøà çà s2y. Ïåðåâiðèìî

ñïî÷àòêó ãiïîòåçó ïðî ðiâíiñòü äèñïåðñié:

H0 : θ2 = θ4 ïðîòè àëüòåðíàòèâè H1 = H0.

Ðîçðàõó¹ìî qn,m = 0, 25/0, 108 ≈ 2, 31.

Êðèòè÷íà îáëàñòü � ïðàâîñòîðîííÿ i ïðè α = 0, 05,

f0,05(4, 5) = 6, 3 > 2, 31.

Òàêèì ÷èíîì, âèáiðêîâi äàíi íå ïðîòèði÷àòü ãiïîòåçi ïðî ðiâíiñòü äèñ-

ïåðñié. Ìîæíà çàñòîñóâàòè êðèòåðié Ñòüþäåíòà äëÿ ïåðåâiðêè ðîçïîäiëiâ

íà îäíîðiäíiñòü. Ðîçãëÿíåìî

H0 : θ1 = θ3 çà àëüòåðíàòèâè H1 = H0.

Òåïåð, çà ôîðìóëàìè (9.4), qn,m = 0, 17, êðèòè÷íà îáëàñòü äâîñòîðîííÿ i

ïðè α = 0, 05, n = 5, m = 6

t1−0,05/2(9) = 2, 26 > 0, 17.

Çíà÷åííÿ òåñòîâî¨ ñòàòèñòèêè êðèòåðiþ Ñòüþäåíòà íà ðåàëiçàöiÿõ âè-

áîðîê (x1, . . . , xn) i (y1, . . . , yn) âèÿâèëîñü ìåíøèì, íiæ êðèòè÷íå çíà÷åí-

íÿ, òîáòî îñíîâíà ãiïîòåçà ïðî ðiâíiñòü ñåðåäíiõ íå âiäõèëÿ¹òüñÿ.

Óñi íàâåäåíi â öüîìó ïàðàãðàôi êðèòåði¨ ¹ òî÷íèìè (òî÷íîãî ðiâíÿ çíà-

÷óùîñòi α) òà ñïðîìîæíèìè, òîáòî íàéêðàùèìè. Ó âèïàäêó âèáiðîê iç

ñóêóïíîñòåé, ÿêi íå ìàþòü íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó, ¨õ òàêîæ ìîæíà çàñòî-

ñîâóâàòè ïðè âåëèêèõ îáñÿãàõ âèáiðîê, îñêiëüêè ñåðåäíi âèáiðêîâi x òà y

áóäü-ÿêèõ ãåíåðàëüíèõ ñóêóïíîñòåé ðîçïîäiëåíi àñèìïòîòè÷íî íîðìàëü-

íî.

Êîíòðîëüíi çàïèòàííÿ:

1. Ïðîàíàëiçóéòå, áóäü ëàñêà, ÷îìó êðèòåði¨ ïåðåâiðêè ãiïîòåç ïðî

ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó çà âiäîìîþ i íåâiäîìîþ

äèñïåðñiÿìè áóäóþòü íà îñíîâi ðiçíèõ ñòàòèñòèê?
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2. ×èì âiäðiçíÿ¹òüñÿ ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ â ï. 9.3

âiä êðèòåðiÿ Ôiøåðà?

3. ×è ìîæíà çàäà÷ó ï. 9.5 ðîçâ'ÿçàòè çà äîïîìîãîþ êðèòåðiþ Ïiðñîíà?

4. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ íà çàñòîñóâàííÿ êðèòåði¨â

Ôiøåðà òà Ñòüþäåíòà.

Âïðàâè òà çàäà÷i: 9.1. Ïðîàíàëiçóéòå, áóäü ëàñêà, çâ'ÿçîê ìiæ êðè-

òåðiÿìè ïåðåâiðêè ãiïîòåç ïðî ïàðàìåòðè íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó òà äî-

âið÷èìè iíòåðâàëàìè âiäïîâiäíèõ ïàðàìåòðiâ.

9.2. Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî çà óìîâ êðèòåðiþ Ñòüþäåíòà ãiïîòåçà H0 :

θ1 = θ3 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ (íàïðèêëàä, θ1 > θ3) òî

ξn,m =
x− y

s
√
n+m

√
nm =

(x− θ1)− (y − θ2)

s
√
n+m

√
nm+

+
θ1 − θ2

s
√
n+m

√
nm

P−→ ∞.

9.3. Ïîáóäóéòå êðèòåðié Ñòüþäåíòà çà ñêëàäíî¨ îäíîñòîðîííüî¨ àëü-

òåðíàòèâè H1 : θ1 > θ2.
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Òàáëèöÿ I

Êîåôiöi¹íòè àñèìåòði¨ A òà åêñöåñó E îñíîâíèõ ðîçïîäiëiâ

Ðîçïîäië À Å

Íîðìàëüíèé 0 0

Åêñïîòåíöiàëüíèé 2 6

Ìàêñâåëëà 0,06544 1,56997

Ðiâíîìiðíèé 0 1,2

Ëàïëàñà 1,12132 3

Ðåëåÿ 0,631 0,245

Òàáëèöÿ II

Êâàíòèëi ñòàíäàðòíîãî ðîçïîäiëó N(0, 1)

α d1−α
2

0,80 0,25

0,50 0,67

0,40 0,84

0,30 1,04

0,25 1,15

0,20 1,28

0,15 1,44

0,10 1,64

0,05 1,96

0,04 2,05

0,02 2,33

0,0100 2,58

0,0050 2,81

0,0020 3,09

0,0010 3,29

0,0001 3,89
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Òàáëèöÿ III
Êâàíòèëi t1−α/2(n) ðîçïîäiëiâ Ñòüþäåíòà T (n)

Còóïåíi Ðiâåíü çíà÷óùîñòi α

ñâîáîäè, n 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,005 0,001

1 3,08 6,31 12,71 31,82 63,66 127,32 636,62

2 1,89 2,92 4,30 6,97 9,93 14,09 31,60

3 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84 7,45 12,94

4 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60 5,60 8,61

5 1,48 2,02 2,57 3,37 4,03 4,47 6,86

6 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71 4,32 5,96

7 1,42 1,90 2,37 3,00 3,50 4,03 5,41

8 1,40 1,86 2,31 2,90 3,36 3,84 5,04

9 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25 3,69 4,78

10 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17 3,58 4,59

11 1,36 1,80 2,20 2,72 3,11 3,50 4,44

12 1,36 1,78 2,18 2,68 3,06 3,43 4,32

13 1,35 1,77 2,16 2,65 3,01 3,37 4,22

14 1,34 1,76 2,15 2,65 2,98 3,33 4,14

15 1,34 1,75 2,13 2,60 2,95 3,29 4,07

16 1,34 1,75 2,12 2,58 2,93 3,25 4,02

17 1,33 1,74 2,11 2,57 2,90 3,22 3,97

18 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88 3,20 3,92

19 1,33 1,73 2,09 2,54 2,86 3,17 3,88

20 1,33 1,73 2,09 2,53 2,85 3,15 3,85

21 1,32 1,72 2,08 2,52 2,83 3,14 3,82

22 1,32 1,72 2,07 2,51 2,82 3,12 3,79

23 1,32 1,71 2,07 2,50 2,81 3,10 3,77

24 1,32 1,71 2,06 2,49 2,80 3,09 3,75

25 1,32 1,71 2,06 2,48 2,79 3,08 3,73

26 1,32 1,71 2,06 2,48 2,78 3,07 3,71

27 1,31 1,70 2,05 2,47 2,77 3,06 3,69

28 1,31 1,70 2,05 2,47 2,76 3,05 3,67
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Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi III

Còóïåíi Ðiâåíü çíà÷óùîñòi α

ñâîáîäè, f 0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,005 0,001

29 1,31 1,70 2,04 2,46 2,76 3,04 3,66

30 1,31 1,70 2,04 2,46 2,75 3,03 3,65

40 1,30 1,68 2,02 2,42 2,70 2,97 3,55

60 1,30 1,67 2,00 2,39 2,66 2,91 3,46

120 1,29 1,66 1,98 2,36 2,62 2,86 3,37

∞ 1,28 1,64 1,96 2,33 2,58 2,81 3,29

Òàáëèöÿ IV
Ðîçâ'ÿçêè q = q(γ, n) iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü1 ðîçïîäiëiâ

χ(n− 1)

n Äîâið÷à éìîâiðíiñòü γ n Äîâið÷à éìîâiðíiñòü γ

0,95 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999

5 1,37 2,67 5,64 20 0,37 0,58 0,88

6 1,09 2,01 2,88 25 0,32 0,49 0,73

7 0,92 1,62 2,98 30 0,28 0,43 0,63

8 0,80 1,38 2,42 35 0,26 0,38 0,56

9 0,71 1,20 2,06 40 0,24 0,35 0,50

10 0,65 1,08 1,80 45 0,22 0,32 0,46

11 0,59 0,98 1,60 50 0,21 0,30 0,43

12 0,55 0,90 1,45 60 0,188 0,209 0,38

13 0,52 0,83 1,33 70 0,174 0,245 0,34

14 0,48 0,78 1,23 80 0,101 0,226 0,31

15 0,46 0,73 1,15 90 0,151 0,211 0,29

16 0,44 0,70 1,07 100 0,143 0,198 0,27

17 0,42 0,66 1,01 150 0,115 0,160 0,211

18 0,40 0,63 0,96 200 0,099 0,136 0,185

19 0,39 0,60 0,92 250 0,089 0,120 0,162

1äèâ. (5.7)
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Òàáëèöÿ V
Âåðõíi α-ãðàíèöi ðîçïîäiëiâ χ2(n)

Çíà÷åííÿ α

n 0,990 0,975 0,950 0,900 0,100 0,050 0,025 0,010

1 0,00 0,00 0,00 0,02 2,71 3,84 5,02 6,64

2 0,02 0,05 0,10 0,21 4,61 5,99 7,38 9,21

3 0,12 0,22 0,35 0,58 6,23 7,82 9,35 11,34

4 0,30 0,48 0,71 1,06 7,78 9,48 11,14 13,28

5 0,55 0,83 1,14 1,61 9,24 11,07 12,83 15,09

6 0,87 1,24 1,64 2,20 10,64 12,59 14,45 16,81

7 1,24 1,69 2,17 2,83 12,02 14,07 16,01 18,48

8 1,65 2,18 2,73 3,49 13,36 15,51 17,53 20,09

9 2,90 2,70 3,32 4,17 14,68 16,92 19,02 21,67

10 2,56 3,25 3,94 4,36 15,99 18,31 20,48 23,21

11 3,05 3,82 4,58 5,58 17,28 19,68 21,92 24,72

12 3,57 4,40 5,23 6,30 18,55 21,03 23,34 26,22

13 4,11 5,01 5,89 7,04 19,81 22,36 24,74 27,69

14 4,66 5,63 6,57 7,79 21,06 23,68 26,12 29,14

15 5,23 6,26 7,26 8,55 22,31 25,00 27,49 30,08

16 5,81 6,91 7,96 9,31 23,54 26,30 28,85 32,00

17 6,41 7,56 8,67 10,09 24,77 27,59 30,19 33,41

18 7,02 8,23 9,39 10,86 25,99 28,87 31,53 34,81

19 7,63 8,91 10,12 11,65 27,20 30,14 32,85 36,19

20 8,26 9,59 10,85 12,44 28,41 31,41 34,17 37,57

21 8,90 10,28 11,59 13,24 29,62 32,67 35,48 38,93

22 9,54 10,98 12,34 14,04 30,81 33,92 36,78 40,29

23 10,20 11,69 13,09 14,85 32,01 35,17 38,08 41,64

24 10,86 12,40 13,85 15,66 33,20 36,42 39,36 42,92

25 11,52 13,12 14,61 16,47 34,38 37,65 40,65 44,31

26 12,20 12,84 15,38 17,29 35,56 38,89 41,92 45,64

27 12,88 14,57 16,15 18,11 36,74 40,11 43,19 46,96

28 13,56 15,31 16,93 18,94 37,92 41,34 44,46 48,26
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Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi V

Çíà÷åííÿ α

n 0,990 0,975 0,950 0,900 0,100 0,050 0,025 0,010

29 14,26 16,05 17,71 19,77 39,09 42,56 45,72 49,59

30 14,95 16,79 18,49 20,60 40,26 43,77 46,98 50,89

40 22,16 24,43 26,51 29,05 51,80 55,76 59,34 63,69

50 29,71 32,36 34,76 37,69 63,17 67,50 71,42 76,15

60 37,48 40,48 43,19 46,46 74,40 79,08 83,30 88,38

70 45,44 48,76 51,74 55,33 85,53 90,53 95,02 100,4

80 53,54 57,15 60,39 64,28 96,58 101,9 106,6 112,3

90 61,75 65,65 69,13 73,29 107,6 113,1 118,1 124,1

100 70,06 74,22 77,93 82,36 118,5 124,3 129,6 135,8
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Òàáëèöÿ VI

Ðiâåíü çíà÷óùîñòi α = 0, 05

Âåðõíi α-ãðàíèöi ðîçïîäiëiâ Ôiøåðà F (n,m)

n

m 1 2 3 4 5 6 12 24 ∞
1 164,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 244,9 249,0 254,3

2 18,5 19,2 19,2 19,3 19,3 19,3 19,4 19,5 19,5

3 10,1 9,6 9,3 9,1 9,0 8,9 8,7 8,6 8,5

4 7,7 6,9 6,6 6,4 6,3 6,2 5,9 5,8 5,6

5 6,6 5,8 5,4 5,2 5,1 5,0 4,7 4,5 4,4

6 6,0 5,1 4,8 4,5 4,4 4,3 4,0 3,8 3,7

7 5,6 4,7 4,4 4,1 4,0 3,9 3,6 3,4 3,2

8 5,3 4,5 4,1 3,8 3,7 3,6 3,3 3,1 2,9

9 5,1 4,3 3,9 3,6 3,5 3,4 3,1 2,9 2,7

10 5,0 4,1 3,7 3,5 3,3 3,2 2,9 2,7 2,5

11 4,8 4,0 3,6 3,4 3,2 3,1 2,8 2,6 2,4

12 4,8 3,9 3,5 3,3 3,1 3,0 2,7 2,5 2,3

13 4,7 3,8 3,4 3,2 3,0 2,9 2,6 2,4 2,2

14 4,6 3,7 3,3 3,1 3,0 2,9 2,5 2,3 2,1

15 4,5 3,7 3,3 3,1 2,9 2,8 2,5 2,3 2,1

16 4,5 3,6 3,2 3,0 2,9 2,7 2,4 2,2 2,0

17 4,5 3,6 3,2 3,0 2,8 2,7 2,4 2,2 2,0

18 4,4 3,6 3,2 2,9 2,8 2,7 2,3 2,1 1,9

19 4,4 3,5 3,1 2,9 2,7 2,6 2,3 2,1 1,8

20 4,4 3,5 3,1 2,9 2,7 2,6 2,3 2,1 1,8

22 4,3 3,4 3,1 2,8 2,7 2,6 2,2 2,0 1,8

24 4,3 3,4 3,0 2,8 2,6 2,5 2,2 2,0 1,7
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Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi VI

Ðiâåíü çíà÷óùîñòi α = 0, 05

n

m 1 2 3 4 5 6 12 24 ∞
26 4,3 3,4 3,0 2,7 2,6 2,4 2,1 1,9 1,7

28 4,2 3,3 2,9 2,7 2,6 2,4 2,1 1,9 1,6

30 4,2 3,3 2,9 2,7 2,5 2,4 2,1 1,9 1,6

40 4,1 3,2 2,9 2,6 2,5 2,3 2,0 1,8 1,5

60 4,0 3,2 2,8 2,5 2,4 2,3 1,9 1,7 1,4

120 3,9 3,1 2,7 2,5 2,3 2,2 1,8 1,6 1,3

∞ 3,8 3,0 2,6 2,4 2,2 2,1 1,8 1,5 1,0

Ðiâåíü çíà÷óùîñòi α = 0, 01

n

m 1 2 3 4 5 6 12 24 ∞
2 98,5 99,0 99,2 99,3 99,3 99,4 99,4 99,5 99,5

3 34,1 30,8 29,5 28,7 28,2 27,9 27,1 26,6 26,1

4 21,2 18,0 16,7 16,0 15,5 15,2 14,4 13,9 13,5

5 16,3 13,3 12,1 11,4 11,0 10,7 9,9 9,5 9,0

6 13,70 10,9 9,8 9,2 8,8 8,5 7,7 7,3 6,9

7 12,3 9,6 8,5 7,9 7,5 7,2 6,5 6,1 5,7

8 11,3 8,7 7,6 7,0 6,6 6,4 5,7 5,3 4,9

9 10,6 8,0 7,0 6,4 6,1 5,8 5,1 4,7 4,3

10 10,0 7,6 6,6 6,0 5,6 5,4 4,7 4,3 3,9

11 9,7 7,2 6,2 5,7 5,3 5,1 4,4 4,0 3,6

12 9,3 6,9 6,9 5,4 5,1 4,8 4,2 3,8 3,4

13 9,1 6,7 5,7 5,2 4,9 4,6 4,0 3,6 3,2

14 8,9 6,5 5,6 5,0 4,7 4,5 3,8 3,4 3,0

15 8,7 6,4 5,4 4,9 4,6 4,3 3,7 3,3 2,9
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Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi VI

Ðiâåíü çíà÷óùîñòi α = 0, 01

n

m 1 2 3 4 5 6 12 24 ∞
16 8,5 6,2 5,3 4,8 4,4 4,2 3,6 3,2 2,8

17 8,4 6,1 5,2 4,7 4,3 4,1 3,5 3,1 2,7

18 8,3 6,0 5,1 4,6 4,3 4,0 3,4 3,0 2,6

19 8,2 5,9 5,0 4,5 4,2 3,9 3,3 3,0 2,4

20 8,1 5,9 4,9 4,4 4,1 3,9 3,2 2,9 2,4

22 7,9 5,7 4,8 4,3 4,0 3,8 3,1 2,9 2,3

24 7,8 5,6 4,7 4,2 3,9 3,7 3,0 2,8 2,2

26 7,7 5,5 4,6 4,1 3,8 3,6 3,0 2,7 2,1

28 7,6 5,5 4,6 4,1 3,8 3,5 2,9 2,6 2,1

30 7,6 5,4 4,5 4,0 3,7 3,5 2,8 2,5 2,0

40 7,3 5,3 4,3 3,8 3,5 3,3 2,7 2,5 1,8

60 7,1 5,0 4,1 3,7 3,3 3,1 2,5 2,3 1,8

120 6,9 4,8 4,0 3,5 3,2 3,0 2,3 2,1 1,4

∞ 6,6 4,6 3,8 3,3 3,0 2,8 2,2 2,0 1,0
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