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ВСТУП

У дипломнiй роботi розглянуто антиплоську задачу теорiї пружностi
для сегменту кiльця, що послаблений поздовжньою трiщиною. Сегмент
кiльця знаходиться пiд впливом механiчного навантаження. Така задача є
важливою модельною задачею, що може бути використана у рiзноманiтних
iнженерних розробках.

Дипломна робота складається зi вступу, постановки задачi, двох роз-
дiлiв, графiчних результатiв та висновкiв.

У першому роздiлi ми розглядаємо антиплоську задачу з дефетом, до
якої ми застосовуємо апарат iнтегральних перетворень. Далi ми розв’язуємо
отриману в результатi цього задачу у трансформантах, та будуємо розв’язок
неперервної частини задачi. Для iнтегрального перетворення ми використо-
вували табличнi значення.

У другому роздiлi ми використовуємо результати першого, та роз-
глядаємо розривну частину задачi, яка мiстить стрибок. Для побудови
розв’язку на цьому етапi ми будемо використовувати апарат функцiї Грина,
а також її розривнi властивостi. Пiсля використання оберненого iнтеграль-
ного перетворення та повернення у простiр оригiналiв ми отримаємо вираз
для функцiї перемiщення, який мiстить невiдому функцiю 𝜒(𝜙). Далi ми
знаходимо функцiю напруження, та формулюємо сiнгулярне iнтегральне
рiвняння. Методом розв’язання отриманного СIР визначено метод ортого-
нальних полiномiв, згiдно з яким невiдома функцiя стрибка розвивається у
ряд за полiномами Чебишева II роду.

У роздiлi з графiчними результатами присутнi графiки, побудованi
пiд час дослiдження поведiнки функцiї перемiщення, за умови вiдсутностi
трiщини. Використовуються результати першого роздiлу.
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РОЗДIЛ 1

ПОСТАНОВКА АНТИПЛОСЬКОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ

СЕКТОРА КРУГА

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑟
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑊

𝜕𝑟

)︂
+
𝜕2𝑊

𝜕𝜙2
= 0

𝑊 |𝜙=0 = 0, 𝑊 |𝜙=𝛼 = 0, 𝑎 < 𝑟 < 𝑏

𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑎 = 0, 𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑏 = 𝑝 (𝜙) , 0 < 𝜙 < 𝛼

⟨𝑊 (𝑐, 𝜙)⟩ = 𝑊 (𝑐− 0, 𝜙)−𝑊 (𝑐+ 0, 𝜙) = 𝜒 (𝜙) 𝑤0 < 𝜙 < 𝑤1,

⟨𝜏𝑟𝑧 (𝑐, 𝜙)⟩ = 𝜏𝑟𝑧 (𝑐− 0, 𝜙)− 𝜏𝑟𝑧 (𝑐+ 0, 𝜙) = 0 𝑟 = 𝑐,

(1.1)

Рис. 1.1. Постановка задачi

Розглядаємо антиплоську задачу для
сегменту кiльця (𝑎 < 𝑟 < 𝑏, 0 < 𝜙 < 𝛼)

з тонкою трiщиною (𝑟 = 𝑐, 𝑤0 < 𝜙 < 𝑤1).
Внутрiшня поверхня вiльна вiд навантажень
(𝑟 = 𝑎) та боковi сторони сегменту жорстко
закрiпленi (𝜙 = 0, 𝜙 = 𝛼), а на зовнiшню
сторону (𝑟 = 𝑏) дiє навантаження 𝑝(𝜙). На
трiщинi перемiщення зазнає стрибка, який
задається невiдомою функцiєю 𝜒 (𝜙). Необ-
хiдно знайти перемiщення та напруження в
серединi сегменту пiд впливом прикладенної
сили.

Додатково, перепишемо наше крайо-
вi умови та умови на трiщинi, що мiстять
напруження 𝜏𝑟𝑧 у термiнах перемiщень:

𝜕𝑊

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0,
𝜕𝑊

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

=
𝑝 (𝜙)

𝐺⟨
𝜕𝑊

𝜕𝑟
(𝑐, 𝜙)

⟩
=
𝜕𝑊

𝜕𝑟
(𝑐− 0, 𝜙)− 𝜕𝑊

𝜕𝑟
(𝑐+ 0, 𝜙) = 0
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РОЗДIЛ 2

НЕПЕРЕВНА ЗАДАЧА

Зведення до одномiрної задачi

Скористаємося перетворенням Фур’є за змiнною 𝜙. Для цього пред-
ставимо рiвняння у виглядi:

𝜕2𝑊

𝜕𝜙2
+ 𝑟2

𝜕2𝑊

𝜕𝑟2
+ 𝑟

𝜕𝑊

𝜕𝑟
= 0 (2.1)

Так як початковi умови задовольняють вимогам табличного[1] перетворення,
скористаємося скiнченним sin-перетворенням Фур’є:

𝑊𝛽 (𝑟) =

∫︁ 𝛼

0

𝑊 (𝑟,𝜙) sin 𝛽𝜙 𝑑𝜙 (2.2)

𝑊 (𝑟,𝜙) =
2

𝛼

∞∑︁
𝑘=1

𝑊𝛽 sin 𝛽𝜙, 𝛽 =
𝜋𝑘

𝛼
(2.3)

Помножимо обидвi частини рiвняння на sin 𝛽𝜙, та проiнтегруємо вiд 0 до 𝛼:∫︁ 𝛼

0

𝜕2𝑊

𝜕𝜙2
sin 𝛽𝜙 𝑑𝜙 = −𝛽2𝑊𝛽

𝑟2
∫︁ 𝛼

0

𝜕2𝑊

𝜕𝑟2
sin 𝛽𝜙 𝑑𝜙 = 𝑟2𝑊

′′

𝛽

𝑟

∫︁ 𝛼

0

𝜕𝑊

𝜕𝑟
sin 𝛽𝜙 𝑑𝜙 = 𝑟𝑊

′

𝛽∫︁ 𝛼

0

𝑝 (𝜙)

𝐺
sin 𝛽𝜙 𝑑𝜙 =

𝑝𝛽
𝐺

Таким самим чином застосовуємо перетворення i до крайових умов
на трiщинi:

⟨𝑊𝛽(𝑐)⟩ =
∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒 (𝜙) sin 𝛽𝜙 𝑑𝜙 = 𝜒𝛽⟨
𝑊

′

𝛽(𝑐)
⟩
= 0
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Розв’язання одновимiрної задачi

Отримуємо одновимiрну крайову задачу, рiвняння якої має вигляд
Ейлера. ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑟2𝑊
′′

𝛽 + 𝑟𝑊
′

𝛽 − 𝛽2𝑊𝛽 = 0

𝑊
′

𝛽

⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0, 𝑊
′

𝛽

⃒⃒
𝑟=𝑏

=
𝑝𝛽
𝐺

⟨𝑊𝛽 (𝑐)⟩ = 𝜒𝛽⟨︀
𝑊

′

𝛽 (𝑐)
⟩︀
= 0

(2.4)

Для подальшої роботи проведемо замiну Ейлера.

Замiна Ейлера

𝑟 = 𝑒𝑡 → 𝑡 = ln 𝑟 (2.5)

𝑈𝛽(𝑡) = 𝑊𝛽(𝑒
𝑡) (2.6)

𝑑𝑡

𝑑𝑟
=

1

𝑟
𝑊

′

𝛽 = 𝑈
′

𝛽 ·
𝑑𝑡

𝑑𝑟
=

1

𝑟
· 𝑈 ′

𝛽

𝑊
′

𝛽 = 𝑒−𝑡𝑈
′

𝛽

𝑊
′′

𝛽 = 𝑒−2𝑡
(︁
𝑈

′′

𝛽 − 𝑈
′

𝛽

)︁
Крайова задача приймає наступний вигляд:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈
′′

𝛽 − 𝛽2𝑈𝛽 = 0, ln 𝑎 < 𝑡 < ln 𝑏

𝑈
′

𝛽

⃒⃒
𝑡=ln 𝑎

= 0, 𝑈
′

𝛽

⃒⃒
𝑡=ln 𝑏

=
𝑝𝛽𝑒

𝑡

𝐺
⟨𝑈𝛽 (𝑐)⟩ = 𝜒𝛽⟨︀
𝑈

′

𝛽 (𝑐)
⟩︀
= 0

(2.7)
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Побудова розв’язку одновимiрної крайової задачi

Загальний розв’язок неперервної задачi може бути представлений у
виглядi:

𝑈𝛽 = 𝐶0𝑒
𝛽𝑡 + 𝐶1𝑒

−𝛽𝑡 (2.8)

𝑈
′

𝛽 = 𝛽𝐶0𝑒
𝛽𝑡 − 𝛽𝐶1𝑒

−𝛽𝑡 (2.9)

Знайдемо коефiцiєнти 𝐶0 i 𝐶1, пiдставивши загальний розв’язок у крайовi
умови:

𝑈
′

𝛽

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑎

= 𝛽𝐶0𝑒
𝛽 ln 𝑎 − 𝛽𝐶1𝑒

−𝛽 ln 𝑎 = 0

𝛽𝐶0𝑎
𝛽 − 𝛽𝐶1𝑎

−𝛽 = 0

𝐶1𝑎
−𝛽 = 𝐶0𝑎

𝛽

𝐶1 = 𝐶0𝑎
2𝛽

𝑈
′

𝛽

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑏

= 𝛽𝐶0𝑒
𝛽 ln 𝑏 − 𝛽𝐶0𝑎

2𝛽𝑒−𝛽 ln 𝑏 =
𝑝𝛽𝑒

ln 𝑏

𝐺

𝛽𝐶0𝑏
𝛽 − 𝛽𝐶0𝑎

2𝛽𝑏−𝛽 =
𝑝𝛽𝑏

𝐺

𝛽𝐶0𝑏
−𝛽
(︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︀
=
𝑝𝛽𝑏

𝐺

𝐶0 =
𝑝𝛽𝑏

𝛽+1

𝐺𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)
, 𝐶1 =

𝑝𝛽𝑏
𝛽+1𝑎2𝛽

𝐺𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

Тодi розв’язком неперервної задачi у просторi трансформант буде:

𝑈𝑛 =
𝑝𝛽𝑏

𝛽+1𝑒𝛽𝑡

𝐺𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)
+
𝑝𝛽𝑏

𝛽+1𝑎2𝛽𝑒−𝛽𝑡

𝐺𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

𝑈𝑛 =
𝑝𝛽
𝐺

(︃
𝑏𝛽+1

(︀
𝑒𝛽𝑡 + 𝑎2𝛽𝑒−𝛽𝑡

)︀
𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

)︃
(2.10)
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РОЗДIЛ 3

РОЗРИВНА ЗАДАЧА

Загальний вид розв’язку розривної задачi має вигляд:

𝑊𝑟(𝑟) =

∫︁ 𝛼

0

𝐺 (𝑟, 𝜉) 𝑓 (𝜉) 𝑑𝜉 +
1∑︁

𝑗=0

𝑋𝑗𝑊𝑗 (3.1)

Де: 𝐺 (𝑟, 𝜉) - це функцiя Грина

𝑓 (𝜉) - права частина крайової задачi

𝑋0 = 𝜒𝛽 𝑊0 = −𝑝(𝑐)𝐺0,1(𝑟,𝑐)

𝑋1 = 0 𝑊1 = 𝑝(𝑐)𝐺(𝑟,𝑐)

𝐺0,1(𝑟,𝜉) =
𝜕

𝜕𝜉
𝐺(𝑟, 𝜉) (3.2)

Побудова функцiї Грина

⎧⎨⎩𝑈
′′

𝛽 − 𝛽2𝑈𝛽 = 0, ln 𝑎 < 𝑡 < ln 𝑏

𝑈
′

𝛽

⃒⃒
𝑡=ln 𝑎

= 0, 𝑈
′

𝛽

⃒⃒
𝑡=ln 𝑏

=
𝑝𝛽𝑒

𝑡

𝐺

(3.3)

Загальний розв’язок:
𝑈𝑟(𝑡) = 𝐶0𝑒

𝛽𝑡 + 𝐶1𝑒
−𝛽𝑡

𝜙0 = 𝑒𝛽𝑡 𝜙1 = 𝑒−𝛽𝑡

𝜐0 = 𝑈
′

𝛽

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑎

𝜐1 = 𝑈
′

𝛽

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑏



9

Перевiрка умов на неособливiсть

𝑊 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝜙0 𝜙1

𝜙
′

0 𝜙
′

1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑒𝛽𝑡 𝑒−𝛽𝑡

𝛽𝑒𝛽𝑡 −𝛽𝑒−𝛽𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = −𝛽 − 𝛽 = −2𝛽 ̸= 0

Побудова ФБСР крайової задачi

𝜐0 [𝜙0] = 𝜙
′

0

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑎

= 𝛽𝑎𝛽 𝜐1 [𝜙0] = 𝜙
′

0

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑏

= 𝛽𝑏𝛽

𝜐0 [𝜙1] = 𝜙
′

1

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑎

= −𝛽𝑎−𝛽 𝜐1 [𝜙1] = 𝜙
′

1

⃒⃒⃒
𝑡=ln 𝑏

= −𝛽𝑏−𝛽

∆ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝜐0 [𝜙0] 𝜐1 [𝜙0]

𝜐0 [𝜙1] 𝜐1 [𝜙1]

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒=
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝛽𝑎𝛽 𝛽𝑏𝛽

−𝛽𝑎−𝛽 −𝛽𝑏−𝛽

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = −𝛽2𝑎𝛽𝑏−𝛽 + 𝛽2𝑎−𝛽𝑏𝛽 ̸= 0

𝜓0 :

⎧⎨⎩𝜓
′′

0 − 𝛽2𝜓0 = 0

𝜓
′

0

⃒⃒
ln 𝑎

= 1, 𝜓
′

0

⃒⃒
ln 𝑏

= 0

𝜓0 = 𝐶0𝑒
𝛽𝑡 + 𝐶1𝑒

−𝛽𝑡

𝜓
′

0 = 𝛽𝐶0𝑒
𝛽𝑡 − 𝛽𝐶1𝑒

−𝛽𝑡

𝜓
′

0

⃒⃒⃒
ln 𝑏

= 𝛽𝐶0𝑒
𝛽 ln 𝑏 − 𝛽𝐶1𝑒

−𝛽 ln 𝑏 = 0

𝐶1 = 𝐶0𝑏
2𝛽

𝜓
′

0

⃒⃒⃒
ln 𝑎

= 𝛽𝐶0𝑒
𝛽 ln 𝑎 − 𝛽𝐶0𝑏

2𝛽𝑒−𝛽 ln 𝑎 = 1

𝛽𝐶0𝑎
𝛽 − 𝛽𝐶0𝑏

2𝛽𝑎−𝛽 = 1

𝛽𝐶0𝑎
−𝛽
(︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

)︀
= 1

𝐶0 =
𝑎𝛽

𝛽 (𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽)
, 𝐶1 =

𝑎𝛽𝑏2𝛽

𝛽 (𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽)
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𝜓0 =
𝑎𝛽𝑒𝛽𝑡 + 𝑎𝛽𝑏2𝛽𝑒−𝛽𝑡

𝛽 (𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽)
=
𝑎𝛽𝑒−𝛽𝑡

(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑏2𝛽

)︀
𝛽 (𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽)

(3.4)

𝜓1 :

⎧⎨⎩𝜓
′′

1 − 𝛽2𝜓1 = 0

𝜓
′

1

⃒⃒
ln 𝑎

= 0, 𝜓
′

1

⃒⃒
ln 𝑏

= 1

𝜓1 = 𝐶0𝑒
𝛽𝑡 + 𝐶1𝑒

−𝛽𝑡

𝜓
′

1 = 𝛽𝐶0𝑒
𝛽𝑡 − 𝛽𝐶1𝑒

−𝛽𝑡

𝜓
′

1

⃒⃒⃒
ln 𝑎

= 𝛽𝐶0𝑒
𝛽 ln 𝑎 − 𝛽𝐶1𝑒

−𝛽 ln 𝑎 = 0

𝐶1 = 𝐶0𝑎
2𝛽

𝜓
′

1

⃒⃒⃒
ln 𝑏

= 𝛽𝐶0𝑒
𝛽 ln 𝑏 − 𝛽𝐶0𝑎

2𝛽𝑒−𝛽 ln 𝑏 = 1

𝛽𝐶0𝑏
−𝛽
(︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︀
= 1

𝐶0 =
𝑏𝛽

𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)
, 𝐶1 =

𝑏𝛽𝑎2𝛽

𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

𝜓1 =
𝑏𝛽𝑒𝛽𝑡 + 𝑏𝛽𝑎2𝛽𝑒−𝛽𝑡

𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)
=
𝑏𝛽𝑒−𝛽𝑡

(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑎2𝛽

)︀
𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

(3.5)

Фундаментальна функцiя i функцiя Грина

Запишемо фундаментальну функцiю для нашої задачi - вона має
табличний вигляд[1]:

𝑊
′′ − 𝛽𝑊 = 𝑓 Φ(𝑡, 𝜉) = − 1

2𝛽
𝑒−𝛽|𝑡−𝜉|

𝜕Φ

𝜕𝑡
(𝑡, 𝜉) =

1

2
𝑒−𝛽|𝑡−𝜉| sgn(𝑡− 𝜉)

Запишем функцiю Грина

𝐺(𝑡, 𝜉) = Φ(𝑡, 𝜉)−
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜓𝑖(𝑡)𝜐𝑖 [Φ(𝑡, 𝜉)] (3.6)
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𝜐0 [Φ] = Φ
′
⃒⃒⃒
ln 𝑎

= −1

2
𝑒−𝛽| ln 𝑎−𝜉|

𝜐1 [Φ] = Φ
′
⃒⃒⃒
ln 𝑏

=
1

2
𝑒−𝛽| ln 𝑏−𝜉|

𝐺(𝑡, 𝜉) = − 1

2𝛽
𝑒−𝛽|𝑡−𝜉|+

𝑒−𝛽| ln 𝑎−𝜉|𝑎𝛽𝑒−𝛽𝑡
(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑏2𝛽

)︀
2𝛽 (𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽)

−
𝑒−𝛽| ln 𝑏−𝜉|𝑏𝛽𝑒−𝛽𝑡

(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑎2𝛽

)︀
2𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

Побудова розв’язку розривної крайової задачi

Скористаємося формулою 3.2

𝜕𝐺

𝜕𝜉
= −𝑒

−𝛽|𝑡−𝜉|

2
sgn(𝑡−𝜉)−

𝑒−𝛽| ln 𝑎−𝜉|𝑎𝛽𝑒−𝛽𝑡
(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑏2𝛽

)︀
2 (𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽)

−
𝑒−𝛽| ln 𝑏−𝜉|𝑏𝛽𝑒−𝛽𝑡

(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑎2𝛽

)︀
2 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

Тодi розривний розв’яхок має наступний вигляд:

𝑈𝑟 = −𝜒𝛽

2

(︃
𝑒−𝛽|𝑡−ln 𝑐| sgn(𝑡− ln 𝑐) +

𝑒−𝛽| ln 𝑎−ln 𝑐|𝑎𝛽𝑒−𝛽𝑡
(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+

+
𝑒−𝛽| ln 𝑏−ln 𝑐|𝑏𝛽𝑒−𝛽𝑡

(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︃

Обернене перетворення

Повернемося до змiнної 𝑟 2.5

𝑈𝛽 = 𝑈𝑛 + 𝑈𝑟 =
𝑝𝛽
𝐺

(︃
𝑏𝛽+1

(︀
𝑒𝛽𝑡 + 𝑎2𝛽𝑒−𝛽𝑡

)︀
𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

)︃
− 𝜒𝛽

2

(︁
𝑒−𝛽|𝑡−ln 𝑐| sgn(𝑡− 𝑐) +

+
𝑒−𝛽| ln 𝑎−ln 𝑐|𝑎𝛽𝑒−𝛽𝑡

(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+
𝑒−𝛽| ln 𝑏−ln 𝑐|𝑏𝛽𝑒−𝛽𝑡

(︀
𝑒2𝛽𝑡 + 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︃
Повертаємося до змiнної 𝑡 = ln 𝑟, 𝑈𝛽 = 𝑊𝛽 та отримуємо розв’язок крайової
задачi у просторi трансформант:

𝑊𝛽 =
𝑝𝛽
𝐺

(︃
𝑏𝛽+1

(︀
𝑟𝛽 + 𝑎2𝛽𝑟−𝛽

)︀
𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

)︃
− 𝜒𝛽

2

(︁
𝑒−𝛽| ln 𝑟−ln 𝑐| sgn(ln 𝑟 − ln 𝑐) +
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+
𝑒−𝛽(ln 𝑐−ln 𝑎)𝑎𝛽𝑟−𝛽

(︀
𝑟2𝛽 + 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+
𝑒−𝛽(ln 𝑏−ln 𝑐)𝑏𝛽𝑟−𝛽

(︀
𝑟2𝛽 + 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︃

𝑝𝛽 =

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉, 𝛽 =
𝜋𝑘

𝛼

𝜒𝛽 =

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉

Повернемося до простору оригiналiв, використовуючи формулу 2.3. Функцiя
перемiщення вихiдної крайової задачi має наступний вигляд:

𝑊 =
2

𝛼

∞∑︁
𝑘=0

(︂
1

𝐺

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉 ·Ψ0 −
1

2

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉 ·Ψ1

)︂
sin 𝛽𝜙

(3.7)

де Ψ0 =
𝑏𝛽+1

(︀
𝑟𝛽 + 𝑎2𝛽𝑟−𝛽

)︀
𝛽 (𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽)

,

Ψ1 =𝑒
−𝛽| ln 𝑟−ln 𝑐| sgn(ln 𝑟 − ln 𝑐) +

𝑒−𝛽(ln 𝑐−ln 𝑎)𝑎𝛽𝑟−𝛽
(︀
𝑟2𝛽 + 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+

+
𝑒−𝛽(ln 𝑏−ln 𝑐)𝑏𝛽𝑟−𝛽

(︀
𝑟2𝛽 + 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

Зведення до сингулярного iнтегрального рiвняння

Отримали вираз для функцiї перемiщення, що мiстить невiдому фун-
кцiю 𝜒(𝜉). Для її знаходження[3] скористаємося тим, що трiщина вiльна вiд
навантажень.

𝜕𝑊

𝜕𝑟
=

2

𝛼

∞∑︁
𝑘=0

(︂
1

𝐺

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉 ·Ψ′

0 −
1

2

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉 ·Ψ′

1

)︂
sin 𝛽𝜙

де Ψ
′

0 =
𝑏𝛽+1𝑟−𝛽−1

(︀
𝑟2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

,

Ψ
′

1 =− −𝛽𝑒−𝛽| ln 𝑟−𝑐|

𝑟
+
𝑒−𝛽| ln 𝑎−𝑐|𝑎𝛽𝛽𝑟−𝛽−1

(︀
𝑟2𝛽 − 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+

+
𝑒−𝛽| ln 𝑏−𝑐|𝑏𝛽𝛽𝑟−𝛽−1

(︀
𝑟2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽
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𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑐−0 = 0

𝜏𝑟𝑧|𝑟=𝑐−0 =
2𝐺

𝛼

∞∑︁
𝑘=0

(︂
1

𝐺

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉 ·Ψ′

0 −
1

2

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉 ·Ψ′

1

)︂
sin 𝛽𝜙 = 0

Отримуємо наступне сингулярне iнтегральне рiвняння:

2𝐺

𝛼

∞∑︁
𝑘=0

−1

2

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉 ·Ψ′

1 sin 𝛽𝜙 = −2𝐺

𝛼

∞∑︁
𝑘=0

1

𝐺

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉 ·Ψ′

0 sin 𝛽𝜙

𝐺

𝛼

∞∑︁
𝑘=0

∫︁ 𝑤1

𝑤0

𝜒(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉·(︃
𝛽

𝑐
+
𝑒−𝛽(ln 𝑐−ln 𝑎)𝑎𝛽𝛽𝑐−𝛽−1

(︀
𝑐2𝛽 − 𝑏2𝛽

)︀
𝑎2𝛽 − 𝑏2𝛽

+
𝑒−𝛽(ln 𝑏−ln 𝑐)𝑏𝛽𝛽𝑐−𝛽−1

(︀
𝑐2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︃
sin 𝛽𝜙 =

=
2

𝛼

∞∑︁
𝑘=0

∫︁ 𝛼

0

𝑝(𝜉) sin 𝛽𝜉 𝑑𝜉 ·

(︃
𝑏𝛽+1𝑐−𝛽−1

(︀
𝑐2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︀
𝑏2𝛽 − 𝑎2𝛽

)︃
sin 𝛽𝜙

Зробимо замiну змiнних: 𝑤0 → −1

𝑤1 → 1

Сингулярне iнтегральне рiвняння буде розв’язуватись у подальшому методом ортогональних полiномiв[4],
згiдно з яким невiдома функцiя 𝜒(𝜉) розвивається у ряд за полiномами
Чебишева II роду:

𝜒(𝜉) =
√︀

1− 𝜉2
∞∑︁
𝑛=0

𝜒𝑛𝑈𝑛(𝜉) (3.8)
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РОЗДIЛ 4

ГРАФIЧНI РЕЗУЛЬТАТИ

Розглянемо графiки, отриманi у результатi дослiдження перемiщення
та напруження при змiнi крайових умов. Вважаємо що стрибок перемiщення
у всiх випадках дорiвнює 0.

Експеримент 1. Перемiщення 𝑊, якщо(𝑎 = 5, 𝑏 = 15, 𝐺 = 79.3, 𝛼 = 𝜋)

Рис. 4.1. p(𝜙) = 1
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Рис. 4.2. p(𝜙) = 𝜙2

Отримуємо тривимiрний графiк перемiщення, який змiнюється пiд
впливом прикладенної напруги. Можно побачити, що перемiщення збiльшує-
ться к зовнiшньому краю сегменту. Форма сегменту змiнюється в залежностi
вiд виду напруги, прикладенної до сегменту.

Експеримент 2. Перемiщення 𝑊, якщо(𝑎 = 5, 𝑏 = 15, 𝐺 = 79.3, 𝛼 = 𝜋)

Рис. 4.3. p(𝜙) = 1

Рис. 4.4. p(𝜙) = 𝜙2

Було дослiджено як перемiщення змiнюється при рiзних значеннях
кута сегменту. Можно побачити як виконуються крайовi умови при 𝜙 = 0

та 𝜙 = 𝜋 - 𝑊 = 0. Зауважимо, що перемiщення збiльшується при набли-
женнi до зовнiшнього краю (𝑟 = 𝑏) та напрямку напруги 𝑝(𝜙), а також при
збiльшеннi кута.
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Експеримент 3. Перемiщення 𝑊, якщо(𝑎 = 5, 𝑏 = 15, 𝐺 = 79.3, 𝛼 = 𝜋)

Рис. 4.5. p(𝜙) = 1

Рис. 4.6. p(𝜙) = 𝜙2

Розглянемо змiну 𝑊 при рiзних значеннях всерединi сегменту. Графiк
задовольняє крайовим умовам (𝑊 = 0, 𝑟 = 𝑎, 𝑏). Форма, яку приймає
графiки нагадує форму отриману у випадку 1. Так само, перемiщення
збiльшується з радiусом.
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Експеримент 4. Перемiщення
𝑊, якщо(𝑎 = 5, 𝑏 = [6, 8, 10, 12, 15], 𝐺 = 79.3, 𝛼 = 𝜋)

Рис. 4.7. p(𝜙) = 1

Рис. 4.8. p(𝜙) = 𝜙2

Можно зробити висновки, що на перемiщення у серединi сегменту
впливає ширина сегменту - чим менше b, тим бiльше перемiщення.
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Експеримент 5. Напруження 𝜏𝑟𝑧, якщо(𝑎 = 5, 𝑏 = 15, 𝐺 = 79.3, 𝛼 = 𝜋)

Рис. 4.9. p(𝜙) = 1

Рис. 4.10. p(𝜙) = 𝜙2

Розглянемо як змiнюється навантаження при рiзних значення кута 𝜙.
Виконуються крайовi умови якщо 𝜙 = 0 або 𝜙 = 𝜋

Експеримент 6. Напруження
𝜏𝑟𝑧, якщо(𝑎 = 5, 𝑏 = 15, 𝐺 = 79.3, 𝛼 = 𝜋, 5 < 𝑟 < 15)



19

Рис. 4.11. p(𝜙) = 1

Рис. 4.12. p(𝜙) = 𝜙2

Побудуємо графiки напруження на сторонах та в серединi сегменту.

Експеримент 7. Напруження
𝜏𝑟𝑧, якщо(𝑎 = 5, 𝑏 = [6, 8, 10, 12, 15], 𝐺 = 79.3, 𝛼 = 𝜋, 5 < 𝑟 < 15)
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Рис. 4.13. p(𝜙) = 1

Рис. 4.14. p(𝜙) = 𝜙2

Дослiдимо залежнiсть напруження вiд ширини сегменту кiльця. Для
цього побудуємо графiки, де значення змiнної 𝑟 = 𝑎+𝑏

2 . Можемо зробити ви-
сновок, що напруження тим бiльше, чим ширше сегмент - що є протилежним
до експерименту 4.

Таким чином ми дослiдили залежнiсть основних функцiй вiд змiнних,
та побудували графiки, iлюструючи нашi експерименти.
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ВИСНОВКИ

Проаналiзовано антиплоську задачу теорiї пружностi для сегменту
кiльця з поздовжньою трiщиною. Отримано формули для перемiщення та
напружень, що мiстять невiдому функцiю стрибка перемiщень на трiщинi.
Сформульовано сингулярне iнтегральне рiвняння для знаходження цiєї
невiдомої функцiї. Дане сингулярне iнтегральне рiвняння буде розв’язано у
подальшому методом ортогональних полiномiв.
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