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Аннотация: Рассматриваются системы дискретных уравнений с переменным запазды-
ванием и соответствующие задачи управления и оптимального управления. Для нахож-
дения решений указанных задач используется метод усреднения при условии, что пра-
вые части уравнений являются периодическими функциями по дискретному времени. 
Предлагается схема построения асимптотического или асимптотически оптимального 
управления в исходной задаче, если известно соответствующее управление в усреднен-
ной задаче. Формулируются условия, при которых решения исходной и усредненной за-
дач близки на асимптотически большом промежутке дискретного времени. 

 
 

1. Введение 
 

Динамические процессы, происходящие в окружающем мире и представляющие 
интерес для исследования, далеко не всегда моделируются при помощи непрерывно 
меняющегося времени и других характеристик системы. Измерение различных пара-
метров, определяющих динамику системы, с определенным временным интервалом, 
учет импульсных воздействий на систему, влияющих на поведение системы, приводят 
к моделированию дискретных процессов. Для их описания используются системы дис-
кретных уравнений. 

Если при моделировании динамических процессов учитываются управляющие воз-
действия на систему, то получается задача управления. Если при этом задается крите-
рий качества, регулирующий выбор наилучшего управления, то получается задача оп-
тимального управления. Реакция изучаемой системы на некоторые воздействия, в том 
числе и управляющие, может носить запаздывающий характер. Для описания таких 
процессов используются системы дискретных уравнений с запаздыванием. 

Применение метода усреднения к системам дискретных уравнений известно давно. 
Так, в работе [1] доказана первая теорема Н.Н. Боголюбова для конечно-разностных 
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уравнений, а в работе [2] – вторая теорема Н.Н. Боголюбова для систем разностных 
уравнений. Однако, в этих работах присутствует требование непрерывности функций, 
находящихся в правых частях уравнений. Более общая схема усреднения систем дис-
кретных уравнений стандартного вида и соответствующих задач управления и опти-
мального управления приведена в работе [3]. Применение метода усреднения к систе-
мам дискретных уравнений с быстрыми и медленными переменными и соответствую-
щих задач управления и оптимального управления проиллюстрировано в работах [4, 5]. 
Применение метода усреднения к системам дискретных уравнений с постоянным за-
паздыванием и соответствующих задач управления и оптимального управления пока-
зано в работах [6, 7]. Все приведенные работы не содержат требования непрерывности 
функций в правых частях дискретных уравнений. 

Данная работа посвящена применению метода усреднения для исследования сис-
тем дискретных уравнений с переменным запаздыванием. При этом так же рассматри-
ваются соответствующие задачи управления и оптимального управления. 

 
 

2. Усреднение систем дискретных уравнений с переменным 
запаздыванием 

 
Рассмотрим систему дискретных уравнений с переменным запаздыванием вида 

(1)   isiii xxifxx ,,1   , 0
0 xx  , 

где n
i RDx   – текущее состояние системы, 0  – малый параметр,   isi xxif ,,  – 

заданная вектор-функция,  NIi ...,,2,1,0 ,  1 LEN , constL  ,  aE  – целая 

часть числа a , непрерывная или дискретная функция    iis ...,,2,1,0  определяет мо-
мент дискретного времени влияния переменного запаздывания на текущее состояние. 

Пусть в системе (1) функция   isi xxif ,,  является периодической по i  с периодом 

p , то есть для любого Ii  выполняется равенство 

      isiisi xxifxxpif ,,,,  , 

тогда проведем усреднение функции по формуле 

(2)    



p

j

jf
p

f
1

2121
0 ,,

1
,  . 

Системе (1) поставим в соответствие усредненную задачу вида 

(3)    0
001 ,, xyyyfyy isiii   . 

и исследуем вопрос о близости решений систем (1) и (3) на асимптотически большом 
промежутке дискретного времени. 

Теорема 1. Пусть в области  DxIiQ i  ;  выполнены условия: 

 функция  21,, if  равномерно ограничена константой M  и удовлетворяет усло-

вию Липшица по 21,   с постоянной  ; 

 функция  21,, if  – периодическая по i  с периодом p , 

 функция  is  – непрерывная или дискретная, принимающая значения из множества 

 i...,,2,1,0 ; 

 решение Iiyy i  ,  системы (3) при DDxy  0
0  вместе с  -окрестностью 

принадлежит области D . 
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Тогда для любого 0L  существуют такие 0C  и 00  , что для любого  0,0    и 

для любого  NIi ...,,2,1,0 ,  1 LEN  справедливо: 

 Cyx ii  , 

где ix  и iy  – решения систем уравнений (1) и (3) соответственно. 

Доказательство теоремы 1. Пусть Iixx i  ,  – решение исходной задачи (1), а 

Iiyy i  ,  – решение усредненной задачи (3) при DDxyx  0
00 , которое опре-

делено и лежит вместе со своей  -окрестностью в области D . 
Систему из (1) и усредненную систему из (3) представим в виде 

   


 
i

j
jsji xxjfxx

0

0
1 ,, ,   


 

i

j
jsji yyfxy

0
0

0
1 , . 

и оценим разность между ними 

         
 



i

j

i

j
jsjjsjii yyfxxjfyx

0 0
011 ,,,   

             



i

j
jsjjsj

i

j
jsjjsj yyfyyjfyyjfxxjf

0
0

0

,,,,,,,  . 

С учетом выполнения условий теоремы, неравенство примет вид 

(4)      




i

j
jsjsjjii yxyxyx

0
11   

        Zyyfyyjf
i

j
j

i

j
jsjjsj   

 00
0 2,,, , 

где 

(5)       



i

j
jsjjsj

Ii
yyfyyjfZ

0
0 ,,,max , 

jj
ij

i yx 
0

max  – равномерная дискретная метрика. Так как неравенство (4) выпол-

няется для любого  1...,,2,1,0  Ni , то 

 ZZyx
N

j
j

i

j
jii   






1

00
11 22 . 

Учитывая дискретный аналог леммы Гронуолла-Беллмана [8], получим 

(6) LN
N

j
jN ZeZeZ   22

1

0

2  




. 

Осталось оценить выражение Z  из (5). Для этого множество  NI ...,,2,1,0  

пройдем с шагом p  и зафиксируем точки kp ,  kk NIk ...,,2,1,0 , выбор значений k  

определим из условия 

(7) 

L

kp  , 









p

L
ENk 

. 

Для произвольного Ii  по выбранному p , удовлетворяющему (7), определим со-

ответствующее значение индекса  kk NIk ...,,2,1,0  такое, что   11,  pkkpi , 

а в соотношении (5) получим 
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(8)        


i

j
jsjjsj yyfyyjf

0
0 ,,,  

              







i

kpj
jsjjsj

kp

j
jsjjsj yyfyyjfyyfyyjf ,,,,,, 0

1

0
0 . 

В неравенстве (8) оценим каждое слагаемое, начнем со второго. Учитывая условия 
теоремы и то, что   11,  pkkpi , получим 

(9)                
 

i

kpj

i

kpj
jsjjsj

i

kpj
jsjjsj yyfyyjfyyfyyjf ,,,,,, 00  

   
 

pMyylf
p

pM
i

kpj

pk

kpl
lsl 2,,

1 11

  






. 

Первое слагаемое в (8) примет вид 

(10)        




1

0
0 ,,,

kp

j
jsjjsj yyfyyjf  

       
 

  








1

0

11

0 ,,,
k

l

pl

lpj
jsjjsj yyfyyjf  

       
 

  








1

0

11

,,,,
k

l

pl

lpj
lpslpjsj yyjfyyjf  

       
 

  








1

0

11

0 ,,,
k

l

pl

lpj
lpslplpslp yyfyyjf  

       
 

 








1

0

11

00 ,,
k

l

pl

lpj
jsjlpslp yyfyyf  

      
 

  








1

0

11

,,,,
k

l

pl

lpj
lpslpjsj yyjfyyjf  

   
 

    








1

0
0

11

,,,
k

l
lpslp

pl

lpj
lpslp yyfpyyjf  

      
 

 








1

0

11

00 ,,
k

l

pl

lpj
jsjlpslp yyfyyf  

      
 









1

0

11

2
k

l

pl

lpj
lpsjslpj yyyy . 

Слагаемые в (10) при   11,  pllpj  можно оценить следующим образом 

    pMyyfyy
j

lpi
isilpj   





1

0 , , 

       
 

 
    MSlpsjsMyyfyy

js

lpsi
isilpsjs   





1

0 , , 
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где числовое значение       kIlpljlplpsjsS  ,1:sup , если функция за-

паздывания  is  – непрерывная, или       kIlpljlplpsjsS  ,1:max , если 

функция запаздывания  is  – дискретная. 
Используя полученные оценки, из (8) с учетом (9), (10) имеем 

        


i

j
jsjjsj yyfyyjf

0
0 ,,,  

  
 

  pMSpkpMpMSMpM
k

l

pl

lpj

2222
1

0

11

  








 , 

откуда, учитывая (7) и определение значения S , получим оценку 
   pMSpMLZ 22   . 

Окончательно, из (6) получим 

    L
N epMSpML  222  . 

По условию теоремы решение усредненной задачи вместе со своей  -
окрестностью должно находиться в области D . Зафиксируем 0L , по нему выберем 

00   так, чтобы для всех  0,0    выполнялось неравенство 

       LepMSpML 222 , 
которое обеспечивает нахождение решения заданной системы в  -окрестности реше-
ния усредненной системы, а значит и в области D . Откуда можно получить 

 
   LepMSpML 


20

22 
 . 

Если в качестве постоянной 0C  взять 

    LepMSpMLС  222  , 
то получим утверждение теоремы. Теорема 1 доказана. 

В работе [1] В.А. Плотниковым было доказано, что для систем дискретных уравне-
ний в стандартном виде применение метода усреднения позволяет находить численное 
решение усредненной системы с шагом, который существенно больше, чем шаг нахож-
дения решения заданной системы. Для уравнений с периодическими правыми частями 
этот шаг можно взять равным периоду функции. Поэтому наряду с системой (3) рас-
смотрим систему вида 

(11)   kmkkk fp  ,01  , 0
0 x , 

(12) 
  

p

kpi kk
ki

 
 1 , 

где   pkkpi 1,   – текущее дискретное время задачи (1), находящееся между соот-
ветствующими моментами дискретного времени усредненной задачи (11), 

 kk NIk ...,,2,1,0 , 









p

L
ENk 

;        pkmpkmis 1,   – моменты времени, оп-

ределяющими запаздывание в системе (1), находящееся между соответствующими мо-
ментами времени усредненной задачи,    kkm ...,,2,1,0 . 

Теорема 2. Пусть в области  DxIiQ i  ;  выполнены первые три условия 

теоремы 1. Кроме того: 

 решение kk Ik ,  системы (11) при DDx  0
0  вместе с 

 -окрестностью принадлежит области D . 
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Тогда для любого 0L  существуют такие 0C  и 00  , что для любого  0,0    и 

для любого  NIi ...,,2,1,0 ,  1 LEN  справедливо: 

  Cx ii  , 

а для всех  kk NIk ...,,2,1,0  и   pkkpi 1,   выполняется 

  Cx ki  , 

где ix  – решение задачи (1), i  – решение задачи (11), k  – решение задачи (12), если 

DDxx  0
000  . 

Доказательство теоремы 2. Пусть Iixx i  ,  – решение заданной системы (1), 

kk Ik  ,  – решение усредненной системы (11) в медленном времени. Из условий 

теоремы следует, что решение Iii  ,  системы (12) при DDxx  0
000   

определено и лежит вместе со своей  -окрестностью в области D . 

Докажем второе неравенство теоремы. Для любого   pkkpi 1,  , kIk   получим 

(13) kkpkpiiiki yyyyxx   , 

где Iiyy i  ,  – решение усредненной системы (3). 

Из теоремы 1 следует, что для любого 0L  найдутся такие 01 C  и 01  , что для 

всех  1,0    и  NIi ...,,2,1,0 ,  1 LEN  для первого слагаемого в (13) будет: 

(14) 1Cyx ii  . 

Второе слагаемое в (13) оценим, учитывая полученное значение в (9), 

(15)    pMyyfyy
i

kpi
isikpi   





1

0 , . 

Для оценки третьего слагаемого в (13) воспользуемся представлениями 

     
 





 

11

01 ,
pk

kpj
jsjkppk yyfyy  , 

      
 





 

11

001 ,,
pk

kpj
kmkkkmkkk fpf  , 

тогда 

        
 

 





11

0011 ,,
pk

kpj
kmkjsjkkpkpk fyyfyy   

      
 

 




11

00 ,,
pk

kpj
pkmkpjsjkkp yyfyyfy   

      
 

 




11

00 ,,
pk

kpj
kmkpkmkp fyyf   

      
 





11 pk

kpj
pkmjskpjkkp yyyyy   

      
 





11 pk

kpj
kmpkmkkp yy   

    kmpkmkkpkkp ypyppMpy   2 . 
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Из определения равномерной дискретной метрики jjp
kj

k y  
0

max  следует, что 

   Mpp kk  22
1 221  . 

Полученное рекуррентное соотношение можно оценить следующим образом 

(16) 
 
   1

121

121
2 222

1 




L

k

k epM
p

p
Mp 


 . 

Из (13), учитывая (14) – (16), получим 

(17)    LL
ki pMeCepMpMСx   2

1
2

1 1  . 

По условию теоремы решение усредненной задачи вместе с  -окрестностью 
должно находиться в области D , поэтому потребуем, чтобы 

      LpMeC 2
1 . 

Зафиксируем 0L , по нему выберем 











LpMeC 


2
1

10 ,min  такое, что для 

всех  0,0    из (17) будет следовать выполнение второго неравенства теоремы. 

В качестве постоянной 0C  можно взять значение LpMeCС 2
1  , где 

   LepMSpMLС  2
1 22   было получено в теореме 1. 
Для доказательства первого неравенства теоремы воспользуемся представлением 

(18) ikkiii xx   , 

второе слагаемое в котором 

 
       

pM
p

fpkpi

p

kpi kmkkk
ik 

 





  ,01 , 

тогда из (17), (18) следует требуемая оценка 

   pMpMeCx L
ii    2

1  

при 











pMpMeC L


2
1

10 ,min ,  12
1  LepMCС  . Теорема 2 доказана. 

 
 

3. Усреднение систем дискретных уравнений с переменным 
запаздыванием в задачах управления 

 
Рассмотрим систему дискретных уравнений управляемого движения 

(19)         iisiisiii uixxAxxifxx ,,,,1   , 0
0 xx  , 

где n
i RDx   – текущее состояние системы, 0  – малый параметр,   isi xxif ,,  – 

заданная вектор-функция,   isi xxA ,  – заданная qn -матрица,  iui,  – заданная век-

тор-функция,  r
i RUu comp  – управление,  NIi ...,,2,1,0 ,  1 LEN , 

constL  ,  aE  – целая часть числа a , непрерывная или дискретная функция 

   iis ...,,2,1,0  определяет момент дискретного времени влияния переменного запаз-
дывания на текущее состояние. 

Определение 1. Допустимыми управлениями задачи (19) назовем функции 
Iiuu i  ,  из компактного множества U , для которых существует 00   такое, 
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что для всех 00    соответствующие решения Dxi  , задачи (19) определены для 

всех  NIi ...,,2,1,0 . 

Предположим, что функции   isi xxif ,,  и  iui,  являются p -периодическими по 

i , тогда усреднение в (19) проведем по формулам 

(20)    





1

0

2121
0 ,,

1
,

p

j

jf
p

f  , 

(21)  





1

0

,
1 p

j

Uj
p

V  . 

Так как многозначная функция  Ui,  является ограниченной для любого допус-

тимого управления  r
i RUu comp , то построенное множество V  также компактно. 

Системе (19) поставим в соответствие усредненную задачу с управлениями Vv , 
для этого разобьем множество  NI ...,,2,1,0  на отрезки длиной p  точками деления 

 kk NIkkp ...,,2,1,0,  ,  pLENk  . 

На множестве значений  kk NIk ...,,2,1,0 , учитывая соотношения (20), (21), 

построим усредненную задачу вида: 

(22)       kkmkkmkkk vAfp   ,,01 , 0
0 x , 

(23) 
  

p

kpi kk
ki

 
 1 ,   pkkpi 1,  , 

где запаздывание        pkmpkmis 1,  ,    kkm ...,,2,1,0 . 

На каждом частичном промежутке   pkkpi 1,   установим соответствие между 

управлениями Uui   системы (13) и управлениями Vvk   усредненной системы (16) с 

помощью соотношения 

(24)  
 

kk

pk

kpi
i Ikvui

p






,,
1 11

 . 

Теорема 3. Пусть в области  UuDxIiQ ii  ;;  выполнены условия: 

 функции  21,, if ,  21,A ,  iui,  равномерно ограничены константой M  и 

удовлетворяет условию Липшица по 21,   с постоянной  ; 

 функции  21,, if  и  iui,  – периодические по i  с периодом p , 

 функция  is  – непрерывная или дискретная со значениями    iis ...,,2,1,0 ; 

 для любого допустимого управления Vvk   решение kk Ik ,  системы (22) при 

DDx  0
0  вместе с  -окрестностью принадлежит области D . 

Тогда для любого 0L  существуют такие 0C  и 00  , что для любого  0,0    и 

для любого  NIi ...,,2,1,0 ,  1 LEN  справедливы следующие утверждения: 

 для любого допустимого управления Uui  , Ii  и соответствующего решения 

Dxi  , Ii  системы (19) существует допустимое управление Vvk  , kIk  , по-

строенное по (24), и соответствующее решение Di  , Ii , Dxx  0
00   ус-

редненной системы (22), (23), что выполняется соотношение: 
(25)  Cx ii  , 
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 для любого допустимого управления Vvk  , kIk   и соответствующего решения 

Di  , Ii  усредненной системы (22), (23) существует допустимое управление 

Uui  , Ii , построенное по (24), и соответствующее решение Dxi  , Ii , 

Dxx  0
00  системы (19), что справедлива оценка (25). 

Доказательство теоремы 3. Докажем первое утверждение теоремы. Пусть Uui  , 

Ii  – допустимое управление системы (19), Dxi  , Ii  – соответствующее ему ре-

шение. Пусть Vvk  , kIk   – управление усредненной системы (22), (23), построенное 

по формуле (24), а Di  , Ii  – соответствующее ему решение, удовлетворяющее 

Dxx  0
00 , которое по условию теоремы вместе со своей  -окрестностью лежит 

в области D , значит построенное управление Vvk  , kIk   является допустимым. 

Для любого Ii  найдется kIk   такое, что при   11,  pkkpi  справедливо 

(26) 1111   ikpkpkpkpiii xxxx  . 

Для первого слагаемого с учетом условий теоремы справедлива оценка 

(27)           MpMujxxAxxjfxx
i

kpj
jjsjjsjkpi  


 1,,,,1  . 

Из уравнений усредненной системы (22), (23) следует представление 

       


 
i

kpj
kkmkkmkkpi vAf  ,,01 , 

из которого получим оценку для третьего слагаемого в (26) 

(28)         MpMvAf
i

kpj
kkmkkmkkpi  


 1,,01  . 

В (26) осталось оценить второе слагаемое, для этого соответствующие системы 
представим в виде 

           
 





 

11

1 ,,,,
pk

kpj
jjsjjsjkppk ujxxAxxjfxx  , 

         
 





 

11

01 ,,
pk

kpj
kpkmkppkmkpkppk vAf  . 

Получим 

       kpkppkpk xx  11  

      
 

 




11

,,,,
pk

kpj
pkmkpjsj jfxxjf   

   
 

    



pkmkp

pk

kpj
pkmkp fpjf  ,,, 0

11

 

          
 

 




11

,,,,
pk

kpj
jpkmkpjjsj ujAujxxA   

     
 

k

pk

kpj
jpkmkp vpujA  





11

,,  . 
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В полученном неравенстве третье и пятое слагаемые в силу соотношений (20) и 
(24) обращаются в ноль, поэтому при выполнении условий теоремы, имеем 

       kpkppkpk xx  11  

      
 

 




11

,,,,
pk

kpj
pkmkpjsj xxjfxxjf  

      
 

 




11

,,,,
pk

kpj
pkmkppkmkp jfxxjf   

        
 

 




11

,,,
pk

kpj
pkmkpjsjj xxAxxAuj  

        
 

 




11

,,,
pk

kpj
pkmkppkmkpj AxxAuj   

      
 





11 pk

kpj
pkmjskpjkpkp xxxxx   

      
 





11 pk

kpj
pkmpkmkpkp xx   

      
 





11 pk

kpj
pkmjskpj xxxxM  

      
 





11 pk

kpj
pkmpkmkpkp xxM   

        
 





11

1
pk

kpj
pkmjskpjkpkp xxxxMx   

        
 





11

1
pk

kpj
pkmpkmkpkp xxM   

     MpMpMx kpkp 121   

       pkmpkmkpkp xxpM   1 . 

Из полученного неравенства и определения равномерной дискретной метрики 

jpjp
kj

k x  
0

max  следует, что 

     222
1 12121 MMpMp kk   . 

Полученное рекуррентное соотношение можно оценить следующим образом 

(29)     
       11

1121

1121
12 12222

1 



 


ML
k

k eMpM
Mp

Mp
MMp 


 . 

Из (26), учитывая (27), (28), получим 

   


 jpjp
kj

ii xMpMx 
0

11 max12  

(30)            111112 1212   MLML eMpMeMpMMpM   . 
По условию теоремы решение усредненной задачи вместе с  -окрестностью 

должно находиться в области D , откуда    11 iix , то есть 

          11 12 MLeMpM . 
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Зафиксируем 0L , по нему выберем 
    11 120 

 MLeMpM 
  такое, что для 

всех  0,0    из (30) следует выполнение первого утверждения теоремы, если в каче-

стве постоянной 0C  взять значение     11 12  MLeMpMС  . 

Докажем второе утверждение теоремы. Пусть Vvk  , kIk   – допустимое управ-

ление усредненной системы (22), (23), а Di  , Ii  – соответствующее ему решение, 

которое по условию теоремы вместе со своей  -окрестностью лежит в области D . 

Пусть Uui  , Ii  – управление системы (19), построенное по формуле (24), а Dxi  , 

Ii  – соответствующее ему решение, удовлетворяющее условию Dxx  0
00  . 

Требование    11 iix  для любого Ii  означает, что решение ixx  , Ii  на-

ходится в  -окрестности решения i   и не выходит на границу области D  ни для 

какого момента дискретного времени Ii , а значит построенное по формуле (24) 
управление Uui   будет допустимым, однако может быть получено неоднозначно. 

Оценка разности для траекторий, соответствующих указанным управлениям, про-
водится так же, как и в первой части доказательства. То есть для любого 0L  найдется 

    11 120 
 MLeMpM 

  такое, что для всех  0,0    и  NIi ...,,2,1,0  будет 

выполняться неравенство (25) при     11 12  MLeMpMС  . Теорема 3 доказана. 
 
 

4. Усреднение систем дискретных уравнений с переменным 
запаздыванием в задачах оптимального управления 

 
Рассмотрим задачу оптимального управления, которая описывается системой дис-

кретных уравнений с переменным запаздыванием (19) и терминальным критерием ка-
чества 
(31)    

Uu
NxΦuJ


 min . 

Предположим, что функции   isi xxif ,,  и  iui,  являются p -периодическими по 

i , тогда усреднение в (19) проведем по формулам (20), (21). На множестве значений 
 kk NIk ...,,2,1,0  построим усредненную задачу вида (22), (23) и критерием  

(32)    
Vv

NΦvJ


 min . 

Теорема 4. Пусть в области  UuDxIiD ii  ;;  выполнены условия тео-

ремы 3. Кроме того: 
 функция  xФ  удовлетворяет условию Липшица с постоянной 0 . 

Тогда для любого 0L  существуют такие 0C  и 00  , что для любого  0,0    и 

для любого  NIi ...,,2,1,0 ,  1 LEN  справедливы следующие утверждения: 

 если для данной задачи (19), (31) существует оптимальное решение 

  IiuJDxUu ii  ,,, *** , то существует допустимое управление Vvk  , kIk  , 

построенное по формуле (24), и соответствующая траектория Di   усреднен-

ной системы (22), (23), что справедливо 
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(33)  Сx ii * ,     СvJuJ * ; 

 для оптимального решения   IiIkvJDVv kik  ,,,, ***   усредненной задачи 

(22), (23), (32) существует допустимое управление Uui  , построенное по формуле 

(24), и траектория Dxi   заданной системы (19), что 

(34)  Cxii * ,     CuJvJ * ; 

 оптимальное решение усредненной задачи (22), (23), (32) является асимптотически 
оптимальным решением задачи (19), (31), то есть 

(35)     СvJuJ  ** ,     СuJuJ  * . 

Доказательство теоремы 4. Докажем первую часть теоремы. Предположим, что 

для задачи (19), (31) существует оптимальное управление *
iu , Ii , соответствующая 

ему оптимальная траектория *
ix , Ii  и оптимальное значение критерия качества 

 *uJ . При выполнении условий теоремы будут выполнены все условия теоремы 3 для 

любого допустимого управления Uui  , Ii  задачи (19), а значит и для оптимального 

управления *
iu , Ii  задачи (19), (31). 

Следовательно, для выбранного 0L  существует 01   такое, что для любого 

 1,0    и  NIi ...,,2,1,0  найдется допустимое управление Vvk  , kIk  , по-

строенное по формулам (24), и соответствующее решение Di  , Ii , 

Dxx  0
00   усредненной системы (22), (23), что будет выполняться соотношение 

  1
* Сx ii  . 

Неравенство выполняется для любого Ii , значит и для Ni  , поэтому с учетом 
первого условия теоремы получим 

          1
*** СxФxФvJuJ NNNN  . 

Выберем 00   так, чтобы   ССС 11,max  , и получим выполнение неравенств 

(33) теоремы. Первая часть теоремы доказана. 
Перейдем к доказательству второй части теоремы. Пусть существует оптимальное 

управление Vvk 
* , kIk  , соответствующая оптимальная траектория *

i , Ii , удов-

летворяющая начальному условию 0*
0 x , и оптимальное значение критерия качества 

 *vJ  усредненной задачи (22), (23), (32). 
При выполнении условий теоремы выполняются все условия теоремы 3 для любого 

допустимого управления Vvk  , kIk   задачи (22), (23), а значит и для оптимального 

управления Vvk 
* , kIk   задачи (22), (23), (32). 

Следовательно, существует 02   такое, что для всех  2,0    и 

 NIi ...,,2,1,0  найдется такое допустимое управление Uui  , Ii , определяемое 

равенством (24), и соответствующая ему траектория Dxi  , Ii , Dxx  0
00   за-

данной системы (19), что будет выполняться соотношение 

  2
* Сx ii  . 

Неравенство выполняется для любого Ii , значит и для Ni  , поэтому с учетом 
первого условия теоремы получим, что 



1316 

XII ВСЕРОССИЙСКОЕ СОВЕЩАНИЕ ПО ПРОБЛЕМАМ УПРАВЛЕНИЯ 
ВСПУ-2014 

Москва 16-19 июня 2014 г. 

          2
*** СxФxФvJuJ NNNN  . 

Выберем 00   так, чтобы   ССС 22 ,max  , и получим выполнение неравенств 

(34) теоремы. Вторая часть теоремы доказана. 
Перейдем к третьей части теоремы. На оптимальном управлении критерий качества 

принимает наименьшее значение, поэтому для любого другого управления задачи вы-
полняется неравенство 

(36)    *uJuJ  , 

(37)    *vJvJ  . 
Для оптимальных значений критериев качества данной и усредненной задач может 

выполняться одно из двух неравенств 

(38)    ** vJuJ   
или 

(39)    ** vJuJ  . 
В первом случае из (36), (38) и (34) следует 

         СuJvJuJuJ  ** , значит     СvJuJ  ** . 

Во втором случае из (37), (39) и (33) следует 

         СvJuJvJvJ  ** , значит     СuJvJ  ** . 

Следовательно, в обоих случаях справедливо первое неравенство (35), из которого 
с учетом неравенства (34) следует второе неравенство (35). Теорема 4 доказана. 
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