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ВСТУП

Розглянемо однорiдний круговий цилiндричний стрижень довжини 𝑙.
Припустимо, що пiд впливом будь-якої причини цей стрижень здiйснює так
званi крутильнi коливання, тобто. такi коливання, у яких його поперечнi
перерiзи залишаються плоскими i повертаються без будь-якого спотворення
одне щодо одного, обертаючись навколо осi стрижня. У разi кругового
цилiндричного стрижня при крученнi поперечнi перерiзи не змiщуються
паралельно до його осi.

Розглянемо малi коливання. Доведемо, що в цьому випадку кут пово-
роту якогось перерiзу стрижня задовольнятиме хвильове рiвняння. З цiєю
метою помiстимо початок координат в один iз кiнцiв стрижня, а ось Ох
направимо по його осi.

Нехай 𝑚𝑛 i 𝑚1𝑛1 два поперечнi перерiзи, вiдстань мiж якими дорiвнює
𝑑𝑥. Для того щоб перетин 𝑚𝑛 повернувся щодо перерiзу 𝑚1𝑛1 на кут 𝜃

необхiдно докласти до нього деякий момент 𝑀. Його називають крутильним
моментом.

Для обчислення цього моменту зробимо таким чином. Видiлимо зi
стрижня нескiнченно тонкий цилiндр iз поперечним перерiзом 𝑑𝜃; припу-
стимо, що пiд дiєю крутильного моменту, прикладеного до цього перерiзу,
кiнець 𝐴 прямолiнiйної образующої 𝐴𝐴1 перемiститься на дуже малу вiд-
стань

⌣ 𝐴𝐵 = 𝑟𝜃 (0.1)

Позначимо через 𝜏 величину напруги, викликаного зсувом утворює 𝐴𝐴1 у
положення 𝐵𝐴1. Застосовуючи закон Гука, знайдемо, що

𝜏 = 𝐺𝜑

де 𝜑 — кут 𝐴𝐴1𝐵, a 𝐺 — постiйна величина, яка називається модулем
зсуву. Звiдси випливає, що зусилля, що припадає на поперечний перерiз 𝑑𝜎,
виражається добутком

𝜏𝑑𝜎 = 𝐺𝜑𝑑𝜎. (0.2)
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Далi, в силу дуже малих розмiрiв трикутника 𝐴𝐴1𝐵, можна вважати, що

⌣ 𝐴𝐵 = 𝜑𝑑𝑥, (0.3)

а з порiвняння формул (0.1) i (0.3) видно, що

𝜑 = 𝑟
𝜕𝜃

𝜕𝑥
;

отже,

𝜏𝑑𝜎 = 𝐺
𝜕𝜃

𝜕𝑥
𝑟𝑑𝜎.

Якщо позначити через 𝑑𝑀 елементарний крутильний момент, при-
кладений до перерiзу 𝑑𝜎, отримаємо

𝑑𝑀 = 𝑟𝜏 𝑑𝜎 = 𝐺
𝜕𝜃

𝜕𝑥
𝑟 𝑑𝜎.

Щоб знайти повний момент, що закручує 𝑀, треба проiнтегрувати цю
рiвнiсть по всiй площi перерiзу 𝑚𝑛; тодi отримаємо

𝑀 = 𝐺
𝜕𝜃

𝜕𝑥

∫︁ ∫︁
𝑟2 𝑑𝜎

Але так як iнтеграл ∫︁ ∫︁
𝑟2 𝑑𝜎

є полярний момент iнерцiї перерiзу 𝑚𝑛, то, позначивши його через 𝐽,

знайдемо остаточний вираз шуканого крутильного моменту:

𝑀 = 𝐺𝐽
𝜕𝜃

𝜕𝑥
. (0.4)

Виведемо тепер диференцiйне рiвняння крутильних коливань стри-
жня.

З цiєю метою розглянемо частину стрижня, укладену мiж двома по-
перечними перерiзами 𝑚𝑛 i 𝑚1𝑛1 з абсцис 𝑥 i 𝑥+ 𝑑𝑥. Крутильний момент у
перерiзi з абсцисою 𝑥 дорiвнює 𝐺𝐽 𝜕𝜃

𝜕𝑥 ; момент у перерiзi з абсцисою 𝑥+ 𝑑𝑥

дорiвнює 𝐺𝐽 𝜕𝜃
𝜕𝑥 +𝐺𝐽 𝜕2𝜃

𝜕𝑥2𝑑𝑥. Для отримання рiвняння крутильних коливань
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треба прирiвняти результуючий момент 𝐺𝐽 𝜕2𝜃
𝜕𝑥2 𝑑𝑥 добутку кутового уско-

рення 𝜕2𝜃
𝜕𝑡2 на момент iнерцiї елемента 𝑚𝑛𝑚1𝑛1 щодо осi стрижня. Таким

чином, отримаємо

𝐺𝐽
𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
𝑑𝑥 =

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
𝐾𝑑𝑥,

де через 𝐾 позначено момент iнерцiї одиницi довжини стрижня. Звiдси,
пiсля скорочення на 𝑑𝑥, отримаємо

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
, 𝑎 =

√︀
𝐺𝐽/𝐾. (0.5)

Це i є диференцiальне рiвняння крутильних коливань кругового цилiн-
дричного стрижня. Якщо ми маємо справу не з круговим цилiндричним
стрижнем, то при крученнi поперечнi перерiзи стрижня не залишаються пло-
скими, а викривляються. На пiдставi теорiї кручення стрижнiв, крутильний
момент визначається за формулою

𝑀 = 𝐶
𝜕𝜃

𝜕𝑥
,

де 𝐶 — жорсткiсть при крученнi.

Диференцiальне рiвняння крутильних коливань цилiндричного стри-
жня має той самий вид 0.5, у якому 𝐺𝐽 замiнено 𝐶.
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РОЗДIЛ 1

КОЛИВАННЯ СТРИЖНЯ

1.1 Задача о крутильних коливаннях
однорiдного стрижня з одним вiльним
кiнцем

1.1.1 Постановка задачi

Вивчимо крутильнi коливання однорiдного стрижня, коли один з його
кiнцiв 𝑥 = 0 вiльний, а до iншого кiнця 𝑥 = 𝑙 приєднаний масивний диск з
моментом iнерцiї 𝐾1 щодо осi стрижня. Прирiвняємо момент iнерцiї диска
до крутильного моменту на перетинi 𝑥 = 𝑙, отримаємо наступну граничну
умову на кiнцi 𝑥 = 𝑙 :

𝐾1
𝜕2𝜃

𝜕𝑡2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙

= −𝐺𝐽 𝜕𝜃

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙

.

Задача, таким чином, зводиться до розв’язання рiвняння

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
, 𝑎 =

√︂
𝐺𝐽

𝐾
. (1.1)

за граничних умов

𝜕𝜃

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,
𝜕2𝜃

𝜕𝑡2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙

= −𝑐2 𝜕𝜃
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙

(︃
𝑐 =

√︂
𝐺𝐽

𝐾1

)︃
(1.2)

та початкових умов

𝜃|𝑡=0 = 𝑓(𝑥),
𝜕𝜃

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝐹 (𝑥). (1.3)
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1.1.2 Розв’язання задачi

Вiдповiдно до методу Фур’є, частнi розв’язки рiвняння (5) будемо
шукати у виглядi

𝜃(𝑥,𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑋(𝑥); (1.4)

тодi отримаємо рiвняння

𝑇 ′′(𝑡) + 𝑎2𝜆2𝑇 (𝑡) = 0, (1.5)

𝑋 ′′(𝑥) + 𝜆2𝑋(𝑥) = 0. (1.6)

Щоб функцiя 1.4, вiдмiнна вiд тотожного нуля, задовольняла граничним
умовам 1.2 очевидно, потрiбно вимагати виконання умов:

𝑋 ′(0) = 0, 𝑐2𝑋 ′(𝑙) − 𝑎2𝜆2𝑋(𝑙) = 0. (1.7)

Таким чином ми приходимо до задачi на власнi числа для рiвняння 1.5 при
граничних умовах 1.7

Iнтегруючи рiвняння 1.5, отримаємо

𝑋(𝑥) = 𝐶1 cos𝜆𝑥+ 𝐶2 sin𝜆𝑥.

Задовольняючи граничнi умови 1.7 знаходимо

𝐶2 = 0, − (𝑐2𝜆 sin𝜆𝑙 + 𝑎2𝜆2 cos𝜆𝑙)𝐶1 = 0.

Покладемо 𝐶2 ̸= 0, отримаємо трансцендентне рiвняння

𝑐2𝜆 sin𝜆𝑙 + 𝑎2𝜆2 cos𝜆𝑙 = 0, (1.8)

яке визначає власнi числа задачi 1.5, 1.7

Дослiдимо рiвняння 1.8. Покладемо

𝑙𝜆 = 𝜇, 𝑝 =
𝑙𝑐2

𝑎2
=
𝑙𝐾

𝐾1
, (1.9)
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Рис. 1.1

то рiвняння 1.8 буде мати наступний вигляд

𝜇 cos𝜇+ 𝑝 sin𝜇 = 0 (𝑝 > 0). (1.10)

Для знаходження дiйсних коренiв цього рiвняння достатньо побудувати
графiки функцiй

𝑦 = tg 𝜇, 𝑦 = −𝜇
𝑝

(1.11)

та визначити абсцисси точок перетину цiх кривих (рис. 1.1). При достатньо
великих значеннях 𝑘 можно асимптотично покласти

𝜇𝑘 ≈
𝜋(2𝑘 − 1)

2
(1.12)

Позначимо через
𝜇1, 𝜇2, 𝜇3

додатнi, дiйснi коренi рiвняння 1.10. Тодi згiдно 1.9, власнi числа мають
вигляд

𝜆2𝑘 =
(︁𝜇𝑘
𝑙

)︁2
(1.13)
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Кожному власному числу 𝜆2𝑘 вiдповiдає власна функцiя

𝑋𝑘(𝑥) = cos
𝜇𝑘𝑥

𝑙
(1.14)

Цi власнi функцiї не ортогональнi на промiжку (0, 𝑙). При 𝜆 = 𝜆𝑘 загальний
розв’язок рiвняння 1.5 має вигляд

𝑇𝑘(𝑡) = 𝑎𝑘 cos
𝜇𝑘𝑎𝑡

𝑙
+ 𝑏𝑘 sin

𝜇𝑘𝑎𝑡

𝑙
,

де 𝑎𝑘, 𝑏𝑘 — довiльнi постiйнi. В силу 1.4 отримаємо функцiю

𝜃𝑘(𝑥,𝑡) =

(︂
𝑎𝑘 cos

𝜇𝑘𝑎𝑡

𝑙
+ 𝑏𝑘 sin

𝜇𝑘𝑎𝑡

𝑙

)︂
cos

𝜇𝑘𝑥

𝑙
,

задовольняє рiвнянню 1.1 та граничним умовам 1.2 при довiльних 𝑎𝑘, 𝑏𝑘.
Далi складемо ряд

𝜃(𝑥,𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

(︂
𝑎𝑘 cos

𝜇𝑘𝑎𝑡

𝑙
+ 𝑏𝑘 sin

𝜇𝑘𝑎𝑡

𝑙

)︂
cos

𝜇𝑘𝑥

𝑙
,

Для виконання початкових умов (1.3) необхiдно, щоб

𝜃(𝑥,0) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos
𝜇𝑘𝑥

𝑙
= 𝑓(𝑥), (1.15)

𝜕𝜃(𝑥,0)

𝜕𝑡
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝜇𝑘
𝑙
𝑏𝑘 cos

𝜇𝑘𝑥

𝑙
= 𝐹 (𝑥) (1.16)

З цих формул бачимо, що для знаходження коефiцiєнтiв 𝑎𝑘 та 𝑏𝑘 необхiдно
розкласти функцiї 𝑓(𝑥) 𝐹 (𝑥) у ряд Фур’є по власним функцiям (1.14).
Вiдносно цих функцiй вiдомо, що вони не утворюють ортогональну систему.
Але функцiї

sin
𝜇𝑘𝑥

𝑙
(𝑘 = 1,2,...) (1.17)

є ортогональними у промiжку (0, 𝑙). Доведемо ортогональнiсть цiєї системи
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та знайдемо норму.

∫︁ 𝑙

0

sin
𝜇𝑘𝑥

𝑙
sin

𝜇𝑛𝑥

𝑙
𝑑𝑥 =

1

2

[︂∫︁ 𝑙

0

cos
(︁

(𝜇𝑘 − 𝜇𝑛)
𝑥

𝑙

)︁
𝑑𝑥−

−
∫︁ 𝑙

0

cos
(︁

(𝜇𝑘 + 𝜇𝑛)
𝑥

𝑙

)︁
𝑑𝑥

]︂
=

1

2

𝑙

𝜇𝑘 − 𝜇𝑛
sin ((𝜇𝑘 − 𝜇𝑛))−

− 1

2

𝑙

𝜇𝑘 + 𝜇𝑛
sin ((𝜇𝑘 + 𝜇𝑛)) = 2 cos𝜇𝑘 cos𝜇𝑛

𝜇𝑛 tg 𝜇𝑘 − 𝜇𝑘 tg 𝜇𝑛
𝜇2𝑘 − 𝜇2𝑛

(1.18)

Звiдки знайдемо

∫︁ 𝑙

0

sin
𝜇𝑘𝑥

𝑙
sin

𝜇𝑛𝑥

𝑙
𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩ 0, 𝑛 ̸= 𝑘

𝑙
4𝑚𝑘

(2𝜇𝑘 − sin 2𝜇𝑘)

(1.19)

Отримуємо коефiцiєнти розкладання 𝑎𝑘 𝑏𝑘:

𝑎𝑘 =
2

𝜇𝑘
· 𝑝2 + 𝜇2𝑘
𝑝(𝑝+ 1) + 𝜇2𝑘

∫︁ 𝑙

0

𝑓 ′(𝑥) sin
𝜇𝑘𝑥

𝑙
𝑑𝑥,

𝑎𝑘 =
2𝑙

𝑎𝜇2𝑘
· 𝑝2 + 𝜇2𝑘
𝑝(𝑝+ 1) + 𝜇2𝑘

∫︁ 𝑙

0

𝐹 ′(𝑥) sin
𝜇𝑘𝑥

𝑙
𝑑𝑥.

1.1.3 Чисельнi розрахункi

Пiд час побудови графiкiв були прийнятi значення параметрiв𝐾 = 1/2

𝐾1 = 4 якi були знайденi по формулi 𝐾 = 1
2𝑚𝑟

2. Де 𝑚 = 1 𝑟 = 1 для 𝐾 —
момент iнерцiї одиницi довжини стрижня. Де 𝑚 = 2 𝑟 = 2 для 𝐾 — момент
iнерцiї масивного диску. Довжина стрижня 𝑙 = 5 враховуючи цi параметри
знаходимо 𝑝 = 𝑙𝐾

𝐾1
= 5/8. Власнi числа 𝜇𝑘 = 𝑝 tg(𝜇𝑘) були знайденi за

допомогою функцiї fsolve з пакету scipy на мовi програмування Python.

На малюнках (1.2)–(1.4) показано розподiл функцiї 𝜃(𝑥,𝑡) при зна-
ченнях 𝑡 = 0.1, 𝑡 = 2, 𝑡 = 5 в залежностi вiд 𝑥 ∈ [0,5] 𝑓 ′(𝑥) = 𝑠ℎ(𝑥)

𝐹 ′(𝑥) = 𝑐ℎ(𝑥). Видно, що при 𝑡 = 0.1 𝑡 = 2 функцiя 𝜃(𝑥,𝑡) спадає, а при
𝑡 = 5 навпаки зростає. На малюнках (1.5)–(1.7) зображена функцiя 𝜃(𝑥,𝑡)
у випадку 𝑓 ′(𝑥) = −𝑠𝑖𝑛(𝑥) 𝐹 ′(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥). Що вiдповiдає функцiям у ви-
хiднiй постановцi задачi 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝐹 (𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥). Код програми для
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обчислення значень коливань наведено у Додатку A.

Рис. 1.2. 𝑡 = 0.1

Рис. 1.3. 𝑡 = 2

Рис. 1.4. 𝑡 = 5

Рис. 1.5. 𝑡 = 0.1

Рис. 1.6. 𝑡 = 2

Рис. 1.7. 𝑡 = 5
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1.2 Задача о крутильних коливаннях
однорiдного стрижня з одним
закрiпленим кiнцем

1.2.1 Постановка задачi

Вивчимо крутильнi коливання однорiдного стрижня, коли один з його
кiнцiв 𝑥 = 0 закрiплений, а до iншого кiнця 𝑥 = 𝑙 приєднаний масивний
диск з моментом iнерцiї 𝐾1 щодо осi стрижня. Прирiвняємо момент iнерцiї
диска до крутильного моменту на перетинi 𝑥 = 𝑙, отримаємо наступну
граничну умову на кiнцi 𝑥 = 𝑙 :

𝐾1
𝜕2𝜃

𝜕𝑡2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙

= −𝐺𝐽 𝜕𝜃

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙

.

Задача, таким чином, зводиться до розв’язання рiвняння

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
= 𝑎2

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
, 𝑎 =

√︂
𝐺𝐽

𝐾
. (1.20)

за граничних умов

𝜃|𝑥=0 = 0,
𝜕2𝜃

𝜕𝑡2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙

= −𝑐2 𝜕𝜃
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑙

(︃
𝑐 =

√︂
𝐺𝐽

𝐾1

)︃
(1.21)

та початкових умов

𝜃|𝑡=0 = 𝑓(𝑥),
𝜕𝜃

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝐹 (𝑥). (1.22)

У працi Кошлякова Н. С. [1] знайдено розв’язок задачi для однорiдного
стрижня, коли один з його кiнцiв 𝑥 = 0 закрiплений, а до iншого 𝑥 = 𝑙

прикрiплений масивний диск з моментом iнерцiї 𝐾1 вiдносно осi стрижня.

𝜃(𝑥,𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

(︂
𝑎𝑘 cos

𝜇𝑘𝑎𝑡

𝑙
+ 𝑏𝑘 sin

𝜇𝑘𝑎𝑡

𝑙

)︂
sin

𝜇𝑘𝑥

𝑙
. (1.23)
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𝑎𝑘 =
4

2𝜇𝑘 + sin 2𝜇𝑘

∫︁ 𝑙

0

𝑓 ′(𝑥) cos
𝜇𝑘𝑥

𝑙
𝑑𝑥,

𝑏𝑘 =
4𝑙

𝑎𝜇𝑘
· 1

2𝜇𝑘 + sin 2𝜇𝑘

∫︁ 𝑙

0

𝐹 ′(𝑥) cos
𝜇𝑘𝑥

𝑙
𝑑𝑥,

(1.24)

де 𝜇𝑘 знаходимо з рiвняння 𝜇𝑘 = 𝑝𝑐𝑡𝑔(𝜇𝑘)

1.2.2 Чисельнi розрахунки

Пiд час побудови графiкiв для цiєї задачi були прийнятi значення
параметрiв 𝑙 = 5 𝑝 = 5/8. Власнi числа були знайденi за допомогою функцiї
fsolve з пакету scipy на мовi програмування Python.

На малюнках (1.8)–(1.10) показано розподiл функцiї 𝜃(𝑥,𝑡) для випадку
закрiпленного стрижня у точцi 𝑥 = 0 при значеннях 𝑡 = 0.1, 𝑡 = 2, 𝑡 = 5

в залежностi вiд 𝑥 ∈ [0,5] 𝑓 ′(𝑥) = −𝑠𝑖𝑛(𝑥) 𝐹 ′(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥). Видно, що при
𝑡 = 0.1, 𝑡 = 5 функцiя 𝜃(𝑥,𝑡) має перiодичний характер, а при 𝑡 = 2 спадає.
На малюнках (1.11)–(1.13) зображена функцiя 𝜃(𝑥,𝑡) у випадку 𝑓 ′(𝑥) =

−𝑠𝑖𝑛(𝑥) 𝐹 ′(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥). Що вiдповiдає функцiям у вихiднiй постановцi
задачi 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 𝐹 (𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(𝑥). У всiх випадках (1.11)–(1.13) функцiя
зростає. Код програми для обчислення значень коливань наведено у Додатку
B.
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Рис. 1.8. 𝑡 = 0.1

Рис. 1.9. 𝑡 = 2

Рис. 1.10. 𝑡 = 5

Рис. 1.11. 𝑡 = 0.1

Рис. 1.12. 𝑡 = 2

Рис. 1.13. 𝑡 = 5
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РОЗДIЛ 2

МIШАНА ЗАДАЧА ТЕОРIЇ ПРУЖНОСТI ДЛЯ

ПIВНЕСКIНЧЕННОГО ШАРУ

2.1 Постановка задачi.

Розглянемо мiшану задачу теорiї пружностi для пiвнескiнченного
шару, що описується у декартовiй системi координат спiввiдношеннями

0 < 𝑥 <∞, −∞ < 𝑦 <∞, 0 < 𝑧 < ℎ. (2.1)

Вважається, що по торцю шару 𝑥 = 0 задано умови гладкого контакту. На
шар дiє сила ваги та зосереджена у точцi з координатами (𝑎,𝑏) гранi 𝑧 = ℎ

сила. На гранi 𝑧 = 0 задано умови гладкого контакту.

Необхiдно знайти перемiщення точок шару 𝑢*(𝑥,𝑦,𝑧), 𝑣*(𝑥,𝑦,𝑧),

𝑤*(𝑥,𝑦,𝑧), що задовольняють системi рiвнянь Ламе

𝐺∆𝑢+ (𝜆+𝐺)
𝜕Θ

𝜕𝑥
+ 𝑃𝑥 = 0,

𝐺∆𝑣 + (𝜆+𝐺)
𝜕Θ

𝜕𝑦
+ 𝑃𝑦 = 0,

𝐺∆𝑤 + (𝜆+𝐺)
𝜕Θ

𝜕𝑧
+ 𝑃𝑧 = 0,

(2.2)

де 𝑃𝑥 = 0, 𝑃𝑦 = 0, 𝑃𝑧 = 𝑞𝑧/𝐺, 𝑞𝑧 — питома вага материалу, та граничним
умовам

𝜎𝑧|𝑧=ℎ = −𝛿(𝑥− 𝑎)𝛿(𝑦 − 𝑏), 𝜏𝑧𝑥|𝑧=ℎ = 0, 𝜏𝑧𝑦|𝑧=ℎ = 0,

𝑢*|𝑥=0 = 0, 𝜏𝑥𝑧|𝑥=0 = 0, 𝜏𝑧𝑥|𝑧=ℎ = 0,
(2.3)

𝑤*|𝑧=0 = 0, 𝜏𝑧𝑥|𝑧=0 = 0, 𝜏𝑧𝑦|𝑧=0 = 0,

де 𝛿(𝜉) — дельта-функцiя Дiрака.

Розв’язок будемо шукати у виглядi суперпозицiї полей перемiщень
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напружень

[︀
𝑢*, 𝑣*, 𝑤*, 𝜎*𝑥, 𝜎

*
𝑦, 𝜏

*
𝑥𝑧,
]︀𝑇

=

= [𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜏𝑥𝑧,]
𝑇 +

[︀
𝑢𝛾, 𝑣𝛾, 𝑤𝛾, 𝜎𝛾𝑥, 𝜎

𝛾
𝑦 , 𝜏

𝛾
𝑥𝑧,
]︀𝑇 (2.4)

В цьому поданнi вiдсутнiсть iндексу означає перемiщення та напру-
ження у пiвшарi без урахування власної ваги. Iндекс 𝛾 — перемiщення та
напруження, що виникають у шарi з урахуванням власної ваги.

Для вiдшукання останнiх розглянемо задачу з вагою для шару
−∞ < 𝑥 <∞,−∞ < 𝑦 <∞, 0 < 𝑧 < ℎ. Розв’язок будуємо у формi

𝑢𝛾 = 𝑓0(𝑧), 𝑣𝛾 = 𝑓1(𝑧), 𝑤𝛾 = 𝑓2(𝑧).

В силу симетрiї задачi можна вважати, що 𝑢𝛾 = 𝑓0(𝑧) ≡ 0, 𝑣𝛾 = 𝑓1(𝑧) ≡ 0,
тодi дотичне напруження 𝜏𝑥𝑦 = 𝐺(𝑢. + 𝑤′) ≡ 0, тому для перемiщень, що
заданi у такому виглядi автоматично виконується гранична умова гладкого
контакту на торцi шару. Вiдповiднi перемiщення задовольняють системi
рiвнянь Ламе

∆𝑢𝛾 + 𝜇0Θ
𝛾′

= 0, ∆𝑣𝛾 + 𝜇0Θ
𝛾.

= 0, ∆𝑤𝛾 + 𝜇0Θ
𝛾,

+ 𝑞𝑧/𝐺 = 0.

Верхня грань 𝑧 = ℎ припускається вiльною вiд напружень

𝜎𝑧|𝑧=ℎ = 0, 𝜏𝑧𝑥|𝑧=ℎ = 0, 𝜏𝑧𝑦|𝑧=ℎ = 0.

На нижнiй гранi 𝑧 = 0 виконуються умови гладкого контакту.

Для функцiї 𝑤𝛾 = 𝑓2(𝑧) в обох випадках отримаємо крайову задачу

(1 + 𝜇0)𝑓
′′
2 (𝑧) + 𝛾 = 0, 𝑓 ′2(ℎ) = 0, 𝑓2(0) = 0,

звiдки знайдемо розв’язок

𝑤𝛾 = (1 + 𝜇0)
−1𝑞𝑧𝐺

−1(ℎ𝑧 − 𝑧2/2),
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за яким побудовано нормальне напруження

𝜎𝛾𝑥 = 𝜇(1 − 𝜇)−1𝑞𝑧(ℎ− 𝑧).

Тодi формула для напружень, що отримана для пiвшару, з урахуванням
його власної ваги набуває вигляду

𝜎*𝑥(𝑥,𝑦,𝑧) = 𝜎𝑥(𝑥,𝑦,𝑧) + 𝜇(1 − 𝜇)−1𝑞𝑧ℎ(1 − 𝑧), (2.5)

Знайдемо перемiщення i напруження, що виникають у шарi (2.1), без
урахування його власної ваги. Для визначення напруженого стану пiд дiєю
довiльно розподiленого нормального навантаження достатньо отримати
розв’язок пiд дiєю одиничної нормальної стискаючої сили, що зосереджено
у точцi з координатами (𝑎,𝑏,ℎ).

Перемiщення задовольняють рiвнянням Ламе, записаним у векторнiй
формi

∆(𝑢0,𝑣0, 𝑤0)
𝑇 + 𝜇0(Θ

′,Θ.,Θ,)𝑇 = 0 (2.6)

(𝑢0, 𝑣0, 𝑤0 — перемiщення вiд одиничної сили), та граничним умовам

𝜎𝑧|𝑧=ℎ = −𝛿(𝑥− 𝑧)𝛿(𝑦 − 𝑏), 𝜏𝑧𝑥|𝑧=ℎ = 0, 𝜏𝑧𝑦|𝑧=ℎ = 0,

𝑢|𝑥=0 = 0, 𝜏𝑥𝑧|𝑥=0 = 0, 𝜏𝑥𝑦|𝑥=0 = 0,

𝑤|𝑧=0 = 0, 𝜏𝑧𝑥|𝑧=0 = 0, 𝜏𝑧𝑦|𝑧=0 = 0.

(2.7)

Переформулюємо граничнi умови (2.7) у термiнах перемiщень, врахо-
вуючи вiдомi формули зв’язку перемiщень та напружень [3]

𝜇 [𝑢′(𝑥,𝑦,ℎ) + 𝑣.(𝑥,𝑦,ℎ)] + (1 − 𝜇)𝑤,(𝑥,𝑦,ℎ) = −𝛿(𝑥− 𝑎)𝛿(𝑦 − 𝑏)/(2𝐺𝜇0),

𝑢,(𝑥,𝑦,ℎ) + 𝑤′(𝑥,𝑦,ℎ) = 0, 𝑤.(𝑥,𝑦,ℎ) + 𝑣,(𝑥,𝑦,ℎ) = 0,

𝑢(0,𝑦,𝑧) = 𝑣′(0,𝑦,𝑧) = 𝑤′(0,𝑦,𝑧) = 0,

𝑤(𝑥,𝑦,0) = 0 𝑢,(𝑥,𝑦,0) + 𝑤′(𝑥,𝑦,0) = 0,

𝑤.(𝑥,𝑦,0) + 𝑣,(𝑥,𝑦,0) = 0.

За схемою, що описана у другому роздiлi, отримано однорiдну систему
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рiвнянь (2.2) з крайовими умовами

𝑍 ′(0,𝑦,𝑧) = 0, 𝑤′(0,𝑦,𝑧) = 0, 𝑍*(0,𝑦,𝑧) = 0,

𝑍 ′(𝑥,𝑦,0) = 0, 𝑤(𝑥,𝑦,0) = 0, 𝑍*(𝑥,𝑦,0) = 0,

∇𝑥𝑦𝑤(𝑥,𝑦,ℎ) + 𝑍 ,(𝑥,𝑦,ℎ) = 0, 𝑍*,(𝑥,𝑦,ℎ) = 0,

𝜇𝑍(𝑥,𝑦,ℎ) + (1 − 𝜇)𝑤,(𝑥,𝑦,ℎ) = −𝛿(𝑥− 𝑎)𝛿(𝑦 − 𝑏)/(2𝐺𝜇0).

(2.8)

Пiсля використання iнтегральних перетворень

(𝑤𝛽𝛼, 𝑍𝛽𝛼)𝑇 =

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

0

(𝑤𝛽𝛼, 𝑍𝛽𝛼)𝑇 𝑒𝑖𝛽𝑦 cos𝛼𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑦 (2.9)

запишемо крайову задачу у трансформантах⎧⎪⎨⎪⎩𝑤′′
𝛽𝛼(𝑧) − 𝜇−1

* 𝑁 2𝑤𝛽𝛼(𝑧) + 𝜇−1
* 𝜇0𝑍

′
𝛽𝛼(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 < ℎ,

𝑍 ′′
𝛽𝛼(𝑧) −𝑁 2

[︀
𝜇*𝑍𝛽𝛼(𝑧) + 𝜇0𝑤

′
𝛽𝛼(𝑧)

]︀
= 0, 𝑁 2 = 𝛼2 + 𝛽2,

(2.10)

−𝑁 2𝑤𝛽𝛼(ℎ) + 𝑍 ′
𝛽𝛼(ℎ) = 0, 𝜇𝑍𝛽𝛼(ℎ) + (1 − 𝜇)𝑤′

𝛽𝛼(ℎ) =

= −(2𝐺𝜇0)
−1 cos𝛼𝑎 · 𝑒𝑖𝛽𝑏,

𝑤𝛽𝛼(0) = 0, 𝑍 ′
𝛽𝛼(0) = 0.

(2.11)

Для функцiї 𝑍* отримано незалежно розв’язувану однорiдну крайову задачу,
що у трансформантах (2.9) має вигляд

𝑍*′′
𝛽𝛼(𝑧) −𝑁 2𝑍*

𝛽𝛼(𝑧) = 0, 0 < 𝑧 < ℎ

𝑍*′
𝛽𝛼(ℎ) = 0, 𝑍*

𝛽𝛼(0) = 0
(2.12)

Очовидно, що крайова задача (2.12) має тривiальний розв’язок
𝑍*
𝛽𝛼(𝑧) = 0, а значить 𝑍*(𝑥,𝑦,𝑧) = 0.

Введемо шуканий вектор трансформант перемiщень y(z) та матрицi
P,Q (2.9), тодi систему (2.10) запишемо у векторнiй формi

𝐿2y(z) = 0, 0 < 𝑧 < ℎ, (2.13)

де диференцiйний оператор 𝐿2 визначено у (2.8).
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Загальний розв’язок рiвняння (2.13) будується у формi

y(z) = Y−(z)(𝐶0
0 𝐶

1
0)𝑇 + Y−(z)(𝐶0

1 𝐶
1
1)𝑇

Постiйнi вектори знайдемо, задовольнив крайовим умовам (2.10). Iз отри-
маної системи рiвнянь знайдено

𝐶0
0 = 𝐶0

1 =
cos𝛼𝑎 · 𝑒𝑖𝛽𝑏

2𝐺𝜇0𝜅

1

𝑁

1

𝐷𝑁

(︀
−𝑁ℎ · ch𝑁ℎ− 𝜇−1

1 sh𝑁ℎ
)︀
,

𝐶1
0 = −𝐶1

1 = −cos𝛼𝑎 · 𝑒𝑖𝛽𝑏

2𝐺𝜇0𝜅

𝜇*
𝐷𝑁

(︀
𝑁ℎ · ch𝑁ℎ− 𝜇−1

0 sh𝑁ℎ
)︀
,

𝐷𝑁 = 2 sh 2𝑁ℎ+ 4𝑁ℎ,

(2.14)

де 𝜇1 = (2 − 2𝜇)−1.

Шуканий вектор набуває вигляду

𝑤𝛽𝛼(𝑧) =
cos𝛼𝑎 · 𝑒𝑖𝛽𝑏

2𝐺𝐷𝑁
· 𝐹1(𝑁,𝑧),𝑤𝛽𝛼(𝑧) =

cos𝛼𝑎 · 𝑒𝑖𝛽𝑏

2𝐺𝐷𝑁
· 𝐹2(𝑁,𝑧), (2.15)

1

2
𝐹1(𝑁,𝑧) = (𝑧 + ℎ) sh𝑁(ℎ− 𝑧) − (ℎ− 𝑧) sh𝑁(ℎ+ 𝑧)−

−𝜇−1
1

1

𝑁
(ch𝑁(ℎ+ 𝑧) − sh𝑁(ℎ− 𝑧)) ,

1

2
𝐹2(𝑁,𝑧) = 𝑁(𝑧 + ℎ) ch𝑁(ℎ− 𝑧) +𝑁(ℎ− 𝑧) ch𝑁(ℎ+ 𝑧)−

−𝜇−1
0 (sh𝑁(ℎ+ 𝑧) + sh𝑁(ℎ− 𝑧)) .

(2.16)

Для вiдшукання трансформант 𝑢𝛽𝛼(𝑧) та 𝑣𝛽𝛼(𝑧), виходячи з виконаної
замiни, необхiдно розв’язати рiвняння Пуассона

∇𝑥𝑦𝑢 = 𝑍 ′ − 𝑍*.,∇𝑥𝑦𝑣 = 𝑍 . − 𝑍*′.

Шляхом використання введених iнтегральних перетворень (2.7) iз урахува-
нням (3.10) отримаємо

𝑢𝛽𝛼(𝑧) = 𝛼𝑁−2𝑍𝛽𝛼(𝑧), 𝑣𝛽𝛼(𝑧) = 𝑖𝛽𝑁−2𝑍𝛽𝛼(𝑧). (2.17)

Розв’язок (2.17) побудовано на основi рiвнянь, що були отриманi
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шляхом диференцiювання перших двох iз системи рiвнянь Ламе (2.2). Тому
може виявитись, що цi рiвняння можуть бути не задовiльненими. Для
того щоб довести правильнiсть отриманого розв’язку, необхiдно показати,
що оригiнали трансформант задовольняють першим двом рiвнянням iз
системи рiвнянь Ламе (2.2) або що функцiї (2.17) задовольняють вказаним
рiвнянням, трансформованим по Фур’є

𝑢′′𝛽𝛼(𝑧) −𝑁 2𝑢𝛽𝛼(𝑧) − 𝜇*𝛼𝑍𝛽𝛼(𝑧) − 𝜇0𝛼𝑤
′
𝛽𝛼(𝑧) + 𝑍𝛽𝛼(𝑧) = 0,

𝑣′′𝛽𝛼(𝑧) −𝑁 2𝑣𝛽𝛼(𝑧) − 𝜇*𝑖𝛽𝑍𝛽𝛼(𝑧) − 𝜇0𝑖𝛽𝑤
′
𝛽𝛼(𝑧) + 𝑖𝛽𝑍𝛽𝛼(𝑧) = 0.

Якщо пiдставити сюди вирази (2.17), а також випливаючi iз нього
рiвностi

𝑢′′𝛽𝛼(𝑧) = 𝛼𝑁−2𝑍 ′′(𝑧), 𝑣′′𝛽𝛼(𝑧) = 𝑖𝛽𝑁−2𝑍 ′′(𝑧),

то обидва рiвняння перейдуть у друге рiвняння iз (2.5), яке було задовiльнено
при отриманнi розв’язку (2.17). А це i обґрунтовує правильнiсть розв’язку.

Для того щоб отримати оригiнали перемiщень, використаємо до (2.15)
оберненi косинус (синус) i повне перетворення Фур’є

𝑤0(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

2𝐺𝜋2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

0

𝐹1(𝑁,𝑧)

𝐷𝑁
𝑒−𝑖𝛽(𝑦−𝑏) cos𝛼𝑎 cos𝛼𝑥𝑑𝛽𝑑𝛼,

де 𝑤0 — перемiщення у шарi, що виникає пiд дiєю одиничної сили. Викори-
стаємо формулу Ейлера, формулу (1.314(3), [4]) та парнiсть пiдiнтегральної
функцiї за змiнною 𝛼

𝑤0(𝑥,𝑦,𝑧) =

=
1

8𝜋2𝐺

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

𝐹1(𝑁,𝑧)

𝐷𝑁
𝑒−𝑖𝛽(𝑦−𝑏)

(︁
𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝑎) + 𝑒−𝑖𝛼(𝑥+𝑎)

)︁
𝑑𝛽𝑑𝛼.

Для переходу до одновимiрного iнтеграла скористаємося формулою
[37], враховуючи, що 𝑁 2 = 𝛼2 + 𝛽2,

1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐹
(︁√︀

𝛼2 + 𝛽2
)︁
𝑒−𝑖𝛼𝑥−𝑖𝛽𝑦𝑑𝛼𝑑𝛽 =

=

∫︁ ∞

0

𝑡𝐹 (𝑡)𝐽0

(︁
𝑡
√︀
𝑥2 + 𝑦2

)︁
𝑑𝑡, (2.18)
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де 𝐽0(𝑡) — функцiя Бесселя. Тодi отримаємо

𝑤0(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

4𝜋𝐺

∫︁ ∞

0

𝑡 · 𝐽
*
0 (𝑡,𝑥,𝑦,𝑎,𝑏)

𝐷𝑡
𝐹1(𝑡,𝑧)𝑑𝑡,

𝐷𝑡 = 2 sh 2ℎ𝑡+ 4ℎ𝑡,

(2.19)

де функцiя 𝐹1(𝑡,𝑧) аналогiчна (2.16) зi замiною змiнної 𝑁 на 𝑡. У отри-
маному iнтегралi (2.19) при 𝑡 → 0 пiдiнтегральна функцiя — величина
скiнченна. Для перевiрки цього факту було використано правило Лопiталя
з урахуванням вида невизначеностi

[︀
0
0

]︀
. На нескiнченностi характер збiжно-

стi iнтегралу визначається поведiнкою на нескiнченностi функцiї Бесселя,
що дає можливiсть встановити, що iнтеграл (2.19) є умовно збiжним.

Побудоване перемiщення вiд одиничної нормальної стискаючої сили
дозволяє знайти перемiщення при довiльному нормальному завантаженнi
шару по дiлянцi 0 < 𝑥 < 𝐴, −𝐵 < 𝑦 < 𝐵

𝑤(𝑥,𝑦,𝑧,𝐴,𝐵) =

∫︁ 𝐴

0

∫︁ 𝐵

−𝐵

𝑝(𝑎,𝑏)𝑤0(𝑥,𝑦,𝑧; 𝑎,𝑏)𝑑𝑎𝑑𝑏, (2.20)

де 𝑝(𝑎,𝑏) — iнтенсивнiсть дiючого навантаження.

Для визначеностi будемо вважати навантаження кусково-постiйним
𝑝(𝑎,𝑏) = 𝑃, 𝑎 ∈ [0, 𝐴], 𝑏 ∈ [−𝐵,𝐵], 𝑃 = 1.

Тодi для (2.19) з урахуванням (2.20) будемо мати

𝑤(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

4𝜋𝐺

∫︁ 𝐴

0

∫︁ 𝐵

−𝐵

∫︁ ∞

0

𝑡 · 𝐽
*
0 (𝑡,𝑥,𝑦,𝑎,𝑏)

𝐷𝑡
𝐹1(𝑡,𝑧)𝑑𝑎 𝑑𝑏 𝑑𝑡. (2.21)

Зауважимо, що при данiй постановцi задача буде еквiвалентного за-
дачi для нескiнченого шару з навантаженням, розподiленим на дiлянцi
𝑎 ∈ [−𝐴,𝐴], 𝑏 ∈ [−𝐵,𝐵]. На основi спiввiдношень (2.15), (2.17) знайдено
перемiщення

𝑢0(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

2𝐺𝜋2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

0

𝛼 cos𝛼𝑎𝑒𝑖𝛽𝑏

𝑁 2𝐷𝑁
𝐹2(𝑁,𝑧)𝑒−𝑖𝛽𝑦 sin𝛼𝑥 𝑑𝛽 𝑑𝛼,

де функцiю 𝐹2(𝑁,𝑧) визначено у (2.16), 𝐷𝑁 — у (2.14). Врахуємо
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формулу (1.314(1), [5]) та факт, що 𝛼 = −𝑖 · 𝑖𝛼, у подальшому використаємо
парнiсть пiдiнтегральної функцiї за змiнною 𝛼 та формулу Ейлера

𝑢0(𝑥,𝑦,𝑧) =

=
1

8𝐺𝜋2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

𝑖𝛼

𝑁 2𝐷𝑁
𝐹2(𝑁,𝑧)𝑒−𝑖𝛽(𝑦−𝑏)

[︁
𝑒−𝑖𝛼(𝑥+𝑎) + 𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝑎)

]︁
𝑑𝛽 𝑑𝛼.

Очовидно спiввiдношення

𝑖𝛼
[︁
𝑒−𝑖𝛼(𝑥+𝑎) + 𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝑎)

]︁
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝑒−𝑖𝛼(𝑥+𝑎) + 𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝑎)

]︁
,

тодi маємо

𝑢0(𝑥,𝑦,𝑧) =

=
1

8𝐺𝜋2

(︂
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

𝐹2(𝑁,𝑧)

𝑁 2𝐷𝑁
𝑒−𝑖𝛽(𝑦−𝑏)

[︁
𝑒−𝑖𝛼(𝑥+𝑎) + 𝑒−𝑖𝛼(𝑥−𝑎)

]︁
𝑑𝛽 𝑑𝛼.

В останньому iнтегралi використаємо формулу (2.20)

𝑢0(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

4𝐺𝜋

(︂
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂∫︁ ∞

0

𝐹2(𝑡,𝑧)

𝑡𝐷𝑡
𝐽*
0 (𝑡,𝑥,𝑦,𝑎,𝑏) 𝑑𝑡. (2.22)

За аналогiєю знайдено

𝑣0(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

2𝐺𝜋2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

0

𝑖𝛽 cos𝛼𝑎𝑒𝑖𝛽𝑏

𝑁 2𝐷𝑁
𝐹2(𝑁,𝑧)𝑒−𝑖𝛽𝑦 cos𝛼𝑥 𝑑𝛽 𝑑𝛼. (2.23)

Тут використано формулу (1.314(3), [4]) та парнiсть пiдiнтегральної
функцiї за змiнною 𝛼 та формула Ейлера. Перед застосуванням формули
(2.18) зауважимо, що 𝑖𝛽𝑒−𝛽(𝑦−𝑏) = − 𝜕

𝜕𝑦𝑒
−𝑖𝛽(𝑦−𝑏)

𝑣0(𝑥,𝑦,𝑧) =
1

4𝐺𝜋

(︂
− 𝜕

𝜕𝑦

)︂∫︁ ∞

0

𝐹2(𝑡,𝑧)

𝑡𝐷𝑡
𝐽*
0 (𝑡,𝑥,𝑦,𝑎,𝑏) 𝑑𝑡. (2.24)

Приведемо формулу (2.21) до виду, зручного для чисельної реалiзацiї.
З цiєю метою пiдставимо у iнтеграл iнтегральне подання функцiї Бесселя
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та обчислимо iнтеграли як повторнi

𝑤(𝑥,𝑦,𝑧) =
2

𝜋2𝐺

∫︁ 𝜋
2

0

∫︁ ∞

0

𝑆𝐴,𝐵
𝑡 (𝜓)·

· cos (𝑡𝑥 cos𝜓) cos (𝑡𝑦 sin𝜓)
𝐹1(𝑡,𝑧)

𝑡𝐷𝑡
𝑑𝜓 𝑑𝑡, (2.25)

в отриманому iнтегралi зробимо замiну змiнних та введемо позначення

𝑧 = 𝑧′ℎ, 𝑧′ ∈ [0,1],

𝑡 = 𝑡′/ℎ, 𝐴ℎ = 𝐴/ℎ, 𝐵ℎ = 𝐵/ℎ, 𝑥ℎ = 𝑥/ℎ, 𝑦ℎ = 𝑦/ℎ

𝐹 (𝑡, 𝜏𝑘) =

= sin

(︂
𝑡𝐴ℎ

√︁
1 − 𝜏 2𝑘

)︂
sin (𝑡𝐵ℎ𝜏𝑘) cos

(︂
𝑡𝑥ℎ

√︁
1 − 𝜏 2𝑘

)︂
cos (𝑡𝑦ℎ𝜏𝑘),

(2.26)

штрихи далi писати не будемо. Oтримаємо

𝑤(𝑥,𝑦,𝑧) =
ℎ

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ ∞

0

𝐹 (𝑡,𝜏𝑘)

𝑡2
√︀

1 − 𝜏 2𝑘 𝜏𝑘

𝐹1(𝑡,𝑧)

𝐷𝑡
𝑑𝑡. (2.27)

Виходячи iз спiввiдношень (2.20), (2.22), (2.23), знайдемо перемiщення
𝑢(𝑥,𝑦,𝑧), 𝑣(𝑥,𝑦,𝑧) вiд розподiленого навантаження, далi дiючи аналогiчно,
як i для перемiщення 𝑤(𝑥,𝑦,𝑧), знайдено

𝑢(𝑥,𝑦,𝑧) =
ℎ2

𝜋𝐺𝑁

(︂
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ ∞

0

𝐹 (𝑡,𝜏𝑘)

𝑡3
√︀

1 − 𝜏 2𝑘 𝜏𝑘

𝐹2(𝑡,𝑧)

𝐷𝑡
𝑑𝑡,

𝑣(𝑥,𝑦,𝑧) =
ℎ2

𝜋𝐺𝑁

(︂
− 𝜕

𝜕𝑦

)︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ ∞

0

𝐹 (𝑡,𝜏𝑘)

𝑡3
√︀

1 − 𝜏 2𝑘 𝜏𝑘

𝐹2(𝑡,𝑧)

𝐷𝑡
𝑑𝑡,

(2.28)

або остаточно

𝑢(𝑥,𝑦,𝑧) =
ℎ

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ ∞

0

𝐹 (𝑡,𝜏𝑘)

𝑡2𝜏𝑘

𝐹2(𝑡,𝑧)

𝐷𝑡
𝑑𝑡,

𝑣(𝑥,𝑦,𝑧) =
ℎ

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ ∞

0

𝐹 (𝑡,𝜏𝑘)

𝑡2
√︀

1 − 𝜏 2𝑘

𝐹2(𝑡,𝑧)

𝐷𝑡
𝑑𝑡,

(2.29)
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Таким чином, розв’язок задачi (2.6), (2.8) має вигляд (2.25), (2.27).
Шукане напруження будується за формулою [3]

𝜎𝑥 = 2𝐺𝜇0 [(1 − 𝜇)𝑢′ + 𝜇𝑣. + 𝜇𝑤,] . (2.30)

Отримано вираз для нормального напруження

𝜎(1)𝑥 (𝑥,𝑦,𝑧) =
2

𝜋𝑁

[︃
𝑁∑︁
𝑘=1

√︀
1 − 𝜏 2𝑘
𝜏𝑘

∫︁ ∞

0

𝐹 (𝑡, 𝜏𝑘

𝐷
*(1)
𝑡

×

×{(𝑧 + 1) ch 𝑡(1 − 𝑧) + (1 − 𝑧) ch 𝑡(1 + 𝑧)} 𝑑𝑡+

+
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜇−1
0 𝜏 2𝑘 − 1

𝜏𝑘
√︀

1 − 𝜏 2𝑘

∫︁ ∞

0

𝐹 (𝑡, 𝜏𝑘)

𝐷
*(1)
𝑡 · 𝑡

· {sh 𝑡(1 + 𝑧) + sh 𝑡(1 − 𝑧)} 𝑑𝑡

]︃
, (2.31)

де
𝐷

*(1)
𝑡 = sh 2𝑡+ 2𝑡.

У якостi контролю за зробленими розрахунками знайдемо значення нор-
мального напруження у точцi шару з координатами (0,0, ℎ). Для цього,
враховуючи вираз (2.24), введемо позначення

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘) = sin

(︂
𝑡𝐴ℎ

√︁
1 − 𝜏 2𝑘

)︂
sin (𝑡𝐵ℎ𝜏𝑘). (2.32)

В iнтегралi (2.25) покладемо 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 та знайдемо похiдну за змiнною 𝑧,

враховуючи зроблену замiну (2.24), тобто 𝜕
𝜕𝑧 = 1

ℎ
𝜕
𝜕𝑧′ . Пiсля диференцiювання

покладемо 𝑧 = 1

𝑤,(0, 0,1) = − 1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡, 𝜏𝑘)

𝑡
√︀

1 − 𝜏 2𝑘 𝜏𝑘
𝑓1(𝑡) 𝑑𝑡, (2.33)

де 𝑓1(𝑡) = 4𝑡+𝜇−1
0 (𝑒2𝑡−𝑒−2𝑡)

𝑒2𝑡+4𝑡−𝑒−2𝑡 .

Виконаємо пiд знаком iнтеграла (2.32) наступне перетворення

𝑓1(𝑡) − 𝜇−1
0 + 𝜇−1

0 =
8𝜇 · 𝑡𝑒−2𝑡

1 + 4𝑡𝑒−2𝑡 − 𝑒−4𝑡
+ 𝜇−1

0 ,

де перший доданок являє собою спадаючу функцiю. Тодi похiдна перемiще-
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ння (2.32) запишеться у формi

𝑤,(0,0, 1) = − 1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀

1 − 𝜏 2𝑘
×

×

⎡⎣8𝜇

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘
𝐷𝑡

𝑑𝑡+ 𝜇−1
0

∫︁ ∞

0

sin
(︁
𝑡𝐴ℎ

√︀
1 − 𝜏 2𝑘

)︁
sin (𝑡𝐵ℎ𝜏𝑘

𝑡
𝑑𝑡

⎤⎦ .
Тут у другому iнтегралi використаємо формулу (3.741(1), [4]) та наступне
позначення

𝐹 *(𝜏𝑘;𝐴,𝐵) = ln

(︃√︀
1 − 𝜏 2𝑘 + (𝐵/𝐴)𝜏𝑘√︀
1 − 𝜏 2𝑘 − (𝐵/𝐴)𝜏𝑘

)︃2

, (2.34)

тодi запишемо похiдну перемiщення у виглядi

𝑤,(0,0,1) = − 1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀

1 − 𝜏 2𝑘
×{︂

8𝜇

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘)

2 sh 2𝑡+ 4𝑡
𝑑𝑡+

1

4𝜇0
𝐹 *(𝜏𝑘;𝐴,𝐵)

}︂
. (2.35)

У перемiщеннях, визначених у (2.26), покладемо для 𝑢(𝑥,𝑦,𝑧) 𝑦 = 0,

𝑧 = 1, а для 𝑣(𝑥,𝑦,𝑧) − 𝑥 = 0, 𝑧 = 1

𝑢(𝑥,0,1) =
ℎ2

𝜋𝐺𝑁

(︂
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀

1 − 𝜏 2𝑘
×

×
∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘) cos

(︂
𝑡
𝑥

ℎ

√︁
1 − 𝜏 2𝑘

)︂
𝑓2(𝑡)

𝑡3
𝑑𝑡

𝑣(0,𝑦,1) =
ℎ2

𝜋𝐺𝑁

(︂
− 𝜕

𝜕𝑦

)︂ 𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀

1 − 𝜏 2𝑘
×

×
∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘) cos
(︁
𝑡
𝑦

ℎ
𝜏𝑘

)︁ 𝑓2(𝑡)
𝑡3

𝑑𝑡 (2.36)

де 𝑓2(𝑡) =
4𝑡−𝜇−1

0 (𝑒2𝑡−𝑒−2𝑡)
𝑒2𝑡+4𝑡−𝑒−2𝑡 .

Знайдемо необходнi похiднi 𝑢′(𝑥,0,1) та покладемо 𝑥 = 0, 𝑣.(0,𝑦,1) та
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𝑦 = 0

𝑢′(0,0,1) =
1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1 − 𝜏 2𝑘
𝜏𝑘
√︀

1 − 𝜏 2𝑘

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘)
𝑓2(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡,

𝑣′(0,0,1) =
1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜏 2𝑘
𝜏𝑘
√︀

1 − 𝜏 2𝑘

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘)
𝑓2(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡,

Виконаємо наступне перетворення

𝑓2(𝑡) + 𝜇−1
0 − 𝜇−1

0 =
4𝜇−1

1 · 𝑡𝑒−2𝑡

1 + 4𝑡𝑒−2𝑡 − 𝑒−4𝑡
− 𝜇−1

0 ,

де перший доданок являє собою спадаючу функцiю. Тодi у (2.36) отримає-
мо суму iнтегралiв, де у другому використаємо формулу (3.741(1), [4]).У
пiдсумку похiднi перемiщень мають вигляд

𝑢′(0,0,1) =
1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1 − 𝜏 2𝑘
𝜏𝑘
√︀

1 − 𝜏 2𝑘

{︃
4𝜇−1

1

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘)

2𝐷
*(1)
𝑡

𝑑𝑡− 1

4𝜇0
𝐹 *(𝜏𝑘;𝐴,𝐵)

}︃
,

𝑣.(0,0,1) =
1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜏 2𝑘
𝜏𝑘
√︀

1 − 𝜏 2𝑘

{︃
4𝜇−1

1

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘)

2𝐷
*(1)
𝑡

𝑑𝑡− 1

4𝜇0
𝐹 *(𝜏𝑘;𝐴,𝐵)

}︃
,

𝑤,(0,0,1)=− 1

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀

1 − 𝜏 2𝑘

{︃
8𝜇−1

1

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘)

2𝐷
*(1)
𝑡

𝑑𝑡+
1

4𝜇0
𝐹 *(𝜏𝑘;𝐴,𝐵)

}︃
,

де функцiя 𝐷*(1)
𝑡 визначена у (2.30).

На основi отриманих похiдних перемiщень побудовано нормальне
напруження (2.28)

𝜎(1)𝑥 (0,0,1) =
1

𝜋𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀

1 − 𝜏 2𝑘
·

·

{︃
4
(︀
2 − 𝜇−1

1 𝜏 2𝑘
)︀ ∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘)

𝐷
*(1)
𝑡

𝑑𝑡+
𝜇−1
0 𝜏 2𝑘 − 1

2
𝐹 *(𝜏𝑘𝑙𝐴,𝐵)

}︃
.
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Буде показано нижче, що має мiсце спiввiдношення

𝐶

2𝜋𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝜏𝑘
√︀

1 − 𝜏 2𝑘
ln

(︃√︀
1 − 𝜏 2𝑘 + 𝐵

𝐴𝜏𝑘√︀
1 − 𝜏 2𝑘 − 𝐵

𝐴𝜏𝑘

)︃
= 𝐶. (2.37)

Приймаючи до уваги спiввiдношення (2.37), маємо остаточний вираз
для нормального напруження

𝜎(1)𝑥 (0,0,1) =
1

𝜋𝑁

{︃
𝑁∑︁
𝑘=1

4
(︀
2 − 𝜇−1

1 𝜏 2𝑘
)︀

𝜏𝑘
√︀

1 − 𝜏 2𝑘

∫︁ ∞

0

𝐹0(𝑡,𝜏𝑘)

𝐷
*(1)
𝑡

𝑑𝑡+

+
𝜇−1
0

2

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜏𝑘√︀
1 − 𝜏 2𝑘

𝐹 *(𝜏𝑘;𝐴,𝐵)

}︃
− 1. (2.38)

Розглянемо отриманий вираз для 𝑁 — непарного, тодi знайдеться корiнь
𝜏𝑘 = 0, 𝑘 = 𝑁+1

2 . У першiй сумi (2.38) буде доданок, що являє собою
невизначенiсть виду sin 0

0 = 0
0 , що розгортається за правилом Лопiталя, та

збiжнiсть отриманого iнтеграла забезпечено експоненцiальним спаданням
пiдiнтегральної функцiї. Також у першiй сумi буде доданок, що обернеться
на 0 за рахунок кореня 𝜏𝑘 = 0; аналогiчно i для другої суми. Таким чином,
значення параметра 𝑁 — довiльне.

2.2 Результати чисельних розрахункiв.

Формула перемiщення

𝑊𝐴𝐵
0 = 𝑎

4𝐴𝐵𝑃

𝜋𝐺𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ ∞

0

𝐹 (𝑡, 𝜏𝑘)

𝑡2
√︀

1 − 𝜏 2𝑘 𝜏
2
𝑘

𝐹1(𝑡,𝑧)

𝐷𝑡
𝑑𝑡

де 𝜏 — це нулi полiнома Чебишева

𝜏𝑘 = cos

(︂
2𝑘 − 1

2𝑁
𝜋

)︂
, 𝑘 = 1,𝑁

𝐹 (𝑡,𝜏𝑘) =
𝑠𝑖𝑛(𝑡𝐵𝜏𝑘)

𝑡𝐵𝜏𝑘

1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑡𝐴
√︀

1 − 𝜏 2𝑘 )

𝑡𝐴
√︀

1 − 𝜏 2𝑘
sin(𝑡𝑥

√︁
1 − 𝜏 2𝑘 ) cos(𝑡𝑦𝜏𝑘)
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𝐷𝑡 = 2𝑡+ 𝑠ℎ(𝑡)

𝐹 (𝑡,𝑧) = (𝑧 + 1) sh(𝑡(1 − 𝑧)) − (1 − 𝑧) sh(𝑡(1 + 𝑧))+

+
𝜅+ 1

2

1

𝑡
− ch(𝑡(1 + 𝑧)) + 𝑐ℎ(𝑡(1 − 𝑧))

використанi параметри

𝐴 = 6 𝐴 = 4 𝐴 = 2 𝑃 = 1 𝜇 = 1/3 𝜇 = 1/4 𝜅 = 3 − (4/3)

𝑎 = 1/2 𝐺 = 82 𝑁 = 20 𝑧 = 1

Iнтеграли розрахувувалися мiж значеннями 𝑎 = 0.1, 𝑏 = 15 (де 𝑎— нижня
границя, 𝑏—верхня границя). Порiвнюючи значення функцiї𝑊𝐴𝐵 для рiзних
дiлянок Рис. Пiд час побудови графiкiв значення функцiї 𝑊𝐴𝐵 були подiленi
на 10 за рахунок 𝐺. Код для побудови графiкiв наведений у додатку C.



29

Рис. 2.1. 𝐵 = 𝐴; 𝜇 = 1/3; 𝐴 = 2

Рис. 2.2. 𝐵 = 𝐴/2; 𝜇 = 1/3; 𝐴 = 2

Рис. 2.3. 𝐵 = 𝐴/4 𝜇 = 1/3; 𝐴 = 2

Рис. 2.4. 𝐵 = 𝐴/2;𝜇 = 1/4; 𝐴 = 2

Рис. 2.5. 𝐵 = 𝐴/4;𝜇 = 1/3; 𝐴 = 6

Рис. 2.6. 𝐵 = 𝐴;𝜇 = 1/3; 𝐴 = 4
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ВИСНОВКИ

1) Знайдено розв’язок для задачi про крутильнi коливання однорiдного
стрижня довжини 𝑙.

2) Розв’язок задачi був знайдений за методом Фур’є.
3) Побудовано графiки крутильних коливань однорiдного стрижня коли

один з його кiнцiв вiльний а до iншого приєднаний масивний диск при
фiксованiй змiннiй 𝑡 в залежностi вiд змiнної 𝑥.

4) Побудовано графiки крутильних коливань однорiдного стрижня коли
один з його кiнцiв 𝑥 = 0 закрiплений а до iншого приєднаний масивний
диск при фiксованiй змiннiй 𝑡 в залежностi вiд змiнної 𝑥.

5) Розроблено чисельнi алгоритми побудови графiкiв крутильних коли-
вань у двох випадках.

6) Проаналiзовано отриманi чисельнi розрахунки.
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ДОДАТОК А

Код написаний мовою Python. Для побудови графiкiв розв’язка задачi
о крутильних коливаннях однорiдного стрижня з одним вiльним кiнцем.

import math
import scipy.integrate as spint
import matplotlib.pyplot as mpl
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
from scipy.special import*
import numpy as np # linear algebra
muarray = [1.8901417, 4.84078982, 7.93260792,\

11.05206464, 14.18121084, 17.31484013, 20.45090374,\
23.58843474, 26.72691796, 29.86605392,\
33.00565675, 36.14560497, 39.28581588,\
42.42623121, 45.56680874, 48.70751712,\
51.84833259, 54.98923681, 58.1302154,\
61.27125693, 64.4123522]

x = np.linspace(0, 5, 20)
l=5
p=5/8
a=2
N=20
def integral1_f(x, mu):

return -np.sin(x)*np.sin((mu*x)/l)
def integral2_F(x, mu):

return np.cos(x)*np.sin((mu*x)/l)
def a_func(mu,x):

return (2/mu)*(p**2+ mu**2)/(p*(p+1)+ mu**2)*\
spint.quad(integral1_f, 0, l, args = (mu))[0]

def b_func(mu,x):
return ((2*l)/(a*mu**2))*(p**2+ mu**2)/(p*(p+1)+ mu**2)*\
spint.quad(integral1_f, 0, l, args = (mu))[0]

def Res(x, t):
sum=0
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for i in range(1,N):
mu = muarray[i-1]
sum += (a_func(mu, x)*np.cos((mu*a*t)/l)+\
b_func(mu, x)* np.sin((mu*a*t)/l))* np.cos((mu*x)/l)

return sum
fig, ax = mpl.subplots()
ax.spines['right'].set_color('none')
ax.spines['top'].set_color('none')
ax.set_xlabel('x')
t=5
ax.plot(x, Res(x, t), label = r"$\theta$(x,t); "+f"t={t}",\
color = 'gray')
legend = ax.legend(loc = 1, fontsize = 9, shadow = True)
mpl.show()
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ДОДАТОК B

Код написаний мовою Python. Цей код будує графiк функцiї 𝜃(𝑥,𝑡)
коли кiнець 𝑥 = 0 закрiплений, а до iншого 𝑥 = 𝑙 прикрiплений масивний
диск.

import math
import scipy.integrate as spint
import matplotlib.pyplot as mpl
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
from scipy.special import*
import numpy as np # linear algebra
muarray = [0.71697094, 3.32727063, 6.38082359, 9.49053807,\
12.61587092, 15.74763096, 18.88264302,\

22.01952486, 25.15757953, 28.29641789,\
31.4358057, 34.57559356,\
37.71568168, 40.85600093, 43.99650187, \
47.13714821, 50.27791272, 53.41877458,\
56.55971758, 59.70072892, 62.84179835]

x = np.linspace(0, 5, 20)
l=5
p=5/8
a=2
N=20
def integral1_f(x, mu):

return np.sinh(x)*np.cos((mu*x)/l)
def integral2_F(x, mu):

return np.cosh(x)*np.cos((mu*x)/l)
def a_func(mu,x):

return (4)/(2*mu+ np.sin(2*mu))*\
spint.quad(integral1_f, 0, l, args = (mu))[0]

def b_func(mu,x):
return ((4*l)/(a*mu))*(1)/(2*mu+np.sin(2*mu))*\
spint.quad(integral1_f, 0, l, args = (mu))[0]

def Res(x, t):
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sum=0
for i in range(1,N):

mu = muarray[i-1]
sum += (a_func(mu, x)*np.cos((mu*a*t)/l)+\
b_func(mu, x)* np.sin((mu*a*t)/l))* np.sin((mu*x)/l)

return sum
fig, ax = mpl.subplots()
ax.spines['right'].set_color('none')
ax.spines['top'].set_color('none')
ax.set_xlabel('x')
t=0.1
ax.plot(x, Res(x, t), label = r"$\theta$(x,t); "+f"t={t}",\
color = 'gray')
legend = ax.legend(loc = 1, fontsize = 9, shadow = True)
mpl.show()
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ДОДАТОК C

Код написаний мовою Python. Для побудови розв’язка мiшаної задачi
теорiї пружностi для пiвнескiнченного шару.

import math
import scipy.integrate as spint
import matplotlib.pyplot as mpl
import copy
import seaborn as sns
from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d
from scipy.special import*
import copy
import numpy as np # linear algebra

x = np.linspace(0, 10, 20)
y = np.linspace(-5, 5, 20)
X, Y = np.meshgrid(x, y)
n = int(np.sqrt(X.size))
fW=np.zeros((20, 20))
kappa = 3-(4/3)
a = 1/2
A = 2
P=1
G=82
B = A/2
N = 20
def F(t, tau, x, y):

sqtau = np.sqrt(1-tau**2)
return (np.sin(t*B*tau)/(t*B*tau))*\
(1-np.cos(t*A*sqtau))/(t*A*sqtau)*\

np.sin(t*x*sqtau)*np.cos(t*y*tau)
def F1(t, z):

return (z+1)*np.sinh(t*(1-z))-(1-z)*np.sinh(t*(1+z))+\
((kappa+1)/2)*(1/t)-np.cosh(t*(1+z))+np.cosh(t*(1-z))
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def integral_func_W(t, tau, x, y):
z=1
sqtau = np.sqrt(1-tau**2)
return F(t, tau, x,y)/(t**2*sqtau*tau**2)*\
F1(t,z)/(2*t+np.sinh(t))

def S_W(x, y):
a=0.1
b=15
sum = 0
for i in range(1, N):

tau = np.cos((2*i-1)/(2*N)*np.pi)
h, e = spint.quad(integral_func_W, a, b, \
args = (tau, x, y))
sum += h

return sum
def WAB(x, y):

return ((a*4*A*B*P)/(G*np.pi*N*10))*S_W(x, y)
for i in range(20):

for j in range(20):
fW[i, j] = WAB(X[i,j], Y[i,j])

fig = mpl.figure(figsize = (14, 11))
ax = fig.add_subplot(2,2,1, projection = '3d')
ax.xaxis.set_pane_color((1,1,1,1))
ax.yaxis.set_pane_color((1,1,1,1))
ax.zaxis.set_pane_color((1,1,1,1))
ax.set_xlabel('x')
ax.set_ylabel('y')
ax.view_init(200, 60)
p = ax.plot_surface(X, Y, fW, cmap = mpl.cm.binary)
cb = fig.colorbar(p, shrink = 0.8)
mpl.show()
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