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ВСТУП

Метод елiпсоїдiв має велике теоретичне i практичне значення.
Його розглядають як особливий випадок методу УГСРП у напрямку суб-
градiєнта з незмiнним коефiцiентом розтягу простору i множником кроку,
що змiнюється формулою геометричної прогресiї; або як метод послiдовних
вiдтинань, де на кожному кроцi оптимiзацiї за допомогою елiпсоїда апро-
ксимується область локалiзацiї розв’язку.

Цей метод оптимiзацiї використовується для задач опуклого програму-
вання, задач пошуку сiдлових точок опукло-увiгнутих функцiй, особливi
випадки задач варiацiйних нерiвностей, спецiальнi класи задач лiнiйної i
нелiнiйної додатковостi, тощо. Але здебiльшого i з моменту свого створення
вiн використовується для мiнiмiзацiї опуклих функцiй.

Ще один вiдомий клас таких методiв - методи змiнної метрики(квазiньютонiвськi),
якi є ефективним засобом розв’язання задач безумової оптимiзацiї.
У сучаснiй науковiй лiтературi iснує значна кiлькiсть дослiджень, при-
свячених порiвнянню методу елiпсоїдiв i квазiньютонiвських методiв. Цi
дослiдження включають аналiтичнi та експериментальнi пiдходи для оцiнки
ефективностi цих методiв на рiзних наборах функцiй та у рiзних умовах.

Коло питань:

• Швидкiсть збiжностi: Порiвняння швидкостi збiжностi методу
елiпсоїдiв i квазiньютонiвських методiв для рiзних класiв функцiй.

• Вплив розмiрностi: Вивчення впливу розмiрностi простору на ефе-
ктивнiсть обох методiв i визначення областi їхньої застосовностi в
залежностi вiд розмiрностi проблеми.

• Порiвняння складностi: Оцiнка обчислювальної складностi, вклю-
чаючи аналiз кiлькостi обчислень та вимог до пам’ятi.
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Для методу елiпсоїдiв розглянемо iтеративний алгоритм i алгоритм побудо-
ви елiпсоїдiв. Доведемо теореми збiжностi методу, як субградiентного i як
градiентного.

Згадаємо постановку задачi та алгоритм методу змiнної метрики (ква-
зiньютонiвськi).

Реалiзуємо мiнiмiзацiю функцiї обома методами i порiвняємо їх.

Зробимо вiдповiднi висновки на основi дослiджень.
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РОЗДIЛ 1

ТЕОРЕТИЧНА ЧАСТИНА

1.1 Метод елiпсоїдiв

1.1.1 Постановка задачi

Нехай на 𝐸𝑛 задано векторне поле 𝑔(𝑥). Необов’язково, щоб воно було
неперервним. [5]

𝑔(𝑥) ∈ 𝐸𝑛, (𝑥 ∈ 𝐸𝑛) (1.1.1)

Розглянемо задачу: необхiдно знайти таку точку 𝑥*, що (𝑔(𝑥), 𝑥− 𝑥*) ≥ 0

для усiх 𝑥 ∈ 𝐸𝑛. Припустимо, що ця задача має рiшення. До того ж, нам
вiдомо, що 𝑥 ∈ 𝑆(𝑥0, 𝑅), де 𝑆(𝑥0, 𝑅) - замкнутий шар iз центром у точцi 𝑥0
i радiусом 𝑅. Точка 𝑥* належить також i пiвкулi

𝑆0(𝑥0, 𝑅) = 𝑆0(𝑥0, 𝑅) ∩ {𝑥 : (𝑔(𝑥0), 𝑥− 𝑥0) ≤ 0}. (1.1.2)

Побудуємо елiпсоїд з мiнiмальним об’ємом, який мiстить 𝑆0(𝑥0, 𝑅), та за
допомогою лiнiйного перетворення будемо розтягувати простiр таким чином,
щоб заданий елiпсоїд перетворився на кулю. Радiус цiєї нової кулi буде
помiтно зменшено, вiдносно 𝑅 = 𝑅0

𝑅1 = 𝑅0
3

√︂
1− 𝑛

2
. (1.1.3)

Тому, при повторенi даного процесу, буде локалiзовуватися 𝑥* у кулях з
послiдовно зменшуваним радiусом.

Варто вiдзначити, що об’єми тих елiпсоїдiв, що утворюються пiд час
процедури, наближуються до нуля зi швидкiстю геометричної прогресiї,
знаменник якою розраховується за формулою

𝑞 =

√︂
𝑛− 1

𝑛+ 1

(︂
𝑛√

𝑛2 − 1

)︂𝑛

, (1.1.4)
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що, як можна легко побачити, залежить виключно вiд розмiру просто-
ру(кiлькостi змiнних). Детальний опис виразу цього знаменника у форму-
лах(1.1.9) - (1.1.11).

Приклад двох послiдовних крокiв у початковому просторi показанний
на рисунку 1.1.[8]

Рис. 1.1

На даному етапi можна припустити, що на швидкiсть збiжностi методу
елiпсоїдiв впливає вiдносно невелика кiлькiсть даних. Далi ми спробуємо
це довести чи спростити пiд час практичних дослiджень.

Також важливим є зазначити, що мiнiмiзацiя методом елiпсоїдiв не по-
винна вiдображатися на значеннях функцiї, як прийнято вважати. Зменше-
ння(тобто мiнiмiзацiї) вiдбувається у вiдстанi ℎ вiд точки 𝑥𝑘 до 𝑥𝑘+1.
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1.1.2 Алгоритм методу

Розглянемо iтеративний алгоритм розв’язку заданої задачi за 𝑛 > 1.[8]
Припустимо, що 𝑔(𝑥) ̸= 0 при 𝑥 ̸= 𝑥*.

Перед початком розрахункiв маємо:

− 𝑥0 ∈ 𝐸𝑛

− 𝐵0 = 𝐼𝑛 - одинична матриця
− ℎ0 =

𝑅
𝑛+1

I на 𝑘-му кроку отримали:

− 𝑥𝑘 ∈ 𝐸𝑛

− 𝐵𝑘 - матриця 𝑛× 𝑛, 𝐵𝑘 - спряжена матриця.
− ℎ𝑘 > 0.

На кроцi (𝑘 + 1) розраховуємо:

1) значення вектору 𝑔(𝑥𝑘) ; якщо 𝑔(𝑥𝑘) = 0, то 𝑥𝑘 - шукана точка;
2) вектор, що задає напрям перетворення простору

𝜉𝑘 =
𝐵*

𝑘𝑔(𝑥𝑘)

‖𝐵*
𝑘𝑔(𝑥𝑘)‖

; (1.1.5)

3) значення нової точки

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − ℎ𝑘𝐵𝑘𝜉𝑘; (1.1.6)

4) матрицю перетворення простору

𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘𝑅𝛽(𝜉𝑘), 𝛽 =
√︀

(𝑛− 1)/(𝑛+ 1); (1.1.7)

де 𝑅𝛽(𝜉𝑘) - оператор розтягування простору у напрямку 𝜉𝑘 з коефiцi-
ентом 𝛽;

5) значення крокового множника

ℎ𝑘+1 = ℎ𝑘𝑟, 𝑟 = 𝑛/
√︀
𝑛2 − 1. (1.1.8)
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Теорема 1.1: Послiдовнiсть {𝑥}∞𝑘=0 , що генерується алгоритмом, зазначе-
ним у формулах (1.5) - (1.8), задовольняє наступну нерiвнiсть

‖𝐴𝑘(𝑥𝑘 − 𝑥*)‖ ≥ ℎ𝑘(𝑛+ 1), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . (1.1.9)

де 𝐴𝑘 = 𝐵−1
𝑘 . Множина точок 𝑥, що задовольняють нерiвнiсть

‖𝐴𝑘(𝑥𝑘 − 𝑥)‖ ≥ (𝑛+ 1)ℎ𝑘 = 𝑅(𝑛/
√︀

𝑛2 − 1)𝑘, (1.1.10)

являє собою елiпсоїд Φ𝑘, об’єм якого

𝜈(Φ𝑘) =
𝜈0𝑅

𝑛(𝑛/
√
𝑛2 − 1)𝑛𝑘

𝑑𝑒𝑡𝐴𝑘

де 𝜈0 - об’єм одиничного 𝑛-мiрного шару. Отримаємо оцiнку

𝜈(Φ𝑘+1)

𝜈(Φ𝑘)
=

(𝑛/
√
𝑛2 − 1)𝑛𝑑𝑒𝑡𝐴𝑘

𝑑𝑒𝑡𝐴𝑘+1
=

(𝑛/
√
𝑛2 − 1)𝑛𝑑𝑒𝑡𝐴𝑘

𝑑𝑒𝑡𝑅𝛼(𝜉𝑘)𝑑𝑒𝑡𝐴𝑘
=

=
1

𝛼

(︂
𝑛√

𝑛2 − 1

)︂𝑛

=

√︂
𝑛− 1

𝑛+ 1

(︂
𝑛√

𝑛2 − 1

)︂𝑛

. (1.1.11)
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1.1.3 Алгоритм побудови елiпсоїдiв

Метод елiпсоїдiв заснований на використаннi в 𝑅𝑛 елiпсоїду мiнi-
мального об’єму, який мiстить пiвкулю, отриманий в результатi перетину
𝑛-мiрної кулi i пiвпростору, що проходить через його центр. Цей елiпсоїд
має сплюснуту форму у напрямку нормалi до гiперплощини, що проходить
через центр кулi з радiусом 𝑟. На рисунку 1.2 показанi параметри елiпсоїду
мiнiмального об’єму, що мiстить пiвкулю в 𝑅𝑛.[6]

Рис. 1.2

Параметри цього елiпсоїду наступнi:

1) 𝑎 - довжина меншої пiвосi у напрямку нормалi, що визначає пiвкулю;
2) 𝑏 - довжина бiльшої пiвосi(кiлькiсть таких напiвосей дорiвнює 𝑛− 1);
3) ℎ - вiдстань вiд центру кулi до центру елiпсоїду у напрямку меншшої

з його пiвосей.

𝑎 = 𝑟
𝑛

𝑛+ 1
, (1.1.12)

𝑏 = 𝑟
𝑛√

𝑛2 − 1
, (1.1.13)

ℎ = 𝑟
𝑛

𝑛+ 1
, (1.1.14)

Iтерацiя методу елiпсоїдiв уявляє собою перехiд вiд наяного елiпсоїду до
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наступного iз постiйним коефiцiентом зменшення їх об’ємiв. Цей коефiцiент
визначається вiдношенням об’єму елiпсоїду з довжинами напiвосей 𝑎 i 𝑏 до
об’єму кулi радiусу 𝑟 в 𝑅𝑛 та може бути записан у виглядi

𝑞𝑛 =
(︁𝑎
𝑟

)︁(︂
𝑏

𝑟

)︂𝑛−1

=
𝑛

𝑛+ 1

(︂
𝑛√

𝑛2 − 1

)︂𝑛−1

< 1. (1.1.15)
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1.1.4 Теорема збiжностi

Розглянемо теорему збiжностi методу елiпсоїдiв, як субградiентного
методу.
Умови:

1) Функцiя 𝑓 опукла i обмежена знизу.
2) Послiдовнiсть крокiв {𝛼𝑘} задовольняє умовам:

•
∑︀∞

𝑘=0 𝛼𝑘 = ∞
•
∑︀∞

𝑘=0 𝛼
2
𝑘 < ∞

Теорема: Якщо 𝑓 опукла i обмежена знизу, i послiдовнiсть крокiв
{𝛼𝑘} задовольняє заданим умовам, то субградiентний метод, що генерує
послiдовнiсть {𝑥𝑘} за правилом

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑘𝑔𝑘, (1.1.16)

де 𝑔𝑘 ∈ 𝜕𝑓(𝑥𝑘), збiгається до оптимального значення функцiї 𝑓

lim
𝑘→∞

𝑓(𝑥𝑘) −→ 𝑓(𝑥*). (1.1.17)

Але для доведення абсолютної збiжностi методу елiпсоїдiв необхiдно,
щоб збiжнiсть досягалася як при субградiєнтi, так i при градiєнтi.
Саме тому ми розглянемо теорему про збiжнiсть, але замiнивши субградiент
на градiент.

Умови:

1) Функцiя 𝑓 опукла, диференцiйована i обмежена знизу.
2) Послiдовнiсть крокiв {𝛼𝑘} задовольняє умовам:

•
∑︀∞

𝑘=0 𝛼𝑘 = ∞
•
∑︀∞

𝑘=0 𝛼
2
𝑘 < ∞

Теорема: Якщо 𝑓 опукла i обмежена знизу, i послiдовнiсть крокiв
{𝛼𝑘} задовольняє заданим умовам, то субградiентний метод, що генерує
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послiдовнiсть {𝑥𝑘} за правилом

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛼𝑘 ▽ 𝑓(𝑥𝑘), (1.1.18)

збiгається до оптимального значення функцiї 𝑓

lim
𝑘→∞

𝑓(𝑥𝑘) −→ 𝑓(𝑥*). (1.1.17)

Доведемо це, аналогiчно доведенню збiжностi субградiентного методу, ви-
користовуючи той факт,що дл дифеференцiйованих функцiй градiент грає
роль субградiенту. Позначимо 𝑥* точку мiнiмума функцiї 𝑓 . Тодi

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖2 = ‖𝑥𝑘 − 𝛼𝑘 ▽ 𝑓(𝑥𝑘)− 𝑥*‖2 (1.1.19)

Використаємо ‖𝑎+ 𝑏‖2 = ‖𝑎‖2 + 2𝑎𝑇 𝑏+ ‖𝑏‖2 щоб разгорнути квадрат

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖2 = ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2 − 2𝛼𝑘 ▽ 𝑓(𝑥𝑘)
𝑇 (𝑥𝑘 − 𝑥*)+

+𝛼2
𝑘‖ ▽ 𝑓(𝑥𝑘)‖2 (1.1.20)

Для опуклої фунцiї 𝑓 та її градiенту виконується

𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥*) ≤ ▽𝑓(𝑥𝑘)
𝑇 (𝑥𝑘 − 𝑥*)

Пiдставляємо це в рiвняння

‖𝑥𝑘+1 − 𝑥*‖2 ≤ ‖𝑥𝑘 − 𝑥*‖2 − 2𝛼𝑘(𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥*))+

+𝛼2
𝑘‖ ▽ 𝑓(𝑥𝑘)‖2 (1.1.21)

Складаємо цю нерiвнiсть по 𝑘 от 0 до 𝑁 − 1

‖𝑥𝑁 − 𝑥*‖2 + 2
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘(𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥*)) ≤ ‖𝑥0 − 𝑥*‖2+

+
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝛼2
𝑘‖ ▽ 𝑓(𝑥𝑘)‖2 (1.1.22)
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Оскiльки ‖𝑥𝑁 − 𝑥*‖2 ≥ 0, отримаємо

2
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘(𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥*)) ≤ ‖𝑥0 − 𝑥*‖2 +
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝛼2
𝑘‖ ▽ 𝑓(𝑥𝑘)‖2 (1.1.23)

Враховуючи те, що
∑︀∞

𝑘=0 𝛼𝑘 = ∞ i
∑︀∞

𝑘=0 𝛼𝑘 < ∞, права частина залишаєтся
обмеженною, а лiва частина зростає нескiнчено.
Це означає, що 𝑓(𝑥𝑘) −→ 𝑓(𝑥*) при 𝑘 −→ ∞.

Теорему доведено.
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1.1.5 Загальнi висновки на основi теоретичних даних

Методом елiпсоїдiв можна мiнiмiзувати опуклу функцiю; для цього
необхiдно знайти точку 𝑥* , яка задовольняє умовi (𝑔(𝑥), 𝑥− 𝑥*) ≥ 0, нале-
жить замкнутiй кулi 𝑆(𝑥0, 𝑅) i знаходиться в пiвкулi 𝑆0(𝑥0, 𝑅).

Алгоритм включає iтеративнi кроки з визначенням нової точки 𝑥𝑘+1, на-
прямку перетворення простору 𝜉𝑘, матрицi перетворення простору 𝐵𝑘+1, i
значення крокового множника ℎ𝑘+1.

Була доведена теорема про збiжнiсть методу елiпсоїдiв.

Зазначено, що на швидкiсть збiжностi методу елiпсоїдiв впливає тiльки
розмiрнiсть опуклої функцiї, що буде доведено чи спростовано у практичнiй
частинi дослiджень.
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1.2 Метод змiнної метрики(квазiньютонiвський)

1.2.1 Постановка задачi

Нехай функцiя 𝑓(𝑥) є двiчi неперервно-диференцiйованою.[5] Розгля-
немо метод

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑝𝑘, (1.2.1)

де 𝑝𝑘 = −𝐻𝑘𝑓
′(𝑥𝑘) .

Квазiньютонiвська умова вимагає, щоб матриця 𝐻𝑘+1, яка наближує [𝑓 ′′(𝑥𝑘)]
−1,

виконувала умову
𝐻𝑘+1∆𝑦𝑘 = ∆𝑥𝑘

де
∆𝑦𝑘 = 𝑓 ′(𝑥𝑘+1)− 𝑓 ′(𝑥𝑘);∆𝑥𝑘 = 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘.

У методi Бройдена-Флетчера-Гольдфарба-Шанно(БФГШ), що ми викори-
стовуватимемо для порiвняння, для знаходження матрицi 𝐻𝑘+1 використо-
вується формула

𝐻𝑘+1 = 𝐻𝑘 +

(︂
1− [∆𝑦𝑘]

𝑇𝐻𝑘∆𝑦𝑘
[∆𝑥𝑘]𝑇∆𝑦𝑘

)︂
∆𝑥𝑘[∆𝑥𝑘]

𝑇

[∆𝑥𝑘]∆𝑦𝑘
−

−∆𝑥𝑘[∆𝑦𝑘]
𝑇𝐻𝑘 +𝐻𝑘∆𝑦𝑘[∆𝑥𝑘]

𝑇

[∆𝑥𝑘]𝑇∆𝑦𝑘
(1.2.2)

Квазiньютонiвськi методи також вiдомi як методи змiнної метрики. Ця назва
пояснюється тим, що будь-яка симетричка, додатно визначена матриця 𝐻𝑘

визначає скалярний добуток (𝑢, 𝑣)𝑘 = (𝐻𝑘, 𝑢, 𝑣) i пов’язану з ним метрику.
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1.2.2 Алгоритм методу

Крок 1

Взяти
𝑝𝑗 = −𝐻𝑗𝑓

′(𝑦𝑗)

i за 𝛼𝑗 обрати оптимальний розв’язок задачi мiнiмiзацiї 𝑓(𝑦𝑗 + 𝛼𝑝𝑗) при
𝛼𝑗 ≥ 0. Покласти

𝑦𝑗+1 = 𝑦𝑗 + 𝛼𝑗𝑝𝑗.

Якщо 𝑗 > 𝑛, то перейти до кроку 2.
Якщо 𝑗 = 𝑛, то покласти 𝑦1 = 𝑥𝑘+1 = 𝑦𝑛+1, замiнити 𝑘 на 𝑘 + 1, покласти
𝑗 = 1 та перейти до кроку 1.

Якщо ‖𝑓 ′(𝑦𝑗)‖ < 𝜖, то зупинитися. Де 𝜖 > 0 - обране число для зупин-
ки алгоритму.

Крок 2

Побудувати матрицю 𝐻𝑗+1 за формулою, зазначеною в (1.2.2). Замiнити 𝑗

на 𝑗 + 1 та перейти до кроку 1.
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РОЗДIЛ 2

ПРАКТИЧНА ЧАСТИНА

2.1 Реалiзацiя методу елiпсоїдiв

2.1.1 Мiнiмiзацiя функцiї

Приклад мiнiмiзацiї функцiї методом елiпсоїдiв був реалiзований ство-
ренням вiдповiдної програми на мовi Python(ДОДАТОК А).

Головна задача - порiвняння з методом змiнної метрики - буде викона-
на програмним методом; але для бiльш повного розумiння методу елiпсоїдiв,
його алгоритму i принципiв побудови необхiдних елiпсоїдiв розглянемо на-
ступну задачу.

Нехай 𝑓 опукла i обмежена знизу. Необхiдно знайти таку точку 𝑥*, що
(𝑔(𝑥), 𝑥− 𝑥*) ≥ 0 для усiх 𝑥 ∈ 𝐸𝑛. Припустимо, що ця задача має рiшення.
До того ж, нам вiдомо, що 𝑥 ∈ 𝑆(𝑥0, 𝑅), де 𝑆(𝑥0, 𝑅) - замкнутий шар iз
центром у точцi 𝑥0 i радiусом 𝑅.

Точка 𝑥* належить також i пiвкулi 𝑆0(𝑥0, 𝑅). Розмiрнiсть мiнiмiзуємої
опуклої функцiї 𝑛 = 2.

На початковому етапi вiзьмемо коло з 𝑅 = 1 i центром 𝑥0 = (1; 2). Та-
кож маємо 𝐵0 = 𝐼𝑛 - одинична матриця.

𝜙(𝑥) = (𝑥2 − 𝑥21)
2 + (1− 𝑥1)

2

𝜉𝑘 = [1; 1]
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Рис. 2.1

У теоретичнiй частинi були наведенi формули, необхiднi для побудови
елiпсоїду для кожного кроку iтерацiї. Ми розглянемо перехiд вiд початко-
вого етапу до першої завершенної iтерацiї.

Маючи радiус початкового кола, розмiрнiсть простору мiнiмiзуємої функцiї
i користуючись формулами (1.1.12)-(1.1.14), отримаємо

𝑎 = 1× 2

2 + 1
= 0,66667

𝑏 = 1× 2√
22 + 1

= 0,8944

ℎ = 1× 2

2 + 1
= 0,66667

Розрахуємо значення наступної точки 𝑥1 за формулою

Знайдемо вираз 𝐵0𝜉𝑘:

𝐵0𝜉𝑘 = 𝐼

⎛⎜⎝1

1

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝1

1

⎞⎟⎠ .
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Далi обчислимо вираз ℎ0𝐵0𝜉𝑘:

ℎ0𝐵0𝜉𝑘 = ℎ0

⎛⎜⎝1

1

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝0,66667

0,66667

⎞⎟⎠ .

Тепер обчислимо 𝑥0 − ℎ0𝐵0𝜉𝑘:

𝑥1 = 𝑥0 − ℎ0𝐵0𝜉𝑘 =

⎛⎜⎝1

2

⎞⎟⎠−

⎛⎜⎝0,66667

0,66667

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝0,33333

1,33333

⎞⎟⎠ .

Що дозволяє побудувати наступний елiпсоїд.

Рис. 2.2

Для наступних iтерацiй необхiдно роозрахувати значення матрицi
перетворення 𝐵1 за формулою

𝐵𝑘+1 = 𝐵𝑘𝑅𝛽(𝜉𝑘), 𝛽 =
√︀
(𝑛− 1)/(𝑛+ 1)

Розрахуємо значення

𝛽 =
√︀

(2− 1)/(2 + 1) =
1√
3
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Оператор розтягування простору 𝑅𝛽(𝜉𝑘) визначається через проекцiю
на напрямок 𝜉𝑘 i ортогональне доповнення до нього. Для 𝜉𝑘 = (1,1) маємо:

𝑅𝛽(𝜉𝑘) = 𝐼 + (𝛽 − 1)
𝜉𝑘𝜉

𝑇
𝑘

‖𝜉𝑘‖2
.

Обчислимо норму 𝜉𝑘:

‖𝜉𝑘‖2 = 12 + 12 = 2.

Обчислимо 𝜉𝑘𝜉
𝑇
𝑘 :

𝜉𝑘𝜉
𝑇
𝑘 =

⎛⎜⎝1

1

⎞⎟⎠(︂
1 1

)︂
=

⎛⎜⎝1 1

1 1

⎞⎟⎠ .

Тепер обчислимо (𝛽 − 1)
𝜉𝑘𝜉

𝑇
𝑘

‖𝜉𝑘‖2 :

(𝛽 − 1)
𝜉𝑘𝜉

𝑇
𝑘

‖𝜉𝑘‖2
=

(︂
1√
3
− 1

)︂
1

2

⎛⎜⎝1 1

1 1

⎞⎟⎠ .

Тепер обчислимо (𝛽 − 1)
𝜉𝑘𝜉

𝑇
𝑘

2 :

(𝛽 − 1)
𝜉𝑘𝜉

𝑇
𝑘

2
=

1−
√
3

2
√
3

⎛⎜⎝1 1

1 1

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝1−
√
3

2
√
3

1−
√
3

2
√
3

1−
√
3

2
√
3

1−
√
3

2
√
3

⎞⎟⎠ .

Тепер знайдемо 𝑅𝛽(𝜉𝑘):

𝑅𝛽(𝜉𝑘) = 𝐼+

⎛⎜⎝1−
√
3

2
√
3

1−
√
3

2
√
3

1−
√
3

2
√
3

1−
√
3

2
√
3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝1 0

0 1

⎞⎟⎠+

⎛⎜⎝1−
√
3

2
√
3

1−
√
3

2
√
3

1−
√
3

2
√
3

1−
√
3

2
√
3

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝1 + 1−
√
3

2
√
3

1−
√
3

2
√
3

1−
√
3

2
√
3

1 + 1−
√
3

2
√
3

⎞⎟⎠ .
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Тепер обчислимо кiнцевi значення:

1 +
1−

√
3

2
√
3

= 1 +
1

2
√
3
−

√
3

2
√
3
= 1 +

1

2
√
3
− 1

2
=

2
√
3 + 1−

√
3

2
√
3

=

√
3 + 1

2
√
3

.

Таким чином,

𝑅𝛽(𝜉𝑘) =

⎛⎜⎝
√
3+1
2
√
3

1−
√
3

2
√
3

1−
√
3

2
√
3

√
3+1
2
√
3

⎞⎟⎠ .

Так як 𝐵0 - одинична матриця, то

𝐵1 = 𝐵0𝑅𝛽(𝜉𝑘) = 𝐼 ·𝑅𝛽(𝜉𝑘) = 𝑅𝛽(𝜉𝑘).

𝐵1 =

⎛⎜⎝
√
3+1
2
√
3

1−
√
3

2
√
3

1−
√
3

2
√
3

√
3+1
2
√
3

⎞⎟⎠ .

Критерiй зупинки на цьому етапi не виконується, що свiдчить про
необхiднiсть наступних iтерацiй.

Це був аналiтичний розрахунок значень, необхiдних на кожному кроцi.
Звичайно, що мiнiмiзувати цю функцiю цiлком таким чином буде вкрай
довго i складно. Саме тому кiнцевий розв’язок ми отримуємо завдяки про-
грамному рiшенню. Також вже додамо порiвняння з квазiньютонiвським
методом БФГШ.
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Рис. 2.3

Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.007633352640979039
Використання пам’ятi: 5.72052 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 6.28451 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.007072524821686281
Використання пам’ятi: 5.19221 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 5.6735 КБ

Методи 𝑥0 𝑓(𝑥0) 𝑥* 𝑓(𝑥*) 𝑛 time memory usage

ME
(1;2) 1

(1.325; 0.792) 0 17 0.0076 6.3 КБ

BFGS (1.325; 0.792) 0 21 0.0071 5.7 КБ
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2.1.2 Мiнiмiзацiя функцiї з великою кiлькiстю змiнних

Важливим для кращого дослiдження збiжностi є перевiрка методом
оптимiзацiї функцiї зi значно бiльшою кiлькiстю змiнних. Обчислювальна
складнiсть буде збiльшуватися прямо пропорцiйно до збiльшення кiлькостi
змiнних.
Спробуємо дослiдити цi змiни шляхом мiнiмiзацiї наступної функцiї.

𝜑(𝑥) =
60∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑖)2; 𝜉0 = (0; 1)

𝐵0 = 𝐼𝑛 - одинична матриця.

Рис. 2.4

Метод елiпосоїдiв: Кiлькiсть iтерацiй: 23719
Увесь витраченний час: 1.8923481
Використання пам’ятi: 361.17362 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 417.993214 КБ
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Метод змiнної метрики: Кiлькiсть iтерацiй: 11806
Увесь витраченний час: 1.000000539
Використання пам’ятi: 195.54207 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 205.622315 КБ

Як можна побачити, велика кiлькiсть змiнних погiршує загальну
ефективнiсть методу i значно зменшує швидкiсть збiжностi, порiвняно з
методом змiнної метрики. Кiлькiсть iтерацiй, необхiдних для мiнiмiзацiї
методом елiпсоїдiв, майже в 2 рази бiльша. Те саме можна сказати i про
використаний обсяг пам’ятi. Часу знадобилося на 0.89 секунди бiльше.

Збiльшення кiлькостi змiнних призводить до зростання розмiрностi
простору, в якому проводиться оптимiзацiя. Це ускладнює пошук
глобального мiнiмуму. BFGS використовує апроксимацiю гессiана, що
дозволяє зменшити обсяг необхiдної пам’ятi.

Метод змiнної метрики виявився бiльш ефективним для задач з великою
кiлькiстю змiнних. Вiн забезпечує швидшу збiжнiсть та вимагає менше
обчислювальних ресурсiв, таких як пам’ять та час. Метод елiпсоїдiв, хоча i
є корисним для певних типiв задач, виявляється менш ефективним у
випадках з великою кiлькiстю змiнних через велику кiлькiсть iтерацiй та
збiльшенi обчислювальнi витрати.
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2.2 Порiвняння двох методiв мiнiмiзацiї
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№
М
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𝑥
0
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*
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ВИСНОВКИ

Порiвнявши обидва методи мiнiмiзацiї отримали, що метод елiпсоїдiв для
стандартних функцiй Розенброка являє швидшу збiжнiсть. Кiлькiсть
iтерацiй для функцiй з двома змiнними орiєнтовно дорiвнює 15-25; з
трьома змiнними - 45-60; з чотирма - 90-110. У той самий час методу

змiнної метрики потребується бiльше iтерацiй: для двох змiнних - 20-35;
для трьох - 55-70; для чотирьох - 100-120.

Але обсяг використаної пам’ятi для методу елiпсоїдiв помiтно бiльший. Те
саме можна сказати i про витрачений час. Це говорить про те, що метод

елiпсоїдiв має бiльшу обчислилювальну складнiсть.

Пiд час порiвняння методiв для мiнiмiзацiї функцiї з великою кiлькiстю
змiнних було видно, що метод елiпсоїдiв для таких задач виявився менш
ефективним. Кiлькiсть iтерацiй, пам’ятi i часу, необхiдних для розрахунку
мiнiмуму, виявився майже удвiчi бiльший за конкурентний метод. Що ще

бiльш явно свiдчить про велику обчислювальну складнiсть методу.

Пiд час дослiдiв було помiтно, що обсяг пам’ятi, кiлькiсть iтерацiй i час
змiнювалися в залежностi вiд кiлькостi змiнних, що пiдтверджує основне

твердження про залежнiсть швидкостi збiжностi тiльки вiд кiлькостi
змiнних.

Головним висновком дослiджень є наступне:

Метод елiпсоїдiв демонструє швидшу збiжнiсть для опуклих функцiй з
невеликою кiлькiстю змiнних, витрачаючи бiльше часу i пам’ятi. Проте для

великих i складних задач вiн точно не буде найкращим з можливих
методiв. Збiжнiсть методом елiпсоїдiв досягається як при використаннi

субградiєнту, так i градiєнту.

В роботi було дослiждено збiжнiсть методу елiпсоїдiв; детально розглянуто
iтеративний алгоритм i алгоритм побудови необхiдних для рiшення
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елiпсоїдiв. Порiвняли з методом змiнної метрики (квазiньютонiвським)
програмним шляхом i зробили висновки на основi отриманих результатiв.
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РОЗДIЛ 3

ДОДАТОК А

Для створення коду для мiнiмiзацiї функцiї методом елiпсоїдiв Шено
скористаемось алгоритмом, який був описаний у "Введенi до оптимiзацiї"Б.

Т. Поляка[1].

Код був написан на мовi програмування Python. Нам знадобляться
бiблiотеки numpy та matplotlib.pyplot, якi ми оголосимо як np та plt
вiдповiдно. Також додамо бiблiотеку tracemalloc для вiдстежування

використовуємої пам’ятi.

Для опису створення прикладу програми для мiнiмiзацiї функцiї методом
елiпсоїдiв Шено вiзьмемо наступну тестову функцiю:

𝜙(𝑥) = 100(𝑥2 − 𝑥21)
2 + (1− 𝑥1)

2, 𝑥0 = [−1.2; 1]𝑇 , 𝑥* = [1; 1], 𝜙(𝑥*) = 0
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3.0.1 Створення основних робочих функцiй

1 tracemalloc.start()
2

3 def linear_transform(vector, matrix):
4 assert len(vector) == matrix.shape[1], "Неправильна

розмiрнiсть вектора i матрицi перетворення."→˓

5 transformed_vector = np.dot(matrix, vector)
6 return transformed_vector
7

8 def func(x1, x2):
9 return 100*(x2 - x1**2)**2 + (1 - x1)**2

10

11 def subgradient(x1, x2):
12 subgrad = []
13 subgrad.append(400 * x1**3 - 400 * x1 * x2 + 2 * x1 - 2)
14 subgrad.append(200 * (x2 - x1**2))
15 return subgrad

• linear-transform(vector, matrix) - описує лiнiйне перетворення мiж
вектором та матрицею перетворення. Ця функцiя будет неодноразово
використовуватися для впровадження коректних формул для дослi-
дження мiнiмуму.

• func(x1, x2) - має виводити значення заданої в умовi функцiї для
подальших розрахункiв.

• subgradient(x1, x2) - має виводити значення субградiєнту функцiї
для подальших розрахункiв.

• tracemalloc.start - починає вiдстежування витрат пам’ятi.
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3.0.2 Задання головних параметрiв та створення ма-

триць для зберiгання даних

1 input_vector = np.array([-1.2, 1])
2 transformation_matrix = np.array([[1, 1], [1, 1]])
3 matrix_of_x = []
4 matrix_of_x.append(input_vector)
5 matrix_of_H = []
6 matrix_of_H.append(transformation_matrix)
7 matrix_of_f = []
8

9 f_star = func(1, 1)
10 ak = 1.5
11 MQN = []
12 MESH = []

• input-vector - вектор початкових значень змiнних, якi далi будуть
змiнюватись.

• transformation-matrix - початкова матриця перетворення, яка далi
буде змiнювати значення.

• matrix-of-x - поки що пуста матриця для зберiгання значень змiнних.
• matrix-of-H - поки що пуста матриця для зберiгання значень матрицi

перетворень.
• matrix-of-f - поки що пуста матриця для зберiгання значень функцiї,

що буде використовуватись при побудовi графiкiв для порiвняння.
• f-star - мiнiмальне значення функцiї, задане в умовi.
• ak - початкове значення коефiцiєнта розтягування простору, яке далi

буде змiнюватись.
• MQN, MESH - поки що пустi матрицi для зберiгання часу iтерацiй.
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3.0.3 Головна частина коду. Пошук глобального мiнiму-

му

Цей етап розберемо детальнiше. По-перше, необхiдно створити цикл, який
буде запускати кожну iтерацiю, допоки критерiй зупинки не буде досягнут.
Також у цiй частинi коду ми "дiстанемо"значення 𝑥1 та 𝑥2 з початкового

вектора значень.

1 for _ in range(40):
2 x1 = input_vector[0]
3 x2 = input_vector[1]

Далi починається розрахунок значень функцiї. Враховуючи те, що нам
необхiдно зберiгати значення lg(𝜙(𝑥𝑘)− 𝜙(𝑥*)), то створимо змiнну, яка
розраховує це значення, та будемо зберiгати його в matrix-of-f. Також

зберiгаємо перше значення функцiї.

1 f = func(x1,x2)
2 f1 = func(x1,x2)
3 a = np.log10(f - f_star)
4 matrix_of_f.append(a)
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Наступна частина коду є створенням наступних формул для розрахунку
значень, якi визначають довжину кроку 𝛾𝑘, напрямок розтягування

простору 𝑠𝑘, наступнi змiннi 𝑥𝑘+1 та матрицю перетворень 𝐻𝑘+1:

𝛾𝑘 =
2(𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥*))

(𝐻𝑘
𝜕𝑓(𝑥𝑘)
𝜕𝑥 , 𝜕𝑓(𝑥

𝑘)
𝜕𝑥 )

𝑠𝑘 =
𝜕𝑓(𝑥𝑘)

𝜕𝑥

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 − 𝛾𝑘𝐻𝑘
𝜕𝑓(𝑥𝑘)

𝜕𝑥

𝐻𝑘+1 = 𝐻𝑘 − (1− 1

𝛼2
𝑘

)
𝐻𝑘𝑠

𝑘(𝑠𝑘)𝑇𝐻𝑘

(𝐻𝑘𝑠𝑘, 𝑠𝑘)
, 𝐻0 = 𝐼

Також ми не забуваємо оновлювати значення коефiцiєнта розтягування
простору за формолою:

𝛼𝑘 =
‖(𝐻𝑘, 𝑥

𝑘)‖
‖𝑥𝑘‖
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1 vector_grad_values = subgradient(x1, x2)
2

3 linear_H_and_s = linear_transform(vector_grad_values,
transformation_matrix)→˓

4 scalar_mult_Hs_and_s = np.dot(linear_H_and_s,
vector_grad_values)→˓

5 numerator_of_gamma = f - f_star
6 transposed_vector_grad_values =

np.transpose(vector_grad_values)→˓

7

8 length_of_step_gamma =
2*(numerator_of_gamma)/(scalar_mult_Hs_and_s)→˓

9

10 numerator_H_p1 =
linear_transform(transposed_vector_grad_values,
transformation_matrix)

→˓

→˓

11

12 input_vector = input_vector -
length_of_step_gamma*linear_H_and_s→˓

13 matrix_of_x.append(input_vector)
14

15 output_vector = linear_transform(input_vector,
transformation_matrix)→˓

16 n1 = np.linalg.norm(input_vector)
17 n2 = np.linalg.norm(output_vector)
18 ak = n2/n1
19

20 transformation_matrix = transformation_matrix - (1 -
1/ak**2)*(np.dot(linear_H_and_s,
numerator_H_p1))/(scalar_mult_Hs_and_s)

→˓

→˓

21 matrix_of_H.append(transformation_matrix)
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Додамо зберiгання часу, необхiдного для проведення однiєї iтерацiї.

1 current_time = time.time()
2 elapsed_time = current_time - start_time
3 time.sleep(0.001)
4 MESH.append(elapsed_time:.5f)

Додаємо також критерiй зупинки, а саме:

𝜙(𝑥) ≥ 𝜙(𝑥0) + (lg(𝑥)− 𝑥0)

1 if f >= (f1 + (np.log10(input_vector) - matrix_of_x[0])):
2 break
3

4 current1, peak1 = tracemalloc.get_traced_memory()
5 tracemalloc.stop()
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3.0.4 Створення программи для мiнiмiзацiї функцiї

квазiньютонiвським методом

Для цього можна скористуватися iснуючої функцiєю в бiблiотецi
scipy.optimize i додамо функцiю зворотнього виклику для збереження

значень функцiї.

1 tracemalloc.start()
2 def callback(x):
3 func_values.append(np.log10(func(x) - f_star))
4

5 result = minimize(func, input_vector, method='BFGS',
jac=gradient, options={'disp': True, 'callback':
callback})

→˓

→˓

Зберiгання часу, необхiдного для однiєї iтерацiї.

1 current_time1 = time1.time()
2 elapsed_time1 = current_time1 - start_time1
3 time.sleep(0.001)
4 MQN.append(elapsed_time1:.5f)
5 current2, peak2 = tracemalloc.get_traced_memory()
6 tracemalloc.stop()
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3.0.5 Побудова графiку для порiвняння методiв

Для цього скористаємося бiблiотекою matplotlib.pyplot.

1 plt.figure()
2 plt.plot(matrix_of_f, label='Метод елiпсоїдiв')
3 plt.plot(func_values, label='Квазiньютонiвський метод')
4

5 plt.xlabel('Iтерацiї')
6 plt.ylabel('lg(f(xk) - f*(x))')
7 plt.title('Графiк')
8 plt.legend()
9

10 plt.show()
11

12 print("Метод елiпсоїдiв Шено: ", MESH)
13 print("Всього часу витрачено: ", sum(MESH))
14 print(f"Використання пам'ятi: {current1 / 1024} КБ")
15 print(f"Пiкове використання пам'ятi: {peak1 / 1024} КБ")
16 print("Квазiньютонiвський метод: ", MQN)
17 print("Всього часу витрачено: ", sum(MQN))
18 print(f"Використання пам'ятi: {current2 / 1024} КБ")
19 print(f"Пiкове використання пам'ятi: {peak2 / 1024} КБ")
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3.0.6 Результат роботи коду

Метод елiпосоїдiв: [0.0006218408940321583, 0.0002021800394260549,
0.0005432657266138759, 0.0008661259703966495, 0.00029308156626795445,
0.0006266276675614527, 0.00015357183748000957, 0.0007175810112904287,
0.000688262885356373, 0.0005767946324904881, 0.0002459192592306577,
0.0009382865245480597, 0.0007074596947302702, 0.0004907316217106227,
5.948722138823015e-05, 0.0006218094693912916, 0.0008312994089994593,
0.0003553221078876573, 0.0006370331486390872, 0.000893004452497705,

0.0007379107706093077, 0.00017980662617052558, 0.0007657938795013499]

Увесь витраченний час: 0.01275319641621967
Використання пам’ятi: 5.390625 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 5.5078125 КБ

Метод змiнної метрики: [0.0004190082692568949, 0.0002327326704515441,
0.0002683129339440198, 0.0003689515651838653, 5.739272788899469e-05,
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0.00028570189586749783, 0.0005219851680503911, 2.2401676009770962e-05,
5.473033012114652e-05, 0.0002690145637119302, 0.0004812220018308761,

0.00022156693049239274, 0.0002017006795714675, 0.00015207235077144233,
0.0003697218741884493, 0.0002837310013869482, 0.00014942251408107596,
0.0005569056871141471, 0.0004740282601423805, 7.615932589831013e-05,
0.0005677117736377613, 0.0005864734697946769, 0.0002815004840715017,
0.0003500551795951137, 0.00043178836645972184, 7.519121794962553e-05,

0.00015616980422079592]

Увесь витраченний час: 0.00791565272169274
Використання пам’ятi: 5.078125 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 5.1953125 КБ
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ДОДАТОК Б

Дослiдження тестових функцiй

2. 𝜙(𝑥) = (𝑥1 − 10𝑥2)
2 + 5(𝑥3 − 𝑥4)

2 + (𝑥2 − 2𝑥3)
4 + 10(𝑥1 − 𝑥4)

4, 𝑥0 =

[3;−1; 0; 1]𝑇 , 𝑥0 = [1; 1; 1; 1],𝑥* = (0; 0; 0; 0; ), 𝜙(𝑥*) = 0

3. 𝜙(𝑥) = (𝑥1𝑥2)
2(1− 𝑥21)[1− 𝑥1 − 𝑥2(1− 𝑥1)

5]2, 𝑥0 = [−1.2; 1]𝑇 , 𝑥0 =

[1;∞]𝑇 , 𝑥0 = [0;∞]𝑇 , 𝑥* = [∞; 0]𝑇 , 𝜙(𝑥*) = 0
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4. 𝜙(𝑥) = (𝑥21 + 𝑥2 − 11)2 + (𝑥1 + 𝑥−2 7)
2, 𝑥0 = [1; 1]𝑇 , 𝑥* =

[3.38443;−1.84812]𝑇 , 𝑥* = [3; 2]𝑇 , 𝜙(𝑥*) = 0

5. 𝜙(𝑥) = (𝑥21 + 12𝑥2 − 1)2 + (48𝑥21 + 49𝑥22 + 84𝑥1 + 2324𝑥2 − 681)2, 𝑥0 =

[1; 1]𝑇 , 𝑥* = [0.28581; 0.27936]𝑇 , 𝜙(𝑥*) = 5.9225, 𝑥* =

[−21.026653;−36.7660090]𝑇 , 𝜙(𝑥*) = 0
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6. 𝜙(𝑥) = (𝑥21 + 12𝑥2 − 1)2 + (𝑥1 + 𝑥− 22 − 7)2

7. 𝜙(𝑥) = 100[𝑥3 − (𝑥1+𝑥2

2 )2]2 + (1− 𝑥1)
2 + (1− 𝑥2)

2, 𝑥0 = [−1.2; 2; 0]𝑇 , 𝑥* =

[1; 1; 1], 𝜙(𝑥*) = 0
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8. 𝜙(𝑥) = 104
7∑︁

𝑖=1

(

𝑥2
1+𝑥2

2𝑎𝑖+𝑥2
3𝑎

2
𝑖

1+𝑥2
4𝑎𝑖

− 𝑏𝑖

𝑏𝑖
), 𝑥0 = [2.7; 90; 1500; 10]𝑇 , 𝑥* =

[2.714; 140.4; 1707; 31.51]𝑇 , 𝜙(𝑥*) = 318.572

9. 𝜙(𝑥) = −𝑒−𝑥1−𝑥2(2𝑥21 + 3𝑥22), 𝑥
0 = [2.5; 2.5]𝑇 , 𝑥* = [0; 1]𝑇 , 𝑥* =

[0;−1]𝑇 , 𝜙(𝑥*) = 1.1036
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10. 𝜙(𝑥) = 𝑢21 + 𝑢22 + 𝑢23, 𝑢𝑖 = 𝑐𝑖 − 𝑥1(1− 𝑥1), 𝑐1 = 1.5, 𝑐2 = 2.25, 𝑐3 =

2.625, 𝑥0 = [2; 0.2]𝑇 , 𝑥* = [3; 0.5]𝑇 , 𝜙(𝑥*) = 0

11. 𝜙(𝑥) = (𝑥2 − 𝑥21)
2 + (1− 𝑥1)

2, 𝑥0 = [−1.2; 1]𝑇 , 𝑥* = [1; 1], 𝜙(𝑥*) = 0
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12. 𝜙(𝑥) = (𝑥2 − 𝑥21)
2 + 100(1− 𝑥1)

2, 𝑥0 = [−1.2; 1]𝑇 , 𝑥* = [1; 1]𝑇 , 𝜙(𝑥*) = 0

13. 𝜙(𝑥) = 100(𝑥2 − 𝑥31)
2 + (1− 𝑥1)

2, 𝑥0 = [−1.2; 1]𝑇 , 𝑥* = [1; 1]𝑇 , 𝜙(𝑥*) = 0
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14.
𝜙(𝑥) = [1.5− 𝑥1(1− 𝑥2)]

2 + [2.23− 𝑥1(1− 𝑥22)]
2 + [2.625− 𝑥1(1− 𝑥32)]

2, 𝑥0 =

[2; 0.2], 𝑥* = [3; 0.5]𝑇 , 𝜙(𝑥*) = 0

15.
𝜙(𝑥) = 100(𝑥2−𝑥21)

2+(1−𝑥1)
2+90(𝑥4−𝑥23)+(1−𝑥3)

3+10.1[(𝑥−2−1)2+(𝑥4−
1)2] + 19.8(𝑥2 − 1)(𝑥4 − 1), 𝑥0 = [−3;−1;−3;−1], 𝑥* = [1; 1; 1; 1], 𝜙(𝑥*) = 0
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16. 𝜙(𝑥) = (𝑥1 + 40𝑥2)
2 + 5(𝑥3 − 𝑥4)

2 + (𝑥2 − 2𝑥3)
4 + 10(𝑥1 − 𝑥4)

4, 𝑥0 =

[−3;−1;−0; 1], 𝑥* = [0; 0; 0; 0], 𝜙(𝑥*) = 0

17.
𝜙(𝑥) = −𝑥21𝑒[1− 𝑥21 − 20.25(𝑥1 − 𝑥2)

2], 𝑥0 = [0.1; 0.1]𝑇 , 𝑥* = [1.9; 0], 𝜙(𝑥*) = 0
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ДОДАТОК В

Перевiрка часу i пам’ятi, необхiдного для мiнiмiзацiї функцiї до то-
чностi 10−6

2. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.0455014420417647
Використання пам’ятi: 22.865625 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 22.9828125 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.0351311657376778

Використання пам’ятi: 22.125 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 22.2421875 КБ

3. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.012069326175242416
Використання пам’ятi: 5.5060546875 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 5.6962890625 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.007608522736236984

Використання пам’ятi: 5.265625 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 5.3828125 КБ

4. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.0116695730504845
Використання пам’ятi: 5.5859375 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 5.703125 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.008174175017382705

Використання пам’ятi: 5.390625 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 5.5078125 КБ

5. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.01322109638865986
Використання пам’ятi: 5.078125 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 5.1953125 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.010893250714606244

Використання пам’ятi: 4.9158203125 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 4.9990078125 КБ
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6. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.011511227098186945
Використання пам’ятi: 5.6474609375 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 6.185546875 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.01179589936572223

Використання пам’ятi: 5.1875 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 5.3046875 КБ

7. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.010217937513989254
Використання пам’ятi: 5.9853515625 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 6.154296875 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.009007939959506212

Використання пам’ятi: 5.24544554 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 5.6355214 КБ

8. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.054052826875867384
Використання пам’ятi: 21.96378173 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 22.8691103 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.03984873644203846

Використання пам’ятi: 21.034018 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 21.62118390 КБ

9. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.011946808067191622
Використання пам’ятi: 4.571183 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 5.00167 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.006743999628978488

Використання пам’ятi: 4.03391 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 4.4419 КБ
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10. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.009170124109724063
Використання пам’ятi: 5.59026 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 5.993214 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.008658453903532443

Використання пам’ятi: 5.12397 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 5.622315 КБ

11. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.009186166753984603
Використання пам’ятi: 4.94264 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 5.24778 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.006721829147417988

Використання пам’ятi: 4.230819 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 4.719390 КБ

12. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.0076693259218154975
Використання пам’ятi: 3.937 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 4.449523 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.004553293461194234

Використання пам’ятi: 3.02918 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 3.72673 КБ

13. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.008584290647066306
Використання пам’ятi: 5.772351 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 6.147892 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.0070453192664945655

Використання пам’ятi: 5.296485 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 5.81052 КБ
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14. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.007928484288995606
Використання пам’ятi: 5.4874 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 5.73098 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.008213190111663148

Використання пам’ятi: 5.0459 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 5.633109 КБ

15. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.05799392444815631
Використання пам’ятi: 22.93401 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 24.000512 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.04404647451987011

Використання пам’ятi: 20.7245801 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 22.14529 КБ

16. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.05521765645779585
Використання пам’ятi: 24.65275 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 25.38192 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.03793291282209131

Використання пам’ятi: 23.986168 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 24.01172 КБ

17. Метод елiпосоїдiв: Увесь витраченний час: 0.007020503906268837
Використання пам’ятi: 2.67143 КБ

Пiкове використання пам’ятi: 3.5297312 КБ
Метод змiнної метрики: Увесь витраченний час: 0.005318449795202718

Використання пам’ятi: 1.99563 КБ
Пiкове використання пам’ятi: 2.03481 КБ
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