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ВСТУП
Актуальнiсть теми. Дослiдження суттєво нелiнiйних диференцiальних рiвнянь

другого порядку є важливим напрямом у розвитку якiсної теорiї диференцiальних
рiвнянь. Подiбнi рiвняння виникають у рiзноманiтних прикладних задачах приро-
дничих наук. Так, у другiй половинi XIX столiття в межах астрофiзичних дослi-
джень J. Lein та R. Emden було вперше сформульовано рiвняння, яке згодом отри-
мало назву рiвняння Емдена–Фаулера.

Це рiвняння вiдiграло ключову роль у подальшому розвитку теорiї нелiнiйних не-
автономних звичайних диференцiальних рiвнянь. Вивчення рiзних типiв розв’язкiв
рiвняння Емдена–Фаулера стало поштовхом до вивченню асимптотичних власти-
востей узагальнених рiвнянь такого типу другого порядку. Надалi це призвело до
вивченню асимптотичних властивостей узагальнених двочленних рiвнянь типу Ем-
дена–Фаулера n-го порядку та неавтономних рiвнянь п-го порядку загального виду.

З утвердженням теорiї правильно змiнних функцiй, розробленої I. Карамата у
1930 роцi, зросла актуальнiсть задачi дослiдження асимптотичної поведiнки розв’язкiв
двочленних диференцiальних рiвнянь другого порядку з правильно змiнною нелiнiй-
нiстю.

Отже, тема роботи є актуальною.
Мою роботу присвячено дослiдженню асимптотичної поведiнки розв’язкiв дифе-

ренцiальних рiвнянь другого порядку з правильною змiнною нейлiнiйнiстю порядку
1, тому вони є близькими до лiнiйних рiвнянь.

Роздiл 1 присвячений дослiдженню асимптотичної поведiнки правильно та по-
вiльно змiнних розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь 2-го порядку.

У роздiлi 2 проведено дослiдження повiльно змiнних розв’язкiв лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь 2-го порядку, в яких права частина є правильно змiнною функцiєю
порядку 1.
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1 РОЗДIЛ

1.1 Означення, властивостi, приклади правильно та повiльно
змiнних функцiй в околi скiнченної точки.

Означення 1. Додатна вимiрна функцiя ρ, визначена на деякому околi [a,∞)
нескiнченностi, називається правильно змiнною на нескiнченностi з поряд-
ком α, якщо для кожного λ > 0 i деякого α ∈ R,

lim
x→∞

ρ(λx)

ρ(x)
= λα. (1.1)

Дiйсне число α називається порядком правильної змiнни.

Означення 2. Додатна вимiрна функцiя L, визначена на деякому околi [a,∞)
нескiнченностi, називається повiльно змiнною на нескiнченностi, якщо для
кожного λ > 0,

lim
x→∞

L(λx)

L(x)
= 1. (1.2)

Розглянемо приклад повiльно змiнної на нескiнченностi функцiї.

Приклад 1.
Розглянемо функцiю L(x) = ln x, визначену на iнтервалi x ∈ (0;+∞). Необхiдно пе-
ревiрити, чи задовольняє ця функцiя визначенню повiльно змiнної на нескiнченностi,
тобто чи виконується наступна гранична рiвнiсть (1.2) для довiльного фiксованого
λ > 0 :

Розв’язок. Розглянемо функцiю L(x) = lnx, x ∈ (0;+∞) i дослiдимо границю:

lim
x→∞

L(λx)

L(x)
= lim

x→∞

ln(λx)

lnx
.

Скористаємося властивiстю логарифма:

ln(λx) = lnλ+ lnx,

тодi маємо:
ln(λx)

lnx
=

lnλ+ lnx

lnx
=

lnx

lnx
+

lnλ

lnx
= 1 +

lnλ

lnx
.

Тепер знайдемо границю. Оскiльки lnx→ ∞, а lnλ — константа, то:
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lnλ

lnx
→ 0 при x→ ∞

Отже:

lim
x→∞

ln(λx)

lnx
= 1 + 0 = 1

Висновок:
lim
x→∞

L(λx)

L(x)
= 1,

Отже ln(x) є повiльно змiнною на ∞ для кожного λ > 0.

З попереднiх двох означень випливає, що якщо функцiя ρ є правильно змiнною
на нескiнченностi з порядком α, то її можна подати у виглядi

ρ(x) = xαL(x),

де L(x) — повiльно змiнна функцiя на нескiнченностi.

Тому функцiї виду xαln(x) будуть правильно змiнними на ∞ порядку α.
З означення випливає, що повiльно змiнна функцiя L(x) є окремим випадком пра-

вильно змiнної функцiї з нульовим порядком, тобто α = 0. Отже, множина повiль-
но змiнних на нескiнченностi функцiй є пiдмножиною множини правильно змiнних
функцiй.

Слiд зауважити, що подiбне твердження може спричинити певну неоднозначнiсть,
оскiльки клас повiльно змiнних функцiй характеризується широким спектром нетри-
вiальних властивостей.

У подальшому викладi термiн «правильно змiнна функцiя» вживатиметься як iз
включенням повiльно змiнних функцiй, так i без них, залежно вiд контексту. У ко-
жному конкретному випадку змiст термiна буде однозначно визначатися контекстом
i не викликатиме неоднозначностi.

Надалi розглядаються двi фундаментальнi властивостi, що становлять основу
бiльшостi похiдних характеристик i слугують вiдправною точкою для їх подальшого
виведення.

Теорема 1.[8] Теорема про рiвномiрну збiжнiсть. Якщо ρ правильно змiнюється
з порядком α ∈ R на нескiнченностi, то спiввiдношення (1.1) (а також (1.2))
виконується рiвномiрно для λ ∈ [α, β], де 0 < α < β <∞.
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Теорема 2.[8] Теорема про представлення. Функцiя L повiльно змiнюється на
нескiнченностi тодi й тiльки тодi, коли її можна представити у виглядi

L(x) = c(x) exp

{∫ x

a

ε(t)

t
dt

}
, x ≥ a, (1.3)

для α > 0, де c та ε вимiрнi, i при x→ ∞, ε(x) → 0 i c(x) → c, де c ∈ (0,∞).

Зауважимо, що L, c i ε можуть бути змiненi довiльно на скiнченних iнтервалах
так, що значення α не має значення, i якщо α = 0, можна взяти ε(x) ≡ 0 в околi
нуля, з метою уникнення розбiжностi iнтегралу в околi початкової точки.

Зазначимо, що при дослiдженнi шкал зростання асимптотичний аналiз функцiй
може бути здiйснений i без вимоги строгої еквiвалентностi, що пiдкреслює гнучкiсть
вiдповiдного пiдходу. У цьому контекстi достатньо, щоб у спiввiдношеннi (1.3) фун-
кцiя c(x) була сталою додатною величиною c. У зв’язку з цим доцiльно ввести на-
ступне означення.

Означення 3.[9] Повiльно змiнна функцiя

L(x) = c exp

{∫ x

a

ε(t)

t
dt

}
, (1.4)

де c є додатною константою, називається нормалiзованою.

Зазначений клас функцiй вiдiграватиме важливу роль у подальшому викладi.
Нижче наведено кiлька типових прикладiв повiльно змiнних функцiй:

L(x) =
n∏

ν=1

(logν x)
ξν ,

де ξν — дiйснi числа, а logν позначає ν-ту iтерацiю логарифма;

L(x) = exp

{
n∏

ν=1

(logν x)
ην

}
,

де 0 < ην < 1;

L(x) =
1

x

∫ x

a

dt

ln t
.

Для кожного з наведених прикладiв нижче подано детальний аналiз, який до-
зволяє переконатися в належностi функцiї до класу повiльно змiнних. Зокрема, буде
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показано виконання основної граничної умови, що визначає цей клас функцiй.

Приклад 2. Повiльно змiнна функцiя з iтеративними логарифмами.

Розглянемо функцiю

L(x) =
n∏

ν=1

(logν x)
ξν ,

де ξν ∈ R, а logν x позначає ν-ту iтерацiю логарифма: log1 x = log x, log2 x =
log(log x), log3 x = log(log(log x)),
тощо.

Мета з’ясувати, чи належить функцiя до класу повiльно змiнних функцiй на не-
скiнченностi.

Розв’язання. Нагадаємо, що функцiя L(x) є повiльно змiнною на нескiнченно-
стi, якщо для кожного λ > 0 справджується гранична рiвнiсть:

lim
x→∞

L(λx)

L(x)
= 1.

Пiдставимо визначення L(x) у вiдношення:

L(λx)

L(x)
=

n∏
ν=1

(
logν(λx)

logν x

)ξν

.

Дослiдимо поведiнку кожного множника при x→ ∞:
Для ν = 1:

log(λx)

log x
= 1 +

log λ

log x
→ 1.

Для ν = 2:
log(log(λx))

log(log x)
=

log(log x+ log λ)

log(log x)
→ 1.

Аналогiчно, для кожного ν ≥ 1 маємо:

logν(λx)

logν(x)
→ 1 при x→ ∞.

Оскiльки степенева функцiя є неперервною, то(
logν(λx)

logν(x)

)ξν

→ 1.
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Добуток таких множникiв також прямує до одиницi:
n∏

ν=1

(
logν(λx)

logν x

)ξν

→ 1.

Висновок. Функцiя

L(x) =
n∏

ν=1

(logν x)
ξν

є повiльно змiнною на нескiнченностi. Незважаючи на свою складну iтеративну стру-
ктуру, вона задовольняє ключову властивiсть:

lim
x→∞

L(λx)

L(x)
= 1 для всiх λ > 0.

Приклад 3. Повiльно змiнна експоненцiальна функцiя з iтеративними
логарифмами.

Розглянемо функцiю

L(x) = exp

{
n∏

ν=1

(logν x)
ην

}
,

де 0 < ην < 1 для всiх ν = 1, 2, . . . , n, а logν x позначає ν-ту iтерацiю логарифма:

log1 x = log x, log2 x = log(log x), log3 x = log(log(log x)), тощо.

Метою є перевiрити, чи належить ця функцiя до класу повiльно змiнних на не-
скiнченностi.

Розв’язання. Перевiримо виконання умови повiльної змiнностi:

lim
x→∞

L(λx)

L(x)
= 1 для кожного λ > 0.

Обчислимо вiдношення:

L(λx)

L(x)
=

exp {
∏n

ν=1(logν(λx))
ην}

exp {
∏n

ν=1(logν x)
ην}

= exp

{
n∏

ν=1

(logν(λx))
ην −

n∏
ν=1

(logν x)
ην

}
.

Позначимо:

A(x) :=
n∏

ν=1

(logν x)
ην , A(λx) :=

n∏
ν=1

(logν(λx))
ην .
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Тодi:
L(λx)

L(x)
= exp{A(λx)− A(x)}.

Для кожного ν ≥ 1 маємо:

logν(λx) = logν x+ o(1) при x→ ∞,

оскiльки логарифм росте повiльно, а додаток на зразок log λ дає нульовий внесок у
межi.

Отже:
(logν(λx))

ην = (logν x+ o(1))ην = (logν x)
ην + o(1),

i тому:
A(λx) = A(x) + o(1), тобто A(λx)− A(x) → 0.

Маємо:
L(λx)

L(x)
= exp{A(λx)− A(x)} → exp(0) = 1.

Висновок. Функцiя

L(x) = exp

{
n∏

ν=1

(logν x)
ην

}
, де 0 < ην < 1,

є повiльно змiнною на нескiнченностi, оскiльки виконується гранична умова:

lim
x→∞

L(λx)

L(x)
= 1 для всiх λ > 0.

Приклад 4. Iнтегральна функцiя як повiльно змiнна

Розглянемо функцiю

L(x) =
1

x

∫ x

a

dt

ln t
, де a > 1.

Ця функцiя є класичним прикладом повiльно змiнної функцiї, яка виникає, зокре-
ма, у теорiї чисел та асимптотичному аналiзi. Дослiдимо, чи належить вона до класу
повiльно змiнних функцiй на нескiнченностi.
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Розв’язання. Для перевiрки повiльної змiнностi розглянемо вiдношення:

L(λx)

L(x)
=

1

λx

∫ λx

a

dt

ln t
1

x

∫ x

a

dt

ln t

=
1

λ
·

∫ λx

a

dt

ln t∫ x

a

dt

ln t

.

Позначимо:
I(x) :=

∫ x

a

dt

ln t
.

Тодi:
L(λx)

L(x)
=

1

λ
· I(λx)
I(x)

.

Вiдомо, що при x→ ∞ справджується асимптотична рiвнiсть:

I(x) ∼ x

lnx
.

Скористаємося нею для дослiдження граничної поведiнки. Це класичний резуль-
тат, який можна довести за допомогою iнтегрування частинами або теореми Лопi-
таля:

I(λx)

I(x)
∼

λx

ln(λx)
x

lnx

= λ · lnx

ln(λx)
.

Зауважимо, що:

ln(λx) = lnλ+ lnx, тому
lnx

ln(λx)
=

lnx

lnx+ lnλ
=

1

1 +
lnλ

lnx

→ 1 при x→ ∞.

Отже:
I(λx)

I(x)
→ λ i тому

L(λx)

L(x)
→ 1

λ
· λ = 1.

Висновок. Функцiя

L(x) =
1

x

∫ x

a

dt

ln t

є повiльно змiнною на нескiнченностi, оскiльки задовольняє граничну умову:

lim
x→∞

L(λx)

L(x)
= 1 для всiх λ > 0.
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Хоча наведенi вище приклади повiльно змiнних функцiй можуть наводити на
думку про їхню монотоннiсть при великих значеннях x, наступний приклад показує,
що така властивiсть не є загальною.

L(x) = exp
{
(lnx)1/3 cos

(
(lnx)1/3

)}
, (1.5)

де
lim inf
x→∞

L(x) = 0, lim sup
x→∞

L(x) = ∞,

так що L(x) осцилює нескiнченно.

Приклад 5
Функцiя, задана виразом

L(x) = exp
{
(lnx)1/3 cos

(
(lnx)1/3

)}
є прикладом повiльно змiнної функцiї з осцилюючою поведiнкою.

Внутрiшнiй вираз у показнику експоненти є добутком двох функцiй: повiльно
зростаючої (lnx)1/3 та тригонометричної осцилюючої функцiї cos

(
(lnx)1/3

)
.

Проаналiзуємо поведiнку цiєї функцiї при x→ ∞:
(lnx)1/3 → ∞ — повiльно зростає;
cos
(
(lnx)1/3

)
осцилює в межах вiд −1 до 1, нескiнченно часто змiнюючи знак;

отже, добуток (lnx)1/3 cos
(
(lnx)1/3

)
також осцилює, з амплiтудою, що повiльно зро-

стає.

Унаслiдок цього поведiнка функцiї L(x) визначається як:
якщо cos

(
(lnx)1/3

)
≈ 1, то

L(x) ≈ exp
{
(lnx)1/3

}
→ ∞;

якщо cos
(
(lnx)1/3

)
≈ −1, то

L(x) ≈ exp
{
−(lnx)1/3

}
→ 0.

Оскiльки значення косинуса перiодично змiнюються нескiнченно часто, то фун-
кцiя L(x) не монотонна i осцилює при x → ∞, досягаючи як довiльно малих, так i
довiльно великих значень. Тобто:

lim inf
x→∞

L(x) = 0, lim sup
x→∞

L(x) = ∞.
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Цей приклад демонструє, що повiльна змiннiсть не передбачає нi монотонностi,
нi гладкої поведiнки. Єдиною вимогою для повiльно змiнної функцiї є виконання
умови:

lim
x→∞

L(λx)

L(x)
= 1, для кожного λ > 0.

Таким чином, приклад (1.5) iлюструє, що осциляцiя не суперечить повiльнiй змiн-
ностi функцiї.

Означення 4. Додатна вимiрна функцiя g, визначена на деякому околi [α,∞)
нескiнченностi, називається швидко змiнною на нескiнченностi з порядком
∞ , якщо для x→ ∞,

g(λx)

g(x)
→

{
∞, для λ > 1,

0, для 0 < λ < 1,
(1.6(a))

i називається швидко змiнною на нескiнченностi з порядком −∞, якщо
для x→ ∞,

g(λx)

g(x)
→

{
0, для λ > 1,

∞, для 0 < λ < 1.
(1.6(б))

Разом вони називаються швидко змiнними на нескiнченностi.

Наприклад, g(x) = ex є швидко змiнною на нескiнченностi з порядком ∞, а
g(x) = e−x є швидко змiнною на нескiнченностi з порядком −∞.

У низцi випадкiв доцiльним є перехiд вiд аналiзу поведiнки при x → ∞ до роз-
гляду околу нуля. У зв’язку з цим подаємо наступне твердження:

Означення 5. Додатна вимiрна функцiя ρ, визначена на деякому околi (0, a),
a > 0, називається правильно змiнною при нулi з порядком α, якщо для ко-
жного λ > 0 та деякого α ∈ R: ]

lim
x→0+

ρ(λx)

ρ(x)
= λα. (1.7)

Зауважимо, що це еквiвалентно твердженню, що f(1/x) правильно змiнною на
нескiнченностi з порядком −α. Отже, асимптотичнi властивостi функцiй при x→ ∞
можуть бути вiдповiдним чином адаптованi до випадку x→ 0+.

Функцiї, введенi в означеннях 1–4, надалi будемо називати класом функцiй Ка-
рамати.
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Деякi простi осцилюючi функцiї (наприклад, g(x) = 2 + sinx) не є правильно
змiнними.

Означення 6. Додатна вимiрна функцiя g, визначена на деякому околi [a,∞)
нескiнченностi, називається правильно обмеженою на нескiнченностi, якщо
для кожного 1 ≤ λ ≤ λ0:

m ≤ g(λx)

g(x)
≤M,

де λ0,m,M — це будь-якi сталi, що задовольняють 1 < λ0 < ∞, 0 < m < 1,
1 < M <∞.

Має мiсце той факт, що кожна правильно змiнна функцiя належить до розгля-
дуваного класу. Аналогiчне твердження справедливе i для всiх додатних вимiрних
функцiй, визначених на [a,∞), якi є обмеженими та вiддаленими вiд 0 i ∞.

У межах теорiї правильно обмежених функцiй виникає необхiднiсть у введеннi
наступного означення:

Означення 7. Функцiя g(x) називається майже зростаючою, якщо iснує
стала A > 1, така що для x2 < x1 виконується нерiвнiсть

g(x2) ≤ Ag(x1).

Майже спаднi функцiї визначаються аналогiчно.

Властивiсть 1(а).[10] Якщо g є правильно змiнною функцiєю з порядком α ≤ 0
i

g(x) =

∫ ∞

x

h(t)dt

при монотонному h(t), то виконується

xh(x)

g(x)
→ −α при x→ ∞.

Властивiсть 1(б).[10] Якщо g(x) є правильно змiнною функцiєю з порядком
α ≥ 0 i g(x) = g(x0) +

∫ x

x0
h(t)dt для x ≥ x0 при монотонному h(t), тодi xh(x)

g(x) → α,
при x→ ∞.

Властивiсть 1(в).[10] Якщо похiдна повiльно змiнної функцiї L є монотонною,
то

xL′(x)

L(x)
→ 0 при x→ ∞.
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Властивiсть 2.[2] Для кожного ε > 0 та x→ ∞:

xεL(x) → ∞, x−εL(x) → ∞.

Властивiсть 3.[2] Якщо L повiльно змiнюється на ∞, тодi для x→ ∞:
1) якщо α > −1, то ∫ x

a

tαL(t)dt ∼ (α + 1)−1xα+1L(x),

2) якщо α < −1, то ∫ x

a

tαL(t)dt ∼ (−α− 1)−1xα+1L(x),

3) якщо α = −1, то

l(x) =

∫ x

a

t−1L(t)dt

є новою повiльно змiнною функцiєю i такою, що L(x)
l(x) → 0.

Властивiсть 4. Якщо при x→ ∞ функцiя g(x) поводиться як правильно змiн-
на функцiя з порядком α, тобто g(x) ∼ xαL(x), при x→ ∞, тодi g(x) є правильно
змiнною функцiєю з порядком α, тобто g(x) = xαL∗(x), де загалом L∗(x) ̸= L(x),
але L∗(x) ∼ L(x). Це випливає з того, що g(x)x−α ∼ L(x) та означення 1.

Властивiсть 5.[4] Для будь-якої спадної швидко змiнної функцiї g, такої що g′
зростає, виконується при x→ ∞:

−xg′(x)
g(x)

→ ∞.

1.2 Асимптотичнi властивостi розвязкiв лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь другого порядку.

Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння другого порядку:

y′′ + f(x)y = 0, (2.1)

але отриманi результати можна легко узагальнити на бiльш загальний випадок:

y′′ + g(x)y′ + h(x)y = 0. (2.2)
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Для коефiцiєнта f у рiвняннi (2.1) припускається, що вiн є неперервним на пiвосi
[a0,∞) для деякого a0 > 0, а для h(t), g(t) у (2.2) вимагається неперервнiсть i,
вiдповiдно, неперервна диференцiйованiсть.

Загалом функцiя f може змiнювати знак довiльним чином. Однак низка резуль-
татiв стосується окремого випадку, коли f(x) < 0, за якого всi додатнi розв’язки є
опуклими. Така ситуацiя дозволяє встановити додатковi властивостi, недоступнi в
загальному випадку. Зокрема, завдяки опуклостi розв’язкiв, можливо застосовувати
бiльш ефективнi методи доведення, що значно спрощують аналiз задачi.

Усi розв’язки y дослiджуються для x > x0 ≥ a0.

y2(x) = y1(x)

∫ x

a

y−2
1 (t) dt або y2(x) = y1(x)

∫ ∞

x

y−2
1 (t) dt, (2.3)

Для нижньої межi в усiх наступних iнтегралах можна взяти будь-яке дiйсне чи-
сло a, таке що a ≥ x0. Звiсно, функцiя y1 зберiгає сталий знак на розглядуваних
iнтервалах.

Аналiз наведених результатiв та їх доведень демонструє ключову роль спадних
розв’язкiв. З огляду на це, доцiльно подати в цьому роздiлi наступне:

Лема 1. Нехай для деякого a > 0, p ∈ C1[a,∞), q ∈ C[a,∞), p(x) > 0, q(x) ≥ 0,
при цьому q(x) не прямує до 0 при x→ +∞. Тодi рiвняння

(p(x)y′(x))′ = q(x)y(x)

має додатний спадний розв’язок на (x0,∞) для деякого x0 > a.

Доведення. Насамперед зауважимо, що для кожного нетривiального розв’язку
v розглянутого рiвняння iснує таке a x0 > a, що v(t) є монотонною на (x0,∞). Це
випливає з того, що для функцiї M(x) = p(x)v(x)v′(x) через додатнiсть p(x) та q(x)
один має для x ≥ x0, M ′(x) = p(x)v′2(x) + q(x)v2(x) ≥ 0. Це означає, що v′(x) може
мати не бiльше нiж один нуль бiльшого за x0.

Далi подiлимо множину всiх релевантних розв’язкiв на два класи:

A = {y = y(x) — розв’язок : ∃x0 : y(x0)y′(x0) ≥ 0} ,

B = {y = y(x) — розв’язок : ∀x ≥ x0, y(x)y
′(x) < 0} .

Не втрачаючи загальностi, можна припустити, що розв’язки класу A є додатними
неспадними або вiд’ємними незростаючими. Аналогiчне припущення справедливе i
для розв’язкiв класу B.

Клас A є непорожнiм, оскiльки включає розв’язки з додатними початковими
умовами. Бiльше того, згiдно з класичною теорiєю, якщо деякий нетривiальний
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розв’язок iз класу A є обмеженим, то всi розв’язки цього класу також є обмеже-
ними.

Щоб завершити доведення, покажемо, що iснує розв’язок з класу B.
Нехай v — будь-який розв’язок розглянутого рiвняння з додатними початковими

умовами, тобто належить до класу A. Тодi функцiя

u(x) = v(x)

∫ x

x0

ds

p(s)v2(s)

є лiнiйно незалежним розв’язком.
Нехай спочатку v(x) не є обмеженим (тобто v(x) → ∞, зростаючи), i розглянемо

lim
x→∞

u(x)

v(x)
= lim

x→∞

∫ x

x0

ds

p(s)v2(s)
= K.

Оскiльки пiдiнтегральна функцiя додатна, то або K <∞, або K = +∞.
Якщо iснує другий випадок, розглянемо вiдповiдний розв’язок w(x), заданий для

деякого x1 ≥ x0 як

w(x) = u(x)

∫ x

x1

ds

p(s)u2(s)
,

для якого обов’язково

lim
x→∞

w(x)

u(x)
= K1 <∞.

Випадок K1 = ∞ є неможливим, оскiльки в цьому разi функцiя w не може бути
подана як лiнiйна комбiнацiя функцiй u та v вiдповiдно до граничних спiввiдношень.
Отже, iснують два розв’язки, зокрема u та v, для яких виконується нерiвнiсть K <
∞.

З таким K розглянемо наступний розв’язок розглядуваного рiвняння:

z(x) = v(x)

{
K −

∫ x

x0

ds

p(s)v2(s)

}
.

Оскiльки перший множник прямує до нескiнченностi, а другий — до нуля при
x→ ∞, при застосуваннi правила Лопiталя випливає наступне:

lim
x→∞

z(x) = lim
x→∞

1

p(x)v′(x)
,

за умови, що правостороння границя iснує. Але це так, оскiльки p(x)v′(x) не спадає
i прямує до скiнченної межi. Тому z(x) прямує до скiнченного значення i належить
до класу B. Iнакше v(x) також була б обмеженою, що суперечить припущенню.
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Якщо, з iншого боку, один розв’язок, що належить до класу A, є обмеженим, тодi
всi iншi також будуть такими. Розглянемо будь-якi два u та v, знову з додатними
початковими умовами. Тодi монотоннiсть дає, що при x→ ∞,

v(x) → a, u(x) → b.

Тодi розв’язок
z(x) = au(x)− bv(x)

такий, що при x→ ∞,
z(x) → 0.

Оскiльки z(x) монотонна на (x0,∞), вона належить до класу B. Якщо зокрема
z(x0) > 0, тодi z(x) є спадною.

Розглянемо випадок f(x) < 0.

Зазначимо, що хоча твердження теорем стосуються правильної змiнної, жодна з
гiпотез теорем не вимагає цього поняття. Це суперечить багатьом (можливо, бiльшо-
стi) результатам стосовно застосувань правильної змiнної, де це поняття зазвичай
використовується у формулюваннi умов теорем.[4]

Крiм того, згаданi умови є необхiдними i достатнiми, а отже, їх можна викори-
стовувати для характеристики пiдкласу правильно змiнних функцiй.

Було встановлено, що iснування

lim
x→∞

x2f(x)

, яке є бiльш обмежувальною умовою для f , нiж iнтегральнi умови, якi з’являються
в наступних теоремах, є достатньою умовою для того, щоб розв’язки y рiвняння (2.4)
належали до класу Карамати.

З метою доведення наступних трьох теорем доцiльно переписати рiвняння (2.1)
у виглядi:

y′′ − f(x)y = 0, (2.4)

де f(x) є додатною. Оскiльки рiвняння є однорiдним, без обмеження загальностi
можна обмежитися розглядом лише додатнiх розв’язкiв; це припущення використо-
вуватиметься надалi.

Теорема 3. Нехай y1 є будь-яким спадним розв’язком рiвняння (2.4). Тодi y1 є
повiльно змiнною на нескiнченностi, а вiдповiдний лiнiйно незалежний розв’язок y2
є зростаючим i правильно змiнними з порядку 1 на нескiнченностi; тобто iснують
повiльно змiннi функцiї L1, L2, такi що:

y1(x) = L1(x), y2(x) = xL2(x), (2.5)
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тодi та тiльки тодi, коли x→ ∞:

x

∫ ∞

x

f(t)dt→ 0. (2.6)

Крiм того, Li, i = 1, 2, є нормалiзованими i такими, що L2(x) ∼ L−1
1 (x) при

x→ ∞.

Доведення. Необхiднiсть. Додатний спадний розв’язок завжди iснує вiдповiд-
но до леми 1. Припустимо, що вiн повiльно змiнюється, тобто y1(x) = L1(x). Тодi,
оскiльки y1(x) також є опуклою функцiєю, то за властивостями повiльно та правиль-
но змiнних функцiй при α = 0 i h(t) = −y′1(t), яка спадає, тому що y′1(x) зростає
через опуклiсть y1, отримуємо, що при x→ ∞:

xy′1(x)

y1(x)
→ 0. (2.7)

Тож, згiдно з теоремою 2, L1(x) є нормалiзованою повiльно змiнною функцiєю.

Також, завдяки тотожностi

y′′1
y1

=

(
y′1
y1

)′
+

(
y′1
y1

)2

, (2.8)

рiвняння (2.4) стає (
L′
1

L1

)′
+

(
L′
1

L1

)2

= f(x),

або iнтегруючи обидвi частини рiвняння по iнтервалу (x,∞), використовуючи (2.7)
та множачи на x:

−xL
′
1

L1
+ x

∫ ∞

x

(
tL′

1

L1

)2

t−2dt = x

∫ ∞

x

f(t)dt.

З урахуванням (2.7) лiва частина iнтегралу та вiдповiдно права частина iнтегралу
збiгаються. Бiльш того, обидвi сторони прямують до x→ ∞.

Достатнiсть. Iнтегруючи обидвi частини рiвняння (2.4) по (x,∞) i використо-
вуючи, що y1(x) спадає, а також через опуклiсть y′1(x) → 0 при x→ ∞, отримуємо:

−xy
′
1

y1
= x

∫ ξ

x

f(t)dt = ε(x).
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Звернемо увагу, що y1(x) → c > 0 при x → ∞ є неможливим. Це призвело б до
y1(x) ∼ cx, що суперечить факту, що y1 спадає.

Враховуючи (2.6), ε(x) → 0 при x → ∞, а отже, iнтегруючи обидвi частини
отриманої рiвностi, отримаємо:

y1(x) = y1(a) exp

(
−
∫ x

a

ε(t)

t
dt

)
,

що є нормалiзованою повiльно змiнною функцiєю згiдно з теоремою 2.
Зауважимо, що повiльно змiннi розв’язки не можуть бути зростаючими, оскiльки

в такому випадку, з урахуванням опуклостi, зрештою виконувалася б y′1(x) ≥ k для
деякого k > 0 або iнтегруючи y1(x) ≥ kx+ l, що суперечить властивостi правильно
змiнних функцiй. Таким чином, усi повiльно змiннi розв’язки рiвняння (2.4) охопле-
но в рамках проведеного аналiзу.

Наступним кроком є доведення того, що другий лiнiйно незалежний розв’язок
y2(x) є правильно змiнним функцiонального порядку 1 i задовольняє необхiднiй фор-
мi. Це випливає з (2.3), яке з урахуванням (2.5) записується як:

y2(x) = L1(x)

∫ x

a

L−2
1 (t)dt,

використовуючи властивостi повiльно змiнних функцiй для вiдповiдного iнтегралу.

Це призводить до y2(x) = xL2(x), де L2(x) ∼ 1/L1(x) i тому L2(x) змiнюється
повiльно через властивiсть правильно змiнних функцiй.

Функцiя y2(x) також зростає завдяки властивостям правильно змiнних функцiй
i опуклостi. Те, що L2 також нормалiзоване, випливає з рiвняння:

xy′2
y2

= 1 + x
L′
2

L2
.

Оскiльки за властивостями правильно змiнних функцiй, xy′2
y2

→ 1, при x → ∞, то
y2(x) зростає i правильно змiнюється з порядком 1.

Таким чином, xL′
2

L2
→ 0, при x→ ∞ i L2(x) нормально змiнюється. Це доводить

достатнiсть умови (2.6). Її необхiднiсть також випливає з пiдстановки y′′2/y2 iз (2.8)
у рiвняння (2.3), що пiсля iнтегрування по (x,∞) i множення на x дає:

−xy
′
2

y2
+ x

∫ ∞

x

(
ty′2
y2

)2

t−2dt = x

∫ ∞

x

f(t)dt. (2.9)
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Таким чином, умова (2.6) виконується, оскiльки при x→ ∞, xy′2
y2

→ 1, як показано
вище.

Для задоволення умови (2.6) необхiдно, щоб функцiя f(x) при x → ∞ спадала
до нуля швидше, нiж cx−2 для деякого c > 0, що, у свою чергу, виключає розв’язок
Ейлера з допустимої множини функцiй.

Теорема 4. Нехай αi, i = 1, 2, α1 < α2 — два коренi рiвняння

α2 − α− c = 0, c > 0. (2.10)

Нехай також y1 є будь-яким спадним розв’язком рiвняння (2.4). Тодi y1 є правиль-
но змiнним при ∞ з порядком α1 та вiдповiдний лiнiйно незалежний розв’язок y2
зростає, i правильно змiнюється при ∞ з порядком α2, тобто для деяких повiльно
змiнних L1, L2:

yi(x) = xαiLi(x), i = 1, 2. (2.11)
тодi й тiльки тодi, коли для x→ ∞:

x

∫ ∞

x

f(t)dt→ c. (2.12)

Бiльше того, Li є нормалiзованими та L2(x) ∼ {(1− 2α1)L1(x)}−1, при x→ ∞.

Суттєвою особливiстю цього результату є те, що показники αi у (2.11) залежать
лише вiд c, а не вiд функцiї f , яка задовольняє (2.12); тобто, якщо c = 2, тодi α1 = 1,
α2 = 2 для всiх функцiй f , якi задовольняють (2.12). Варто зауважити, що, звiсно,
величини Li залежать вiд вибору функцiї f .

Доведення. Необхiднiсть. Спочатку розглянемо спадний розв’язок y1, який
iснує за лемою 1 i припустимо, що вiн має вигляд y1(x) = xα1L1(x). Зазначимо,
що α1 < 0, як менший корiнь рiвняння (2.10).
Також

xy′1/y1 = α1 + xL′
1/L1, (2.13)

тому, використовуючи властивостi правильно змiнних функцiй, як i в попередньому
випадку, маємо, що для x→ ∞, xy′1/y1 → α1 i також xL′

1/L1 → 0, звiдки випливає,
що L1 нормалiзоване.

Далi пiдставляємо xy′1/y1 iз (2.13) у (2.9) (з y1 замiсть y2), щоб отримати

−α1 + α2
1 + o(1) = x

∫ ∞

x

f(t)dt,

i умова (2.12) виконується завдяки (2.10). Зауважимо, що iнтеграл у лiвiй частинi
рiвняння (2.9) є збiжним, що, своєю чергою, також веде до збiжностi виразу у (2.13).
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Достатнiсть. Покажемо, що за виконання умови (2.12) iснує розв’язок вигляду
y1(x) = xα1L1(x), який, будучи опуклим, згiдно з властивостями правильно змiнних
функцiй, є спадним, оскiльки показник α1 є вiд’ємним.
Отже,

y(x) = exp

(
−
∫ x

a

(η(t)− α1) t
−1dt

)
. (2.14)

Потрiбно задати функцiю η(t) таким чином, щоб y(x) задовольняло рiвняння (2.4)
i, крiм того, виконувалась умова η(t) → 0 при t → ∞. Тодi, згiдно з теоремою 2,
функцiя y(x) набуде бажаної форми.

З (2.14) i (2.4) випливає, що y(x) буде розв’язком рiвняння (2.4), якщо функцiя
η(x) = −xy′(x)/y(x) + α1 задовольняє рiвняння

(η − α1)
2/x2 − ((η − α1)/x)

′ = f(x). (2.15)

Бiльше того, з (2.4) випливає:

0 < −xy′/y ≤ x

∫ ∞

x

f(t)dt

так що, через (2.12), η(x) є обмеженою зверху, i, крiм того,

η(x)− α1 > 0. (2.16)

Iнтегруючи обидвi частини рiвняння (2.15) на (x,∞), множачи на x i використо-
вуючи умову (2.12), яка записана як x

∫∞
x f(t)dt = c+ ε(x), де ε(x) → 0 при x→ ∞

та рiвняння (2.10), отримуємо:

x

∫ ∞

x

(η − 2α1)ηt
−2dt+ η(x) = ε(x). (2.17)

Отриманий iнтеграл збiгається через обмеженiсть η(t). Теорема середнього значення
для (2.17) iмплiкує:

η(ξ)(η(ξ)− 2α1) + η(x) = ε(x), де ξ ≥ x. (2.18)

Зауважимо, що завдяки (2.17) i тому, що α1 — вiд’ємне, множник η(ξ) − 2α1

зрештою є додатним, отже, знак лiвої частини (2.18) залежить лише вiд знака η.
Таким чином, якщо функцiя η(x) зрештою зберiгає сталий знак, то при x→ ∞ вона
прямує до нуля, оскiльки аналогiчна асимптотична поведiнка спостерiгається i для
функцiї ε(x).

Якщо ж, навпаки, η(x) має нескiнченну кiлькiсть нулiв, позначимо через x0i , i ≥ 1
пiдпослiдовнiсть цих нулiв, таку, що η(x) > 0 для x ∈ (x0i−1, x

0
i ), i ≥ 2. Також позна-

чимо через xi будь-яку з точок, у яких η(x) досягає свого максимуму на iнтервалi
(x0i−1, x

0
i ), i ≥ 2.
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Розглянемо iнтегрування обох частин рiвняння (2.15) на вiдрiзку (xi, x
0
i ) з подаль-

шим множенням результату на xi. Пiсля цього праву частину можна переписати у
виглядi:

xi

∫ x0
i

xi

f(t)dt = c

(
1

xi
− 1

x0i

)
xi − ε(x0i )

xi
x0i

+ ε(xi),

що це є прямим наслiдком умови (2.12), записаної аналогiчно до наведеного вище
виразу для xi, але з x, що його замiнює.

Унаслiдок цього отримуємо

α2
1

(
1

xi
− 1

x0i

)
xi

∫ x0
i

xi

(η − 2α1)ηt
−2 + η(xi) + α1

(
1

xi
− 1

x0i

)
xi = c

(
1

xi
− 1

x0i

)
xi−

−ε(x0i )
xi
x0i

+ ε(xi).

Далi, за аналогiєю з попереднiми мiркуваннями, застосуємо теорему середнього зна-
чення до наведеного iнтегралу та скористаємося рiвнянням (2.10), що дозволяє отри-
мати:

(η(ξ)− 2α1)η(ξ)(1− x′i/x
0
i ) + η(xi) = ε(xi)− ε(x0i )xi/x

0
i , xi ≤ ξ ≤ x0i .

Оскiльки права частина наведеної рiвностi прагне до нуля, коли xi → ∞, те
саме справедливо для лiвої частини. Але обидва її доданки є додатними, так що
послiдовнiсть максимумiв η(x) прагне до нуля (i так само її мiнiмуми). Таким чином,
η(x) → 0, як x→ ∞.

Отже, (2.14) є формою (2.11) для i = 1 iз L1(x) = exp
(
−
∫ x

a η(t)t
−1dt

)
, яка є

нормалiзованою повiльно змiнною функцiєю. Таким чином, доведення для спадного
розв’язку y1(x) завершено.

Формулювання теореми для другого, лiнiйно незалежного розв’язку y2(x) випли-
ває безпосередньо як простий наслiдок попереднiх мiркувань. Бо за (2.3) маємо

y2(x) = xα1L1(x)

∫ x

a

t−2α1L−2
1 (t)dt, (2.19)

i iнтеграл розбiгається завдяки властивостям правильно змiнних функцiй, i оскiльки
α1 < 0. Таким чином, за властивостями повiльно i правильно змiнних функцiй маємо

y2(x) = xα2L2(x) iз L2(x) ∼
1

(1− 2α1)L1(x)
, (2.20)

i L2 є повiльно змiнною функцiєю. y2 зростає за тим самим аргументом, що i в теоремi
3. L2 також є нормалiзованою, оскiльки

xy′2/y2 = α2 + xL′
2/L2.

22



За властивостями правильно змiнних функцiй, xy′2/y2 → α2, як x → ∞. Таким
чином, xL′

2/L2 → 0, як x → ∞. Це доводить достатнiсть умови (2.12). Необхiднiсть
цього твердження, як i у випадку розв’язку y1, обґрунтовується через застосування
властивостей правильно змiнних функцiй.

Теорема 5. Нехай y1 є будь-яким спадним розв’язком рiвняння (2.4), а y2 є
вiдповiдним лiнiйно незалежним розв’язком. Тодi yi, i = 1, 2, є швидко змiнними,
тодi й тiльки тодi, коли для кожної λ > 1 та x→ ∞,

x

∫ λx

x

f(t)dt→ ∞. (2.21)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай y1 є спадним i швидко змiнним. Спочатку за-
уважимо, що немає послiдовностi {xi}, xi, яка прямує до нескiнченностi при i i така,
що для кожного λ > 1, x = xi i i→ ∞,

y′1(x) ∼ y′1(λx).

У протилежному випадку, враховуючи неперервнiсть та монотоннiсть похiдної
y′1, наведене асимптотичне спiввiдношення, яке виконується для довiльного фiксова-
ного λ, справджувалося б також для будь-якого ξi ∈ (xi, λxi). У такому разi функцiю
y′1 можна продовжити до монотонної функцiї на ширшiй областi ȳ1, визначеної для
достатньо великих значень x, такої, що для x→ ∞ виконується ȳ1′(x) ∼ ȳ1

′(λx).
Отже, за означенням 2, функцiя ȳ1′ є повiльно змiнною на нескiнченностi i за кон-
струкцiєю збiгається з y′1 на iнтервалах (xi, λxi). Але оскiльки y1 i −y′1 спадають,
маємо для x = xi:

−
∫ λx

x

y′1(t)dt = −(λ− 1)xy′1(ξ) ≥ −y′1(λx)λx
(λ− 1)

λ
,

або
0 < −λxy′1(λx) ≤ y(x)− y(λx) = o(1).

Таким чином, −λxy′1(λx) → 0 при x → ∞, що є неможливим, оскiльки y′1 збi-
гається на (xi, λxi) з повiльно змiнною функцiєю ȳ1

′(x), для якої, через властивiсть
правильно змiнних функцiй, маємо xȳ1′(x) → ∞, як x→ ∞.

Далi, з уразуванням (2.4) i оскiльки y1 спадає,

−y′1(x)
{
1− y′1(λx)

y′1(x)

}
≤ y1(x)

∫ λx

x

f(t)dt.

Таким чином, з огляду на те, що вираз у дужках, згiдно з наведеними мiркування-
ми, не може прямувати до одиницi, iснує деяка стала k > 0, для якої справджується
наступне:
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−kxy
′
1(x)

y1(x)
≤ x

∫ λx

x

f(t)dt. (2.22)

Отже, з властивостi швидко змiнної функцiї та спiввiдношенню (2.22) випливає
справдження умови (2.21).

Достатнiсть. Розглянемо знову спадний розв’язок y1(x). Шляхом дворазового
iнтегрування обох сторiн рiвняння (2.4) на iнтервалi (x,

√
λx), отримуємо:

y(λx)√
λ

−
(

1√
λ
+ 1

)
y(
√
λx) + y(x) =

∫ √
λx

x

(∫ √
λt

t

f(s)y(s) ds

)
dt. (2.23)

Через виконання умови (2.21) iснує довiльно велика константа m > 0, така що
для x ≥ x0(m), ∫ √

λx

x

f(t)dt ≥ m

x
. (2.24)

З (2.23), (2.24) i факту спадання y(x) отримуємо:

y(λx)√
λ

+ y(x) ≥ y(λx)m

∫ √
λx

x

dt

t
,

або

1√
λ
+

y(x)

y(λx)
≥ m ln

√
λ. (2.25)

Нерiвнiсть (2.25) означає, що при x → ∞, y(x)/y(λx) → ∞, звiдки, вiдповiдно
до означення 4, y є швидкозмiнною на нескiнченностi, що завершує доказ.

Другий, лiнiйно незалежний розв’язок слiд розглядати аналогiчним чином з вiд-
повiдною, очевидною модифiкацiєю, враховуючи, що вiн є зростаючим. Зрозумiло,
що остаточно зростаючi розв’язки завжди iснують, оскiльки їх можна побудувати
шляхом вибору вiдповiдних початкових умов у деякiй точцi x0. Слiд зауважити, що
формула (2.3) не дає достатньої iнформацiї щодо поведiнки iнтеграла на нескiнчен-
ностi. До того ж, добуток двох швидко змiнних функцiй iз протилежною асимптоти-
кою — одна до нуля, iнша до нескiнченностi — не обов’язково залишається швидко
змiнним при x→ ∞.
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2 РОЗДIЛ

2.1 Диференцiальнi рiвняння другого порядку, що є близь-
кими до лiнiйних

У цьому роздiлi розглядається диференцiальне рiвняння другого порядку на-
ступного вигляду:

y′′ = f(x) y L(y), (3.1)

де функцiя f та L додатнi, а функцiя L(y) також задовольняє умови:

lim
y→0

L(y) = +∞, lim
y→0

yL′(y)

L(y)
= 0. (3.2)

Рiвняння (3.1) є нелiнiйним аналогом лiнiйного рiвняння y′′ = f(x) y.
У ходi дослiдження отримано теорему, що характеризує поведiнку повiльно змiнних
розв’язкiв рiвняння (3.1).

Теорема 1. Нехай y1 – додатний спадний розв’язок диференцiального рiвняння
(3.1). Тодi y1 є повiльно змiнною функцiєю на ∞ тодi й тiльки тодi, коли

x

∫ +∞

x

f(t)dt→ 0 при x→ +∞

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що y1(x) повiльно змiнюється, тобто
y1(x) = L1(x). Тодi оскiльки y1(x) є опуклою вниз функцiєю, то за властивостями
повiльно та правильно змiнних функцiй при α = 0 i h(t) = −y′1(t), яка спадає, тому
що y′1(x) зростає через опуклiсть y1, отримуємо, що при x→ ∞:

xy′1(x)

y1(x)
→ 0. (2.7)

Тож, згiдно з теоремою 2, L1(x) є нормалiзованою повiльно змiнною функцiєю.

Розглянемо вираз (
y′1

y1L(y1)

)′
.

Тепер обчислимо похiдну:(
y′1

y1L(y1)

)′
=

y′′1
y1L(y1)

+y1

(
1

y1L(y1)

)′
=

y′′1
y1L(y1)

−y′1·
1

y21L
2(y1)

·(y′1L(y1)+y1L′(y1)·y′1)
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=
y′′1

y1L(y1)
− (y′1)

2

y21L(y1)

(
1 +

y1L
′(y1)

L(y1)

)
Отже, отримаємо тотожнiсть:

y′′1
y1L(y1)

=

(
y′1

y1L(y1)

)′
+

(y′1)
2

y21L(y1)

(
1 +

y1L
′(y1)

L(y1)

)
(3.3)

або iнтегруючи обидвi частини рiвняння по iнтервалу (x,∞), використовуючи (2.7)
та множачи на x:
Вихiдне рiвняння має вигляд:

y′′1
y1L(y1)

= f(x).

З урахуванням тотожностi (3.3) можемо переписати рiвняння у виглядi:(
y′1

y1L(y1)

)′
+

(y′1)
2

y21L(y1)

(
1 +

y1L
′(y1)

L(y1)

)
= f(x) (3.4)

Проiнтегруємо рiвнiсть(
L′
1

L1(t)L(L1)

)′
+

(L′
1)

2

L1(t)2 L(L1)

(
1 +

L1(t)L
′(L1)

L(L1)

)
= f(t)

на промiжку (x,∞). Припускаючи, що

lim
t→∞

L′
1(t)

L1(t)L(L1(t))
= 0,

отримуємо:

− L′
1(x)

L1(x)L(L1(x))
+

∫ ∞

x

(L′
1(t))

2

L1(t)2 L(L1(t))

(
1 +

L1(t)L
′(L1(t))

L(L1(t))

)
dt =

∫ ∞

x

f(t) dt.

Звiдси маємо:

− xL′
1(x)

L1(x)L(L1(x))
+

∫ ∞

x

t2(L′
1(t))

2t−2

L1(t)2 L(L1(t))

(
1 +

L1(t)L
′(L1(t))

L(L1(t))

)
dt = x

∫ ∞

x

f(t) dt.

(3.5)
З урахуванням (2.7) лiва частина iнтегралу та вiдповiдно права частина iнтегралу
збiгаються. Бiльш того, обидвi сторони прямують до 0.
Отже

lim
x→∞

x

∫ ∞

x

f(t)dt = 0 (3.6)
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Необхiднiсть доведена.

Достатнiсть. Нехай y1(x) — спадний додатний розв’язок рiвняння (3.1), для
якого виконується умова:

lim
t→∞

x

∫ +∞

x

f(t)dt = 0.

Оскiльки y1(x) є розв’язком (3.1), маємо:

y′′1(t)

y1(t)L(y1(t))
= f(t).

Розглянемо похiдну вiд виразу
y′1

y1L(y1)
. Застосовуючи правило похiдної частки

та ланцюгове правило, отримаємо:(
y′1

y1L(y1)

)′
=

y′′1
y1L(y1)

− (y′1)
2

y21L(y1)

(
1 +

y1L
′(y1)

L(y1)

)
Звiдси (

y′1(t)

y1(t)L(y1(t))

)′
− (y′1(t))

2

(y1(t))2L(y1(t))

(
1 +

y1(t)L
′(y1(t))

L(y1(t))

)
= f(t).

Iнтегруючи обидвi частини по t ∈ [x,+∞), маємо:

∫ ∞

x

(
y′1(t)

y1(t)L(y1(t))

)′
dt−

∫ ∞

x

(y′1(t))
2

(y1(t))2L(y1(t))

(
1 +

y1(t)L
′(y1(t))

L(y1(t))

)
dt =

∫ ∞

x

f(t)dt.

Обчислимо перший iнтеграл за допомогою формули Ньютона–Лейбнiца. Оскiльки
y1(t) є спадною додатною функцiєю, для якої виконується умова (3.6), то перший
доданок у правiй частинi прямує до нуля при t→ +∞. Таким чином,

∫ +∞

x

(
y′1(t)

y1(t)L(y1(t))

)′
dt =

y′1(t)

y1(t)L(y1(t))
|+∞
x = 0− y′1(x)

y1(x)L(y1(x))
.

З огляду на знак та додатнiсть усiх компонент, маємо:
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−y
′
1(x)

y1(x)
= ε(x),

де ε(x) → 0, x→ ∞.

Таким чином, функцiя y1(x) змiнюється повiльно при x→ ∞, звiдси y1 – повiльна
змiнна функцiя. Що й треба було довести.

2.2 Iлюстрацiя отриманних результатiв
Розглядається диференцiальне рiвняння на промiжку [2; +∞] виду:

y′′ = y · ln|1
y
| ·

√
lnx+ 2 lnx+ 1

4x2(lnx)2
(4.1)

Це рiвняння є рiвнянням (3.1), в якому:

L(y) = ln
1

y

f(x) =

√
lnx+ 2 lnx+ 1

4x2(lnx)2

(4.2)

Виявляється, що дане рiвняння має додатний повiльно змiнний розв’язок.
Перевiримо, що

y(x) = e−
√
lnx (4.3)

є розв’язком рiвняння (4.1).
Для початку розглянемо першу похiдну функцiї y(x).(

e−
√
lnx
)′

= e−
√
lnx ·

(
−
√
lnx
)′

= e−
√
lnx ·

(
−1 ·

(√
lnx
)′)

= −e−
√
lnx ·

(
(lnx)1/2

)′
= −e−

√
lnx ·

(
1

2
√
lnx

· (lnx)′
)

= −e−
√
lnx · 1

2
√
lnx

· 1
x
= − e−

√
lnx

2x
√
lnx

Отже,

y′(x) = − e−
√
lnx

2x
√
lnx

(4.4)

28



Диференцiюючи (4.4), отримаємо вираз для y′′(x).

y′(x) = −
(

1

2x
√
lnx

· e−
√
lnx

)

y′′(x) = −
[(

1

2x
√
lnx

)′
· e−

√
lnx +

1

2x
√
lnx

·
(
e−

√
lnx
)′]

(
1

2x
√
lnx

)′
= − 1

2x2
√
lnx

− 1

4x2(lnx)3/2(
e−

√
lnx
)′

= − e−
√
lnx

2x
√
lnx

y′′(x) = −

[(
− 1

2x2
√
lnx

− 1

4x2(lnx)3/2

)
· e−

√
lnx +

1

2x
√
lnx

·

(
− e−

√
lnx

2x
√
lnx

)]

=

(
1

2x2
√
lnx

+
1

4x2(lnx)3/2

)
e−

√
lnx +

1

4x2(lnx)
· e−

√
lnx

y′′(x) = e−
√
lnx ·

(
1

2x2
√
lnx

+
1

4x2(lnx)3/2
+

1

4x2 lnx

)

=

√
lnx+ 2 lnx+ 1

4x2
√
lnx lnx

· e−
√
lnx

Звiдси

y′′(x) =

√
lnx+ 2 lnx+ 1

4x2
√
lnx lnx · e

√
lnx

(4.5)

Обчислимо для рiвняння (4.1) ln|1/y|. Пiдставляємо замiсть y (4.3).

ln|1
y
| → ln| 1

e−
√
lnx

|

ln

∣∣∣∣ 1

e−
√
lnx

∣∣∣∣ = ln
(
e
√
lnx
)
=

√
lnx

ln|1
y
| =

√
lnx (4.6)
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Тепер розглянемо, звiдки взялося значення f(x) для (4.1).
√
lnx+ 2 lnx+ 1

4x2
√
lnx lnx · e

√
lnx

= e−
√
lnx ·

√
lnx · f(x)

f(x) =

√
lnx+ 2 lnx+ 1

4x2
√
lnx lnx · e

√
lnx ·

√
lnx · e−

√
lnx

=

√
lnx+ 2 lnx+ 1

4x2(lnx)2

Перевiримо, чи задовiльняє f(x) умову теореми 1. Застосуємо правило Лопiталя.

lim
x→∞

x

∞∫
x

f(t) dt = lim
x→∞

x

∞∫
x

2 ln t+ 1 +
√
ln t

4t2(ln t)2
dt

= lim
x→∞

∞∫
x

2 lnx+1+
√
lnx

4t2(lnx)2

1
x

= lim
x→∞

−2 lnx+1
4x2

− 1
x

= lim
x→∞

2 lnx+ 1 +
√
lnx

4(lnx)2
= lim

x→∞

lnx(1 + 1
lnx +

√
lnx
lnx )

4 ln2 x

= lim
x→∞

1 + 0 + 0

∞
= 0

lim
x→∞

x

∞∫
x

f(t) dt = 0.

Очевидно, що y(x) > 0 ∀x ≥ 2.
Бачимо, що f(x) задовiльняє умови теореми А.С. i вiдповiдний розв’язок y(x) є по-
вiльно змiнним.

Перевiримо, що функцiя
y(x) = e−

√
lnx

є повiльно змiнною. Для цього розглянемо вiдношення:

lim
x→∞

|xy
′(x)

y(x)
| = lim

x→∞

x ·
(
− e−

√
ln x

2x
√
lnx

)
e−

√
lnx

= lim
x→∞

1

2
√
lnx

= 0
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Отже, y(x) = e−
√
lnx — повiльно змiнна функцiя.

Можна зробити висновок, що рiвняння (4.3) є розв’язком рiвняння (4.1).
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ВИСНОВКИ
У роботi дослiджено умови iснування повiльно змiнних розв’язкiв диференцiаль-

них рiвнянь другого порядку, що є близькими до лiнiйних.
Отримано необхiднi та достатнi умови iснування спадних додатних повiльно змiн-

них розв’язкiв таких рiвнянь. Результати проiлюстровано на прикладi конкретного
диференцiального рiвняння 2-го порядку з нелiнiйнiстю вiдповiдного типу. Вияви-
лося, що дане рiвняння має точний спадний повiльно змiнний на нескiнченностi
розв’язок.
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