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ВСТУП

В багатьох конструкцiях машинобудування та будiвництва використо-
вуються елементи цилiндричної форми, що пiдлягають крученню. На-
явнiсть у цих елементах дефектiв у виглядi трiщин знижує їх механiчну
стiйкiсть та може спричинити руйнування. Теорiя пружностi має справу
з деформацiєю та перемiщенням пружнiх тiл пiд впливом зовнiшнiх на-
вантажень. Тому задачi теорiї пружностi для тiл цилiндричної форми з
дефектами є актуальними.

Магiстерська дипломна робота присвячена розгляданню вiсiсиметри-
чної задачi кручення пружнього цилiндру з круговою трiщиною. За до-
помогою методу iнтегральних перетворень розв’язок цiєї задачi зведено
до iнтегрального рiвняння вiдносно невiдомого стрибка перемiщень на
трiщинi. Отримане iнтегральне рiвняння, пiсля видiлення сингулярної
частини ядра, було представлено у такому виглядi, який допускає його
розв’язання за допомогою метода ортогональних полiномiв.
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РОЗДIЛ 1

ОСНОВНА ЧАСТИНА

Постановка задачi

Розглянемо прямий круговий цилiндр, який займає у цилiндричнiй систе-
мi координат

(𝑟, 𝜙, 𝑧)

область
0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑎, 0 ⩽ 𝜙 ⩽ 2𝜋, 0 ⩽ 𝑧 ⩽ ℎ.

h

d

a y

z

x

b
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Нижня основа цилiндра 𝑧 = 0 нерухомо закрiплена, верхня основа 𝑧 = ℎ

вiльна вiд напружень. До бiчної поверхнi прикладено вiсiсиметричне до-
тичне навантаження, що викликає кручення цилiндра. У цьому випадку
всi величини не будуть залежати вiд кутової координати 𝜙.

Вiдмiннi вiд нуля будуть:

кутове перемiщення
𝑢(𝑟,𝑧) = 𝑢𝜙(𝑟,𝑧)

та дотичнi напруження

𝜏𝑟𝜙 = 𝐺(
𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑢)

та
𝜏𝑧𝜙 = 𝐺

𝜕𝑢

𝜕𝑧
,

де 𝐺 модуль зсуву матерiала цилiндра. Перемiщення 𝑢(𝑟, 𝜙) повинне
задовольняти рiвнянню Ламе:

𝑟
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+
𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑢+ 𝑟

𝜕2𝑢

𝜕2𝑧2
= 0

0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑎

0 ⩽ 𝑧 ⩽ ℎ

та крайовим умовам:

𝑢|𝑧=0 = 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=ℎ = 0

𝜏𝑟𝜙 = 𝐺(
𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 1

𝑟
𝑢)|𝑟=𝑎 = 𝑝(𝑧)

𝑢(𝑟, 𝑧) обмежена при 𝑟 −→ 0.

У серединi цилiндра в областi

0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑏, 𝑧 = 𝑑

є кругова трiщина, береги якої вiльнi вiд напружень. При переходi через
трiщину перемiщення зазнає невiдомий стрибок.
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< 𝑢 >= 𝑢(𝑟, 𝑑− 0)− 𝑢(𝑟, 𝑑+ 0) = 𝜒(𝑟), 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑏

𝜒(𝑟) = 0, 𝑏 ⩽ 𝑟 ≤ 𝑎

𝜒(𝑏) = 0

Береги трiщини вiльнi вiд напружень:

𝜏𝑧𝜙|𝑧=𝑑±0 = 𝐺
𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝑑±0 = 0

звiдки <
𝜕𝑢

𝜕𝑧
>= 0.

Зведення задачi до одновимiрної крайової задачi

Для зведення задачi до одномiрної застосуємо перетворення Фур’є за
змiнною 𝑧 за узагальненою схемою до рiвняння та крайової умови, коли
𝑟 = 𝑎:

𝑢𝑘(𝑟) =

∫︁ ℎ

0

𝑢(𝑟,𝑧) sin𝜆𝑛𝑧𝑑𝑧

де
𝜆𝑘 =

𝜋

2ℎ
(2𝑘 − 1), 𝑘 ∈ N.

З формулою обернення:

𝑢(𝑟, 𝑧) =
2

ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑟) sin𝜆𝑘𝑧

У результатi ми отримали неоднорiдну одномiрну крайову задачу вiд
змiнної 𝑟 вiдносно трансформанти Фур’є 𝑢𝑘(𝑟):

𝑟𝑢′′𝑘(𝑟) + 𝑢′𝑘(𝑟)−
1

𝑧
𝑢𝑘(𝑟)− 𝑟𝜆2𝑘𝑢𝑘(𝑟) = 𝜆𝑘𝜒(𝑟) cos𝜆𝑘𝑑.

та крайову умову:
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𝑢′𝑘(𝑎)−
1

𝑎
𝑢𝑘(𝑎) =

1

𝐺
𝑝𝑘,

де

𝑝𝑘 =

∫︁ ℎ

0

𝑝(𝑧) sin𝜆𝑘𝑧𝑑𝑧.

Права частина отриманого рiвняння мiстить невiдому функцiю 𝜒(𝜌).
Отримане рiвняння є рiвнянням Бесселя для модифiкованих функцiй
Бесселя 𝐼1(𝜆𝑘𝑟) та 𝐾1(𝜆𝑘𝑟).

Розв’язок одновимiрної крайової задачi

Загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння

𝑟𝑢′′𝑘(𝑟) + 𝑢′𝑘(𝑟)−
1

𝑧
𝑢𝑘(𝑟)− 𝑟𝜆2𝑘𝑢𝑘(𝑟) = 0

має вигляд:

𝑢𝑘(𝑟) = 𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟) +𝐵𝑘𝐾1(𝜆𝑘𝑟),

де 𝐴𝑘 та 𝐵𝑘 – невiдомi сталi.

Беручи до уваги, що функцiя Бесселя 𝐼1(𝜆𝑘𝑟) обмежена коли 𝑟 −→ 0, а
функцiя 𝐾1(𝜆𝑘𝑟) необмежена при 𝑟 −→ 0. За умови обмеженостi перемi-
щення при 𝑟 = 0 покладемо 𝐵𝑘 = 0. Таким чином розв’язок однорiдного
рiвняння:

𝑢𝑘(𝑟) = 𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟)

Графiки функцiй Бесселя 1-го та 2-го роду (Неймана) має вигляд:
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Щоб отримати частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння, можна ско-
ристатися фундаментальною функцiєю Φ𝑘(𝑟, 𝜌):

Φ𝑘(𝑟, 𝜌) = −

⎧⎨⎩𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝐾1(𝜆𝑘𝑟), 0 ⩽ 𝜌 < 𝑟 ⩽ 𝑎;

𝐼1(𝜆𝑘𝑟)𝐾1(𝜆𝑘𝜌), 0 ⩽ 𝑟 < 𝜌 ⩽ 𝑎.

Яку також можно записати у виглядi:

Φ𝑘(𝑟, 𝜌) = −
∫︁ ∞

0

𝐽1(𝜌𝑥)𝐽1(𝑟𝑥)
𝑥𝑑𝑥

𝑥2 + 𝜆2𝑘

У результатi, загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння, обмеженого
при 𝑟 = 0, має вигляд:

𝑢𝑘(𝑟) = 𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟) + 𝜆𝑘 cos𝜆𝑘𝑑

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)Φ𝑘(𝑟, 𝜌)𝜌𝑑𝜌.

Знайдемо 𝐴𝑘 iз крайової умови:

𝑎𝑢′𝑘(𝑎)− 𝑢𝑘(𝑎) =
𝑎

𝐺
𝑝𝑛.

У ходi розв’язку, скористаємося формулами диференцiювання модифiко-
ваних функцiй Бесселя:

⎡⎢⎣ 𝑎𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎) = 𝑎𝜆𝑘𝐼
′
1(𝜆𝑘𝑎)− 𝐼1(𝜆𝑘𝑎)

−𝑎𝜆𝑘𝐾2(𝜆𝑘𝑎) = 𝑎𝜆𝑘𝐾
′
1(𝜆𝑘𝑎)−𝐾1(𝜆𝑘𝑎)

⎤⎥⎦
Тодi:

𝑎𝐴𝑘𝐼
′
1(𝜆𝑘𝑎)𝜆𝑘 − 𝐴𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟)−

−𝜆𝑘 cos𝜆𝑘𝑑𝑎
∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝐾
′
1(𝜆𝑘𝑎)𝜆𝑘𝑑𝜌+

+𝜆𝑘 cos𝜆𝑘𝑑

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝐾1(𝜆𝑘𝑎)𝑑𝜌 =
𝑎

𝐺
𝑝𝑘
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Отримали:

𝐴𝑘 =
𝑝𝑘

𝐺𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
− 𝜆𝑘 cos𝜆𝑘𝑑

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)𝑑𝜌

Пiдставимо 𝐴𝑘 у вираз для 𝑢𝑘(𝑟):

𝑢𝑘(𝑟) =
𝑝𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟)

𝐺𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
− 𝜆𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟) cos𝜆𝑘𝑑

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
𝐾2(𝜆𝑘𝑎)

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝑑𝜌+

+𝜆𝑘 cos𝜆𝑘𝑑

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)Φ𝑘(𝑟, 𝜌)𝜌𝑑𝜌.

Далi, застосуємо формулу звернення

𝑢(𝑟, 𝑧) =
2

ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑟) sin𝜆𝑘𝑧

та отримуємо:

𝑢𝑘(𝑟) =
2

𝐺ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟)

𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
sin𝜆𝑘𝑟−

−2

ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝐼1(𝜆𝑘𝑟) cos𝜆𝑘𝑑 sin𝜆𝑘𝑧

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
𝐾2(𝜆𝑘𝑎)

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝜌𝑑𝜌+

+
2

ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 cos𝜆𝑘𝑑 sin𝜆𝑘𝑧

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)Φ𝑘(𝑟, 𝜌)𝜌𝑑𝜌

Розглянемо останнiй доданок та запишемо його у виглядi:

2

ℎ

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)[
∞∑︁
𝑘=1

cos𝜆𝑘𝑑 sin𝜆𝑘𝑧Φ(𝑘(𝑟, 𝜌)]𝜌𝑑𝜌

Пiдставимо вираз:

Φ𝑘(𝑟, 𝜌) = −
∫︁ ∞

0

𝐽1(𝑟𝑥)𝐽1(𝜌𝑥)
𝑥𝑑𝑥

𝑥2 + 𝜆2𝑘
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та використаємо тотожнiсть

𝐽1(𝑟𝑥)𝐽1(𝜌𝑥) =
1

𝑥2
𝜕2

𝜕𝑟𝜕𝜌
𝐽0(𝑟𝑥)𝐽0(𝜌𝑥)

i застосуємо формулу

∞∑︁
𝑘=1

(2𝑘 − 1) sin (2𝑘 − 1)𝑥

(2𝑘 − 1)2 + 𝑎2
=
𝜋

4

cosh (𝜋2 − 𝑥)𝑎

cosh 𝜋𝑎
2

Отримаємо:

𝑢(𝑟,𝑧) = −1

2

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝜌𝑑𝜌
𝜕2

𝜕𝑟𝜕𝜌

∫︁ ∞

0

𝐽0(𝑟𝑥)𝐽0(𝜌𝑥)[cosh (ℎ− (𝑧 + 𝑑))𝑥+

+𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑧 − 𝑑) cosh (ℎ− |𝑧 − 𝑑|)]𝑥 𝑑𝑥

𝑥 coshℎ𝑥
+

+
2

ℎ

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)[
∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘 cos𝜆𝑘𝑑 sin𝜆𝑘𝑧

𝐼2(𝜆𝑘)
𝐼1(𝜆𝑘𝑟)𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)]𝜌𝑑𝜌+

+
2

𝐺ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑟)

𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
sin𝜆𝑘𝑧.

Для того щоб знайти 𝜒(𝜌), скористаємося умовою на трiщину:

𝜏𝑧𝜙|𝑧=𝑑±0 = 𝐺
𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝑑±0 = 0, =⇒ 𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝑑±0 = 0

𝜕

𝜕𝑟

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝜌d𝜌
𝜕

𝜕𝜌

∫︁ ∞

0

𝐽0(𝑟𝑥)𝐽0(𝜌𝑥)d𝑥+

+

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)𝜌d𝜌

∫︁ ∞

0

𝐽1(𝑟𝑥)𝐽1(𝜌𝑥)

[︂
sinh (ℎ− 2𝑑)𝑥

coshℎ𝑥
+ tanhℎ𝑥− 1

]︂
𝑥2d𝑥
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4

ℎ

∫︁ 𝑏

0

𝜒(𝜌)

[︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘 cos𝜆𝑘𝑑
2

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
𝐼1(𝜆𝑘𝑟)𝐼1(𝜆𝑘𝜌)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)

]︃
𝜌d𝜌 =

− =
4

𝐺ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑟)

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
cos𝜆𝑘𝑑

Перейдемо вiд промiжку (0, 𝑏) до промiжку (0, 1).

Зробимо замiну:

𝑟 = 𝑏𝜂, 𝜌 = 𝑏𝜉, 𝜂, 𝜉 ∈ (0,1), 𝑥 =
𝑡

𝑏
.

Отримаємо:
𝜕

𝜕𝜂

∫︁ 1

0

𝜒(𝑏𝜉)𝜉𝑑𝜉
𝜕

𝜕𝜉

∫︁ ∞

0

𝐽0(𝜂𝑡)𝐽0(𝜉𝑡)d𝑡+

+𝑏

∫︁ 1

0

𝜒(𝑏𝜉)𝜉d𝜉

∫︁ ∞

0

𝐽1(𝜂𝑡)𝐽1(𝜉𝑡)

[︃
sin (ℎ−2𝑑

𝑏 𝑡)

cosh 𝑡𝑏ℎ
+ tanh

ℎ

𝑏
𝑡− 1

]︃
𝑡2d𝑡+

+
4𝑏3

ℎ

∫︁ 1

0

𝜒(𝑏𝜉)

[︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘 cos𝜆𝑘𝑑
2

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
𝐼1(𝜆𝑘𝑏𝜂)𝐼1(𝜆𝑘𝑏𝜉)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)

]︃
𝜉d𝜉 =

= − 4𝑏

𝐺ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑏𝜂)

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
cos𝜆𝑘𝑑.
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РОЗДIЛ 2

РОЗВ’ЯЗОК IНТЕГРАЛЬНО-ДИФЕРЕНЦIЙНОГО

РIВНЯННЯ

Отримання iнтегрального рiвняння та аналiз його ядра

Позначимо: Ψ(𝜉) = 𝜒(𝑏𝜉)

𝐾1(𝑟,𝜉) = 𝑏

∫︁ ∞

0

𝐽1(𝑡𝜂)𝐽1(𝑡𝜉)

[︃
sinh ℎ−2𝑑

𝑏 𝑡

cosh ℎ
𝑏 𝑡

+ tanh
ℎ

𝑏
𝑡− 1

]︃
𝑡2d𝑡

𝐾2(𝜂, 𝜉) =
4𝑏3

ℎ

∞∑︁
𝑛=1

𝜆2𝑘 cos𝜆
2
𝑘𝑑

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
· 𝐼1(𝜆𝑘𝑏𝜂) · 𝐼1(𝜆𝑘𝑏𝜉) ·𝐾2(𝜆𝑘𝑎)

𝑆(𝜂, 𝜉) =
𝜕

𝜕𝜉
𝑊𝑜𝑜(𝜂, 𝜉)

де

𝑊𝑜𝑜(𝜂, 𝜉) =

∫︁ ∞

0

𝐽0(𝑡𝜂)𝐽0(𝑡𝜉)𝑑𝑡

- iнтеграл Вебера-Шафхейтлiна, який має розрив при 𝜂 = 𝜉.

Ядра 𝐾1(𝑟,𝜉) та 𝐾2(𝜂, 𝜉) - регулярнi, мiстять iнтеграли та ряди, якi збiга-
ються.

Ядро 𝑆(𝜂, 𝜉) - сингулярне, має особливiсть при 𝜂 = 𝜉.

Отримаємо iнтегрально-диференцiальне рiвняння:

𝜕

𝜕𝜂

∫︁ 1

0

Ψ(𝜉)𝑆(𝜂,𝜉)𝜉d𝜉 +

∫︁ 1

0

[𝐾1(𝜂,𝜉) +𝐾2(𝜂, 𝜉)] Ψ(𝜉)𝜉𝑑𝜉 = 𝑓(𝜂),

де

𝑓(𝜂) = − 4𝑏

𝐺ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑏𝜂)

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
cos𝜆𝑘𝑑.

Для розв’язання цього iнтегрально-диференцiйного рiвняння можна за-
стосувати метод ортогональних полiномiв. [3]
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Розв’язок iнтегрально-диференцiйного рiвняння методом ортого-
нальних полiномiв

Шукаємо розв’язок iнтегрально-диференцiйного рiвняння у виглядi
розвинення за полiномами Якобi:

Ψ(𝜉) = 𝜉 ·
√︀
1− 𝜉2 ·

∞∑︁
𝑗=0

𝜓𝑗 · 𝑃
1, 12
𝑗 (1− 2𝜉2)

де 𝑃 1, 12
𝑗 (1− 2𝜉2) - полiноми Якобi, 𝛼 = 1, 𝛽 = 1

2 ,

𝜉
√︀
1− 𝜉2 - вагова функцiя. Скористуємося та пiдставимо його в iнте-

гральне рiвняння. Отримаємо:

𝜕

𝜕𝜂

∫︁ 1

0

𝜉2
√︀
1− 𝜉2

∞∑︁
𝑗=0

𝜓𝑗𝑃
1, 12
𝑗 (1− 2𝜉2)𝑆(𝜂, 𝜉)d𝜉

+

∫︁ 1

0

[𝐾1(𝜂, 𝜉) +𝐾2(𝜂, 𝜉)] 𝜉
2
√︀
1− 𝜉2

∞∑︁
𝑗=0

𝜓𝑗𝑃
1, 12
𝑗 (1− 2𝜉2)d𝜉 = 𝑓(𝜂)

Спектральне спiввiдношення має вигляд:

𝜕

𝜕𝜂

∫︁ 1

0

𝜉2
√︀
1− 𝜉2𝑃

1, 12
𝑗 (1− 2𝜉2)𝑆(𝜂, 𝜉)d𝜉 =

Γ(𝑗 + 5
2)Γ(𝑗 +

3
2)

𝑗! · (𝑗 + 1)!
· 𝜂 · 𝑃 1, 12

𝑗 (1− 2𝜂2)

Використаємо спектральне спiввiдношення.

∞∑︁
𝑗=0

𝜓𝑗 ·
Γ(𝑗 + 5

2)Γ(𝑗 +
3
2)

𝑗!(𝑗 + 1)!
· 𝜂 · 𝑃 1, 12

𝑗 (1− 2𝜉2) +

+
∞∑︁
𝑗=0

𝜓𝑗 · 𝜉2
√︀
1− 𝜉2 · 𝑃 1, 12

𝑗 (1− 2𝜉2) · [𝐾1(𝜂, 𝜉) +𝐾2(𝜂, 𝜉)] d𝜉 = 𝑓(𝜂)

Домножимо отриману рiвнiсть на

𝜂2 ·
√︀
1− 𝜂2 · 𝑃 1, 12

𝑚 (1− 2𝜂2)

та проiнтегруємо отримане рiвняння за змiнною 𝜂 на промiжку (0, 1).
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Маємо:

∞∑︁
𝑗=0

𝜓𝑗 ·
Γ(𝑗 + 5

2)Γ(𝑗 +
3
2)

𝑗!(𝑗 + 1)!
·
∫︁ 1

0

𝜂3
√︀
1− 𝜂2𝑃

1, 12
𝑗 (1− 2𝜉2)𝑃

1, 12
𝑚 (1− 2𝜉2)d𝜂 +

∞∑︁
𝑗=0

𝜓𝑗 ·
∫︁ 1

0

𝜂2
√︀
1− 𝜂2𝑃

1, 12
𝑚 d𝜂 ·

∫︁ 1

0

𝜉2
√︀
1− 𝜉2𝑃

1, 12
𝑗 d𝜉·

· [𝐾1(𝜂, 𝜉) +𝐾2(𝜂, 𝜉)] d𝜉 =

∫︁ 1

0

𝜂2
√︀
1− 𝜂2𝑃

1, 12
𝑚 𝑓(𝜂)d𝜂

Властивiсть ортогональних полiномiв Якобi∫︁ 1

0

𝜂3
√︀

1− 𝜂2 · 𝑃 1, 12
𝑗 (1− 2𝜂2)𝑃

1, 12
𝑚 (1− 2𝜂2)d𝜂 =

(𝑚+ 1)Γ(𝑚+ 3
2)

(4𝑚+ 5)Γ(𝑚+ 5
2)

· 𝛿𝑚𝑗

𝛿𝑚𝑗 =

⎧⎨⎩1,𝑚 = 𝑗

0,𝑚 ̸= 𝑗

Отримаємо:

𝜓𝑚

Γ2(𝑚+ 3
2)

(4𝑚+ 5) ·𝑚! ·𝑚!
+

∞∑︁
𝑚=0

𝜓𝑖 ·
∫︁ 1

0

𝜂2 ·
√︀
1− 𝜂2 · 𝑃 1, 12

𝑚 (1− 2𝜂2)d𝜂·

·
∫︁ 1

0

𝜉2 ·
√︀
1− 𝜉2 · 𝑃 1, 12

𝑗 (1− 𝜉2) · [𝐾1(𝜂, 𝜉) +𝐾2(𝜂, 𝜉)] 𝑑𝜉

=

∫︁ 1

0

𝜂2 ·
√︀

1− 𝜂2 · 𝑃 1, 12
𝑚 · 𝑓(𝜂)d𝜂

Як ми можемо побачити, на цьому етапi ми пришли до нескiнченної си-
стеми лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

𝛽2
𝑚

4𝑚+ 5
𝜓𝑚 +

∞∑︁
𝑗=0

𝜓𝑗 [𝐴𝑚𝑗 +𝐵𝑚𝑗] = 𝐶𝑚,𝑚 ⩾ 0.
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де 𝛽𝑚 =
Γ(𝑚+ 3

2 )

𝑚! ,

𝐴𝑚𝑗 =

∫︁ 1

0

𝜂2 ·
√︀

1− 𝜂2 · 𝑃 1, 12
𝑚 (1− 2𝜂2)d𝜂 ·

∫︁ 1

0

𝜉2 ·
√︀

1− 𝜉2 · 𝑃 1, 12
𝑗 (1− 2𝜉2)

·𝐾1(𝜂, 𝜉)d𝜉

𝐵𝑚𝑗 =

∫︁ 1

0

𝜂2 ·
√︀

1− 𝜂2 · 𝑃 1, 12
𝑚 (1− 2𝜂2)d𝜂 ·

∫︁ 1

0

𝜉2 ·
√︀

1− 𝜉2 · 𝑃 1, 12
𝑗 (1− 2𝜉2)

·𝐾2(𝜂, 𝜉)d𝜉

𝐶𝑚 =

∫︁ 1

0

𝜂2 ·
√︀
1− 𝜂2 · 𝑃 1, 12

𝑚 (1− 2𝜂2)𝑓(𝜂)d𝜂

Використовуючи значення наступних iнтегралiв:∫︁ 1

0

𝜉2 ·
√︀
1− 𝜉2 · 𝑃 1, 12

𝑗 (1− 2𝜉2)𝐽1(𝑦𝜉)𝑑𝜉 = −
√
2 · 𝛽𝑗 · 𝑦−

3
2 · 𝐽2𝑗+ 5

2
(𝑦)∫︁ 1

0

𝜉2 ·
√︀
1− 𝜉2 · 𝑃 1, 12

𝑗 (1− 2𝜉2)𝐼1(𝑦𝜉)𝑑𝜉 = −
√
2 · (−1)𝑗 · 𝛽𝑗 · 𝑦−

3
2 · 𝐼2𝑗+ 5

2
(𝑦)

обчислюємо вирази:

𝐴𝑚𝑗 = 𝑏

∫︁ 1

0

𝜂2
√︀
1− 𝜂2𝑃

1, 12
𝑚 (1− 2𝜂2)d𝜂

∫︁ 1

0

𝜉2
√︀
1− 𝜉2𝑃

1, 12
𝑗 (1− 2𝜉2)d𝜉∫︁ ∞

0

𝐽1(𝑡𝜂)𝐽1(𝑡𝜉)

[︃
sin (ℎ−2𝑑

𝑏 𝑡)

cosh 𝑡𝑏ℎ
+ tanh

ℎ

𝑏
𝑡− 1

]︃
𝑡2d𝑡 =

= 𝑏

∫︁ ∞

0

[︃
sin (ℎ−2𝑑

𝑏 𝑡)

cosh 𝑡𝑏ℎ
+ tanh

ℎ

𝑏
𝑡− 1

]︃
𝑡2d𝑡 ·

∫︁ 1

0

𝜂2
√︀
1− 𝜂2𝑃

1, 12
𝑚 (1− 2𝜂2)d𝜂·

·
∫︁ 1

0

𝜉2
√︀
1− 𝜉2𝑃

1, 12
𝑗 (1− 2𝜉2)𝐽1(𝑡𝜉)d𝜉 =

= 𝑏

∫︁ ∞

0

[︃
sin (ℎ−2𝑑

𝑏 𝑡)

cosh 𝑡𝑏ℎ
+ tanh

ℎ

𝑏
𝑡− 1

]︃
𝑡2 · (−

√
2)2𝛽𝑚𝛽𝑗(𝑡)

3
2𝐽2𝑚+ 5

2
(𝑡)·

· 𝐽2𝑗+ 5
2
(𝑡)d𝑦 = 2𝑏𝛽𝑚𝛽𝑗

∫︁ ∞

0

[︃
sin (ℎ−2𝑑

𝑏 𝑡)

cosh 𝑡𝑏ℎ
+ tanh

ℎ

𝑏
𝑡− 1

]︃
𝐽2𝑗+ 5

2
(𝑡)𝐽2𝑚+ 5

2
(𝑡)

d𝑡

𝑡
.
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𝐵𝑚𝑗 =
4𝑏3

ℎ

∫︁ 1

0

𝜂2
√︀

1− 𝜂2𝑃
1, 12
𝑚 (1− 2𝜂2)d𝜂

∫︁ 1

0

𝜉2
√︀
1− 𝜉2𝑃

1, 12
𝑗 (1− 2𝜉2)·

·

[︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘 cos𝜆𝑘𝑑
2

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
𝐼1(𝜆𝑘𝑏𝜂)𝐼1(𝜆𝑘𝑏𝜉)𝐾2(𝜆𝑘𝑎)

]︃
d𝜉 =

=
4𝑏3

ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘 cos𝜆𝑘𝑑
2

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
𝐾2(𝜆𝑘𝑎) · (−

√
2)2(−1)𝑚(−1)𝑗𝛽𝑚𝛽𝑗(𝜆𝑘𝑏)

−3·

· 𝐼2𝑚+ 5
2
(𝜆𝑘𝑏)𝐼2𝑚+ 5

2
(𝜆𝑘𝑏) =

8

ℎ
(−1)𝑚+𝑗𝛽𝑚𝛽𝑗

∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘 cos𝜆𝑘𝑑
2

𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
·

· 𝐼2𝑚+ 5
2
(𝜆𝑘𝑏)𝐼2𝑚+ 5

2
(𝜆𝑘𝑏)𝐾2(𝜆𝑘𝑎).

𝐶𝑚 = − 4𝑏

𝐺ℎ

∫︁ 1

0

𝜂2
√︀

1− 𝜂2𝑃
1, 12
𝑚 (1− 2𝜂2)

[︃ ∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
𝐼1(𝜆𝑘𝑏𝜂)

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
cos𝜆𝑘𝑑

]︃
d𝜂 =

= − 4𝑏

𝐺ℎ

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
cos𝜆𝑘𝑑

𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
·
∫︁ 1

0

𝜂2
√︀
1− 𝜂2𝑃

1, 12
𝑚 (1− 2𝜂2)𝐼1(𝜆𝑘𝑏𝜂)d𝜂 =

=
4

𝐺ℎ
√
𝑏

√
2 · (−1)𝑚𝛽𝑚

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
cos𝜆𝑘𝑑

𝜆
3
2

𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
𝐼2𝑚+ 5

2
(𝜆𝑘𝑏)

Отже, отриману систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь можемо записати
у наступному виглядi:

𝛽𝑚
4𝑚+ 5

𝜓𝑚 +
∞∑︁
𝑗=0

𝜓𝑗(2𝑏𝛽𝑗

∫︁ ∞

0

[︃
sin (ℎ−2𝑑

𝑏 𝑡)

cosh 𝑡𝑏ℎ
+ tanh

ℎ

𝑏
𝑡− 1

]︃
𝐽2𝑗+ 5

2
(𝑡)·

· 𝐽2𝑚+ 5
2
(𝑡)

d𝑡

𝑡
+

2

ℎ
(−1)𝑚+𝑗𝛽𝑗

∞∑︁
𝑘=1

cos𝜆𝑘𝑑
2

𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
𝐾2(𝜆𝑘𝑎)𝐼2𝑚+ 5

2
(𝜆𝑘𝑏)𝐼2𝑗+ 5

2
(𝜆𝑘𝑏)) =

=
4
√
2

𝐺ℎ
√
𝑏
(−1)𝑚

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘
cos𝜆𝑘𝑑

𝜆𝑘
√
𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)

𝐼
2𝑚+

5

2

(𝜆𝑘𝑏), 𝑚 ⩾ 0.

Далi нормалiзуємо отриману систему. Для цього помножимо її на
√
4𝑚+ 5
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та позначимо її як:

Ψ*
𝑚 =

𝛽𝑚√
4𝑚+ 5

𝜓𝑚.

𝐴*
𝑚𝑗 = 2𝑏 ·

√︀
(4𝑚+ 5)(4𝑗 + 5) ·

∫︁ ∞

0

[︃
sinh ℎ−2𝑑

𝑏 𝑡

cosh 𝑏ℎ𝑡
+ tanh

ℎ

𝑏
𝑡− 1

]︃
·

· 𝐽2𝑚+ 5
2
(𝑡) · 𝐽2𝑗+ 5

2
(𝑡)

d𝑡

𝑡
.

𝐵*
𝑚𝑗 =

8

ℎ

√︀
(4𝑚+ 5)(4𝑗 + 5) · (−1)𝑚+𝑗 ·

∞∑︁
𝑘=1

cos2 𝜆𝑘𝑑

𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑎)
·𝐾2(𝜆𝑘𝑎) · 𝐼2𝑚+ 5

2
(𝜆𝑘𝑏)·

· 𝐼2𝑗+ 5
2
(𝜆𝑘𝑏).

𝐶*
𝑚 =

4
√
2

𝐺ℎ
√
𝑏
·
√
4𝑚+ 5 · (−1)𝑚 ·

∞∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘 ·
cos𝜆𝑘𝑑

𝜆𝑘
√
𝜆𝑘𝐼2(𝜆𝑘𝑏)

· 𝐼2𝑚+ 5
2
(𝜆𝑘𝑏)

Тодi система приймає вигляд:

Ψ*
𝑚 +

∞∑︁
𝑗=0

Ψ*
𝑗

[︀
𝐴*

𝑚𝑗 +𝐵*
𝑚𝑗

]︀
= 𝐶*

𝑚,𝑚 ⩾ 0.
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РОЗДIЛ 3

КОЕФIЦIЕНТ IНТЕНСИВНОСТI НАПРУЖЕНЬ

(КIН)

Знаходження КIН

При розглядi завдань з дефектом у виглядi трiщин великий iнтерес
представляє коефiцiєнт iнтенсивностi напруги, оскiльки вiн визначає
можливiсть подальшого зростання трiщини. Для задач кручення пружнiх
тiл вiн має вигляд:

𝐾𝐼𝐼𝐼 = lim
𝑟→𝑏+0

√︀
2𝜋(𝑟 − 𝑏)𝜏𝑧𝜑(𝑟, 𝑑) = 𝐺 lim

𝑟→𝑏+0

√︀
2𝜋(𝑟 − 𝑏)

𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝑑

Вiдкидаючи в отриманому вище виразi для
𝜕𝑢

𝜕𝑧
|𝑧=𝑑, складових, що мають

скiнченi границi при 𝑟 → 𝑏 + 0, i враховуючи виконану замiну змiнних,
отримаємо

𝐾𝐼𝐼𝐼 = 𝐺

√︂
𝜋

2𝑏
lim

𝜂→1+0

√︀
𝜂 − 1 · 𝜕

𝜕𝜂

∫︁ 1

0

𝜓(𝜉)𝑆(𝜂, 𝜉)𝜉d𝜉 =

= 𝐺

√︂
𝜋

2𝑏
·

∞∑︁
𝑗=0

𝜓𝑗

⎡⎢⎣ lim
𝜂→1+0

𝜕

𝜕𝜂

∫︁ 1

0

𝜉2
√︀
1− 𝜉2𝑃

1,
1

2
𝑗 (1− 2𝜉2)𝑆(𝜂, 𝜉)d𝜉

⎤⎥⎦

Враховуючи асимптотику виразу:

𝜕

𝜕𝜂

∫︁ 1

0

𝜉2
√︀
1− 𝜉2𝑃

1,
1

2
𝑗 (1− 2𝜉2)𝑆(𝜂, 𝜉)d𝜉 = (−1)𝑗

2Γ(
3

2
+ 𝑗)√︁

𝜋 · 𝑗! ·
√︀
𝜂2 − 1

+𝑂(1)

𝜂 → 1 + 0
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отримаємо:

𝐾𝐼𝐼𝐼 = 𝐺

√︂
𝜋

2𝑏

∞∑︁
𝑗=0

𝜓𝑗 lim
𝜂→1+0

√︀
𝜂 − 1 · (−1)𝑗

2Γ(
3

2
+ 𝑗)

√
𝜋 · 𝑗! ·

√︀
𝜂2 − 1

=

𝐺√
𝑏

∞∑︁
𝑗=0

𝜓𝑗

Γ(
3

2
+ 𝑗)

𝑗!
(−1)𝑗

Також, якщо врахувати, що

𝜓𝑗 =
√︀

4𝑗 + 5 · 𝑗!

Γ(𝑗 +
3

2
)
· 𝜓*

𝑗

остаточно отримаємо

𝐾𝐼𝐼𝐼 =
𝐺√
𝑏
·

∞∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗 ·
√︀

4𝑗 + 5 · 𝜓*
𝑗

Побудуємо графiки 𝐾𝐼𝐼𝐼 в залежностi вiд рiзних геометричних параме-
трiв 𝑑,𝑏,𝑐.
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РОЗДIЛ 4

ЧИСЕЛЬНI РЕЗУЛЬТАТИ

При розглядi завдань з дефектом у виглядi трiщин великий iнтерес пред-
ставляє коефiцiєнт iнтенсивностi напруги, оскiльки вiн визначає можли-
вiсть подальшого зростання трiщини.

Побудуємо графiки 𝐾𝐼𝐼𝐼 в залежностi вiд рiзних геометричних параме-
трiв 𝑑, 𝑏, 𝑐. Для цього скористуємось кодом iз додатка, що написаний на
мовi програмування Python.

𝑎 = 7, 𝑏 = 4, ℎ = 15, 𝑐 = 6, 𝑑 = [3, 15]

4 6 8 10 12 14
d

0

5

10

15

20

25

K
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𝑎 = 7, ℎ = 15, 𝑐 = 6, 𝑑 = 4, 𝑏 = [1, 7]

1 2 3 4 5 6 7
b

25.5

26.0

26.5

27.0

27.5

28.0

K
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𝑎 = 7, 𝑏 = 4, ℎ = 15, 𝑑 = 4, 𝑐 = [1, 7]

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
c

29.0

29.5

30.0

30.5

31.0

31.5

32.0

32.5
K
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𝑎 = 7, 𝑏 = 4, 𝑐 = 6, 𝑑 = 4, ℎ = [5, 15]

6 8 10 12 14
h

0

5

10

15

20

25

K
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ВИСНОВКИ

В дипломнiй работi була розглянута вiсiсиметрична задача кручення
пружнього цилiндру з круговою трiщиною. Розв’язок цiєї задачi зведе-
но до iнтегрально-диференцiйного рiвняння. Проаналiзовано ядра цього
рiвняння та видiлено його сингулярну частину у виглядi похiдної вiд iнте-
грала Вебера-Шафхейтлiна. Пiсля цього розв’язок отриманного рiвняння
побудовано методом ортогональних полiномiв та розшукан у виглядi роз-
винення за полiномами Якобi 𝑃 𝛼,𝛽

𝑛 . Знайдено спектральне спiвiдношення
та отримано систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Пiсля того, як було знайдено розв’язок системи методом редукцiї, по-
раховано коефiцiент iнтенсивностi напружень (КIН). Вiн представляє
великий iнтерес, оскiльки можна визначити подальше зростання трiщини.
Побудовано графiки коефiцiенту в залежностi вiд рiзних геометричних
параметрiв.
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ДОДАТКИ

Данний код написан на мовi программування Python 3.

import math
import s c ipy . s p e c i a l as s p e c i a l
import s c ipy . i n t e g r a t e as i n t e g r a t e
import numpy as np
import sympy as sy
import matp lo t l i b . pyplot as p l t

a = 7
b = 4
c = 6
d = 4
G = 1
h = 15

def so lve_equat ion ( ) :
m_count = 6
j_count = 6

m_list = np . arange (m_count)
j_ l i s t = np . arange ( j_count )

a_mj = np . ones ( (m_count , j_count ) )
b_mj = np . ones ( (m_count , j_count ) )
c_m = np . ones (m_count)

for m in m_list :
c_m[m] = C(m)
for j in j _ l i s t :

a_mj [m] [ j ] = A(m, j )
b_mj [m] [ j ] = B(m, j )
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d_mj = a_mj + b_mj

for m in m_list :
for j in j _ l i s t :

i f m == j :
d_mj [m] [ j ] += 1

r e s u l t = np . l i n a l g . s o l v e (d_mj , c_m)
r e s = [ ]
print ( "Result " )
for number in r e s u l t :

r e s . append ( int ( number ) )

return r e s

def A(m, j ) :
f i r s t = 2 ∗ b
second = math . s q r t ( (4 ∗ m + 5) ∗ (4 ∗ j + 5) )

v1 = 2 ∗ m + 2.5
v2 = 2 ∗ j + 2 .5

low = 0
top = np . i n f

th i rd = i n t e g r a t e . quad (lambda t :
under_integrate_function_A ( t , v1 , v2 ) , low , top )

return f i r s t ∗ second ∗ th i rd [ 0 ]

def B(m, j ) :
f i r s t = 8 / h
second = math . s q r t ( (4 ∗ m + 5) ∗ (4 ∗ j + 5) )
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th i rd = math .pow(−1 , m + j )

k_ l i s t = np . arange (1 , 100 ) . t o l i s t ( )
v1 = 2 ∗ m + 2.5
v2 = 2 ∗ j + 2 .5

sum_element = 0

for k in k_l i s t :
sum_element = math .pow(math . cos ( lambda_k(k ) ∗ d ) , 2)
∗ s p e c i a l . i v ( v1 , lambda_k(k ) ∗ b)
∗ s p e c i a l . i v ( v2 , lambda_k(k ) ∗ b)
∗ s p e c i a l . kv (2 , lambda_k(k ) ∗ a )
/ ( lambda_k(k ) ∗ s p e c i a l . i v (2 , lambda_k(k ) ∗ a ) )

r e s u l t = f i r s t ∗ second ∗ th i rd ∗ sum_element
return r e s u l t

def C(m) :
f i r s t = 4 ∗ math . s q r t (2 ) / (G ∗ h ∗ math . s q r t (b ) )
second = math . s q r t (4 ∗ m + 5) ∗ math .pow(−1 , m)
th i rd = 0

v1 = 2 ∗ m + 2.5

k_l i s t = np . arange (1 , 100 ) . t o l i s t ( )
for k in k_l i s t :

t h i rd += P_k(k ) ∗ s p e c i a l . i v ( v1 , lambda_k(k ) ∗ b)
∗ math . cos ( lambda_k(k ) ∗ d) / ( lambda_k(k )
∗ math . s q r t ( lambda_k(k ) )
∗ s p e c i a l . i v (2 , lambda_k(k ) ∗ b ) )

return f i r s t ∗ second ∗ th i rd
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def under_integrate_function_A ( t , v1 , v2 ) :
return ( ( sy . s inh ( ( ( h − 2 ∗ d) / b) ∗ t )
/ sy . cosh (b ∗ h ∗ t )
+ math . tanh ( t ∗ h / b) − 1 )
∗ s p e c i a l . jv ( v1 , t ) ∗ s p e c i a l . jv ( v1 , t ) ) / t

def P_k(k ) :
low = c
top = h

return i n t e g r a t e . quad (lambda z : math . s i n ( lambda_k(k ) ∗ z ) ,
low , top ) [ 0 ]

def lambda_k(k ) :
return math . p i / (2 ∗ h) ∗ (2 ∗ k − 1)

def k o e f f i c i e n t ( p s i ) :
sum = 0
for j in range (0 , len ( p s i ) ) :

temp = math .pow(−1 , j ) ∗ math . s q r t (4 ∗ j + 5) ∗ p s i [ j ]
sum += temp

return G ∗ sum / math . s q r t (b)

def draw_graph ( x_l i s t , y_ l i s t ) :
f i g , ax = p l t . subp lo t s ( )

ax . s e t_ t i t l e ( ' ␣ ' )
ax . s e t_x labe l ( "h" )
ax . s e t_y labe l ( "K" )
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ax . p l o t ( x_l i s t , y_l i s t , c o l o r = ' r ' )

p l t . g r i d ( )
p l t . show ( )

i f __name__ == '__main__ ' :
# d_l i s t = np . l i n s pa c e (3 , h , 10)
# b_ l i s t = np . l i n s pa c e (1 , 7 , 10)
# c_ l i s t = np . l i n s pa c e (1 , 5 , 5)
h_l i s t = np . l i n s p a c e (5 , 15 , 15)
p s i_ l i s t = [ ]
for value in h_l i s t :

# d = va lue
# b = va lue
# c = va lue
h = value
p s i_ l i s t . append ( so lve_equat ion ( ) )

r e s = [ ]
for p s i in p s i_ l i s t :

r e s . append ( k o e f f i c i e n t ( p s i ) )

# draw_graph ( d_l i s t , re s )
# draw_graph ( b_ l i s t , re s )
# draw_graph ( c_ l i s t , re s )
draw_graph ( h_l i st , r e s )
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