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ВСТУП

Останнiм часом особливо актуальним завданням якiсної теорiї диферен-
цiальних рiвнянь стало вивчення суттєво нелiнiйних диференцiальних рiвнянь.
Серед робiт у цiй галузi, що стосуються встановлення асимптотичних представ-
лень розв’язкiв, значну частину складають дослiдження рiвнянь зi степеневими
нелiнiйностями. Одним iз важливих напрямiв таких дослiджень стало вивчен-
ня вiдомого рiвняння Емдена–Фаулера, окремi випадки якого застосовувалися
в ядернiй фiзицi, газовiй динамiцi, механiцi рiдини, релятивiстськiй механiцi
та iнших галузях природничих наук. Асимптотична поведiнка розв’язкiв цього
рiвняння детально описана в монографiях Р. Беллмана [1] та Дж. Сансоне [2].

З роботи Ф. В. Аткiнсона [3] розпочалося якiсне дослiдження узагальне-
ного рiвняння Емдена–Фаулера:

𝑦′′ = 𝑝(𝑡)|𝑦|𝜎𝑠𝑖𝑔𝑛𝑦, (0)

де 𝜎 ∈ (0;+∞), а 𝑝 : [0; +∞) → 𝑅 — локально iнтегровна функцiя.

У згаданiй роботi було отримано ознаку коливальностi всiх правильних
розв’язкiв цього рiвняння при 𝑝(𝑡) ≤ 0 та 𝜎 > 1. Методи дослiдження асим-
птотичної поведiнки монотонних розв’язкiв цього рiвняння були розробленi у
працях I.Т. Кiгурадзе , Т.А. Чантурiї [4-8], А.В. Костiна, [9-11] В.М. Євтухо-
ва [12-29] та багатьох iнших авторiв, причому цi дослiдження охоплювали й
випадки 𝜎 < 1.

Теорiя, розроблена пiд час дослiдження узагальненого рiвняння Емде-
на–Фаулера, надалi отримала широке продовження. Для рiвнянь типу Емде-
на–Фаулера вищих порядкiв, а також для рiвнянь загального вигляду 𝑛-го
порядку були встановленi тонкi ознаки коливальностi розв’язкiв, доведено
загальнi теореми про класифiкацiю рiвнянь за осциляцiйними властивостями
їхнiх розв’язкiв, знайдено умови iснування або вiдсутностi у нелiнiйних рiвня-
ннях сингулярних, правильних, коливальних i монотонних розв’язкiв рiзних
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типiв. Також були отриманi оцiнки правильних розв’язкiв в околi нескiнченно-
стi, а також наведено асимптотичнi формули для розв’язкiв досить широкого
класу нелiнiйних рiвнянь. Особливо варто вiдзначити результати, викладенi в
монографiї I.Т. Кiгурадзе та Т.А. Чантурiї, а також у працях А.В. Костiна i
В.М. Євтухова.

Вiдомо багато практичних застосувань узагальненого рiвняння Емде-
на–Фаулера. Проте у бiльшостi випадкiв наявнiсть степеневої нелiнiйностi
була наслiдком розгляду iдеалiзованої моделi певного реального процесу. З
розвитком обчислювальної технiки з’явилася можливiсть будувати точнiшi
математичнi моделi. У зв’язку з цим зрiс iнтерес до рiвнянь з нелiнiйностями,
вiдмiнними вiд степеневих. Дослiдженню асимптотичної поведiнки розв’язкiв
таких рiвнянь присвячено велику кiлькiсть робiт, у яких, однак, вдавалося
отримати лише двостороннi асимптотичнi оцiнки розв’язкiв.

Згодом було розроблено методику встановлення асимптотики монотонних
розв’язкiв диференцiального рiвняння:

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙(𝑦),

де 𝜙(𝑦) — функцiя, яка в певному сенсi близька до степеневої. Також були
розглянутi питання iснування таких розв’язкiв. Природним узагальненням
рiвнянь такого типу є рiвняння, що часто з’являються на практицi й мiстять
у правiй частинi також похiдну невiдомої функцiї. Саме таким рiвнянням
присвячено цю роботу.
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1 РОЗДIЛ

1.1 Асимптотична поведiнка правильно змiнних розв’язкiв

лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку

Спочатку розглянемо деякi властивостi повiльно змiнних функцiй, якi
знадобляться нам пiзнiше.

Властивiсть 1. Якщо 𝐿 повiльно змiнюється на ∞, тодi для 𝑥→ ∞:
1) якщо 𝛼 > −1, то ∫︁ 𝑥

𝑎

𝑡𝛼𝐿(𝑡)𝑑𝑡 ∼ (𝛼 + 1)−1𝑥𝛼+1𝐿(𝑥),

2) якщо 𝛼 < −1, то ∫︁ 𝑥

𝑎

𝑡𝛼𝐿(𝑡)𝑑𝑡 ∼ (−𝛼− 1)−1𝑥𝛼+1𝐿(𝑥),

3) якщо 𝛼 = −1, то

𝑙(𝑥) =

∫︁ 𝑥

𝑎

𝑡−1𝐿(𝑡)𝑑𝑡

є новою повiльно змiнною функцiєю i такою, що 𝐿(𝑥)
𝑙(𝑥) → 0.

Властивiсть 2. Для кожного 𝜀 > 0 та 𝑥→ ∞:

𝑥𝜀𝐿(𝑥) → ∞, 𝑥−𝜀𝐿(𝑥) → ∞.

Властивiсть 3. Якщо при 𝑥→ ∞ функцiя 𝑔(𝑥) поводиться як правиль-
но змiнна функцiя з порядком 𝛼, тобто 𝑔(𝑥) ∼ 𝑥𝛼𝐿(𝑥), при 𝑥→ ∞, тодi 𝑔(𝑥)
є правильно змiнною функцiєю з порядком 𝛼, тобто 𝑔(𝑥) = 𝑥𝛼𝐿*(𝑥), де зага-
лом 𝐿*(𝑥) ̸= 𝐿(𝑥), але 𝐿*(𝑥) ∼ 𝐿(𝑥). Це випливає з того, що 𝑔(𝑥)𝑥−𝛼 ∼ 𝐿(𝑥)

.



6

Теорема 1.1. Нехай

𝐹 (𝑥) :=

∫︁ ∞

𝑥

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡. (1.1)

Якщо iснує додатна неперервна функцiя 𝑝, яка прямує до нуля при 𝑥→ ∞ i
така, що для 𝑥 ≥ 𝑥0

|𝐹 (𝑥)| ≤ 𝑝(𝑥), (1.2)∫︁ ∞

𝑥

𝑝2(𝑡) 𝑑𝑡 ≤ 𝑐 𝑝(𝑥), (1.3)

де 0 < 𝑐 <
1

4
, тодi рiвняння 𝑦′′ + 𝑓(𝑥)𝑦 = 0 є неосциляторним i має розв’язок

виду

𝑦(𝑥) = exp

{︂∫︁ 𝑥

𝑎

(𝐹 (𝑡)− 𝑍(𝑡)) 𝑑𝑡

}︂
. (1.4)

Тут 𝑍(𝑡) є розв’язком iнтегрального рiвняння

𝑍(𝑥) = −
∫︁ ∞

𝑥

(𝑍(𝑡)− 𝐹 (𝑡))2 𝑑𝑡 (1.5)

i задовольняє умову

𝑍(𝑥) = 𝑂(𝑝(𝑥)) при 𝑥→ ∞. (1.6)

Доведення. Використаємо метод послiдовних наближень i спочатку
покажемо, що наведене iнтегральне рiвняння має розв’язок iз бажаною вла-
стивiстю.

Означимо для 𝑥 ≥ 𝑥0 послiдовнiсть {𝑍𝑛(𝑥)} як:

𝑍0(𝑥) := 0, 𝑍𝑛(𝑥) := −
∫︁ ∞

𝑥

(𝐹 (𝑡)− 𝑍𝑛−1(𝑡))
2 𝑑𝑡, 𝑛 ≥ 1. (1.7)

Спершу доведемо, що для 𝑥 ≥ 𝑥0 виконується нерiвнiсть:

|𝑍𝑛(𝑥)| ≤ 4𝑐 𝑝(𝑥). (1.8)
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Це очевидно для 𝑛 = 1, оскiльки, використовуючи умови (1.2) та (1.3),
маємо:

|𝑍1(𝑥)| ≤
∫︁ ∞

𝑥

𝐹 2(𝑡) 𝑑𝑡 ≤
∫︁ ∞

𝑥

𝑝2(𝑡) 𝑑𝑡 ≤ 𝑐 𝑝(𝑥).

Припустимо, що (1.8) виконується для деякого 𝑛.
Тодi, використовуючи (1.2)–(1.3), маємо:

|𝑍𝑛+1(𝑥)| ≤
∫︁ ∞

𝑥

(|𝑍𝑛(𝑡)|+ |𝐹 (𝑡)|)2𝑑𝑡 ≤ 4𝑐 𝑝(𝑥).

Отже, за принципом математичної iндукцiї, нерiвнiсть (1.8) виконується
для всiх 𝑛 ≥ 0. Також iнтеграл у (1.7) збiгається, i послiдовнiсть є добре
визначеною.

Далi доведемо, що {𝑍𝑛(𝑥)} збiгається рiвномiрно при 𝑥 ≥ 𝑥0 до непе-
рервної функцiї. Неперервнiсть випливає з означення послiдовностi та непе-
рервностi 𝐹 (𝑥). Щоб довести збiжнiсть, покажемо, що для 𝑛 ≥ 0 та 𝑥 ≥ 𝑥0

виконується:

|𝑍𝑛+1(𝑥)− 𝑍𝑛(𝑥)| ≤
(4𝑐)𝑛+1

4
𝑝(𝑥). (1.9)

Iз (1.2), (1.3) та означення 𝑍0(𝑥) ця нерiвнiсть виконується для 𝑛 = 0.
Припустимо, що вона виконується для деякого 𝑛− 1. Тодi:

|𝑍𝑛+1(𝑥)− 𝑍𝑛(𝑥)| ≤
∫︁ ∞

𝑥

|𝑍𝑛(𝑡)− 𝑍𝑛−1(𝑡)| (|𝑍𝑛(𝑡)|+ |𝑍𝑛−1(𝑡)|+ 2|𝐹 (𝑡)|) 𝑑𝑡.

I використовуючи (1.32), (1.3), (1.8) та припущення iндукцiї (1.9) для
𝑛− 1, маємо:

|𝑍𝑛+1(𝑥)− 𝑍𝑛(𝑥)| ≤
∫︁ ∞

𝑥

(4𝑐)𝑛

4
(8𝑐+ 2)𝑝2(𝑡) 𝑑𝑡 ≤ (4𝑐)𝑛+1

4
𝑝(𝑥),

що доводить (1.9). Отже:

𝑍𝑛+1(𝑥) =
𝑛∑︁

𝜈=0

(𝑍𝜈+1(𝑥)− 𝑍𝜈(𝑥)) . (1.10)
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З оцiнки (1.9) та оскiльки 4𝑐 < 1, випливає, що {𝑍𝑛(𝑥)} збiгається
рiвномiрно на [𝑥0,∞) до неперервної функцiї:

𝑍(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑍𝑛(𝑥).

Крiм того, оцiнка (1.6) випливає безпосередньо з (1.8). Покажемо, що
𝑍(𝑥) є розв’язком iнтегрального рiвняння (1.5).

Оскiльки, за (1.2) та (1.8),

(𝑍(𝑥)− 𝐹 (𝑥))2 ≤ (4𝑐+ 1)2𝑝2(𝑥),

а iнтеграл вiд 𝑝2(𝑥) є збiжним за умовою (1.3), то, застосовуючи теорему про
збiжнiсть Лебега, отримуємо:

lim
𝑛→∞

∫︁ ∞

𝑥

(𝑍𝑛(𝑡)− 𝐹 (𝑡))2𝑑𝑡 =

∫︁ ∞

𝑥

(𝑍(𝑡)− 𝐹 (𝑡))2𝑑𝑡.

Отже, iз формули (1.7) випливає, що 𝑍(𝑥) є розв’язком рiвняння (1.5).

Нарештi, щоб побудувати розв’язок рiвняння 𝑦′′ + 𝑓(𝑥)𝑦 = 0, введемо
функцiю 𝑠(𝑥), що задовольняє:

𝑠′(𝑥)

𝑠(𝑥)
= 𝐹 (𝑥)− 𝑍(𝑥). (1.11)

Простим обчисленням бачимо, що 𝑠(𝑥) задовольняє диференцiальне
рiвняння:

𝑠′′(𝑥) +
(︀
𝑍 ′(𝑥)− (𝑍(𝑥)− 𝐹 (𝑥))2 − 𝐹 ′(𝑥)

)︀
𝑠(𝑥) = 0.

Оскiльки 𝑍(𝑥) — розв’язок рiвняння (1.5), а згiдно з (1.1) маємо 𝐹 ′(𝑥) =

−𝑓(𝑥), то
𝑠′′(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑠(𝑥) = 0,

тобто 𝑠(𝑥) є розв’язком рiвняння 𝑦′′ + 𝑓(𝑥)𝑦 = 0. Iнтегруючи обидвi сторони
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рiвняння (1.11) вiд 𝑎 до 𝑥, отримаємо розв’язок рiвняння 𝑦′′ + 𝑓(𝑥)𝑦 = 0 у
формi (1.4):

𝑦(𝑥) = exp

{︂∫︁ 𝑥

𝑎

(𝐹 (𝑡)− 𝑍(𝑡)) 𝑑𝑡

}︂
,

що явно є неосциляторним.

Теорема 1.2. Нехай 𝐿𝑖, 𝑖 = 1,2, — це двi нормалiзованi повiльно змiннi
функцiї. Тодi iснують двi лiнiйно незалежнi розв’язки рiвняння 𝑦′′+𝑓(𝑥)𝑦 = 0

вигляду
𝑦1(𝑥) = 𝐿1(𝑥), 𝑦2(𝑥) = 𝑥𝐿2(𝑥)

тодi i лише тодi, коли при 𝑥→ ∞

𝑥

∫︁ ∞

𝑥

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡→ 0. (1.12)

Крiм того, 𝐿2(𝑥) ∼ 𝐿−1
1 (𝑥) при 𝑥→ ∞.

Доведення.

Достатнiсть. Умова (1.12) означає iснування додатної функцiї 𝑐(𝑥), що
спадає до нуля при 𝑥→ ∞, такої, що для 𝐹 (𝑥), визначеної у (1.1), виконується:

|𝐹 (𝑥)| ≤ 𝑐(𝑥)

𝑥
.

Покладемо у (1.2): 𝑝(𝑥) = 𝑐(𝑥)
𝑥 . Оскiльки 𝑐(𝑥) — додатна й спадна до нуля, то

умова (1.3) також виконується.

Застосування теореми 1.1 забезпечує iснування розв’язку вигляду (1.4),
який можна записати як:

𝑦1(𝑥) = exp

{︂∫︁ 𝑥

𝑎

𝑡(𝐹 (𝑡)− 𝑍(𝑡))

𝑡
𝑑𝑡

}︂
.

Аналiз оцiнки (1.6) та вибiр 𝑝(𝑥) дають 𝑡(𝐹 (𝑡)− 𝑍(𝑡)) = 𝑜(1), тому 𝑦1(𝑥)
— нормалiзований повiльно змiнний розв’язок.

Необхiднiсть. Припустимо, що 𝑦1(𝑥) = 𝐿1(𝑥), де 𝐿1 — повiльно змiнна



10

та нормалiзована функцiя. Тодi 𝑦1(𝑥) не має нулiв (оскiльки повiльно змiннi

функцiї мають сталий знак). Отже, тотожнiсть 𝑦′′1
𝑦1

=
(︁
𝑦′1
𝑦1

)︁′
+
(︁
𝑦′1
𝑦1

)︁2

має сенс, i
рiвняння 𝑦′′ + 𝑓(𝑥)𝑦 = 0 набирає вигляду:(︂

𝐿′
1

𝐿1

)︂′
+

(︂
𝐿′
1

𝐿1

)︂2

+ 𝑓(𝑥) = 0.

Оскiльки 𝐿1 нормалiзована, то 𝑥𝐿′
1

𝐿1
→ 0 при 𝑥→ ∞, i пiсля iнтегрування

на промiжку (𝑥,∞) та множення на 𝑥, маємо:

−𝑥𝐿
′
1(𝑥)

𝐿1(𝑥)
+ 𝑥

∫︁ ∞

𝑥

(︂
𝑡𝐿′

1

𝐿1

)︂2

𝑡−2 𝑑𝑡+ 𝑥

∫︁ ∞

𝑥

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 0.

Оскiльки 𝑥𝐿′
1

𝐿1
→ 0, то перший доданок прямує до нуля, другий iнтеграл

збiгається, отже, i умова (1.12) виконується.

Теорема 1.3. Нехай −∞ < 𝑐 < 1
4 , 𝑐 ̸= 0 i нехай 𝛼1 < 𝛼2 — два коренi

рiвняння
𝛼2 − 𝛼 + 𝑐 = 0. (1.13)

Нехай також 𝐿𝑖, 𝑖 = 1,2 — двi нормалiзованi повiльно змiннi функцiї. Тодi
iснують двi лiнiйно незалежнi правильно змiннi розв’язки вигляду

𝑦𝑖(𝑥) = 𝑥𝛼𝑖𝐿𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2,

тодi i лише тодi, коли при 𝑥→ ∞

𝑥

∫︁ ∞

𝑥

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡→ 𝑐. (1.14)

Крiм того, має мiсце спiввiдношення

𝐿2(𝑥) ∼ {(1− 2𝛼1)𝐿1(𝑥)}−1 при 𝑥→ ∞.

Доведення.
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Достатнiсть. Визначимо

𝜑(𝑥) := 𝑥

∫︁ ∞

𝑥

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡− 𝑐, (1.15)

тодi, згiдно з (1.14),
𝜑(𝑥) → 0, при 𝑥→ ∞. (1.16)

Прямим обчисленням можна показати, що функцiя

𝑦1(𝑥) = exp

{︂∫︁ 𝑥

𝑎

(︂
𝛼1

𝑡
+
𝜑(𝑡)

𝑡
+ 𝑣(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

}︂
(1.17)

є (неосциляторним) розв’язком рiвняння 𝑦′′ + 𝑓(𝑥)𝑦 = 0, якщо 𝑣(𝑥) — це
розв’язок рiвняння Рiккатi, визначений для 𝑥 ≥ 𝑥0:

𝑣′(𝑥) = −
{︀
𝑔(𝑥)𝑣(𝑥) + ℎ(𝑥) + 𝑣2(𝑥)

}︀
, (1.18)

де

𝑔(𝑥) :=
2(𝛼1 + 𝜑(𝑥))

𝑥
, ℎ(𝑥) :=

2𝛼1𝜑(𝑥) + 𝜑2(𝑥)

𝑥2
. (1.19)

Покажемо, що 𝑣(𝑥) справдi iснує та задовольняє

𝑥𝑣(𝑥) → 0, при 𝑥→ ∞. (1.20)

З цiєю метою покладемо

𝜌(𝑥) := exp

{︂∫︁ 𝑥

1

𝑔(𝑡) 𝑑𝑡

}︂
i покажемо, що iнтегральне рiвняння

𝑣(𝑥) =
1

𝜌(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥

𝜌(𝑡)
{︀
ℎ(𝑡) + 𝑣2(𝑡)

}︀
𝑑𝑡, (1.21)

яке рiвносильне (1.18), має розв’язок.
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Зазначимо, що, згiдно з (1.19),

𝜌(𝑥) = 𝑥2𝛼1 exp

{︂
2

∫︁ 𝑥

1

𝜑(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

}︂
.

Отже, завдяки (1.16), 𝜌(𝑥) є правильно змiнною функцiєю iндексу 2𝛼1, i для
будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝑥0 = 𝑥0(𝜀) таке, що при 𝑥, 𝑡 ≥ 𝑥0:

𝜌(𝑡)

𝜌(𝑥)
≤

(︂
𝑡

𝑥

)︂2𝛼1+2𝜀

. (1.22)

Беручи до уваги (1.16),

𝜌(𝑡)

𝜌(𝑥)
≤

(︂
𝑡

𝑥

)︂2𝛼1

exp

(︂
2

∫︁ 𝑡

𝑥

𝜑(𝜏)

𝜏
𝑑𝜏

)︂
≤

(︂
𝑡

𝑥

)︂2𝛼1

exp

(︂
2𝜀

∫︁ 𝑡

𝑥

𝑑𝜏

𝜏

)︂
=

(︂
𝑡

𝑥

)︂2𝛼1+2𝜀

.

Нехай

𝐼(𝑥) :=
1

𝜌(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥

𝜌(𝑡)ℎ(𝑡)𝑑𝑡,

щоб отримати з (1.16), (1.19) i (1.22) для деякого 𝑚 > 0,

|𝐼(𝑥)| ≤ 𝑚𝜀

𝑥2𝛼1+2𝜀

∫︁ ∞

𝑥

𝑡2𝛼1+2𝜀−2𝑑𝑡.

Оскiльки 𝜀 > 0 довiльне, 𝛼1—менший корiнь (1.13), i тому 2𝛼1 + 2𝜀 < 1,
то наведений iнтеграл є збiжним, i, завдяки (1.20), другий у (1.21) також, i
нерiвнiсть виконується для 𝑥 ≥ 𝑥0, де 𝑥0 = 𝑥0(𝜀). Отже

|𝐼(𝑥)| ≤ 𝑚1𝜀

𝑥
з 𝑚1 =

𝑚

1− (2𝛼1 + 2𝜀)
. (1.23)

Тепер введемо послiдовнiсть 𝑣𝑛(𝑥) послiдовних наближень наступним
чином:
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а) 𝑣1(𝑥) := 𝐼(𝑥) +
1

𝜌(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥

𝜌(𝑡)𝐼2(𝑡)𝑑𝑡

б) 𝑣𝑛+1(𝑥) := 𝐼(𝑥) +
1

𝜌(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥

𝜌(𝑡)𝑣2𝑛(𝑡)𝑑𝑡.

Покажемо спочатку, що для всiх 𝑛 ≥ 1 i для 𝑥 ≥ 𝑥0,

|𝑣𝑛(𝑥)| ≤
2𝑚1𝜀

𝑥
. (1.24)

Для 𝑛 = 1, (1.23) i (1.22) разом дають

|𝑣1(𝑥)| ≤
𝑚1𝜀

𝑥
(1 +𝑚2

1𝜀).

Вибравши таке 𝜀, що

4𝑚2
1𝜀 < 1, (1.25)

маємо

|𝑣1(𝑥)| ≤
5𝑚1𝜀

4𝑥
,

тож у цьому випадку (1.24) виконується. Припустимо, що це виконується
для деякого 𝑛; тодi, з (1.23), (1.24), (1.25) i (1.22), випливає

|𝑣𝑛+1(𝑥)| ≤ |𝐼(𝑥)|+ 1

𝜌(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥

𝜌(𝑡)𝑣2𝑛(𝑡)𝑑𝑡 ≤
𝑚1𝜀

𝑥
+

4𝑚2
1𝜀

2

𝑥
≤ 2𝑚1𝜀

𝑥
.

Отже, (1.24) виконується для всiх 𝑛.

Далi ми покажемо, що для всiх 𝑛 ≥ 1 i для 𝑥 ≥ 𝑥0
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|𝑣𝑛+1(𝑥)− 𝑣𝑛(𝑥)| ≤
𝜀𝑛+2
1

16𝑚1𝑥
де 𝜀1 = 4𝑚2

1𝜀. (1.26)

Для 𝑛 = 1, (1.58) дає

|𝑣2(𝑥)− 𝑣1(𝑥)| ≤
1

𝜌(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥

𝜌(𝑡)(𝑣1(𝑡)− 𝐼(𝑡))(|𝑣1(𝑡)|+ |𝐼(𝑡)|)𝑑𝑡. (1.27)

Також, завдяки (1.22) i (1.23), маємо

|𝑣1(𝑡)− 𝐼(𝑡)| = 1

𝜌(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥

𝜌(𝑡)𝐼2(𝑡)𝑑𝑡 ≤ 𝑚3
1𝜀

2

𝑥
. (1.28)

Оцiнки (1.22), (1.23), (1.24), (1.27) i (1.28) разом дають

|𝑣2(𝑥)− 𝑣1(𝑥)| ≤
3𝑚3

1𝜀
3

𝑥
≤ (4𝑚2

1𝜀)
3

16𝑚1𝑥
,

тобто (1.26) виконується для 𝑛 = 1. Припустимо, що воно виконується
для деякого 𝑛; тодi за (1.22), (1.24) i (1.26) маємо

|𝑣𝑛+2(𝑥)− 𝑣𝑛+1(𝑥)| ≤
1

𝜌(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥

𝜌(𝑡)|𝑣𝑛+1(𝑡)− 𝑣𝑛(𝑡)|(|𝑣𝑛+1(𝑡)|+ |𝑣𝑛(𝑡)|)𝑑𝑡

≤ 4𝑚2
1𝜀𝜀

𝑛+2
1

16𝑚1𝑥
=

𝜀𝑛+3
1

16𝑚1𝑥
.

Таким чином, оцiнка (1.26) виконується для всiх 𝑛 i для 𝑥 ≥ 𝑥0.

Рiвномiрна збiжнiсть послiдовностi 𝑣𝑛(𝑥) на [𝑥0,∞) до функцiї 𝑣(𝑥)
випливає з загального факту:

𝑣𝑛+𝑝(𝑥)− 𝑣𝑛(𝑥) =

𝑛+𝑝−1∑︁
𝑘=𝑛

(𝑣𝑘+1(𝑥)− 𝑣𝑘(𝑥)),
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оцiнка (1.26) i нерiвнiсть (1.25). Бiльше того, завдяки (1.24), для будь-
якого 𝜀 > 0 i всiх 𝑥 ≥ 𝑥0 маємо

|𝑣(𝑥)| ≤ 2𝑚1𝜀

𝑥
. (1.29)

Завдяки рiвномiрнiй збiжностi послiдовностi {𝑣𝑛(𝑥)}, оцiнцi (1.29), факту,
що 𝜌(𝑡) є правильною змiнною функцiєю з показником 2𝛼1 < 1 та властивiсть
4 (ii), випливає:

lim
𝑛→∞

∫︁ ∞

𝑥

𝜌(𝑡)𝑣2𝑛(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ ∞

𝑥

𝜌(𝑡)𝑣2(𝑡)𝑑𝑡.

Отже, 𝑣(𝑥) є розв’язком рiвнянь (1.21) i (1.18) з властивiстю (1.20), що
випливає з (1.29).

Вiдповiдно, розв’язок 𝑦1(𝑥) рiвняння 𝑦′′+𝑓(𝑥)𝑦 = 0, визначений за (1.17),
який записується як

𝑦1(𝑥) = 𝑥𝛼1 exp

{︂∫︁ 𝑥

𝑎

𝜈(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

}︂
= 𝑥𝛼1𝐿1(𝑥),

є правильно змiнною функцiєю з показником 𝛼1.
Завдяки (1.16) i (1.20)

𝜈(𝑡) := 𝜑(𝑡) + 𝑡𝜓(𝑡) → 0, як 𝑡→ ∞,

𝐿1 є нормалiзованою повiльно змiнною функцiєю.

Необхiднiсть. Припустимо 𝑦1(𝑥) = 𝑥𝛼1𝐿1(𝑥), де 𝐿1 — нормалiзована
повiльно змiнна функцiя. Тодi, для 𝑥→ ∞, маємо 𝑥𝑦′1(𝑥)

𝑦1(𝑥)
→ 𝛼1. Також, викори-

стовуючи 𝑦′′ + 𝑓(𝑥)𝑦 = 0, отримуємо:

−𝑥𝑦
′
1(𝑥)

𝑦1(𝑥)
+ 𝑥

∫︁ ∞

𝑥

(︂
𝑡𝑦′1
𝑦1

)︂2

𝑡−2𝑑𝑡+ 𝑥

∫︁ ∞

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0.
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Отже, обидва iнтеграли збiгаються, i при 𝑥→ ∞ отримуємо:

−𝛼1 + 𝛼2
1 + 𝑜(1) + 𝑥

∫︁ ∞

𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Звiдси умова (1.14) випливає з (1.13).

Другий лiнiйно незалежний розв’язок виду 𝑦2(𝑥) = 𝑥𝛼2𝐿2(𝑥) знову отри-
мується за допомогою властивостi 1 , який розходиться, оскiльки 2𝛼1 < 1. Це
дає при 𝑥→ ∞:

𝑦2(𝑥) ∼ 𝑥1−𝛼1 {(1− 2𝛼1)𝐿1(𝑥)}−1 ,

i тому за властивiстю 3 з 𝛼 = 0, маємо:

𝑦2(𝑥) = 𝑥𝛼2𝐿2(𝑥),

де 𝐿2 — повiльно змiнна функцiя, така, що при 𝑥→ ∞

𝐿2(𝑥) ∼ {(1− 2𝛼1)𝐿1(𝑥)}−1 .

Що 𝐿2 є нормалiзованою, показується:

𝑦2(𝑥) = 𝑦1(𝑥)

∫︁ 𝑥

𝑎

𝑦−2
1 (𝑡) 𝑑𝑡 або 𝑦2(𝑥) = 𝑦1(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥

𝑦−2
1 (𝑡) 𝑑𝑡,

i завдяки формi 𝑦1 i 𝑦2, маємо:

𝑥𝑦′2(𝑥)

𝑦2(𝑥)
=
𝑥𝑦′1(𝑥)

𝑦1(𝑥)
+

1

𝐿1𝐿2
.

Але при 𝑥 → ∞, 𝑥𝑦′1(𝑥)
𝑦1(𝑥)

→ 𝛼1, i 𝐿2 ∼ {(1− 2𝛼1)𝐿1(𝑥)}−1, так що, згi-

дно з попереднiм спiввiдношенням, 𝑥𝑦′2(𝑥)
𝑦2(𝑥)

→ 𝛼2, коли 𝑥 → ∞. Оскiльки
𝑥𝑦′2(𝑥)
𝑦2(𝑥)

= 𝛼2 +
𝑥𝐿′

2(𝑥)
𝐿2(𝑥)

, це означає, що 𝑥𝐿′
2(𝑥)

𝐿2(𝑥)
→ 0, коли 𝑥 → ∞, i 𝐿2 нормалi-

зована.
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Тодi необхiднiсть випливає так само, як i для 𝑦1.

Розглянемо бiльш загальний випадок.

Теорема 1.4 Нехай функцiї 𝐹 i 𝑝 заданi так, як у теоремi 1.1. Якщо
iснує неперервна спадна функцiя 𝑐(𝑥), така що∫︁ ∞

𝑥

𝑝2(𝑡) 𝑑𝑡 ≤ 𝑐(𝑥)𝑝(𝑥), (1.30)

0 < 𝑐(𝑥) ≤ 𝑐 <
1

4
, (1.31)

а також якщо для деякого натурального числа 𝑛 виконується∫︁ ∞

𝑥

𝑐𝑛(𝑡)𝑝(𝑡) 𝑑𝑡 <∞, (1.32)

тодi розв’язок 𝑦 рiвняння 𝑦′′ + 𝑓(𝑥)𝑦 = 0, який задається як у (1.4), тобто

𝑦(𝑥) = exp

{︂∫︁ 𝑥

𝑎

(𝐹 (𝑡)− 𝑍(𝑡)) 𝑑𝑡

}︂
,

задовольняє при 𝑥→ ∞ спiввiдношення

𝑦(𝑥) ∼ 𝐴 exp

{︂∫︁ 𝑥

𝑎

(𝐹 (𝑡)− 𝑍𝑛−1(𝑡)) 𝑑𝑡

}︂
. (1.33)

Тут для 𝑛 ≥ 1

𝑍0(𝑥) := 0, 𝑍𝑛(𝑥) := −
∫︁ ∞

𝑥

(𝐹 (𝑡)− 𝑍𝑛−1(𝑡))
2 𝑑𝑡.

Де 𝐴 — деяка додатна стала, однак її можна вважати 𝐴 = 1.

Доведення. Оскiльки виконуються всi умови теореми 1.1, послiдовнiсть
послiдовних наближень збiгається до розв’язку 𝑍(𝑥) (рiвномiрно на [𝑥0,∞)).
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Таким чином, можна записати

𝑍(𝑥) = 𝑍𝑛−1(𝑥) + 𝑟𝑛(𝑥), (1.34)

де

𝑟𝑛(𝑥) =
∞∑︁
𝜈=𝑛

(𝑍𝜈(𝑥)− 𝑍𝜈−1(𝑥)). (1.35)

Аналогiчно доведенню нерiвностi (1.9), можна показати, що, використовуючи
спаднiсть функцiї 𝑐(𝑥), для всiх 𝑥 ≥ 𝑥0 та всiх 𝑛 ≥ 1 виконується

|𝑍𝑛(𝑥)− 𝑍𝑛−1(𝑥)| ≤
(︂
4𝑐(𝑥)𝑛

4

)︂
𝑝(𝑥). (1.36)

Тепер, поєднуючи (1.35), (1.36) i (1.31), отримаємо:

|𝑟𝑛(𝑥)| ≤
𝑝(𝑥)

4

∞∑︁
𝜈=𝑛

(4𝑐(𝑥))𝑛 =
4𝑛−1𝑐(𝑥)

1− 4𝑐(𝑥)
≤ 4𝑛−1

1− 4𝑐
𝑐𝑛(𝑥)𝑝(𝑥).

Звiдси умова (1.32) показує, що iнтеграл∫︁ ∞
𝑟𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

збiгається, i пiдставляючи 𝑍(𝑥) iз (1.34) у (1.4), отримуємо асимптотичне
представлення для 𝑦, задане у (1.33).

Зауважимо, що загалом розв’язки 𝑦 у теоремi 1.4 не обов’язково є повiль-
но змiнними. Це, у свою чергу, означає iснування функцiї 𝑐(𝑥), що задовольняє
умови (1.31) i (1.30), якщо взяти 𝑝(𝑥) = 𝑐(𝑥)

𝑥 . Вiдповiдно, має мiсце наступне
твердження.

Наслiдок. Нехай виконується умова (1.12). Якщо умова (1.32) у формi∫︁ ∞ 𝑐𝑛+1(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 <∞,
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виконується, тодi два лiнiйно незалежнi розв’язки рiвняння 𝑦′′ + 𝑓(𝑥)𝑦 = 0:

𝑦1(𝑥) = 𝐿1(𝑥), 𝑦2(𝑥) = 𝑥𝐿2(𝑥),

де 𝐿𝑖, 𝑖 = 1,2, є нормованими повiльно змiнними функцiями з 𝐿2(𝑥) ∼ 1
𝐿1(𝑥)

,
мають таке асимптотичне представлення при 𝑥→ ∞:

a)

𝑦1(𝑥) ∼ exp

{︂∫︁ 𝑥

𝑎

(𝐹 (𝑡)− 𝑍𝑛−1(𝑡)) 𝑑𝑡

}︂
,

b)

𝑦2(𝑥) ∼ 𝑥 exp

{︂
−
∫︁ 𝑥

𝑎

(𝐹 (𝑡)− 𝑍𝑛−1(𝑡)) 𝑑𝑡

}︂
. (1.37)

Формула (1.37) для 𝑦1 збiгається з (1.33), а поведiнка 𝑦2 випливає з
подання

𝑦2(𝑥) = 𝑦1(𝑥)

∫︁ 𝑥

𝑎

𝑦−2
1 (𝑡) 𝑑𝑡 або 𝑦2(𝑥) = 𝑦1(𝑥)

∫︁ ∞

𝑥

𝑦−2
1 (𝑡) 𝑑𝑡,

яке слiдує з властивостi 1.

Оскiльки функцiї 𝐿𝑖 є нормованими, то також маємо при 𝑥→ ∞:

𝑥𝑦′1(𝑥)

𝑦1(𝑥)
→ 0,

𝑥𝑦′2(𝑥)

𝑦2(𝑥)
→ 1.

Зазначимо, що iснування розглянутих розв’язкiв очевидне.

2 РОЗДIЛ

У роботах Бiлозерової М. А. та Євтухова В. М. було розглянуто нелiнiйне
диференцiальне рiвняння такого вигляду:

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡), 𝜙0(𝑦), 𝜙1(𝑦
′), (2.1)
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у якому 𝛼0 ∈ {−1, 1}, 𝑝 : [𝛼, 𝜔[→]0,+∞[ (−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞) — неперервна
функцiя, 𝜙𝑖 : ∆𝑌𝑖 →]0,+∞[ (𝑖 = 0, 1) — двiчi неперервно диференцiйованi
функцiї, що задовольняють умовам

lim
𝑧→𝑌𝑖, 𝑧∈Δ𝑌𝑖

𝑧𝜙′
𝑖(𝑧)

𝜙𝑖(𝑧)
= 𝜎𝑖, lim sup

𝑧→𝑌𝑖, 𝑧∈Δ𝑌𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑧𝜙′′

𝑖 (𝑧)

𝜙𝑖(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
< +∞ (𝑖 = 0,1), (2.2)

𝑌𝑖 =

⎧⎨⎩0,

+∞ або −∞,
∆𝑌𝑖 =

⎧⎨⎩[𝑦0𝑖 , 𝑌𝑖[,

]𝑌𝑖, 𝑦
0
𝑖 ],

𝜎𝑖 ∈ R, причому 𝜎0+𝜎1 ̸= 1.

У силу першої з умов (2.2) кожна з функцiй 𝜙𝑖 (𝑖 ∈ {0,1}) у певному
сенсi є близькою до степеневої. А саме вона є правильно змiнною при 𝑧 → 𝑌𝑖,
𝑧 ∈ ∆𝑌𝑖 порядку 𝜎𝑖. Таким чином, 𝜙𝑖 має вигляд

𝜙𝑖(𝑧) = |𝑧|𝜎𝑖𝜃𝑖(𝑧),

де 𝜃𝑖 : ∆𝑌𝑖 →]0,+∞[ задовольняє спiввiдношення:

lim
𝑧→𝑌𝑖, 𝑧∈Δ𝑌𝑖

𝑧𝜃′𝑖(𝑧)

𝜃𝑖(𝑧)
= 0. (2.3)

Отже, для будь-якого розв’язку 𝑦 рiвняння (2.1), визначеного на деякому
промiжку [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[ i такого, що задовольняє умовам:

𝑦(𝑖) : [𝑡0, 𝜔[→ ∆𝑌𝑖, lim
𝑡→𝜔−

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0,1),

має мiсце представлення:

𝜙𝑖

(︁
𝑦(𝑖)(𝑡)

)︁
= |𝑦(𝑖)(𝑡)|𝜎𝑖+𝑜(1) (𝑖 = 0,1), при 𝑡→ 𝜔−.
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Отже, найпростiшим частковим випадком рiвняння (1) є узагальнене
рiвняння Емдена–Фаулера:

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)|𝑦|𝜎0|𝑦′|𝜎1. (2.4)

Рiвняння такого виду застосовуються у багатьох галузях природознав-
ства, їх частковi випадки виникають в астрофiзицi, ядернiй фiзицi, газовiй
динамiцi, механiцi рiдин, а також при вивченнi розподiлу електростатичного
потенцiалу у сферично симетричному об’ємi плазми продуктiв згоряння [29],
[33].

При 𝜙1 ≡ 1 рiвняння (2.1) у певному сенсi є близьким до рiвняння
(2.1), яке було детально дослiджено в роботах [28], [34], [26], [35]. Випадки
обмеженої 𝜙1 також розглядалися в роботах Maric V. i Tomic M. [36], [37].
У цих роботах отримано асимптотичнi представлення деяких розв’язкiв, що
прямують до нуля при 𝑡→ ∞. Деякi асимптотичнi оцiнки для цього випадку
також отримано в роботi Taliaferro S.D. [30].

Однак для необмежених i малих функцiй 𝜙1, якi тут становлять найбiль-
ший iнтерес, дослiдити асимптотичну поведiнку розв’язкiв ранiше не вдавалося.
Деякi з проблем, що виникають при спробах дослiдження загального випадку,
коли 𝜙1 задовольняє (2.2), подiбнi до тих, що виникали свого часу при поши-
реннi результатiв, отриманих для узагальненого рiвняння Емдена–Фаулера

𝑦′′ = 𝑝(𝑡)|𝑦|𝜎 sign(𝑦), (2.5)

яке є частковим випадком рiвняння (2.1). Дослiдження рiвнянь навiть
такого часткового вигляду вимагало (див. роботи [31], [32], [4], [5], [7]) суттєвого
перегляду багатьох основоположних iдей, що використовувалися при вивченнi
узагальненого рiвняння Емдена–Фаулера. Проте у тих дослiдженнях суттєвою
була степенева природа нелiнiйностей.

1При 𝑌𝑖 = +∞ (𝑌𝑖 = −∞) вважаємо 𝑦0𝑖 > 0 (𝑦0𝑖 < 0) вiдповiдно.
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У данiй роботi функцiя 𝜙1 має досить загальний вигляд, що створює до-
датковi труднощi та не дозволяє прямо використовувати методику дослiдження
рiвнянь (2.1). Водночас iдея класифiкацiї правильних розв’язкiв виявляється
корисною i в цьому випадку.

З метою побудови єдиного пiдходу до дослiдження розв’язкiв, у яких
похiднi прямують до нуля або нескiнченностi, введемо клас розв’язкiв рiвняння
(2.1), дещо вiдмiнний вiд того, що був введений для рiвняння виду (2.1).

Означення. Розв’язок 𝑦 рiвняння (2.1) будемо називати 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-
розв’язком, якщо

𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ ∆𝑌𝑖, lim
𝑡→𝜔−

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0,1),

lim
𝑡→𝜔−

(𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
= 𝜆0.

(2.6)

У силу структури рiвняння (2.1), кожне його 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0) – розв’язання
при 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1} є строго монотонним разом зi своєю першою похiдною.
Тому, очевидно, що пiд час дослiдження таких розв’язкiв слiд вважати, що
𝑦′0 > 0, якщо ∆𝑌0 = [𝑦0, 𝑌0[, та 𝑦′0 < 0, якщо ∆𝑌0 =]𝑌0, 𝑦0].

Також очевидно, що кожне таке 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язання рiвняння (2.1)
належить до класу функцiй 𝑃 2

𝜔(𝜆0). Таким чином, апрiорно вiдомi деякi асим-
птотичнi властивостi дослiджуваних розв’язкiв при 𝑡 ↑ 𝜔.

У данiй роботi розроблено методику отримання точних асимптотичних
формул при 𝑡 ↑ 𝜔 для 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0) – розв’язкiв та їх похiдних, а також
доведено iснування таких розв’язкiв для рiвняння (2.1).

Отримано необхiднi та достатнi умови iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0) – розв’язкiв
рiвняння (2.1) у неособливих випадках, а саме для 𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1}, а також в
особливих випадках, коли 𝜆0 ∈ {0, 1,±∞}.

Крiм того, отримано асимптотичнi представлення при 𝑡 ↑ 𝜔 для таких
розв’язкiв та їх похiдних. Виявилося, що у бiльшостi випадкiв необхiднi умови
збiгаються з достатнiми.
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Для формального викладу результатiв цього роздiлу запровадимо такi
позначення:

𝜋𝜔(𝑡) =

⎧⎨⎩𝑡, якщо 𝜔 = +∞, 𝑖 ̸= 𝜆0,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞, 𝜆0 = 1,

𝐼(𝑡) =

∫︁ 𝜔

𝑡

𝑝(𝜏)|𝜋𝜔(𝜏)|𝜎0 𝑑𝜏, 𝑎,

𝐴𝜔 =

⎧⎨⎩𝑎, якщо
∫︀
𝜔 𝑝(𝜏)|𝜋𝜔(𝜏)|

𝜎0 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
∫︀
𝜔 𝑝(𝜏)|𝜋𝜔(𝜏)|

𝜎0 𝑑𝜏 < +∞.

Основний результат викладено у наступнiй теоремi.

Теорема 2.1 Для iснування 𝑦 – розв’язкiв рiвняння 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0), де
𝜆0 ∈ R ∖ {0, 1}, необхiдно, а якщо

𝜆0 ̸= 𝜎1 − 1, або 𝜆0(𝜎0 + 𝜎1 − 1) > 0,

то й достатньо виконання умов:

lim
𝑡→𝑡𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐼
′(𝑡)

𝐼(𝑡)
=
𝜎0 + 𝜎1 − 1

1− 𝜆0
,

𝛼0𝜆0𝜗0 > 0, ∃𝑏 ∈ [𝑎, 𝜔[: 𝛼0𝑦
0
1(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐼(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑏, 𝜔[,

𝑌𝑖 :=

⎧⎨⎩±∞, якщо 𝛼0𝑦
0
1𝜆

𝑖
0 > 0,

0, якщо 𝛼0𝑦
0
1𝜆

𝑖
0 < 0 (𝑖 = 0, 1).

Бiльше того, для кожного такого розв’язку при 𝑡 ↑ 𝜔 мають мiсце
асимптотичнi подання:

𝑦′(𝑡)

𝜙1(𝑦′(𝑡))|𝑦′(𝑡)|𝜎1𝜗0(𝑦(𝑡))
∼ 𝛼0

⃒⃒⃒⃒
𝜆0

1− 𝜆0

⃒⃒⃒⃒−𝜎0

(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐼(𝑡),
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𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
∼ 𝜆0

(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)
.

Зазначимо, що при (𝜎1−1)(𝜎0+𝜎1−1) < 0 дана теорема не дає результатiв,
якi стосуються iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜎1 − 1)-розв’язкiв рiвняння (2.1). У цьому
випадку iснування таких розв’язкiв при 𝜎1 ̸= 1, 2 вдалося довести лише за
виконання деяких додаткових обмежень на функцiї 𝜙𝑖 (𝑖 = 0, 1) i функцiю
𝑝. Однак, на вiдмiну вiд вiдповiдних результатiв для випадку 𝑔1(𝑧) ≡ 1,
виконання цих обмежень не завжди перевiряється для конкретних функцiй.

У теоремi 2.4 асимптотичнi подання 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язкiв рiвнян-
ня (2.1) i їхнiх похiдних подано у неявному виглядi. Для отримання явних
формул необхiдно знаходити обернену функцiю й функцiю двох змiнних, що,
в силу достатньої загальностi функцiй 𝜙𝑖, не завжди зручно. Розгляд деяких
додаткових обмежень на функцiї дозволяє дещо покращити ситуацiю.

Будемо казати, що функцiя 𝜙𝑖(𝑧), де 𝑖 ∈ {0, 1}, задовольняє умову 𝑆𝑖,
якщо для будь-якої неперервно диференцiйовної функцiї 𝐿 : ∆𝑌𝑖

→]0;+∞[

такої, що

lim
𝑧→𝑌𝑖
𝑧∈Δ𝑌𝑖

𝑧𝐿′(𝑧)

𝐿(𝑧)
= 0,

має мiсце спiввiдношення

𝜃𝑖(𝑧𝐿(𝑧)) = 𝜃𝑖(𝑧)(1 + 𝑜(1)) при 𝑧 → 𝑌𝑖 (𝑧 ∈ ∆𝑌𝑖
).

Умову 𝑆𝑖 гарантовано задовольняють функцiї 𝜙𝑖(𝑧), для яких 𝜃𝑖(𝑧)

має скiнченну границю при 𝑧 → 𝑌𝑖, а також функцiї виду |𝑧|𝜎𝑖| ln |𝑧||𝜇𝑖,
|𝑧|𝜎𝑖| ln |𝑧||𝜇𝑖‖𝑧‖𝜇𝑖 та iншi. Однак, у силу довiльностi функцiї 𝐿, таку умову мо-
же бути складно перевiрити. Тому в деяких випадках доцiльно користуватися
iншими умовами, наприклад, умовою виду:

lim
𝑧→𝑌𝑖
𝑧∈Δ𝑌𝑖

𝑧 ln |𝑧| 𝜃′𝑖(𝑧)
𝜃𝑖(𝑧)

= const,

яка є достатньою умовою того, що функцiя 𝜙𝑖(𝑧) задовольняє 𝑆𝑖.
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Якщо для деякого 𝑖 ∈ {0, 1} функцiя 𝜙𝑖(𝑧) задовольняє 𝑆𝑖, вдається
отримати асимптотичнi подання при 𝑡 ↑ 𝜔 для

𝑦(𝑘)(𝑡)

𝜙𝑘(𝑦(𝑘)(𝑡))

𝜃𝑖(𝑦(𝑡))

𝑦(𝑡)𝜎𝑖
, де 𝑘 = 1, якщо 𝑖 = 0, i 𝑘 = 0, якщо 𝑖 = 1.

За додаткових обмежень на обидвi функцiї 𝜙0 i 𝜙1 вдається отримати
явнi асимптотичнi формули при 𝑡 ↑ 𝜔 для розглядуваних розв’язкiв i їхнiх
похiдних. А саме, справджується наступна теорема.

Теорема 2.2 Нехай при кожному значеннi 𝑖 ∈ {0, 1} функцiя 𝜙𝑖(𝑧)

задовольняє умову 𝑆𝑖. Тодi для кожного 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)-розв’язку, де 𝜆0 ∈ R ∖
{0, 1}, мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi подання:

𝑦(𝑡) ∼ 𝜋𝜔(𝑡)

𝛼0𝜆0

⃒⃒⃒⃒
𝜆1−𝜎0
0 (𝜎0 + 𝜎1 − 1)

1− 𝜆1−1
0

⃒⃒⃒⃒
𝐼(𝑡)

1∏︁
𝑖=0

(︂
𝜃𝑖

(︂
𝑦𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜋𝜔(𝑡)𝜆

𝜆0
𝜆0−1

0

⃒⃒⃒⃒)︂)︂ 1
1−𝜎0−𝜎1

,

𝑦′(𝑡) ∼ 𝛼0

(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)
𝑦(𝑡).

Отриманi результати проiлюстровано на прикладi рiвняння

𝑦′′ = 𝐴𝑡𝛾|𝑦|𝜎0𝑒𝜇0

√
| ln |𝑦|||𝑦′|𝜎1| ln |𝑦′||𝜇1, (2.7)

де 𝐴 ∈ R ∖ {0}, 𝜎0, 𝜎1, 𝜇0, 𝜇1 ∈ R, 𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1. Це рiвняння є рiвнянням (1), в
якому 𝛼0 = sign𝐴, 𝑝(𝑡) = |𝐴|𝑡𝛾, 𝜙0(𝑧) = |𝑧|𝜎0𝑒𝜇0

√
| ln |𝑧||, 𝜙1(𝑧) = |𝑧|𝜎1| ln |𝑧||𝜇1.

Це рiвняння розглядається при 𝑡 ∈]0,+∞[. Тут 𝜙1 задовольняє 𝑆1, але,
якщо 𝜇0 ̸= 0, 𝜙0 не задовольняє 𝑆0. Тому, загалом, теорему 2.2 застосувати не
можна. Проте, в результатi застосування теореми 2.4 все ж вдається отримати
явнi асимптотичнi формули при 𝑡 ↑ 𝜔 для всiх розглядуваних розв’язкiв i їх
похiдних, а також необхiднi й достатнi умови їх iснування.

Для викладу результатiв, присвячених особливим випадкам 𝜆0 ∈ {0, 1,∞},
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необхiдне наступне позначення:

𝐼1(𝑡) =

∫︁
𝐴𝜔

𝑡

𝑝(𝜏) 𝑑𝜏, 𝐴𝜔
𝑡 =

⎧⎨⎩𝑎, якщо
∫︀ 𝜔

𝑎 𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
∫︀ 𝜔

𝑎 𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 < +∞.

В особливих випадках доводиться накладати на деяку з функцiй 𝜙𝑖(𝑧)

умову 𝑆𝑖. Якщо при деякому 𝑖 ∈ {0, 1} функцiя 𝜙𝑖(𝑧) задовольняє 𝑆𝑖, отриманi
асимптотичнi подання при 𝑡 ↑ 𝜔 для

𝑦(𝑘)(𝑡)𝜃𝑖(𝑦(𝑡))

𝜙𝑘(𝑦(𝑘)(𝑡))𝑦(𝑡)𝜎𝑖
, де 𝑘 = 1, при 𝑖 = 0 та 𝑘 = 0, при 𝑖 = 1.

при 𝑖 = 1, 𝑦(𝑡) — 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1)-розв’язок рiвняння (2.1). Доведено також iсну-
вання таких розв’язкiв. У даному випадку функцiя 𝜙𝑘(𝑧) завiдомо повинна
задовольняти 𝑆𝑘, якщо 𝜎𝑘 = 𝑘 для деякого 𝑘 ∈ {0, 1}. Цi результати викладено
в наступних теоремах.

Теорема 2.3

Нехай функцiя 𝜙1 задовольняє умову 𝑆1. Тодi для iснування 𝑦 – розв’язкiв
у рiвняннi (2.1) 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 1) – розв’язкiв необхiдно, а якщо

𝜎1 ∈ R ∖ {1, 2}, або 𝜎1 = 2 i 𝜎0 > −1,

то й достатньо виконання умов:

lim
𝑡↑𝜔

𝑦0𝑖 𝐼1(𝑡)
1

1−𝜎0−𝜎1 = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), (2.8)

lim
𝑡↑𝜔

𝐼1(𝑡)𝐽
′
1(𝑡)

𝑝(𝑡)𝐽1(𝑡)
= 1,

𝛼0𝑦
0
0 > 0, 𝛼0𝑦

0
1(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐼1(𝑡) > 0, при 𝑡 ∈ [𝑏, 𝜔[. (2.9)

Бiльше того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔
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асимптотичнi подання:

𝑦(𝑡)

𝜙0(𝑦(𝑡))|𝑦(𝑡)|𝜎1
∼ 𝛼0|1− 𝜎0 − 𝜎1|2−𝜎1𝐽1(𝑡),

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
∼ 𝐽 ′

1(𝑡)

(1− 𝜎1 − 𝜎0)𝐽1(𝑡)
,

де

𝐽1(𝑡) =

∫︁
𝐵𝜔

𝑡

𝜃1

(︁
|𝐼1(𝜏)|

1
1−𝜎0−𝜎1 sign 𝑦01

)︁
|𝐼1(𝜏)|1−𝜎1 𝑝(𝜏) 𝑑𝜏.

𝐵1
𝜔 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑏, якщо

∫︁ 𝜔

𝑏

𝜃1

(︁
|𝐼1(𝑡)|

1
1−𝜎0−𝜎1 sign 𝑦01

)︁ 𝑝𝜎1(𝑡)

|𝐼1(𝑡)|𝜎1−1𝑑𝑡 = +∞,

𝜔, якщо
∫︁ 𝜔

𝑏

𝜃1

(︁
|𝐼1(𝑡)|

1
1−𝜎0−𝜎1 sign 𝑦01

)︁ 𝑝𝜎1(𝑡)

|𝐼1(𝑡)|𝜎1−1𝑑𝑡 < +∞,

𝑏 ∈ (𝑎;𝜔) вибрано так, щоб |𝐼1(𝑡)|
1

1−𝜎0−𝜎1 sign 𝑦01 ∈ ∆𝑌1
, при 𝑡 ∈ [𝑏;𝜔).

Введемо такi позначення:

𝐼1(𝑡) =

∫︁
𝐴𝜔

𝑡

𝑝(𝜏) 𝑑𝜏, 𝐴𝜔
𝑡 =

⎧⎨⎩𝑎, якщо
∫︀ 𝜔

𝑎 𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
∫︀ 𝜔

𝑎 𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 < +∞.

𝐺(𝑡) = exp

⎛⎝1

2

⎛⎝ 1

1− 𝜎1
+

√︃(︂
1

1− 𝜎1

)︂2

+ 4 ln (𝜙0(𝑦)𝛼0𝐼1(𝑡))

⎞⎠⎞⎠
У випадку, коли lim

𝑡↑𝜔
𝑦0𝑖 |𝐼1(𝑡)|

1
1−𝜎1 = 𝑌𝑖

𝐽(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝐵𝜔

|𝐺(𝜏)𝐼1(𝜏)|
1

1−𝜎1 𝑑𝜏,
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𝐵𝜔 =

⎧⎨⎩𝑏, якщо
∫︀ 𝜔

𝑏 |𝐺(𝜏)𝐼1(𝜏)|
1

1−𝜎1 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
∫︀ 𝜔

𝑏 |𝐺(𝜏)𝐼1(𝜏)|
1

1−𝜎1 𝑑𝜏 < +∞,

де 𝑏 ∈ [𝑎;𝜔) вибрано так, щоб |𝐼1(𝜏)|
1

1−𝜎1 sign 𝑦01 ∈ ∆𝑌𝑖
при 𝑡 ∈ [𝑏;𝜔).

Теорема 2.4 Нехай 𝜎1 ̸= 1. Тодi для iснування 𝑦 – розв’язкiв рiвняння (0)
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 0) – типу необхiдно, а якщо iснує скiнченна або нескiнченна границя

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)

𝐼1(𝑡)
, то й достатньо виконання умов:

lim
𝑡↑𝜔

𝑦01|𝐼1(𝑡)|
1

1−𝜎1 = 𝑌1, lim
𝑡↑𝜔

𝑦00|𝐽(𝑡)|
1

1−𝜎0−𝜎1 = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

(𝐽 ′(𝑡))2

𝐽 ′′(𝑡)𝐽(𝑡)
= 0,

𝛼0𝑦
0
1(1− 𝜎1)𝐼1(𝑡) > 0, 𝑦00𝛼0(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐼1(𝑡)𝐽(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [𝑏, 𝜔[. (2.10)

Бiльше того, для кожного такого розв’язку мають мiсце при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi
подання:

𝑦(𝑡)

𝜙0(𝑦(𝑡))|𝑦(𝑡)|
1

1−𝜎1

∼
|1−𝜎1

1−𝜎1
|

1
1−𝜎1 sign 𝑦01

1− 𝜎1
(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐽(𝑡),

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
∼ (1− 𝜎1)𝐽

′(𝑡)

(1− 𝜎1 − 𝜎0)𝐽(𝑡)
. (2.11)

Доведення Необхiднiсть. Нехай 𝑦 : [𝑡0, 𝜔[→ R — 𝑃𝜔(𝑌0;𝑌1; 0) –
розв’язок рiвняння (0). Тодi з рiвностей(︂

𝑦′(𝑡)

𝜙0(𝑦(𝑡))𝜙1(𝑦′(𝑡))

)︂′
=

𝑦′′(𝑡)

𝜙0(𝑦(𝑡))𝜙1(𝑦′(𝑡))
×

×
(︂
1− (𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
· 𝑦(𝑡)𝜙0(𝑦(𝑡))

𝜙0(𝑦(𝑡))
− 𝑦′(𝑡)𝜙′

1(𝑦
′(𝑡))

𝜙1(𝑦′(𝑡))

)︂
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з урахуванням (0), у випадку, коли
𝜔∫︀
𝑎

𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 = +∞, випливає, що

𝑦′(𝑡)

𝜙0(𝑦(𝑡))𝜙1(𝑦′(𝑡))
= 𝛼0(1− 𝜎1)𝐼1(𝑡)[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔. (2.12)

У випадку ж, коли
𝜔∫︀
𝑎

𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 < +∞, отримаємо

lim
𝑡↑𝜔

𝑦′(𝑡)

𝜙0(𝑦(𝑡))𝜙1(𝑦′(𝑡))
= 𝑐 ̸= 0. (2.13)

Покажемо, що (2.13) не може мати мiсце. Оскiльки 𝜎1 ≠ 1, то в силу
першої з умов (2.6) i (2.2) функцiя 𝑦′(𝑡)

𝜙1(𝑦′(𝑡))
має або нульову, або нескiнченну

границю при 𝑡 ↑ 𝜔. Якщо б виконувалась умова (2.13), то функцiя 𝜙0(𝑦(𝑡)) мала
б вiдповiдно нульову або нескiнченну границю при 𝑡 ↑ 𝜔. Тому, використовуючи
правило Лопiталя, (2.2) i (2.6), отримали б

lim
𝑡↑𝜔

𝑦′(𝑡)

𝜙0(𝑦(𝑡))𝜙1(𝑦′(𝑡))
= lim

𝑡↑𝜔

[︂
1

𝜙0(𝑦(𝑡))
· 1

𝜙1(𝑦′(𝑡))

]︂′
=

= lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦′′(𝑡)𝑦(𝑡)
· 𝑦(𝑡)𝜙

′
0(𝑦(𝑡))

𝜙0(𝑦(𝑡))
·
1− 𝑦′(𝑡)𝜙′

1(𝑦
′(𝑡))

𝜙1(𝑦′(𝑡)) = 0,

що суперечить (2.13). Таким чином, (2.5) має мiсце в обох випадках.

Використовуючи (0), перепишемо (2.5) у виглядi

𝑦′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

𝑝(𝑡)

(1− 𝜎1)𝐼1(𝑡)
[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (2.14)

звiдки отримаємо третю i четверту з умов (2.10). Iнтегруючи (2.14) по
промiжку [𝑡0, 𝑡] ⊂ [𝑡0, 𝜔[ i враховуючи визначення 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 0) – розв’язку,
маємо

ln |𝑦′(𝑡)| = 1

1− 𝜎1
ln |𝐼1(𝑡)|[1 + 𝑜(1)] при 𝑡 ↑ 𝜔, (2.15)
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звiдки отримуємо першу з умов (2.10).

Iз (2.12) випливає, що:

(1− 𝜎1) ln |𝑦′(𝑡)| −
√︀
| ln |𝑦′(𝑡)|| − ln |𝜙0(𝑦(𝑡))| =

= ln(𝛼0(1− 𝜎1)) + ln |𝐼1(𝑡)|+ ln |1 + 𝑜(1)| при 𝑡 ↑ 𝜔 (2.16)

Розглядаючи (2.16) як квадратне рiвняння вiдносно
√︀

| ln |𝑦′(𝑡)||, отри-
маємо

√︀
| ln |𝑦′(𝑡)|| = 1

2

⎛⎝ 1

1− 𝜎1
+

√︃(︂
1

1− 𝜎1

)︂2

+ 4 ln(𝜙0(𝑦(𝑡))𝛼0𝐼1(𝑡)(1 + 𝑜(1)))

⎞⎠ .

(2.17)
Оскiльки

lim
𝑡↑𝜔

1

2

⎛⎝ 1

1− 𝜎1
+

√︃(︂
1

1− 𝜎1

)︂2

+ 4 ln (𝜙0(𝑦(𝑡))𝛼0𝐼1(𝑡)(1 + 𝑜(1)))

⎞⎠−

−1

2

⎛⎝ 1

1− 𝜎1
+

√︃(︂
1

1− 𝜎1

)︂2

+ 4 ln (𝜙0(𝑦(𝑡))𝛼0𝐼1(𝑡))

⎞⎠ = 0 (2.18)

то при 𝑡 ↑ 𝜔

exp
(︁√︀

| ln |𝑦′(𝑡)||
)︁
= 𝐺(𝑡)[1 + 𝑜(1)]. (2.19)

Пiдставивши (2.19) у (2.16), отримаємо при 𝑡 ↑ 𝜔

𝑦′(𝑡)

|𝜙0(𝑦(𝑡))|
1

1−𝜎1

= |1− 𝜎1|
1

1−𝜎1𝐺(𝑡)𝐼1(𝑡)
1

1−𝜎1 [1 + 𝑜(1)]. (2.20)

Використовуючи це спiввiдношення, а також (2.2), (2.6), умову 𝜎0+𝜎1 ≠ 1
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i правило Лопiталя, знаходимо:

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑡) sign 𝑦01
𝐽(𝑡)|𝜙0(𝑦(𝑡))|

1
1−𝜎1

= lim
𝑡↑𝜔

[︃
𝑦(𝑡) sign 𝑦01

|𝜙0(𝑦(𝑡))|
1

1−𝜎1

]︃′

÷ 𝐽 ′(𝑡) =

= lim
𝑡↑𝜔

𝑦′(𝑡) sign 𝑦01 |𝜙0(𝑦(𝑡))|
1

1−𝜎1 − 𝑦(𝑡) sign 𝑦01 𝜙
′
0(𝑦(𝑡))

(1−𝜎1)𝜙0(𝑦(𝑡))

𝐼1(𝑡)𝜃1

(︁
|𝐼1(𝑡)|

1
1−𝜎1 sign 𝑦01

)︁
|𝐼1(𝑡)|

1
1−𝜎1

=

= |1− 𝜎1|
1

1−𝜎1 · 1− 𝜎0 − 𝜎1
1− 𝜎1

.

Звiдси випливають друга й п’ята з умов (2.10), а також перша з подань
(2.11).

Iз першого з подань (2.11) з урахуванням (2.20) отримаємо друге з подань
(2.11).

У силу другого з подань (2.11), третьої з умов (2.14), (0) i вигляду функцiї
𝐽 має мiсце третя з умов (2.10).

Достатнiсть. Нехай виконуються умови (2.10). Розглянемо функцiю

Φ(𝑦) =

∫︁ 𝑦

𝑌 *
0

𝑑𝑧

|𝜙0(𝑧)|
1

1−𝜎1

, де 𝑌 *
0 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑦00, якщо

⃒⃒⃒⃒∫︀ 𝑌0

𝑦00

𝑑𝑧

|𝜙0(𝑧)|
1

1−𝜎1

⃒⃒⃒⃒
= +∞,

𝑌0, якщо
⃒⃒⃒⃒∫︀ 𝑌0

𝑦00

𝑑𝑧

|𝜙0(𝑧)|
1

1−𝜎1

⃒⃒⃒⃒
< +∞.

Оскiльки Φ строго монотонна на ∆𝑌0
i

lim
𝑦→𝑌 *

0 , 𝑦∈Δ𝑌0

Φ(𝑦) = Φ0 =

⎧⎨⎩±∞, якщо 𝑌 *
0 = 𝑦00,

0, якщо 𝑌 *
0 = 𝑌0,
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то для неї iснує обернена функцiя Φ−1, задана в силу (2.2) на промiжку

∆Φ0 =

⎧⎨⎩[𝐶𝜙0
,Φ0[, якщо 𝐶𝜙0

< Φ0,

]Φ0, 𝐶𝜙0
], якщо 𝐶𝜙0

> Φ0,
де 𝐶𝜙0

=

∫︁ 𝑦00

𝑌 *
0

𝑑𝑧

|𝜙0(𝑧)|
1

1−𝜎1

,

при чому
lim

𝑧→Φ0, 𝑧∈ΔΦ0

Φ−1(𝑧) = 𝑌0. (2.21)

Крiм того, згiдно з правилом Лопiталя

lim
𝑦→𝑌0, 𝑦∈Δ𝑌0

Φ(𝑦)|𝜙0(𝑦)|
1

1−𝜎1

𝑦
=

1− 𝜎1
1− 𝜎0 − 𝜎1

. (2.22)

Рiвняння (0) за допомогою перетворення

Φ(𝑦(𝑡)) = |1− 𝜎1|
1

1−𝜎1 (sign 𝑦01)𝐽(𝑡)[1 + 𝑧1(𝑥)], (2.23)

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

(1− 𝜎1)𝐽
′(𝑡)

(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐽(𝑡)
[1 + 𝑧2(𝑥)], (2.24)

де
𝑥 = 𝛽 ln |𝐼1(𝑡)|, 𝛽 = sign(𝛼0𝑦

0
1(1− 𝜎1))

зведемо, враховуючи четверту з умов (2.10), до системи диференцiальних
рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧′1 = 𝛽𝐺(𝑥)
[︁
|1− 𝜎1|

1
1−𝜎1𝐵𝐹 (𝑥, 𝑧1)(1 + 𝑧2) sign 𝑦

0
1 − 1− 𝑧1

]︁
,

𝑧′2 = 𝛽(1 + 𝑧2)

[︂
|𝐵𝐹 (𝑥, 𝑧1)(1 + 𝑧2)|𝜎1−1 𝐾(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

sign(1− 𝜎1)

−𝐵𝐺(𝑥)(𝑧2 + 1) +𝑀(𝑥)] ,

(2.25)

де

𝐵 =
1− 𝜎1

1− 𝜎1 − 𝜎0
, 𝐺(𝑥) =

𝐼(𝑡(𝑥))𝐽 ′(𝑡(𝑥))

𝑃 (𝑡(𝑥))𝐽(𝑡(𝑥))
,
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𝑀(𝑥) = 𝐺(𝑥)− 1

1− 𝜎1

⎡⎣1 + |𝐼1(𝑡)|
1

1−𝜎1 (sign 𝑦01)𝜃
′
1

(︁
|𝐼1(𝑡)|

1
1−𝜎1 sign 𝑦01

)︁
(1− 𝜎1)𝜃1

(︁
|𝐼1(𝑡)|

1
1−𝜎1 sign 𝑦01

)︁
⎤⎦ ,

𝐹 (𝑥, 𝑧1) =
𝑌 (𝑡(𝑥), 𝑧1)

𝐽(𝑡(𝑥))𝜙0(𝑌 (𝑡(𝑥), 𝑧1))
1

1−𝜎1

,

𝐾(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
𝜃1(𝑌 [1](𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))

𝜃1

(︁
|𝐼1(𝑡)|

1
1−𝜎1 sign 𝑦01

)︁ ,
𝑌 (𝑡, 𝑧1) = Φ−1

(︁
|1− 𝜎1|

1
1−𝜎1 sign 𝑦01𝐽(𝑡)(1 + 𝑧1)

)︁
,

𝑌 [1](𝑡, 𝑧1, 𝑧2) =
𝑌 (𝑡, 𝑧1)𝐽

′(𝑡)

𝐵𝐽(𝑡)
(1 + 𝑧2).

Iз визначення функцiї 𝐽 випливає, що

lim
𝑡↑𝜔

𝑝(𝑡)𝐽 ′(𝑡)

𝐽 ′′(𝑡)𝐼1(𝑡)
= 1− 𝜎1. (2.26)

В силу (2.21) i п’ятої з умов (2.10), lim
𝑡↑𝜔

𝑌 (𝑡, 𝜃) = 𝑌0 при |𝜃| ≤ 1
2 . Викори-

стовуючи правило Лопiталя i (2.2) для кожного такого 𝜃, знаходимо

lim
𝑡↑𝜔

𝑌 (𝑡, 𝜃)

𝐽(𝑡)|𝜙0(𝑌 (𝑡, 𝜃))|
1

1−𝜎1

= lim
𝑡↑𝜔

[︃
𝑌 (𝑡, 𝜃)

|𝜙0(𝑌 (𝑡, 𝜃))|
1

1−𝜎1

]︃′⧸︂
𝐽 ′(𝑡) =

= lim
𝑡↑𝜔

|1− 𝜎1|
1

1−𝜎1 (sign 𝑦01)(1 + 𝜃)

[︂
1− 𝑌 (𝑡, 𝜃)𝜙′

0(𝑌 (𝑡, 𝜃))

(1− 𝜎1)𝜙0(𝑌 (𝑡, 𝜃))

]︂
=

= |1− 𝜎1|
1

1−𝜎1 (1 + 𝜃) · 1− 𝜎0 − 𝜎1
1− 𝜎1

· sign 𝑦01. (2.27)

Тодi з урахуванням (2.12), третьої з умов (2.10) i (2.26) будемо мати:

𝐼1(𝑡)
(︀
𝑌 [1](𝑡, 𝜃, 0)

)︀′
𝐼 ′1(𝑡)𝑌

[1](𝑡, 𝜃, 0)
= |1− 𝜎1|

1
1−𝜎1 (1 + 𝜃)𝐺(𝑥(𝑡))×

×𝐽(𝑡)|𝜙0(𝑌 (𝑡, 𝜃))|
1

1−𝜎1

sign 𝑦01𝑌 (𝑡, 𝜃)
−𝑀(𝑥(𝑡)) ∼ 1

1− 𝜎1
, при 𝑡 ↑ 𝜔. (2.28)
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Це означає, що |𝑌 [1](𝑡, 𝜃, 0)| = |𝐼1(𝑡)|
1+𝜃
1−𝜎1 при 𝑡 ↑ 𝜔. Оскiльки в силу

монотонностi функцiї Φ−1 мають мiсце обидвi нерiвностi:

1

2
𝑌 [1]

(︂
𝑡,
1

2
, 0

)︂
< 𝑌 [1](𝑡, 𝑧1, 𝑧2) <

3

2
𝑌 [1]

(︂
𝑡,
3

2
, 0

)︂
при |𝑧𝑖| ≤

1

2
,

1

2
𝑌 [1]

(︂
𝑡,
3

2
, 0

)︂
< 𝑌 [1](𝑡, 𝑧1, 𝑧2) <

3

2
𝑌 [1]

(︂
𝑡,
1

2
, 0

)︂
при |𝑧𝑖| ≤

1

2
.

з урахуванням першої та другої з умов (2.10), можна вибрати число 𝑡0 ∈ [𝑎, 𝜔[

так, щоб
𝑌 (𝑡, 𝑧1) ∈ ∆𝑌0

, 𝑌 [1](𝑡, 𝑧1, 𝑧2) ∈ ∆𝑌1
,

|𝐼1(𝑡)|
1

1−𝜎1 sign 𝑦01 ∈ ∆𝑌1
при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[ i |𝑧𝑖| ≤

1

2
, 𝑖 = 1, 2.

Тепер розглянемо систему диференцiальних рiвнянь (2.25) на множинi

Ω = [𝑥0,+∞[×𝐷,

де

𝑥0 = 𝛽 ln |𝐼(𝑡0)|, 𝐷 =

{︂
(𝑧1, 𝑧2) : |𝑧𝑖| ≤

1

2
, 𝑖 = 1, 2

}︂
.

На цiй множинi правi частини цiєї системи є неперервними функцiями за
змiнною 𝑥 i двiчi неперервно диференцiйовними за змiнними 𝑧1, 𝑧2, причому

𝐹 ′
𝑥1
(𝑥, 𝑧1) = |1− 𝜎1|

1
1−𝜎1 (sign 𝑦01)

(︂
1− 𝑌 (𝑡(𝑥), 𝑧1)𝜙

′
0(𝑌 (𝑡(𝑥), 𝑧1))

(1− 𝜎1)𝜙0(𝑌 (𝑡(𝑥), 𝑧1))

)︂
,

𝐹 ′′
𝑥1
(𝑥, 𝑧1) =

|1− 𝜎1|
2

1−𝜎1𝑌 (𝑡(𝑥), 𝑧1)𝜙
′
0(𝑌 (𝑡(𝑥), 𝑧1))

(𝜎1 − 1)𝜙0(𝑌 (𝑡(𝑥), 𝑧1))𝐹 (𝑥, 𝑧1)
×

×
[︂
1− 𝑌 (𝑡(𝑥), 𝑧1)𝜙

′
0(𝑌 (𝑡(𝑥), 𝑧1))

𝜙0(𝑌 (𝑡(𝑥), 𝑧1))
+
𝑌 (𝑡(𝑥), 𝑧1)𝜙

′′
0(𝑌 (𝑡(𝑥), 𝑧1))

𝜙′
0(𝑌 (𝑡(𝑥), 𝑧1))

]︂
,

𝐾 ′
𝑧1
(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =

|1− 𝜎1|
1

1−𝜎1 sign 𝑦01
𝐹 (𝑥, 𝑧1)

× 𝑌 [1](𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2)
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𝜃′1

(︁
𝑌 [1](𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2)

)︁⧸︂
𝜃1

(︁
|𝐼1(𝑡)|

1
1−𝜎1 sign 𝑦01

)︁
,

𝐾 ′
𝑧2
(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =

𝑌 [1](𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2) 𝜃
′
1

(︀
𝑌 [1](𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2)

)︀
(1 + 𝑧2) 𝜃1

(︁
|𝐼1(𝑡)|

1
1−𝜎1 sign 𝑦01

)︁ .

𝐾 ′′
𝑧1𝑧1

(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝐾 ′
𝑧1
(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) ·

|1− 𝜎1|
1

1−𝜎1 sign 𝑦01
𝐹 (𝑥, 𝑧1)

×

×
[︂
𝑌 [1](𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2) 𝜃

′′
1(𝑌

[1](𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))

𝜃′1(𝑌
[1](𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))

−
𝐹 ′
𝑧1
(𝑥, 𝑧1)

|1− 𝜎1| sign 𝑦01
+ 1

]︂
,

𝐾 ′′
𝑧2𝑧2

(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝐾 ′
𝑧2
(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) ·

𝑌 [1](𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2) 𝜃
′′
1(𝑌

[1](𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))

(1 + 𝑧2) 𝜃′1(𝑌
[1](𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))

,

𝐾 ′′
𝑧1𝑧2

(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) =
𝐾 ′

𝑧1
(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

1 + 𝑧2
×

[︂
𝑌 [1](𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2) 𝜃

′′
1(𝑌

[1](𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))

𝜃′1(𝑌
[1](𝑡(𝑥), 𝑧1, 𝑧2))

+ 1

]︂
.

Розклавши при кожному фiксованому 𝑥 ∈ [𝑥0,+∞[ функцiї 𝐹 (𝑥, 𝑧1)
i |𝐹 (𝑥, 𝑧1)|𝜎1−1 за формулою Тейлора з остачею у формi Лагранжа в околi
𝑧1 = 0 до другого порядку включно, функцiю 𝐾(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) — в околi точки
(𝑧1, 𝑧2) = (0, 0), а функцiю |1 + 𝑧2|𝜎1−1 — в околi точки 𝑧2 = 0, перепишемо
систему (2.25) у виглядi:{︃

𝑧′1 = 𝐹1(𝑥) + 𝐴11(𝑥)𝑧1 + 𝐴12(𝑥)𝑧2 +𝐺(𝑥)𝑅1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2),

𝑧′2 = 𝐹2(𝑥) + 𝐴21(𝑥)𝑧1 + 𝐴22(𝑥)𝑧2 +𝑅2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2),
(2.29)

де
𝐹1(𝑥) = 𝛽𝐺(𝑥)

[︁
|1− 𝜎1|

1
1−𝜎1𝐵(sign 𝑦01)𝐹 (𝑥, 0)− 1

]︁
,

𝐹2(𝑥) = 𝛽
[︀
|𝐵𝐹 (𝑥, 0)|𝜎1−1𝐾(𝑥, 0, 0) sign(1− 𝜎1)−𝐵𝐺(𝑥) +𝑀(𝑥)

]︀
,

𝐴11(𝑥) = 𝛽𝐺(𝑥)
[︁
|1− 𝜎1|

1
1−𝜎1𝐵(sign 𝑦01)𝐹

′
𝑧1
(𝑥, 0)

]︁
,
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𝐴12(𝑥) = 𝛽𝐺(𝑥)
[︁
|1− 𝜎1|

1
1−𝜎1𝐵𝐹 (𝑥, 0) sign 𝑦01

]︁
,

𝐴21(𝑥) = 𝛽
[︀
𝐵(sign 𝑦01)

𝜎1−1|𝐵𝐹 (𝑥, 0)|𝜎1−2𝐹 ′
𝑧1
(𝑥, 0)𝐾(𝑥, 0, 0)+

]︀
.

+|𝐵𝐹 (𝑥, 0)|𝜎1−1𝐾 ′
𝑧1
(𝑥, 0, 0) sign(1− 𝜎1),

𝐴22(𝑥) = 𝛽𝐹2(𝑥)− 𝛽𝐵𝐺(𝑥) + 𝛽
[︀
(𝜎1 − 1)|𝐵𝐹 (𝑥, 0)|𝜎1−1𝐾(𝑥, 0, 0)+

+|𝐵𝐹 (𝑥, 0)|𝜎1−1𝐾 ′
𝑧2
(𝑥, 0, 0)

]︀
sign(1− 𝜎1),

𝑅1(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽|1− 𝜎1|
1

1−𝜎1
𝐵

sign 𝑦01

[︂
𝐹 ′
𝑧1
(𝑥, 0)𝑧1𝑧2 +

𝑧21
2
𝐹 ′′
𝑧1
(𝑥, 𝜃1)(1 + 𝑧2)

]︂
,

𝑅2(𝑥, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛽
[︀
𝐴21(𝑥)𝑧1𝑧2 + 𝐴22(𝑥)𝑧

2
2

]︀
+ 𝛽(1 + 𝑧2) sign(1− 𝜎1)|𝐵|𝜎1−1×

×
(︀
(1 + 𝑧2)

𝜎1−1𝐾(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)(𝜎1 − 1)|𝐹 (𝑥, 𝑧2)|𝜎1−3×

×
(︀
(𝜎1 − 2)(𝐹 ′

𝑧1
(𝑥, 𝜃2))

2 + 𝐹 (𝑥, 𝜃2)𝐹
′′
𝑧1
(𝑥, 𝜃2)

)︀ 𝑧21
2
+ (𝜎1 − 1)|𝐹 (𝑥, 0)|𝜎1−2×

×𝐹 ′
𝑧1
(𝑥, 0)

(︀
𝐾(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)(1 + 𝑧2)

𝜎1−1 −𝐾(𝑥, 0, 0)
)︀
𝑧1+

+|𝐹 (𝑥, 0)|𝜎1−1(𝐾(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)(𝜎1 − 1)(𝜎1 − 2)(1 + 𝜃5)
𝜎1−3𝑧

2
2

2
+

+(1 + (𝜎1 − 1)𝑧2) ·
1

2

2∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐾 ′′
𝑧𝑖𝑧𝑗

(𝑥, 𝜃3, 𝜃4)𝑧𝑖𝑧𝑗),

де
|𝜃𝑖| < |𝑧𝑖| ≤

1

2
, (𝑖 = 1, . . . , 5).

Враховуючи (2.28) i те, що функцiя 𝜙1(𝑧) задовольняє умову 𝑆1, маємо

𝜃1

(︁
𝑌 [1](𝑡(𝑥), 0, 0)

)︁
= 𝜃1

(︁
|𝐼1(𝑡)|

1
1−𝜎1 sign 𝑦01

)︁
(1 + 𝑜(1)) , при 𝑥→ +∞
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Звiдси lim
𝑥→+∞

𝐾(𝑥, 0, 0) = 1 i lim
𝑥→+∞

𝐾 ′
𝑧𝑖
(𝑥, 0, 0) = 0 (𝑖 ∈ {1,2}). Тому в

силу (2.27), умови (2.10) i (2.26) отримаємо, що

lim
𝑥→+∞

𝐹𝑖(𝑥) = 0 (𝑖 = 1, 2),

гранична матриця коефiцiєнтiв лiнiйної частини системи (2.29) має вигляд

𝐴 = lim
𝑥→+∞

⎛⎜⎝𝐴11(𝑥) 𝐴12(𝑥)

𝐴21(𝑥) 𝐴22(𝑥)

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0 0

−𝛽 −𝛽

⎞⎟⎠
i

lim
|𝑧1|+|𝑧2|→0

𝑅𝑖(𝑥, 𝑧1, 𝑧2)

|𝑧1|+ |𝑧2|
= 0 (𝑖 = 1, 2) рiвномiрно за 𝑥 ∈ [𝑥0,+∞[.

Застосуємо тепер до системи (2.29) перетворення

𝑧2 = 𝑤1, 𝑧1 = 𝑤2 + 𝐶ℎ(𝑥)𝑤1, (2.30)

де 𝑤1, 𝑤2 — новi невiдомi функцiї,

𝐶 =
1

1− 𝜎1
, ℎ(𝑥) =

𝜋𝜔(𝑡(𝑥))𝐽
′(𝑡(𝑥))

𝐽(𝑡(𝑥))
. (2.31)

Оскiльки iснує скiнченна або нескiнченна границя lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)
𝐼1(𝑡)

, то в силу

вигляду функцiї 𝐽 третя з умов (2.10) означає, що

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑝(𝑡)

𝐽(𝑡)
= 0, lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′′(𝑡)

𝐽 ′(𝑡)
= −1.

Таким чином, з урахуванням (2.26) будемо мати

lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = 0, lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥)

𝐺(𝑥)
= 𝜎1 − 1,
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lim
𝑥→+∞

(︂
ℎ′(𝑥)

𝐺(𝑥)

)︂
= lim

𝑥→+∞
𝛽

(︂
1 +

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′′(𝑡)

𝐽 ′(𝑡)
− 𝜋𝜔(𝑡)𝐽

′(𝑡)

𝐽(𝑡)

)︂
= 0. (2.32)

В результатi перетворення (2.30) отримаємо, враховуючи (2.31) i (2.32),
систему рiвнянь:{︃

𝑤′
1 = 𝐹2(𝑥) + (𝐴22(𝑥) + 𝐶ℎ(𝑥)𝐴21(𝑥))𝑤1 + 𝐴21(𝑥)𝑤2 +𝑁1(𝑥,𝑤1, 𝑤2),

𝑤′
2 = 𝐹1(𝑥)− 𝐶ℎ(𝑥)𝐹2(𝑥) +𝐵21(𝑥)𝑤1 +𝐵22(𝑥)𝑤2 +𝐺(𝑥)𝑁2(𝑥,𝑤1, 𝑤2),

(2.33)
де

𝑁1(𝑥,𝑤1, 𝑤2) = 𝑅2(𝑥,𝑤2 + 𝐶ℎ(𝑥)𝑤1, 𝑤1),

𝐵21(𝑥) = 𝐶ℎ′(𝑥) + 𝐴12(𝑥) + 𝐴22(𝑥)𝐶ℎ(𝑥)− 𝐴21(𝑥)(𝐶ℎ(𝑥))
2,

𝐵22(𝑥) = 𝐴11(𝑥)− 𝐶ℎ(𝑥)𝐴21(𝑥),

𝑁2(𝑥,𝑤1, 𝑤2) = 𝑅1(𝑥,𝑤2 + 𝐶ℎ(𝑥)𝑤1, 𝑤1)−
𝐶ℎ(𝑥)

𝐺(𝑥)
𝑅2(𝑥,𝑤2 + 𝐶ℎ(𝑥)𝑤1, 𝑤1).

Використовуючи властивостi коефiцiєнтiв системи (2.29), (2.31) i (2.32),
отримаємо, що

lim
𝑥→+∞

𝐹2(𝑥)

𝐴22(𝑥) + 𝐶ℎ(𝑥)𝐴21(𝑥)
= 0, lim

𝑥→+∞

𝐹1(𝑥) + 𝐶ℎ(𝑥)𝐹2(𝑥)

𝐵22(𝑥)
= 0,

lim
𝑥→+∞

1

𝐴22(𝑥)− 𝐶ℎ(𝑥)𝐴21(𝑥)
= −𝛽, lim

𝑥→+∞

𝐺(𝑥)

𝐵22(𝑥)
= −𝛽,

lim
𝑥→+∞

𝐴21(𝑥)

𝐴22(𝑥)− 𝐶ℎ(𝑥)𝐴21(𝑥)
= 1,

lim
𝑥→+∞

𝐵21(𝑥)

𝐵22(𝑥)
= 0,

∫︁ +∞

𝑥0

|𝐴22(𝑥) + 𝐶ℎ(𝑥)𝐴21(𝑥)| 𝑑𝑥 = +∞,

∫︁ +∞

𝑥0

|𝐵22(𝑥)| 𝑑𝑥 = +∞, оскiльки
∫︁ +∞

𝑥0

|𝐺(𝑥)| 𝑑𝑥 = +∞,
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lim
|𝑤1|+|𝑤2|→0

𝑁𝑖(𝑥,𝑤1, 𝑤2)

|𝑤1|+ |𝑤2|
= 0 (𝑖 = 1, 2) рiвномiрно за 𝑥 ∈ [𝑥0,+∞[.

Тодi згiдно з теоремою 1.3 i зауваженням 1.4 з [26] система (2.33) має хоча
б одне розв’язання {𝑧*𝑖 (𝑥)}2𝑖=1 : [𝑥1,+∞[→ R2 (𝑥1 ≥ 𝑥0), що прямує до нуля
при 𝑥→ +∞. Йому в силу замiн (2.23), (2.24) i перетворення (2.30) вiдповiдає
розв’язок 𝑦 рiвняння (0), що допускає при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптотичнi подання:

Φ(𝑦(𝑡)) ∼ |1− 𝜎1|
1

1−𝜎1𝐽(𝑡) sign 𝑦01,
𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
∼ (1− 𝜎1)𝐽

′(𝑡)

(1− 𝜎1 − 𝜎0)𝐽(𝑡)
.

Ураховуючи (2.22), перше з них перепишемо у виглядi

𝑦(𝑡)

|𝜙0(𝑦(𝑡))|
1

1−𝜎1

∼ |1− 𝜎1|
1

1−𝜎1 sign 𝑦01
1− 𝜎1

(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐽(𝑡) при 𝑡 ↑ 𝜔.

Таким чином, 𝑦 є зростаючим 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 0)-розв’язком рiвняння (0). Тео-
рема 2.4 повнiстю доведена.

3 Приклад

Диференцiальне рiвняння

𝑦′′ = 𝛼0𝑝(𝑡)𝜙0(𝑦)𝜙1(𝑦
′) exp(𝑅(| ln |𝑦𝑦′||)), (3.1)

де 𝛼0 ∈ −1,1, 𝑝 : [𝑎,𝜔[→ ,]0,+∞[ (−∞ < 𝑎 < 𝜔 ≤ +∞), 𝜙𝑖 : ∆𝑌𝑖
→ ,]0,+∞[

— неперервнi функцiї, 𝑌𝑖 ∈ 0,±∞ (𝑖 = 0,1), ∆𝑌𝑖
— одностороннє околення

точки 𝑌𝑖, кожна функцiя 𝜙𝑖(𝑧) (𝑖 = 0,1) є регулярно змiнною при 𝑧 → 𝑌𝑖

(𝑧 ∈ ∆𝑌𝑖
) порядку 𝜎𝑖, 𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1, 𝜎1 ̸= 0. Функцiя 𝑅 :]0, +∞[→ ,]0, +∞[ є

неперервно диференцiйовною та регулярно змiнною на нескiнченностi порядку
𝜇, де 0 < 𝜇 < 1, при цьому похiдна функцiї 𝑅 монотонна.
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Означення. Розв’язок 𝑦 рiвняння (3.1) називається 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0) -розв’язком,
якщо вiн визначений на [𝑡0,𝜔[⊂ [𝑎,𝜔[ i

lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑖)(𝑡) = 𝑌𝑖 (𝑖 = 0, 1), lim
𝑡↑𝜔

(𝑦′(𝑡))2

𝑦(𝑡)𝑦′′(𝑡)
= 𝜆0.

Багато праць присвячено встановленню асимптотичних представлень
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0) – розв’язкiв рiвнянь виду (3.1), у яких 𝑅 ≡ 0. 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0) –
розв’язки рiвняння (3.1) є регулярно змiнними функцiями при 𝑡 ↑ 𝜔 порядку

𝜆0
𝜆0 − 1

,

якщо 𝜆0 ∈ R ∖ 0,1. Асимптотичнi властивостi та необхiднi й достатнi умови
iснування таких розв’язкiв наведено в [38].

Випадок 𝜆0 = 0 є одним iз найскладнiших, оскiльки в цьому випадку
такi розв’язки є повiльно змiнними функцiями при 𝑡 ↑ 𝜔. У цiй роботi наведено
деякi результати щодо асимптотичних властивостей та iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 𝜆0)

– розв’язкiв рiвняння (3.1) у цьому особливому випадку.

Ми кажемо, що повiльно змiнна при 𝑧 → 𝑌 (𝑧 ∈ ∆𝑌 ) функцiя 𝜃 : ∆𝑌 →
, ]0,+∞[ задовольняє умову 𝑆, якщо для будь-якої неперервно диференцiйовної
функцiї 𝐿 : ∆𝑌 →, ]0,+∞[, для якої виконується

lim
𝑧→𝑌
𝑧∈Δ𝑌

𝑧𝐿′(𝑧)

𝐿(𝑧)
= 0,

має мiсце рiвнiсть

Θ(𝑧𝐿(𝑧)) = Θ(𝑧)(1 + 𝑜(1)) при 𝑧 → 𝑌, 𝑧 ∈ ∆𝑌 .

Допомiжнi позначення:
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𝜋𝜔(𝑡) =

⎧⎨⎩𝑡, якщо 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, якщо 𝜔 < +∞,
Θ𝑖(𝑧) = 𝜙𝑖(𝑧) |𝑧|−𝜎𝑖, (𝑖 = 0, 1),

𝐼(𝑡) = 𝛼0

𝑡∫︁
𝐴𝜔

𝑝(𝜏) 𝑑𝜏, 𝐴𝜔 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎, якщо

𝜔∫︁
𝑎

𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︁

𝑎

𝑝(𝜏) 𝑑𝜏 < +∞.

У випадку, якщо lim
𝑡↑𝜔

sign 𝑦10
|𝜋𝜔(𝑡)| = 𝑌1, вводимо позначення:

𝐽(𝑡) =

𝑡∫︁
𝐵𝜔

⃒⃒⃒⃒
𝐼(𝜏)Θ1

(︂
sign 𝑦10
|𝜋𝜔(𝑡)|

)︂⃒⃒⃒⃒ 1
1−𝜎1

𝑑𝜏,

де

𝐵𝜔 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑏, якщо

𝜔∫︁
𝑏

⃒⃒⃒⃒
𝐼(𝜏)Θ1

(︂
sign 𝑦10
|𝜋𝜔(𝑡)|

)︂⃒⃒⃒⃒ 1
1−𝜎1

𝑑𝜏 = +∞,

𝜔, якщо
𝜔∫︁

𝑏

⃒⃒⃒⃒
𝐼(𝜏)Θ1

(︂
sign 𝑦10
|𝜋𝜔(𝑡)|

)︂⃒⃒⃒⃒ 1
1−𝜎1

𝑑𝜏 < +∞,

Визначимо також функцiю:

𝑁(𝑡) =
(1− 𝜎1)𝐼(𝑡)

⃒⃒⃒
(1− 𝜎1)𝐼(𝑡)Θ1

(︁
𝑦01

|𝜋𝜔(𝑡)|

)︁⃒⃒⃒ 1
𝜎1−1

𝐼 ′(𝑡)𝑅′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)
.

Теорема 3.1. Нехай у рiвняннi (3.1) функцiя 𝜙1(𝑦
′) задовольняє умову
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𝑆 i виконується умова

lim
𝑡↑𝜔

𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)||), 𝐽(𝑡)
𝜋𝜔(𝑡) ln |𝜋𝜔(𝑡)|, 𝐽 ′(𝑡)

= 0. (3.2)

Тодi необхiдними i достатнiми умовами iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 0)-розв’язкiв рiв-
няння (3.1) є виконання спiввiдношень:

lim
𝑡↑𝜔

𝑦00|𝐽(𝑡)|
1−𝜎1

1−𝜎0−𝜎1 = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

𝐽 ′(𝑡)

𝑦01|𝐽(𝑡)|
= 𝑌1, lim

𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐼
′(𝑡)

𝐼(𝑡)
= 𝜎1 − 1,

𝐼(𝑡)

𝑦01(1− 𝜎1)
> 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[, 𝑦00𝑦

0
1(1− 𝜎1)𝐽(𝑡)

1− 𝜎0 − 𝜎1
> 0 при 𝑡 ∈]𝑏, 𝜔[.

Для таких розв’язкiв виконуються наступнi асимптотичнi представлення
при 𝑡 ↑ 𝜔:

𝑦(𝑡)

|exp (𝑅 (| ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))𝜙0(𝑦(𝑡))|
1

1−𝜎1

=
1− 𝜎0 − 𝜎1

1− 𝜎1
|1− 𝜎1|

1
1−𝜎1𝐽(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝐽(𝑡)

(1− 𝜎1)𝐽 ′(𝑡)
[1 + 𝑜(1)].

Теорема 3.2. Нехай у теоремi 3.1 умова (3.2) не виконується, але функцiя 𝜙1

задовольняє умову 𝑆, функцiя 𝑝 є двiчi неперервно диференцiйовною, i має
мiсце умова

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑁
′(𝑡)

𝑅′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)𝑁(𝑡)
= 0. (3.3)

Тодi необхiдними й достатнiми умовами iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 0)-розв’язкiв
рiвняння (3.1), для яких iснує скiнченна або нескiнченна границя

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
,
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є виконання таких спiввiдношень:

lim
𝑡↑𝜔

𝑦00 (exp (𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)))
𝜎1−1

1−𝜎0−𝜎1 = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

−𝛼0

𝜋𝜔(𝑡)
= 𝑌1,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐼
′(𝑡)

𝐼(𝑡)
=
𝜎1 − 1

𝛼0

𝛼0𝑦
0
1𝜋𝜔(𝑡) < 0, 𝛼0(1− 𝜎1)(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝑦

0
0𝑅

′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||) > 0.

Для таких розв’язкiв виконуються наступнi асимптотичнi представлення
при 𝑡 ↑ 𝜔:

𝑦(𝑡)

|𝜙0(𝑦(𝑡)) exp (𝑅 (| ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))|
1

1−𝜎1

=
1− 𝜎0 − 𝜎1

1− 𝜎1
𝑁(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

𝐼 ′(𝑡)𝑅′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)
(1− 𝜎0 − 𝜎1)(1− 𝜎1)𝐼(𝑡)

[1 + 𝑜(1)].

Теорема 3.3. Нехай у теоремi 3.1 умова (3.2) не виконується, але функцiя
𝜙1 задовольняє умову 𝑆, функцiя 𝑝 є двiчi неперервно диференцiйовною i має
мiсце умова

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑁
′(𝑡)

𝑅′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)𝑁(𝑡)
=𝑀 ∈ R ∖ 0,1.

Тодi необхiдними й достатнiми умовами iснування 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, 0)-розв’язкiв
рiвняння (3.1), для яких iснує скiнченна або нескiнченна границя

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝑦
′′(𝑡)

𝑦′(𝑡)
,

є виконання таких спiввiдношень:

lim
𝑡↑𝜔

𝑦00 (exp (𝑅(| ln |𝜋𝜔(𝑡)||)))
𝜎1−1

1−𝜎0−𝜎1 = 𝑌0, lim
𝑡↑𝜔

−𝛼0

𝜋𝜔(𝑡)
= 𝑌1,

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐼
′(𝑡)

𝐼(𝑡)
=
𝜎1 − 1

𝛼0
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𝛼0𝑦
0
1𝜋𝜔(𝑡) < 0, 𝛼0(1−𝑀)(1− 𝜎1)(1− 𝜎0 − 𝜎1)𝑦

0
0𝑅

′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||) > 0.

Для таких розв’язкiв виконуються наступнi асимптотичнi представлення
при 𝑡 ↑ 𝜔:

𝑦(𝑡)

|𝜙0(𝑦(𝑡)) exp (𝑅 (| ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||))|
1

1−𝜎1

=
1− 𝜎0 − 𝜎1

(1− 𝜎1)(1−𝑀)
𝑁(𝑡)[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=
𝐼 ′(𝑡)𝑅′ (| ln |𝜋𝜔(𝑡)||) (1−𝑀)

(1− 𝜎0 − 𝜎1)(1− 𝜎1)𝐼(𝑡)
[1 + 𝑜(1)].

Розглянемо деякий конкретнiший клас диференцiальних рiвнянь виду (3.1) та
застосуємо до нього теореми 3.1, 3.2 i 3.3. Диференцiальне рiвняння:

𝑦′′ = 𝑚𝑡𝜎1−2 exp(𝑘 ln𝛾 𝑡), |𝑦|𝜎0|𝑦′|𝜎1 exp ((| ln |𝑦𝑦′||)𝜇) , (3.4)

що розглядається на iнтервалi [𝑡0; +∞[ (𝑡0 > 0), де 𝑚 ∈]−∞, 0[, 𝑘 ∈]0,+∞[,
𝛾, 𝜇 ∈]0,1[, 𝜎0, 𝜎1 ∈ R, 𝜎0 + 𝜎1 ̸= 1, 𝜎1 ̸= 1, є рiвнянням виду (3.1), у якому:
𝛼0 = sign𝑚 = −1, 𝑝(𝑡) = 𝑚𝑡𝜎1−2 exp(𝑘 ln𝛾 𝑡), 𝜙0(𝑦) = |𝑦|𝜎0, 𝜙1(𝑦

′) = |𝑦′|𝜎1,
𝑅(𝑧) = 𝑧𝜇.

Функцiя 𝜙1 задовольняє умову 𝑆.

Розглянемо випадок 𝜔 = 𝑌0 = 𝑌1 = +∞.

Згiдно з теоремою 3.1, якщо 𝜇 − 𝛾 < 0, то необхiдною й достатньою
умовою iснування 𝑃+∞(+∞,+∞, 0)-розв’язкiв рiвняння (3.4) є:

1− 𝜎0 − 𝜎1 > 0. (3.5)

Крiм того, для кожного такого розв’язку виконуються такi асимптотичнi
представлення при 𝑡→ +∞:

𝑦
1−𝜎0−𝜎1

1−𝜎1 exp

(︂
| ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||𝜇

𝜎1 − 1

)︂
=

1− 𝜎0 − 𝜎1
𝛾𝑘

exp

(︂
𝑘 ln𝛾 𝑡

1− 𝜎1

)︂
ln1−𝛾 𝑡[1 + 𝑜(1)],

𝑦(𝑡)

𝑦′(𝑡)
=

(1− 𝜎0 − 𝜎1), 𝛾𝑘

(1− 𝜎1)2
· ln

𝛾−1 𝑡

𝑡
[1 + 𝑜(1)].
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Розглянемо тепер випадок 𝜇 − 𝛾 > 0. Тодi згiдно з теоремою 3.2, для
iснування 𝑃+∞(+∞,+∞, 0)-розв’язкiв рiвняння (3.4) умова (3.5) також є
необхiдною й достатньою.

Кожен такий розв’язок задовольняє наступнi асимптотичнi представлен-
ня при 𝑡→ +∞:

𝑦
1−𝜎0−𝜎1

1−𝜎1 exp

(︂
| ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||𝜇

𝜎1 − 1

)︂
=

1− 𝜎0 − 𝜎1
𝜇(1− 𝜎1)

exp

(︂
𝑘 ln𝛾 𝑡

1− 𝜎1

)︂
ln1−𝜇 𝑡[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

𝜇

𝜎0 + 𝜎1 − 1
𝑡𝜎1−2 ln𝛾−1 𝑡[1 + 𝑜(1)].

Розглянемо нарештi випадок 𝜇 = 𝛾. Тодi, згiдно з теоремою 3.3, для
iснування 𝑃+∞(+∞,+∞, 0)-розв’язкiв рiвняння (3.4) необхiдними й достатнiми
є умови (3.5) та:

(1− 𝜎1 − 𝑘)(1− 𝜎1) > 0.

Кожен такий розв’язок задовольняє такi асимптотичнi представлення
при 𝑡→ +∞:

𝑦
1−𝜎0−𝜎1

1−𝜎1 exp

(︂
| ln |𝑦(𝑡)𝑦′(𝑡)||𝜇

𝜎1 − 1

)︂
=

1− 𝜎0 − 𝜎1
𝜇(1− 𝜎1 − 𝑘)

exp

(︂
𝑘 ln𝛾 𝑡

1− 𝜎1

)︂
ln1−𝜇 𝑡[1 + 𝑜(1)],

𝑦′(𝑡)

𝑦(𝑡)
=

𝜇(1− 𝜎1 − 𝑘)

(𝜎0 + 𝜎1 − 1)(1− 𝜎1)
𝑡𝜎1−2 ln𝛾−1 𝑡[1 + 𝑜(1)].
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ВИСНОВКИ

В роботi розглянуто достатньо широкий клас iстотно нелiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь з правильно змiнними нелiнiйностями.

Опановано основнi методи дослiдження таких рiвнянь. Наведено конкре-
тнi приклади, якi iлюструють результати роботи.
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