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ВСТУП

Робота присвячена дослiдженню умов розташування знакiв доданкiв
узагальненого гармонiчного ряду, без порушення порядку, що гарантують
збiжнiсть або розбiжнiсть отриманого ряду. Крiм того, у разi розбiжностi
дослiджується можливiсть пiдсумовування данного ряду методом середнiх
арифметичних Чезаро [1, c. 401].

Добре вiдомо, що узагальнений гармонiчний ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑛−𝛼 збiгається при

𝛼 > 1 i розбiгається при 𝛼 ≤ 1. Але необхiдна умова збiжностi цього ряду
виконується при 𝛼 > 0, причому у цьому випадку доданки прямують до
нуля монотонно. Таким чином, якщо змiнювати знаки доданкiв через один,

то при 0 < 𝛼 ≤ 1 вiдповiдний ряд
∞∑︀
𝑛=1

(−1)𝑛−1𝑛−𝛼, за ознакою Лейбниця [1,

c. 302], стане умовно збiжним.

Вiдома теорема Рiмана [1, c. 317] стверджує, що переставляючи додан-
ки умовно збiжного ряду, можна отримати новий ряд, який збiгається до
будь-якої наперед заданої суми, або ж розбiгається. Незначна модифiкацiя
доведення теореми Рiмана надає можливiсть розташувати знаки доданкiв
(не переставляючи їх) заданого розбiжного ряду з невiд’ємними доданка-
ми, що прямують до нуля, так, щоб отримати новий ряд, який збiгається
до наперед заданої суми, або розбiгається (див. [2, c. 75]). У данiй роботi
розглянута обернена, у визначеному сенсi, задача. Тобто, для ряду

∞∑︁
𝑛=1

𝜀𝑛
𝑛𝛼
, (0.1)

де 𝜀𝑛 = ±1, 0 < 𝛼 ≤ 1, визначено вплив 𝜀𝑛 на його збiжнiсть.

Якщо 𝛼 = 1 i 𝜀𝑛 являє собою випадкову величину, що може приймати
значення ±1 з однаковою ймовiрнiстю (тобто 1

2), то так званий випадковий
ряд, на пiдставi теореми Колмогорова про три ряди [3, c. 290], збiгається
майже напевно до дзета-функцiї Рiмана [4, c. 11] 𝜁(2). Бiльш детальне
обгрунтування данного факту описане у [5].

Послiдовнiсть 𝜀𝑛 = ±1 ми задаємо в термiнах 𝑛𝑘 номерiв перемикання
знаку. А саме, для строго зростаючої послiдовностi 𝑛𝑘 при 𝑛𝑘−1 ≤ 𝑛 < 𝑛𝑘
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покладемо 𝜀𝑛 = (−1)𝑘−1. Основнi результати сформульованi у виглядi двох
наступних теорем.

Теорема 0.1 (Критерiй збiжностi). При 𝛼 = 1 збiжнiсть ряду (0.1) рiвно-
сильна збiжностi ряду

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1 ln
𝑛𝑘
𝑛𝑘−1

, (0.2)

а при 0 < 𝛼 < 1 ряд (0.1) збiгається або розбiгається одночасно з рядом

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1
(︀
𝑛1−𝛼
𝑘 − 𝑛1−𝛼

𝑘−1

)︀
. (0.3)

Теорема 0.2 (Критерiй пiдсумовування). Ряд (0.1) пiдсумовується мето-
дом середнiх арифметичних Чезаро тодi i тiльки тодi коли для 𝑛 ≤ 𝑡 <

𝑛+ 1 при 𝑛→ ∞ iснує границя наступної функцiї

𝜓(𝑡) ≡ 1

𝑡

𝑡∫︁
1

𝜑(𝜏)𝑑𝜏 =
1

𝑡

𝑡∫︁
1

𝜏∫︁
1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝜏,

де

𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩ 1
𝑥𝛼 , 𝑛2𝑚 ≤ 𝑥 < 𝑛2𝑚+1,

− 1
𝑥𝛼 , 𝑛2𝑚+1 ≤ 𝑥 < 𝑛2𝑚+2 𝑚 = 0, 1, 2, . . .

Доведення теорем 0.1 та 0.2 наведенi роздiлах 2 i 3, вiдповiдно.

Крiм того, розглянутi випадки деяких конкретних послiдовностей 𝑛𝑘.
Виявилось, що в окремих випадках, застосування теореми 0.1 призводить
до труднощiв. Одним з таких випадкiв є 𝑛𝑘 = 𝑟 · 𝑘, 𝑟 ∈ Q. Для того, щоб
дослiджувати збiжнiсть ряду (0.1) у цьому випадку, необхiдно по-перше,
перейти до цiлих частин у визначеннi 𝑛𝑘 (тобто 𝑛𝑘 = [𝑟 · 𝑘]), оскiльки
елементи 𝑛𝑘 повиннi бути натуральними числами. По-друге, представити
𝑟 = 𝑚 + 𝑝/𝑞 (𝑚, 𝑝, 𝑞 ∈ N, 𝑝/𝑞 - правильний нескорочуваний дрiб), адже
iнакше 𝑛𝑘 не буде строго зростаючаю. Iнший випадок, коли 𝑛𝑘 = 𝑘𝛽 де
𝛽 > 1. Як i в попередньому прикладi, початковим є перехiд до цiлих
частин (тобто 𝑛𝑘 = [𝑘𝛽]). При подальшому дослiдженнi використовується
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ряд
∞∑︀
𝑘=1

(−1)𝑘
(︁
𝑘𝛽(1−𝛼) −

[︀
𝑘𝛽
]︀1−𝛼

)︁
, що складає iнтерес i незалежно вiд його

використань, розглянутих у данiй роботi. В результатi отриманi умови
збiжностi та розбiжностi для 𝑛𝑘 = [𝑘𝛽], проте для 1 < 𝛽 < 2, 1 − 1

𝛽 <

𝛼 ≤ 1
𝛽 питання збiжностi залишається вiдкритим. Висновок щодо збiжностi

ряду (0.1) при окреслених вище випадках викладенi у виглядi теорем (з
доведенням) i також складають основнi результати даної роботи.

Для зручностi в роботi видiлено роздiл з допомiжними вiдомостями,
на якi є посилання в iнших роздiлах. Загальний об’єм роботи становить 30
сторiнок. Список використанної лiтератури мiстить 8 найменувань.
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РОЗДIЛ 1

ДОПОМIЖНI ВIДОМОСТI

У даному роздiлi наведенi промiжнi результати, на пiдставi яких були
отриманi основнi здобутки даної роботи.

Для 𝑗 ∈ N позначимо

𝛾𝑗 =
1

𝑗𝛼
−

𝑗+1∫︁
𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼
, (1.1)

а тодi можемо представити частковi суми ряду (0.1) у наступному виглядi

𝐴(𝛼)
𝑛 ≡

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜀𝑗
𝑗𝛼

=
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜀𝑗

𝑗+1∫︁
𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜀𝑗𝛾𝑗. (1.2)

Позначимо
𝑛∑︀

𝑗=1

𝜀𝑗
𝑗+1∫︀
𝑗

𝑑𝑥
𝑥𝛼 = 𝐵

(𝛼)
𝑛 i перепишемо (1.2) у нових позначеннях

𝐴(𝛼)
𝑛 = 𝐵(𝛼)

𝑛 +
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜀𝑗𝛾𝑗. (1.3)

В свою чергу, видiляючи окремо послiдовнi доданки одного знаку, послiдов-
нiсть 𝐵(𝛼)

𝑛 можна представити у наступному виглядi

𝐵(𝛼)
𝑛 =

𝑠−1∑︁
𝑚=0

⎛⎝ 𝑛2𝑚+1∫︁
𝑛2𝑚

𝑑𝑥

𝑥𝛼
−

𝑛2𝑚+2∫︁
𝑛2𝑚+1

𝑑𝑥

𝑥𝛼

⎞⎠+ 𝑏(𝛼)𝑛 , (1.4)

де 𝑛2𝑠 − 1 ≤ 𝑛 < 𝑛2𝑠+2 i

𝑏(𝛼)𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑛 = 𝑛2𝑠 − 1,
𝑛+1∫︀
𝑛2𝑠

𝑑𝑥
𝑥𝛼 , 𝑛2𝑠 ≤ 𝑛 < 𝑛2𝑠+1,

𝑛2𝑠+1∫︀
𝑛2𝑠

𝑑𝑥
𝑥𝛼 −

𝑛+1∫︀
𝑛2𝑠+1

𝑑𝑥
𝑥𝛼 , 𝑛2𝑠+1 ≤ 𝑛 < 𝑛2𝑠+2.
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Згiдно з рiвнiстю (1.3) отримуємо наступну лему.

Лема 1.1. Збiжнiсть ряду (0.1) при 0 < 𝛼 ≤ 1 рiвносильна збiжностi
послiдовностi 𝐵(𝛼)

𝑛 .

Доведення. Перепишемо рiвнiсть (1.3) як

𝐴(𝛼)
𝑛 −𝐵(𝛼)

𝑛 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜀𝑗𝛾𝑗. (1.5)

Оскiльки для (1.1) виконується наступна нерiвнiсть

0 ≤ 𝛾𝑗 =
1

𝑗𝛼
−

𝑗+1∫︁
𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼
≤ 1

𝑗𝛼
− 1

(𝑗 + 1)𝛼
≤ 𝛼

𝑗(𝑗 + 1)𝛼
, (1.6)

то ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝜀𝑛𝛾𝑛 збiгається абсолютно, тобто послiдовнiсть
𝑛∑︀

𝑗=1

𝜀𝑗𝛾𝑗 збiжна.

Тому, згiдно з рiвнiстю (1.5). iснування lim
𝑛→∞

𝐴
(𝛼)
𝑛 рiвносильно iснуванню

lim
𝑛→∞

𝐵(𝛼)
𝑛 = lim

𝑛→∞

𝑠−1∑︁
𝑚=0

⎛⎝𝑛2𝑚+1−1∑︁
𝑗=𝑛2𝑚

𝑗+1∫︁
𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼
−

𝑛2𝑚+2−1∑︁
𝑗=𝑛2𝑚+1

𝑗+1∫︁
𝑗

𝑑𝑥

𝑥𝛼

⎞⎠+ lim
𝑛→∞

𝑏(𝛼)𝑛 . (1.7)

Лема 1.2. Нехай числа 𝑐𝑘 ≥ 0 i

lim
𝑘→∞

𝑐𝑘 = 0. (1.8)

Тодi ряди
∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑐𝑘 (1.9)

i ∞∑︁
𝑘=1

(𝑐2𝑘−1 − 𝑐2𝑘) (1.10)

збiгаються або розбiгаються одночасно.
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Доведення. З очевидної рiвностi

𝑆2𝑛 ≡ 𝑐1 − 𝑐2 + 𝑐3 − 𝑐4 + . . .+ 𝑐2𝑛−1 − 𝑐2𝑛 = 𝐷𝑛,

де 𝑆𝑘 i 𝐷𝑘 - частковi суми рядiв (1.9) та (1.10) вiдповiдно, випливає, що
ряд (1.10) збiгається тодi i лише тодi, коли iснує

lim
𝑛→∞

𝑆2𝑛 ≡ 𝑆. (1.11)

Але, оскiльки
𝑆2𝑛+1 = 𝑆2𝑛 + 𝑐2𝑛+1,

то, за умовою (1.8), iснування границi (1.11) рiвносильно тому, що i lim
𝑛→∞

𝑆2𝑛+1 =

𝑆. Це означає, що iснує
lim
𝑘→∞

𝑆𝑘 = 𝑆,

тобто збiгається ряд (1.9).

Доведення. Твердження леми випливає з теореми 0.1 застосуванням до
ряду (0.1) ознаки Дiрiхлє [1, c. 307].

Лема 1.3. Нехай 𝑝/𝑞 – правильний нескорочуваний дрiб. Тодi число

𝑧𝑡 =
𝑡𝑝

𝑞
. (1.12)

не є натуральним при будь-якому натуральному 0 < 𝑡 < 𝑞 та справедлива
рiвнiсть

[𝑧𝑡]− [𝑧𝑡−1] = [−𝑧𝑡−1]− [−𝑧𝑡] ≡ 𝜒𝑡, (1.13)

де 𝜒𝑡 ∈ {0,1}.

Доведення. Припустимо, що 𝑧𝑡 ∈ N. Звiдси випливає, що 𝑡𝑝 дiлиться на 𝑞.
За правилами подiльностi (враховуючи, що 𝑝/𝑞 - нескорочуваний дрiб) 𝑡 має
дiлитися на 𝑞. Проте, це неможливо, оскiльки 1 ≤ 𝑡 < 𝑞. Отже, прийшли до
протирiччя з припущенням, що 𝑧𝑡 ∈ N.

Доведемо рiвнiсть (1.13). Оскiльки числа 𝑧𝑡 ̸∈ Z i 0 < 𝑧𝑡−𝑧𝑡−1 =
𝑝
𝑞 < 1,

то можливий лише один з двох наступних випадкiв:
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a) [𝑧𝑡] < 𝑧𝑡−1 < 𝑧𝑡 < [𝑧𝑡] + 1. У цьому випадку −[𝑧𝑡] − 1 < −𝑧𝑡 <
−𝑧𝑡−1 < −[𝑧𝑡];

[𝑧𝑡]− [𝑧𝑡−1] = [𝑧𝑡]− [𝑧𝑡] = 0, [−𝑧𝑡−1]− [−𝑧𝑡] = −[𝑧𝑡]− 1− (−[𝑧𝑡]− 1) = 0.

b) [𝑧𝑡]−1 < 𝑧𝑡−1 < [𝑧𝑡] < 𝑧𝑡 < [𝑧𝑡]+1. Маємо −[𝑧𝑡]−1 < −𝑧𝑡 < −[𝑧𝑡] <

−𝑧𝑡−1;

[𝑧𝑡]− [𝑧𝑡−1] = [𝑧𝑡]− ([𝑧𝑡]− 1) = 1, [−𝑧𝑡−1]− [−𝑧𝑡] = −[𝑧𝑡]− (−[𝑧𝑡]− 1) = 1.

Згiдно з цим отримуємо рiвнiсть (1.13) i на цьому завершується доведення
леми.

У разi розбiжностi ряду (0.1) дослiджується можливiсть його пiдсу-
мовування методом середнiх арифметичних Чезаро, суть якого полягає в
наступному.

По частковим сумам 𝐴𝑛 числового ряду
∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛 будується послiдовнiсть

середнiх арифметичних

𝜔𝑛 =
𝐴1 + . . .+ 𝐴𝑛

𝑛
.

Якщо ця послiдовнiсть при 𝑛 → ∞ має границю, то говорять, що ряд
пiдсумовується методом середнiх арифметичних Чезаро.

Теорема 1.1. Метод середнiх арифметичних Чезаро є лiнiйним та регу-
лярним.

Доведення. Лiнiйнiсть методу випливає з наступної очевидної рiвностi

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘∑︁
𝑖=1

(𝑢𝑎𝑖 + 𝑣𝑏𝑖) = 𝑢 lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 + 𝑣 lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖,

де 𝑢,𝑣 > 0 деякi сталi. Доведемо регулярнiсть. Нехай виконується

lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 = lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 = 𝐴.
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Позначимо 𝜅𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴 та вiдмiтимо, що lim
𝑛→∞

𝜅𝑛 = 0. Хочемо довести, що

lim
𝑛→∞

𝜔𝑛 = 𝐴.

Запишемо окремо послiдовнiсть

𝜔𝑛 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝐴𝑘 − 𝐴) + 𝐴.

Аби довести потрiбне, достатньо показати, що

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝐴𝑘 − 𝐴) = 0.

Зафiксуємо 𝜀 > 0. Оскiльки lim
𝑛→∞

𝜅𝑛 = 0, то це означає, що знайде-
ться номер 𝑁1 такий, що для кожного натурального 𝑘 ≥ 𝑁1 виконується
нерiвнiсть

|𝜅𝑘| <
𝜀

2
.

Оскiльки lim
𝑘→∞

𝑘−𝑁1

𝑘 = 1, то можемо знайти такий номер 𝑁2 ≥ 𝑁1, що для

кожного 𝑛 ≥ 𝑁2 справедлива нерiвнiсть
⃒⃒⃒
𝜅1+...+𝜅𝑁1

𝑛

⃒⃒⃒
< 𝜀

2 . Отже, для кожного
𝑛 ≥ 𝑁2 справедливо наступне⃒⃒⃒⃒
⃒1𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝐴𝑘 − 𝐴)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒1𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜅𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
𝜅1 + . . .+ 𝜅𝑁1

+ 𝜅𝑁1+1 + . . .+ 𝜅𝑛
𝑛

⃒⃒⃒⃒
≤

≤
⃒⃒⃒⃒
𝜅1 + . . .+ 𝜅𝑁1

𝑛

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝜅𝑁1+1 + . . .+ 𝜅𝑛

𝑛

⃒⃒⃒⃒
<

<
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀,

що i треба було довести.
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ВИСНОВКИ

Магiстерська робота являє собою дослiдження впливу розташуван-
ня знакiв доданкiв узагальненого гармонiчного ряду на його збiжнiсть i
пiдсумовування.

Збiжнiсть, в основному, перевiряється за спецiальним критерiєм, який
є основним результатом даної роботи. Цей критерiй збiжностi сформульо-
ваний в термiнах номерiв перемикання знакiв i дозволяє звести питання
про збiжнiсть до вивчення бiльш простого, а саме знакозмiнного ряду.
Згiдно з цим побудовано декiлька прикладiв, що iллюструють зручнiсть
використання отриманого критерiю.

Проте, пiд час спроби застосування отриманого критерiю в приро-
днiх випадках (швидкiсть зростання номерiв як арифметичної прогресiї,
степеневий рiст номерiв) довелось зiткнутися с низкою сумнiвних момен-
тiв, що обумовленi переходом до цiлих частин у випадках ненатуральних
параметрiв. Це спонукало провести додатковi дослiдження. В результатi
були отриманi новi цiкавi результати у випадку арифметичної прогресiї з
рацiональною рiзницею. Для степеневого росту номерiв питання збiжностi
залишається вiдкритим при деяких значеннях показника степенi.

Цiнним досягненням цiєї роботи також є критерiй пiдсумовування, за-
снований на принципах методу середнiх арифметичних Чезаро. Побудовано
приклад розбiжного ряду, який згiдно з отриманим у данiй роботi критерiєм
пiдсумовування не є пiдсумовним. Вiдкритим залишаеться цiкаве питання,
щодо пошуку додаткових умов у вiдношеннi до номерiв перемикання знакiв,
якi гарантують збiжнiсть розглянутого ряду при його пiдсумовуваннi.

Загалом, дана робота є прикладом викладення нетривiальних теоре-
тичних результатiв отриманих у дослiдженнi збiжностi та пiдсумовування
узагальненого гармонiчного ряду зi змiнними знаками його доданкiв.
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