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Представлено нове доведення вкладення класу Герінга в клас Гурова -  Решетняка.

Приведено новое доказательство вложения класса Геринга в класс Гурова -  Решетняка.

The new proof of the embedding of the Gehring class into Gurov -  Reshetnyk class is given.

При изучении различных операторов в пространствах с весом важнейшую роль 
играют так называемые классы весовых функций Макенхаупта. Для 1 < р  < со класс

Макенхаупта А р составляют неотрицательные на М” (весовые) функции /  , удов

летворяющие условию

SUP Т7ГЇ f  f (x)dx\v̂ \ \ f~ ll{p~l\x)dx I  < °° , (!)
е |6 | J e U 6 | J e  J

где верхняя грань берется по всем кубам Q с  К ” , стороны которых параллельны 
координатным осям (только такие кубы рассматриваются в дальнейшем). Для чисел 
0 < а , Р < 1  предельный класс Макенхаупта А ., = А , (и.  \\) определяется таким ус

ловием

| { x e Q :  Д х ) > р - / е } | > а | б |  , (2)

где обозначено / q =\Q\  ' j" f ( x ) c b c , а (2) предполагается выполненным равномерно

по всем кубам g e l " .  Впервые классы А были определены в работах [1,2]. В

настоящее время имеется огромное количество публикаций, посвященных изучению 
этих классов и их приложениям.

Условие Геринга
Г л 1 1 Ч
I T T n f  f 4(x)dx \ -  С'Т7ГГ f  f ( x )dx , (3)
[ | 6 | J e J \ Q \ J q

где 1 < (/ < со , а постоянная с> 1 не зависит от куба О a  IR". впервые было применено 

в [3] для изучения свойств квазиконформных отображений. Класс Gt; = |^J Gt;(c ) .
С>\
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где С у (с) -  совокупность всех неотрицательных функций / ,  удовлетворяющих ус

ловию (3), впоследствии был назван классом Геринга. Классы С у изучались многи

ми авторами и нашли многочисленные применения в различных вопросах.
Условие Геринга (3) представляет собой “обратное неравенство Гельдера” с пока

зателем д> 1, равномерно выполненное по всем кубам <2 с  К ” . Точно также и усло
вие Макенхаупта (1) является “обратным неравенством Гельдера” с показателем

< 0 . Связь между классами Макенхаупта и Геринга устанавливает
Теорема Койфмана -  Феффермана ([4]). Следующие три условия эквивалентны:

a) функция /  принадлежит классу А р при некотором р е  (Л 00 )>'

b) функция /  принадлежит классу А ш (а,(З) при некоторых а , Р е ( О Д ) ;

c) функция /  принадлежит классу С у (с ) при некоторых де(1,оо) и с> 1.

В дальнейшем рядом авторов были получены другие характеризации классов 
Макенхаупта и Г еринга, которые оказывались полезными в конкретных приложениях 
(см., например, [5]).

В работе Гурова [6] при изучении квазилоренцевых отображений рассматривалось 
такое условие на неотрицательную функцию /  :

| / ( * )  - / е р *  йх ’ (4)

где постоянная ее (0 ,2 )  не зависит от куба <2 с  К ” . Более детально класс
СР1 = СР1 ( г ) всех неотрицательных функций / ,  удовлетворяющих условию (4), был
изучен в последующей работе Гурова и Решетняка [7], после чего его стали называть 
классом Гурова -  Решетняка. Легко видеть, что неравенство (4) при г, = 2 имеет место
для любой локально суммируемой неотрицательной / ,  а при е < 2 оно, вообще 
говоря, неверно. Основное свойство функции из класса СР1 содержится в следующей 
теореме.

Теорема Гурова -  Решетняка ([7]). Если неотрицательная функция /  
удовлетворяет условию Гурова -  Решетняка (4) при некотором достаточно малом 
£>0,  то она принадлежит также классу Геринга С у при некотором д>1.

В работе [8] было показано, что в одномерном случае при любом е е (0 ,2 )  
условие (4) влечет принадлежность функции /  некоторому классу Геринга , а 

также найдена верхняя грань таких значений q . Различные доказательства теоремы 
Гурова -  Решетняка и ее разновидностей были получены рядом других авторов, 
однако при п> 2 вопрос о ее справедливости для любого £<2 долгое время 
оставался открытым. В недавней работе Лернера, Стоколоса и автора данной статьи 
[9] установлено, что условие Гурова -  Решетняка (4) равносильно условию (2) при 
любых п> 1 и е <2.  Точнее, при всех п> 1 справедливо равенство

и  ОЫ(е) = и  А ш(а ,р )  .
0 < е < 2  0 <а,[3 <1

Вместе с теоремой Койфмана -  Феффермана это означает, что условие Гурова -  
Решетняка (4) может служить еще одним характерным свойством функций из классов
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Геринга и Макенхаупта. В частности, получаем, что теорема Гурова -  Решетняка 
обратима в том смысле, что любой класс Геринга ( с ) содержится в классе Гурова

-  Решетняка СР1 ( г ) при некотором г,<2 . Ц е л ь  данной работы заключается в 
прямом доказательстве этого факта, не опирающемся на теорему Койфмана -  
Феффермана.

Как отмечается в [10], при q>2,  1<с<л/5 вложение С ч (с ) а  СИ. { с 2 -  \ 

мгновенно следует из такого неравенства

а 2( / -5 )^ В № ) - / е Г * =

-!-(■  / ! < » ) * - | г Ы  / (* )
\q \j q ибне ёх <

(5)

При любых п> 1, д>1 и с> 1 вложение С у ( с ) с: СР1 ( г ) гарантируется

следующей теоремой.
Теорема 1. Пусть неотрицательная на М” функция /  удовлетворяет условию

Г 1 1//?
1 ТТЛ [ - С'Т7ГТ [ / Ч(х')йх> 6 ‘[ |0 |  •'е ] |0 |  •'е

(6)

при некоторых q>\ и с>1. Тогда найдется такое г , 0<&<2, что справедливо 
неравенство

77,7 [ I / (х) ~ /е I  ̂е ' 7777 I" ^  (7)161 •'е1 \Q\J q

Доказательство. Зафиксируем произвольный куб <2 с  К ” и обозначим 

К = |х е 6*: / ( х ) > / о  ). Е с = ( ) \ Е . Можем считать, что / е >0. В силу неравенства 

Г ельдера имеем

д ( / , б )  1 2
/ е / е 16' ^

I  ( / ( * )  - / е ) ^

£  1 1 £
= 2 -— 1 — г- -̂г Г /Ух) ёх -  2 — [■ < 

161 / е |б |

.  И  1< 2 -— 1 —
161 / е

\1/<7

ёх
\Е\

~ 2 И  < 
6

< 2
ч . б . у

\1/<7

I ёх -  2 -,
Е

6/ Ч х )| 0 г е

Но ИЗ условия (6) следует, ЧТО ( / е ) - 1  ̂ к  / Ч х )
\1/<7

ёх < с , так что
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д ( / , б )
•^е

{ И  ^
1 - 1 / 9 І 1 А

и< 2 с
[ ш ,

(8)

Рассмотрим функцию ф( /.) = с.%}-1! 4 - І ,  Х>0 .  Анализируя ее производную, 
легко убедиться в том, что ф возрастает на (о. / .п) и убывает на (/. п. х  где

Ъ0= ( с ^  -  \ )  /  q)q . Заметим также, что из очевидного неравенства

д ( / , б )  2 г с 1 1 1 г |£С
' Т7С І І е '/ о

следует

И  _ 1 Г  
[ ё ] _1"ТёТ

/ (* )

101 | £ С | ^ Ч  Л? 

, х і а ( / , б )
2 ї п

й х < 2 -
101

Рассмотрим сначала случай
(9-0 ІЧ

с <'
д - 1  

В этом случае

(9)

( 1 0 )

д - 1

\

Предположим, что

4-1
< 1 .

^  *  2 ( , - , 0) .
•'е

( 11)

1 0 . ( (  о )
Тогда X о -  1--------  , а из (8) и (9), в силу монотонности функции ф на

2 / е
(ОД о), следует

д ( / , б )
Л  СІЛ г

< 2 ф И

ч і б і у
< 2 ф

=  2 п ( / , е )

2 /с

= 2 с  , - 1 . М м )
2 *  , 

Отсюда получаем

е у

N 1- 1 /«

п ( / , е )

2 /е

- 2  + д ( / , б )

с п ( / , е )

2 / е
> 1

V " « /

или, что то же самое,
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?0.
Сравнивая это неравенство с (11), находим 

1-л.о < .

Но Х0= ( с ( д - 1 ) / д) 4 , так что (13) равносильно неравенству

)/ч
I /7 1

С >

( 12)

(13)

д-1

которое противоречит (10). Таким образом, в случае (10) неравенство (11) выполнен
ным быть не может и, стало быть, из (10) следует, что

д ( / , б )
2 (1 - * . о) • (14)

Но тогда < 1 — а зачитывая еще, что -  точка максимума функции

ф , из (8) получим

д ( / , б )
/ р

< 2 ф
Г 1£ 1 Л

9 - 1

=  2
(с \  ч ^

1 - 1  / д
/  Л 9

1 9 -1 | 1 9 -1 |с с --------- -  С---------
[1  9 >1 , 1 9 J

= 2 с 1

< А .
д-1  д-1

Л
_2_____ 1 п ( / , б )
9-1 9-1 / е

Отсюда вытекает

1+ -
1

9 - 1

Л
Д ( / , б )

9-1
то есть

д ( / , б )  < 2
/ е 9

Заметим, что условие (10) равносильно тому, что

2(1-Х0).

(15)

2
— <
9

Это неравенство означает, что оценка (15) сильнее, нежели (14).
Осталось рассмотреть случай

(  ^(<7-0/9
Я.с > (16)

Если мы предположим, что выполнено условие (11), то, как и выше, получим, что 
справедливо неравенство (12). Иначе справедливо противоположное к (11) неравен
ство (14), из которого следует также (15).
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Заметим, что из (14) вытекает

1 - Х 0 < -  < 1 
Ч

Из вышесказанного получаем, что наилучшая из трех оценок (12), (14) и (15), 
которую можно гарантировать при условии (16), это оценка (12).

Окончательно, полагая
2/<?, если с < (ч / ( ч -  1))(<г~1)/<г,

£ = е( с ,д )  = <

2 ( 1 - с - 9 ^ 9-1 если с > (д /  ( д - 1 ) ) ^ 1 ,
получим (7).

Теорема доказана.
Замечание 1. Полученное при доказательстве теоремы 1 значение е ( с , д ) —>2-0 

при с —>оо и любом фиксированном </>1, и это по существу. Действительно, для /> > 1 

рассмотрим функцию / ъ (х)=Ь )(х)+х [0, + оэ ) ( * ) ,  хеМ , где %Е - характе

ристическая функция множества Е . Несложные вычисления показывают, что 
/ ь е виДео) ,  где минимально возможное г, п =:: п (/>) = 2(^/ТГ-11/ (у[ь +\ —> 2—0 . 

если й—> о о . Кроме того, /,, е С 1( для любого д> 1 . Это означает, что ни при каком 

е< 2 класс Геринга С у не содержится в классе Гурова -  Решетняка СР1(г). Более

того, приведенный пример показывает, что и Р) не содержится в каком-либо
ч >\

СР1 ( е ) при е < 2. С другой стороны, если ц > 1 и с —> 1, то полученное в доказатель

стве теоремы 1 значение г ( с . г/) = 2 /  г/ не стремится к нулю. В этом смысле г ( с . г/)
в теореме 1 существенно завышено. В самом деле, как следует из (5), при д>2 во
вложении С у (с ) с  СР1 ( г ) при с —> 1 можно гарантировать г, —> 0.

Замечание 2. Зафиксируем с> 1. Тогда г ( с . г/) 2 ( с — 1 ) /  с при д —>оо. Дру
гими словами, справедливо такое вложение

П  0 , ( с ) с  П  011(е), (17)
1 < ^ < С 0  8 1 < 8 < 2

где е 1 = 2 ( с - 1 ) / с > 0 .  Нам неизвестно наименьшее значение е Д с ) ,  зависящее,

быть может, еще и от размерности пространства п , при котором вложение (17) оста
ется справедливым. Заметим, что (17) теряет силу, если положить е ! = 0. Более того,

для определенной в замечании 1 функции / й при Ь = с получим, что / 6. б С 1((с )  для 

любого д>1. В то же время, как отмечено в замечании 1, / с £ СР1 ( г ) при любом 

е< е  о ( с ) = 2 ( ^ с Г - 1 { у [ ~ с + 1 ) . Таким образом, вложение (17) теряет силу, если

только £! < 2 ^ ^ ~ с - I { ^ ~ с ~ +1) и притом, как легко видеть, в пространстве любой 

размерности п> 1. Итак, для наименьшего значения е 1 ( с ) ,  при котором (17) имеет 

место, справедливо такое неравенство
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2 (д/"с" —1 ) /  (д/с" + 1) < S 1( c ) < 2 ( c - l )  /  с .

В другом предельном случае д —Я и фиксированном с>1 имеем е ( с , д ) —> 2 - 0 .  
Это означает, что

и с Д С) С U GR(e).  (18)
l < g < c o  0 < s < 2

Все тот же пример функции f ъ , определенной в замечании 1, показывает, что

справа в (18) вместо 2 нельзя записать никакое число, меньшее 2. В самом деле, 
нетрудно убедиться в том, что при фиксированном Ъ> 1 функция e G  ( сq h ] .

где наименьшее возможное значение

(.q - l ) (q- 1)/q b q- \  1
с ч , ь =- -----------------7------ ГТ777-------- \U-iW  “̂ 1  + 0 при q —>\. (19)

q (6 -1 )  \ b q- b )
Зафиксируем о  1, е , < 2 и найдем столь большое Ъ> 1, что справедливо неравенство 

£ о ( b ) = 2 (д/^- — 1 ) /  (д/б~ + 1) >£ 1 . Тогда для полученного b , в силу (19), найдется 

такое q> 1, что с q h < с . так что /,, е [ J  G q (c) .  Вместе с тем, очевидно,
1 < ^ < с о

f b i  У  G R ( e ) .
0<£<£ j

Заключение. Приведенная теорема 1 проясняет связь между классами Гурова -  
Решетняка и Геринга. Метод доказательства этой теоремы может быть использован 
при исследовании связей с другими подобными классами функций.
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