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ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ
ДЛЯ ЦИЛИНДРА КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ СО СВОБОДНОЙ
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ И УЧЕТОМ

СОБСТВЕННОГО ВЕСА

ПроцеровЮ. С. Осесиметричнi задачi теорiї пружностi для цилiндра кiн-

цевої довжини з вiльною цилiндричною поверхнею та за умов врахування

власної ваги. Розглянуто пружний цилiндр скiнченної довжини з урахуванням вла-

сної ваги, на нижнiй основi якого задано умови гладкого контакту, до верхньої основи

додано вiсiсиметричне нормальне навантаження, а бiчна поверхня вiльна вiд напру-

жень. За допомогою скiнченного iнтегрального перетворення Фур’є задачу зведено до

iнтегро-диференцiального рiвняння 1-го роду вiдносно вертикальних перемiщень верх-

ньої основи цилiндра. Розв’язок рiвняння будується у виглядi ряда Фур’є за полiномами

Якобi. Знайдено елементарний розв’язок для окремого випадку навантаження цилiн-

дра.

Ключовi слова: пружний цилiндр скiнченної довжини, власна вага, вiльна бiчна

поверхня, скiнченне iнтегральне перетворення Фур’є, iнтегро-диференцiальне рiвняння

1-го роду.

Процеров Ю. С. Осесимметричные задачи теории упругости для цилин-

дра конечной длины со свободной цилиндрической поверхностью и учетом

собственного веса. Рассматривается упругий цилиндр конечной длины с учетом соб-

ственного веса, на нижнем основании которого заданы условия гладкого контакта, к

верхнему основанию приложена осесимметричная нормальная загрузка, а боковая по-

верхность свободна от напряжений. При помощи конечного интегрального преобразо-

вания Фурье задача сведена к интегро-дифференциальному уравнению 1-го рода отно-

сительно вертикальних смещений верхнего основания цилиндра. Решение полученного

уравнения строится в виде ряда по многочленам Якоби. Найдено элементарное решение

для частого случая загружения цилиндра.

Ключевые слова: упругий цилиндр конечной длины с учетом собственного веса,

свободная боковая поверхность, конечное интегральное преобразование Фурье, интегро-

дифференциальное уравнение 1-го рода.

Protserov Yu. S. Axisymmetric problems of elasticity theory for a cylin-

der of finite length with free cylindrical surface and with tackong into account

its own weight. The finite elastic cylinder with regard of its dead weight is considered.

The conditions of the smooth contact are given on the lower base, the axisymmetrical nor-

mal loading is applied to the upper base, the lateral surface is free from the stress. With

the help of the finite integral Fourier’s transformation the problem is reduced to the integro-

differential equation of the 1-st kind with regard to the vertical displacement of the cylinder’s

upper base. The solution of the obtained equation is constructed as the Fourier’s series by

the Jacobi’s polynomials. The elementary solution is found for the one case of the cylinder’s

loading.
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Введение. Осесимметричным задачам для упругих цилиндров конечной
длины, сплошных и полых, посвящена довольно обширная литература. Состоя-
ние проблемы до 1963 года освящено в обзоре [1]. Этим же задачам посвящена
значительная часть монографии [5], где приводится обзор работ, опубликованных
после 1963 года. Однако, если не касаться приближенных численных методов ре-
шения осесимметричных задач для цилиндров конечной длины, аналитических
методов, позволяющих построить решение в виде явной функциональной зависи-
мости от вида нагрузки и параметров цилиндра, явно недостаточно. К направле-
нию получения точных решений относятся работы [2] и [3], где решение строится
в виде разложений по тригонометрическим или гиперболическим функциям Бес-
селя, что приводит к бесконечным системам линейных алгебраических уравнений
относительно коэффициентов этих разложений. Однако ни в одной из этих работ
не приводится численная реализация предложенных алгоритмов решения. Из по-
следних работ следует упомянуть работы [4] и [8], где с использованием методов
суперпозиции и разложений в ряды Фурье—Бесселя решение задач не только све-
дено к бесконечным системам, но и получены числовые значения напряжений в
цилиндре. В работах [9]–[11] решение задачи о напряженном состоянии кругового
цилиндра, загруженного по торцам или по цилиндрической боковой поверхности,
также строится в виде рядов Фурье—Бесселя и приводятся численные результа-
ты для определенных видов загружений. Во всех публикациях, в том числе и
выполненных в последнее время, не учитывается действие объемных сил в виде
собственного веса материала цилиндра, что приводит к решению неоднородных
уравнений Ламе.

Целью данной работы является определение полей смещений и напряжений
в конечном упругом цилиндре со свободной боковой поверхностью под действием
осесимметричной нагрузки и с учетом собственного веса цилиндра.

Основные результаты.

1. Постановка задачи. Рассматриваем осесимметричную задачу для упру-
гого цилиндра, заданного в цилиндрической системе координат соотношениями
0 ≤ r ≤ a, −π ≤ ϕ ≤ π, 0 ≤ z ≤ h. Искомыми функциями являются смещения
ur (r, z) и uz (r, z), которые должны удовлетворять осесимметричным уравнениям
Ламе с объемными силами в виде собственного веса
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где κ = 3− 4µ, µ — коэффициент Пуассона, G – модуль сдвига и γ – удельный
вес материала цилиндра.

Напряжения выражаются через смещения формулами
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.

Будем считать, что цилиндр опирается на абсолютно жесткое гладкое осно-
вание, т. е при z=0 заданы условия скользящей заделки

uz|z=0 = 0,
∂ur

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

= 0.

К верхнему основанию z=h приложена осесимметричная нормальная нагрузка

σz|z=h = −p (r) ; τzr|z=h = 0.

Боковая поверхность цилиндра r=a свободна от напряжений

σr|r=a = 0; τrz|r=a = 0.

Перейдем к безразмерным координатам ρ = a−1r и ζ = h−1z и величинам
u (ρ, ζ) = ur (aρ, hζ) , w (ρ, ζ) = uz (aρ, hζ) , σρ (ρ, ζ) = σr (aρ, hζ) , ... Система
уравнений Ламе примет вид
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где α = a−1h.
Краевые условия на нижнем и верхнем основаниях цилиндра примут вид
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где µ̄ = µ−1 (1− µ) = (3− κ)
−1

(κ+ 1) , P (ρ) = p (aρ).
Краевые условия на боковой поверхности цилиндра имеют вид
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2. Сведение поставленной краевой задачи к одномерной. Для сведе-
ния поставленной краевой задачи к одномерной воспользуемся конечными пре-
образованиями Фурье по переменной ζ

un (ρ) =

∫ 1

0

u (ρ, ζ) cosλnζdζ; u (ρ, ζ) = u0 (ρ) + 2

∞
∑

n=1

un (ρ) cosλnζ,
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wn (ρ) =

∫ 1

0

w (ρ, ζ) sinλnζdζ; w (ρ, ζ) = 2

∞
∑

n=1

wn (ρ) sinλnζ, λn = πn. (5)

Применяя их к системе уравнений Ламе (1) с учетом краевых условий (2) и
второго из условий (3), получим
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,

где λ∗n = αλn, а χ (ρ) = w|ζ=1 — неизвестная функция.
Применив интегральное преобразование (5) к краевым условиям (4), получим

µ̄u
′

n (1) + un (1) + λ∗nwn (1) = α (−1)
n+1

χ (1) ; w
′

n (1)− λ∗nun (1) = 0. (7)

3. Построение решения одномерной краевой задачи. При n=0 краевая
задача (6) – (7) имеет вид

1
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u0 (ρ) =

κ− 3
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αχ′ (ρ) , 0 < ρ < 1, (8)

µ̄u
′

0 (1) + u0 (1) = −αχ (1) , |χ (0)| <∞.

Общее решение однородного уравнения из (8), ограниченное в нуле, имеет вид
u0 (ρ) = Cρ. Для получения решения неоднородного уравнения надо построить
функцию Грина этой краевой задачи. Поскольку первое краевое условие сильно
усложняет процесс построения функции Грина, то заменим его на u0 (1) = 0.
Тогда при помощи конечного интегрального преобразования Ханкеля

u0k =

∫ 1

0

u0 (ρ) J1 (βkρ) ρdρ; u0 (ρ) = 2

∞
∑

k=1

u0k
J1 (βkρ)

J2
0 (βk)

,

где βk — корни уравнения J1 (β) = 0, несложно построить билинейное разложение
функции Грина этой измененной краевой задачи

G0 (ρ, t) = −2
∞
∑

k=1

J1 (βkρ) J1 (βkt)

β2
kJ

2
0 (βk)

.

Решение краевой задачи (8) имеем в виде

u0 (ρ) = Cρ+
κ− 3

κ+ 1
α

∫ 1

0

G0 (ρ, t)χ
′ (t) dt.



Осесимметричные задачи теории упругости для цилиндра 73

Удовлетворив краевому условию из (8), получим
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α

2
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При n ≥ 1 запишем краевую задачу (6) – (7) в векторном виде, для чего введем
матричный дифференциальный оператор
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,
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и матрицы B =

(

1 λ∗n
−λ∗n 0

)

и A =

(

µ̄ 0
0 1

)

.

Тогда данная краевая задача запишется в виде

Ly (ρ) = f (ρ) , 0 < ρ < 1, (9)

U [y (ρ)] = Ay (1) + By′ (1) = g.

При ее решении будем придерживаться схемы работы [6].
Найдем сначала решение однородного векторного уравнения Ly (ρ) = 0, огра-

ниченное при ρ = 0. Для этого надо построить ограниченное при ρ = 0 решение
матричного уравнения LY (ρ) = 0, 0 < ρ < 1, где Y (ρ) — матрица второго
порядка.

Введем матрицу H(ρ, s) =

(

J1 (sρ) 0
0 J0 (sρ)

)

.

Учитывая, что LH(ρ, s) = −H(ρ, s)M (s), где матрица
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,

решением матричного уравнения будет матрица

Y (ρ) =
1

2πi

∮

C

H(ρ, s)M−1 (s) ds,

где С – замкнутый контур, охватывающий полюса обратной матрицы
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.

Рассматривая замкнутые контуры C±, охватывающие полюсы второго по-
рядка s = ±λ∗n, и используя теорему о вычетах, получим два комплексно-со-
пряженных решения
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где Ik (z) (k = 0, 1) — модифицированные функции Бесселя.

В качестве решения матричного уравнения можно взять

Y (ρ) = 2
[

ReY ± (ρ)∓ ImY ± (ρ)
]

.

Общим же решением однородного векторного уравнения будет

y (ρ) = Y0 (ρ)

(
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)

,

где Y0 (ρ) =
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)

, C1 и C2 — про-

извольные постоянные.

Для нахождения частного решения неоднородного векторного уравнения (9)
построим матрицу Грина. Однако краевые условия (7) сильно затрудняют про-
цесс построения, поэтому поступим следующим образом. Заменим их на одно-
родные краевые условия скользящей заделки при ρ = 1

u
′

n (1) = 0; wn (1) = 0,

т.е. оператор краевых условий в (9) заменим на

U [y (ρ)] = y (1) + y′ (1) = 0, (10)

где A =

(

1 0
0 0

)

и B =

(

0 0
0 1

)

.

Для построения билинейного разложения матрицы Грина этой измененной
краевой задачи введем матричное интегральное преобразование

yn =

∫ 1

0

H(ρ, βk) y (ρ) dρ

с ядром H(ρ, αk) =

(

J1 (βkρ) 0
0 J0 (βkρ)

)

, где βk — корни уравнения J1 (β) = 0.

Применив его к неоднородному уравнению (9) и удовлетворив при этом кра-
евому условию (10), получим
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при k ≥ 1 и y0 = −κ−1
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(

0 0
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)

f0 при k = 0.

Воспользовавшись далее формулой обращения

y (ρ) = 2y0 + 2

∞
∑

k=1

1

J2
0 (βk)

H (ρ, βk) yk,
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получим следующее выражение для частного решения неоднородного уравнения
при измененных краевых условиях

yk =

∫ 1

0

G (ρ, t) f (t) tdt,

где матрица Грина G (ρ, t) имеет вид

G (ρ, t) = −
κ− 1

κ+ 1

2

λ∗2n

(

0 0
0 1

)

−

−2

∞
∑

k=1

1

(λ∗2n + β2
k)

2
J2
0 (βk)

(

G11 (ρ, t) G12 (ρ, t)
G21 (ρ, t) G22 (ρ, t)

)

,

G11 (ρ, t) =

(

β2
k +

κ+ 1

κ− 1
λ∗2n

)

J1(βkρ)J1(βkt);

G12 (ρ, t) = −
2λ∗

n
βk

κ+ 1
J1 (βkρ) J0 (βkt) ,

G21 (ρ, t) = −
2λ∗nβk
κ− 1

J0 (βkρ) J1 (βkt) ;

G22 (ρ, t) =

(

β2
k +

κ− 1

κ+ 1
λ∗2n

)

J0 (βkρ) J0(βkt).

Таким образом построено общее решение неоднородного уравнения (9)

y (ρ) = Y0 (ρ)

(

C1

C2

)

+

∫ 1

0

G (ρ, t) f (t) dt.

Постоянные C1 и C2 найдем из удовлетворения краевому условию краевой задачи
(9). Таким образом найдены выражения для трансформант смещений при n ≥ 1

un (ρ) = −2α (−1)
n

∫ 1

0

χ′ (t)

[

∞
∑

k=1

λ∗2n + κ−3
κ+1β

2
k

(λ∗2n + β2
k)

J1 (βkρ) J1 (βkt)

J2
0 (βk)

]

tdt−

−
κ− 3

2 (κ− 1)
Mn (ρ)Kn,

wn (ρ) = 2α (−1)
n

∫ 1

0

χ′ (t)

[

∞
∑

k=1

λ∗2n + κ+5
κ+1β

2
k

(λ∗2n + β2
k)

2

J0 (βkρ) J1 (βkt)

J2
0 (βk)

]

tdt+

+
κ− 3

2 (κ− 1)
Nn (ρ)Kn −

2α

λ∗n
(−1)

n

∫ 1

0

χ (t) tdt−
κ− 1

κ+ 1
[1− (−1)

n
]
γαa2

Gλ∗3n
,

где Mn (ρ) = ∆−1 (λ∗n)
[

I0(λ
∗
n)I1(λ

∗
nρ)− ρI1(λ

∗
n)I0(λ

∗
nρ) +

κ+1
2λ∗

n

I1 (λ
∗
nρ)

]

,
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Nn (ρ) = ∆−1 (λ∗n)

[

I0(λ
∗

n)I1(λ
∗

nρ)− ρI1(λ
∗

n)I1(λ
∗

nρ)−
κ+ 1

2λ∗n
I1(λ

∗

n)I0(λ
∗

nρ)

]

,

∆(λ∗n) = λ∗nI
2
0 (λ

∗

n)− (λ∗n +
κ+ 12

2λ∗n
)I21(λ

∗

n),

Kn = −
16α (κ− 1)

(κ+ 1) (κ− 3)
(−1)

n
λ∗2n

∫ 1

0

χ′ (t)

[

∞
∑

k=1

βk

(λ∗2n + β2
k)

2

J1 (βkt)

J0 (βk)

]

tdt+

+
κ− 1

κ+ 1

γαa2

Gλ∗2n
[1− (−1)

n
] .

Теперь следует воспользоваться формулами обращения (5) для преобразова-
ний Фурье. После упрощения и суммирования по n некоторых из рядов получим

u (ρ, ζ) = −
κ− 3

κ+ 1

γαa2

G

∞
∑

n=1

1− (−1)
n

λ∗2n
Mn (ρ) cosλnζ +

α

2
(κ− 3) ρ

∫ 1

0

χ (t) tdt+

+

∫ 1

0

χ′ (t) [
∞
∑

k=1

J1 (βkρ) J1 (βkt)

J2
0 (βk)

Ak (ζ) +

+
16α

κ+ 1

∞
∑

n=1

(−1)
n
λ∗2n Mn (ρ) cosλnζ

∞
∑

k=1

βk

(λ∗2n + β2
k)

2

J1 (βkt)

J0 (βk)
]tdt,

w (ρ, ζ) = −
κ− 1

κ+ 1

γh2

2G
ζ (1− ζ) +

κ− 3

κ+ 1

γαa2

G

∞
∑

n=1

1− (−1)
n

λ∗2n
Nn (ρ) sinλnζ +

+2ζ

∫ 1

0

χ (t) tdt+

∫ 1

0

χ′ (t) [
∞
∑

k=1

J1 (βkρ) J1 (βkt)

J2
0 (βk)

Bk (ζ)−

−
16α

κ+ 1

∞
∑

n=1

(−1)
n
λ∗2n (ρ)Nn (ρ) sinλnζ

∞
∑

k=1

βk

(λ∗2n + β2
k)

2

J1 (βkt)

J0 (βk)
]tdt,

где

Ak (ζ) = −
κ− 1

κ+ 1

chβ∗kζ

βkshβ
∗

k

−
α (κ− 3)

(κ+ 1)β2
k

+ 2
chβ∗kζchβ

∗

k − ζshβ∗kζshβ
∗

k

α (κ+ 1) sh2β∗k
,

Bk (ζ) = −2
shβ∗kζ

βkshβ
∗

k

− 4
shβ∗kζchβ

∗

k − ζchβ∗kζshβ
∗

k

α (κ+ 1) sh2β∗k
, β∗k = βk/α.

4. Получение интегро-дифференциального уравнения и его реше-
ние. Полученные выражения для смещений содержат неизвестную функцию
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χ (ζ) — вертикальные смещения точек верхнего основания цилиндра и ее произ-
водную χ′ (ζ). Для их нахождения следует воспользоваться нереализованным ра-
нее первым краевым условием из (3). В результате приходим к интегро-дифферен-
циальному уравнению I-го рода, которое после выделения сингулярной части яд-
ра имеет вид

1

2π

1

ρ

d

dρ

√
ρ

∫ 1

0

χ′ (t) ln
1

|ρ− t|
√
tdt+

∫ 1

0

χ′ (t)R (ρ, t) tdt+ (11)

+
α (κ+ 1) (κ+ 7)

κ+ 5

∫ 1

0

χ (t) dt =
a (κ+ 1)

G(κ+ 5)
P (ρ) + Fγ (ρ) , 0 < ρ < 1, (12)

где R (ρ, t)— регулярная часть интегрального уравнения, а Fγ (ρ)— правая часть,
отвечающая за учет собственного веса цилиндра (приведены в приложении А).

Решение полученного уравнения будем разыскивать в виде разложений по
многочленам Якоби

χ (t) = −2

∞
∑

m=0

χm

2m− 1
P
(− 1

2
,−1)

m (1− 2t) , (13)

откуда χ′ (t) =
∑

∞

m=0 χm+1P
( 12 ,0)
m (1− 2t).

Данное представление обусловлено наличием следующего соотношения [7] :

1

ρ

d

dρ

√
ρ

∫ 1

0

ln
1

|ρ− t|P
( 12 ,0)
m (1− 2t)

√
tdt =

=
2Γ (m)

3
(

5/2

)

m

∞
∑

j=0

(m)j

(

−m− 3/2

)

j
(

−1/2
)

j
· j!

ρj−3/2, m > 0,

при m = 0 в правой части равенства будет стоять

8

3
√
ρ
+

2

9ρ
√
ρ
− 1

3ρ
√
ρ
ln |1− ρ| − 4

3
ln

∣

∣

∣

∣

1 +
√
ρ

1−√ρ

∣

∣

∣

∣

.

После подстановки представлений (12) в уравнение (11) умножим полученное со-

отношение на ρP

(

1/2,0

)

s (1− 2ρ) и проинтегрируем по ρ от 0 до 1. В результате
приходим к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений относи-
тельно коэффициентов χm разложений (12)

∞
∑

m=0

[Asmχm+1 + Bsmχm] = Fs + F γ
s , s = 0, 1, .... (14)

Выражения для коэффициентов системы и правых частей приведены в прило-
жении В. Интегралы, входящие в них, вычислялись по квадратурным формулам
Гаусса повышенной точности.
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Для случая, когда приложенная внешняя нагрузка является равномерно-рас-
пределенной P (ρ) = P∗, а вес цилиндра не учитывается, численное решение си-
стемы (13) дает χ0  = 0, а χm = 0 при m ≥ 1. Таким образом, в этом случае
w|ζ=1 = χ (ρ) = 2χ0 постоянно, а χ′ (ρ) = 0. Этот результат наводит на мысль
о существовании элементарного решения для данного частного случая задачи.
Действительно, несложно проверить, что функции

u (ρ, ζ) =
µaP∗

2G (1 + µ)
ρ, w (ρ, ζ) = − hP∗

2G (1 + µ)
ζ

удовлетворяют однородным уравнениям Ламе (1) и краевым условиям (2) – (4).
Кроме того, найденные из элементарного решения значения χ (ρ) = − hP∗

2G(1+µ) и

χ′ (ρ) = 0 удовлетворяют полученному уравнению (11).

Заключение. Построено решение осесимметричной задачи теории упруго-
сти для цилиндра конечной длины со свободной боковой поверхностью и учетом
собственного веса. Найдено элементарное решение при частном случае загруже-
ния цилиндра. Рассмотренный метод и само решение могут быть использованы
при решении задач несвязной термоупругости.

Приложение А

Здесь N число, обеспечивающее возможность замены функций Бесселя Jm (βkρ)
(m = 0, 1) их асимптотическим представлением.

R (ρ, t) =
16α

(κ− 1) (κ+ 5)

∞
∑

n=1

λ∗2n Dn (ρ)

∞
∑

k=1

βk
(λ∗2n + β2k)

J1 (βkt)

J0 (βk)
−

− 1

2π
√
ρt
[
1

2ρ
ln
2 sin π

2 |ρ− t|
|ρ− t| +

π
2 (ρ− t) cos π

2 (ρ− t)− sin π
2 (ρ− t)

(ρ− t) sinπ/2 (ρ− t)
+

+
α (κ− 3)

2

(κ− 1) (κ+ 5)
ln 2 sin

π

2
(ρ+ t)] +

+
3ρ+ t− 1

8ρ
√
ρt

+
α (κ− 3)

2

(κ− 1) (κ+ 5)

1− ρ+ t

4
√
ρt

+
N
∑

k=1

(
J0 (βkρ) J1 (βkt)

J20 (βk)
+

+
1

2ρ
√
t
(cosβkt− sinβkt) ·)

·
[(√

ρ− 1

2βk
√
ρ

)

cosβkρ+

(√
ρ+

1

2βk
√
ρ

)

sinβkρ

]

−

− α (κ− 3)
2

(κ− 1) (κ+ 5)
[
J0(βkρ)J1 (βkt)

βkJ20 (βk)
+

1

2βk
√
ρt
(cosβkt− sinβkt) (cosβkρ+

sinβkρ)] + 2

∞
∑

k=1

J0 (βkρ) J1 (βkt)

J20 (βk)

e−2β
∗

k

1− e−2β
∗

k

·
[

1 +
4 (3κ− 1)βk

α (κ− 1) (κ+ 5)
(

1− e−2β
∗

k

)

]

,
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Fγ (ρ) =
κ+ 1

κ+ 5

γh

2G
− (λ− 3) γαa2

(κ− 1) (κ+ 5)G

∞
∑

n=1

1− (−1)n
λ∗2n

Dn (ρ) ,

Dn (ρ) = 2∆−1 (λ∗n) [(κ− 3)λ∗nI0 (λ
∗

n) I0 (λ
∗

nρ) + (κ+ 1)λ
∗

nI0 (λ
∗

n) I1 (λ
∗

nρ)−

−4 (κ− 1) I1 (λ
∗

n) I0 (λ
∗

nρ)− 2 (κ− 1)λ∗nρI1 (λ
∗

n) I1 (λ
∗

nρ)] .

Приложение В

Asm =
δm0
6π

∫ 1

0

[8
√
ρ+

2

3
√
ρ
− 1√

ρ
ln |1− ρ| −

−4ρ ln
∣

∣

∣

∣

1 +
√
ρ

1−√
ρ

∣

∣

∣

∣

]P

(

1/2,0
)

s (1− 2ρ) dρ+

+
1

6
δs0δm0 −

(

δm0
30

+
δm1
70

)

(

3/2

)

s

s!

s
∑

l=0

(−s)l

(

s+ 3/2

)

l
(

3/2

)

l
l!
(

l + 1/2

) +

+
α (κ− 3)

2

3 (κ− 1) (κ+ 5)

[

1

3
δs0δm0 +

2

35
δs1δm0 −

2

35
δs0δs1

]

+

+
1

3π

(3/2)s Γ (m)
(

5/2

)

m
s!

s
∑

l=0

(−s)l

(

s+ 3/2

)

l
(

3/2

)

l
l!

∞
∑

j=0

(m)j

(

−m− 3/2

)

j
(

−1/2
)

j
· j!

2j + 1

2j + 2l + 1
−

− 1

2π

∫ 1

0

∫ 1

0

[

1

2
√
ρ
ln
2 sin π

2 (ρ− t)

|ρ− t| +
√
ρ

π
2 (ρ− t) cos π

2 (ρ− t)− sin π
2 (ρ− t)

(ρ− t) sin π
2 (ρ− t)

+

+
α (κ− 3)

2

(κ− 1) (κ+ 5)

√
ρ ln 2 sin

π

2
(ρ+ t)

]

P
(1/2,0)
s (1− 2ρ) P

(

1/2,0
)

m (1− 2t)
√
tdtdρ+

+

∫ 1

0

∫ 1

0

(

N
∑

k=1

[
J0(βkρ)J1(βkt)

J20 (βk)
ρ
√
t+

+
1

2
(cosβkt− sinβkt) [

(√
ρ− 1

2βk
√
ρ

)

cosβkρ+]])

+

(√
ρ+

1

2βk
√
ρ

)

sinβkρ

]

− α (κ− 3)
2

(κ− 1) (κ+ 5)

[

J0 (βkρ) J1 (βkt)

βkJ20 (βk)
ρ
√
t+
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[[[+

√
ρ

2βk
(cosβkt− sinβkt) (cosβkρ+

+sinβkρ)]]]P

(

1/2,0
)

s (1− 2ρ) P

(

1/2,0
)

m (1− 2t)
√
tdtdρ+

+2

∫ 1

0

∫ 1

0

{

∞
∑

k=1

J0 (βkρ) J1 (βkt)

J20 (βk)

e−2β
∗

k

1− e−2β
∗

k

[

1 +
4 (3κ− 1)βk

α (κ− 1) (κ+ 5)
(

1− e−2β
∗

k

)

]}

·

·P

(

1/2,0
)

s (1− 2ρ) P

(

1/2,0
)

m (1− 2t) tdtdρ+
16α

(κ− 1) (κ+ 5)

∫ 1

0

∫ 1

0

[

∞
∑

k=1

λ∗2n Dn (ρ) ·

·
∞
∑

k=1

βk
(λ∗2n + β2k)

J1 (βkt)

J0 (βk)

]

P

(

1/2,0
)

s (1− 2ρ) P

(

1/2,0
)

m (1− 2t) ρtdtdρ;

Bsm = −2α (κ+ 1) (κ− 7)

(κ+ 5) (2m− 1)

(

3/2

)

s

(

1/2

)

m

s! ·m!

s
∑

l=0

(−s)l

(

s+ 3/2

)

l
(

3/2

)

l
l! (l + 2)

m
∑

j=0

(−m)j

(

m− 1/2

)

j
(

1/2

)

j
· j! · (j + 2)

;

Fs =
a (κ+ 1)

G (κ+ 5)

∫ 1

0

P (ρ) P

(

1/2,0
)

s (1− 2ρ) ρdρ;

F γ
s =

γah (κ+ 1)

2G (κ+ 5)

(

3/2

)

s

s!

s
∑

l=0

(−s)l

(

s+ 3/2

)

l
(

3/2

)

l
· l! · (l + 2)

−

− γαa2 (κ− 3)

G (κ− 1) (κ+ 5)

∫ 1

0

[

∞
∑

n=1

1− (−1)n
λ∗2n

Dn (ρ)

]

P
(1/2,0)
s (1− 2ρ) ρdρ.
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