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Ëàãðàíæåâà êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ôëóêòóàöèé

òåíçîðà èíåðöèè æèäêîé ÷àñòèöû

Äåòàëüíî èçó÷åíî ïîâåäåíèå ñïåêòðàëüíîé èíòåíñèâíîñòè òåïëîâûõ ãèäðî-
äèíàìè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé òåíçîðà ìîìåíòà èíåðöèè æèäêîé ëàãðàíæåâîé ÷àñ-
òèöû. Àíàëèç îñíîâàí íà èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ ñïåêòðîâ áèëèíåéíûõ ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííûõ êîððåëÿòèâíûõ ôóíêöèé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîëåé ñ ó÷åòîì
ðåëàêñàöèè ñäâèãîâîé âÿçêîñòè è êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè òåíçîðà èíåðöèè.
Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû ïåðåñ÷åòà ôëóê-
òóàöèé ýéëåðîâîãî ïîëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ íà ôëóêòóàöèè ëàãðàí-
æåâûõ ïåðåìåííûõ, âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàííîé â ðàáîòå È.Ç.Ôèøåðà.

Ââåäåíèå

Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê óãëîâ Ýéëåðà, îï-
ðåäåëÿþùèõ îðèåíòàöèþ ñîáñòâåííîé ñèñòåìû îòñ÷¸òà ìîëåêóëû îòíîñè-
òåëüíî ëàáîðàòîðíîé

( ) ( ) ( )Ø t Y t Y 0*
lm lm lm

= ,  (1)

ãäå óñðåäíåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ìîëåêóëÿðíûõ ïåðåìåííûõ,
íàðÿäó ñ êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè (äàëåå ÊÔ) ïîñòóïàòåëüíîé è âðà-
ùàòåëüíîé ñêîðîñòåé ìîëåêóë æèäêîñòè èãðàåò âàæíóþ ðîëü â îïèñàíèè
ïðîöåññîâ íåêîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ, äèýëåêòðè÷åñêîé ðåëàêñà-
öèè, ôëþîðåñöåíöèè, ÿäåðíîãî ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà, ðàññåÿíèÿ ñâåòà è äð.
Èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ îíà íåñåò, ñóùåñòâåííà äëÿ ïîíèìàíèÿ ìåõàíèçìà
òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë æèäêîñòè.

Ïîâåäåíèå ýòèõ ôóíêöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ìåæìîëåêóëÿðíûõ âçà-
èìîäåéñòâèé òùàòåëüíî èçó÷åíî ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ ìåòîäîì ìîëåêóëÿðíîé
äèíàìèêè [1]. Âðåìåííûå ÊÔ ïîñòóïàòåëüíîé è âðàùàòåëüíîé ñêîðîñòè ìî-
ëåêóë ïðîñòûõ æèäêîñòåé è æèäêèõ ìåòàëëîâ âáëèçè òðîéíîé òî÷êè îáëàäà-
þò ÿðêî âûðàæåííîé îñöèëëÿöèîííîé ñòðóêòóðîé, à íà áîëüøèõ âðåìåíàõ
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äëÿ ÊÔ ïîñòóïàòåëüíîé ñêîðîñòè äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñòåïåííîé àñèì-
ïòîòèêè 3/ 2t− , ïîäòâåðäèâøåå ïðåäñòàâëåíèå î íàëè÷èè êîëëåêòèâíûõ äâè-

æåíèé àòîìîâ æèäêîñòè. ×òî æå êàñàåòñÿ ôóíêöèè ( )l m
tΨ , òî îíà, êàê ïðà-

âèëî, óáûâàåò ïëàâíî, è íà áîëüøèõ âðåìåíàõ âåäåò ñåáÿ êàê 5 / 2
t

−
 [2,3].

Òî÷íûé ðàñ÷åò ìîëåêóëÿðíûõ ÊÔ íåâîçìîæåí â ñâÿçè ñ òðóäíîñòÿìè
îïèñàíèÿ ñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö. Ïîýòîìó îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ íàõîæ-
äåíèåì äàëüíå âðåìåííîé àñèìïòîòèêè äëÿ íèõ, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ìî-
äåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ [4-9]. Îáëàñòü ïðèáëèæåííîé ïðèìåíèìîñòè òàêèõ
àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê ïðîñòèðàåòñÿ äàëåêî â ñòîðîíó ìàëûõ ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêèõ âðåìåí [4], è ýòî ñâîéñòâî ìîæåò áûòü óñèëåíî çà ñ÷åò èñïîëüçîâà-
íèÿ áîëåå ñîâåðøåííûõ, õîòÿ è áîëåå ñëîæíûõ â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøå-
íèè, ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè äîëãîæèâóùèõ
êîððåëÿöèé â íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåìàõ è èõ ïðîÿâëåíèé â êèíåòè÷åñêèõ
ïðîöåññàõ ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò. Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó
âðåìåíè ÊÔ ñêîðîñòè ïîäðîáíî èçó÷åíû. Ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ
èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ÊÔ (1) è èõ ñïåêòðîâ â øèðîêîì âðåìåííîì è ÷àñ-
òîòíîì èíòåðâàëå äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé æèäêîñòè ñ àíèçîòðîïíûìè ìîëå-
êóëàìè [7,8].

Òåíçîð àíèçîòðîïèè, õàðàêòåðèçóþùèé îòêëîíåíèå îñåé àíèçîòðîïíûõ
ìîëåêóë ýëåìåíòà îáú¸ìà æèäêîñòè îò èçîòðîïíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, áûë âïåð-
âûå ïðåäëîæåí Ëåîíòîâè÷åì â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé ê ñèñ-
òåìå îáû÷íûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ öåëüþ áîëåå ïîëíîãî îïèñà-
íèÿ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè, ñîñòîÿùåé èç íåñôåðè÷åñêèõ ìîëåêóë, è
èçó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà ðàññåÿííîãî íà íåé ñâåòà [10]. Òåíçîð àíè-
çîòðîïèè åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ëîêàëüíûé òåíçîð èíåðöèè ýëå-
ìåíòà îáú¸ìà. Ïðè ðàâíîâåñèè òåíçîð èìååò íåêîòîðîå çíà÷åíèå, çàâèñÿùåå,
íàïðèìåð, îò òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ. Åñëè ïîñëåäíèå èçìåíÿþòñÿ, òî íî-
âîå ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå òåíçîðà èíåðöèè äîñòèãàåòñÿ íå ìãíîâåííî, è åãî
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ. Ñ åãî ïîìîùüþ äîëæ-
íà ýôôåêòèâíî îïèñûâàòüñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ èëè ýëåêòðè÷åñêàÿ àíèçîòðîïèÿ
æèäêîñòè, à ÊÔ, ñîñòàâëåííàÿ èç ñôåðè÷åñêèõ êîìïîíåíò òåíçîðà, ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé äëÿ ìîëåêóëÿðíîé ÊÔ (1).

Â [3] ñ ó÷àñòèåì îäíîãî èç íàñ ïîñòðîåíà ïîëíàÿ ñèñòåìà ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé æèäêîñòè, â êîòîðîé íàðÿäó ñ ëîêàëüíîé ñêîðîñòüþ äâè-
æåíèÿ ó÷èòûâàåòñÿ âíóòðåííèé ìîìåíò èìïóëüñà è òåíçîð ìîìåíòà èíåð-
öèè. Óðàâíåíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ èçó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè
è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîððåëÿòèâíîé ôóíêöèè ôëóêòóàöèé ýéëåðî-
âîãî ïîëÿ òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè â ðàâíîâåñíûõ è íåðàâíîâåñíûõ óñëî-
âèÿõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âèä ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîððåëÿòèâíîé
ôóíêöèè óòî÷íåí íà îñíîâàíèè áîëåå ñîâåðøåííîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìî-
äåëè ñ ðåëàêñèðóþùèìè êèíåòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè. Æèäêîñòü ïðè
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ýòîì âûáðàíà íåñæèìàåìîé è íå ó÷èòûâàþòñÿ áûñòðûå ïðîöåññû ïðèáëè-
æåíèÿ ê ðàâíîâåñèþ âíóòðåííåãî ìîìåíòà èìïóëüñà. Äëÿ òàêîé ìîäåëè äå-
òàëüíî èçó÷åíî ïîâåäåíèå ñïåêòðàëüíîé èíòåíñèâíîñòè òåïëîâûõ ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé òåíçîðà ìîìåíòà èíåðöèè æèäêîé ëàãðàíæåâîé ÷à-
ñòèöû. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû îñíîâàíû íà ïîäõîäå, âïåðâûå ñôîðìó-
ëèðîâàííîì â ðàáîòå Ôèøåðà [4] è ðÿäå äðóãèõ ðàáîò [6, 9], îñíîâàííûõ íà
òàêîì æå ìåòîäå ïîñòðîåíèÿ ëàãðàíæåâîé òåîðèè òåïëîâûõ ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèõ ôëóêòóàöèé. Â ïîñëåäíèå ãîäû Ìàëîìóæ [11-14 ] âìåñòå ñî ñâîèìè
ñîòðóäíèêàìè ïðåäëîæèë äðóãóþ ñõåìó ïåðåñ÷åòà ôëóêòóàöèé ýéëåðîâîãî
ïîëÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè íà ëàãðàíæåâó. Â [4] îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé ýéëå-
ðîâû ÊÔ ïîëÿ ôëóêòóàöèé íà ëàãðàíæåâû ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì, à â
íîâîì ïîäõîäå [11] �èíòåãðàëüíûì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ñóùåñòâåííî ïðè
àíàëèçå äàëüíåâðåìåííîãî ïîâåäåíèÿ ëàãðàíæåâûõ ÊÔ, è îáå âåðñèè ëàã-
ðàíæåâîé òåîðèè òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé ýêâèâàëåíòíû. Ðàçëè÷èå âðåìåííî-
ãî ïîâåäåíèÿ ðàçëè÷àåòñÿ òîëüêî â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé âðåìåíè (ìåíü-
øèõ èëè ïîðÿäêà âðåìåíè ðåëàêñàöèè ñäâèãîâîé âÿçêîñòè æèäêîñòè).

Ëàãðàíæåâà è ýéëåðîâà ÊÔ ôëóêòóàöèé òåíçîðà èíåðöèè æèäêîé ÷àñòèöû

Ìîëåêóëû àíèçîòðîïíîé æèäêîñòè ñîâåðøàþò âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå
è îáëàäàþò òåíçîðîì ìîìåíòîâ èíåðöèè. Íàñ èíòåðåñóåò ïðåäåëüíî íèçêî-
÷àñòîòíàÿ ÷àñòü ôëóêòóàöèé ýòîãî òåíçîðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íàèáîëåå ìåä-
ëåííûì äâèæåíèÿì ìîëåêóëû. Ôèçè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî ýòî òî äâèæåíèå,
êîòîðîå îíà ñîâåðøàåò ñîâìåñòíî ñî ñâîèì îêðóæåíèåì êàê îäíî öåëîå- å¸
äðåéô â ïîëå òåïëîâûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé. Ñîâìåñòíî ñî ñâî-
èì îêðóæåíèåì ìîëåêóëà îáðàçóåò �æèäêóþ ÷àñòèöó� â ñìûñëå ëàãðàíæå-
âîé ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè,à ñàìè ýòè óðàâíåíèÿ êàê ðàç
è îïèñûâàþò ìåäëåííûå äâèæåíèÿ ñðåäû. Ïîñòðîèì ëàãðàíæåâó ÊÔ êîìïî-
íåíò äåâèàòîðà òåíçîðà èíåðöèè æèäêîé ÷àñòèöû

( ) ( )( ) ( )( ) .
L d dØ t I a t , t I a 0 ,0
áâãä áâ ãä

=
r r

.  (2)

Çäåñü a(0)
r

 è a(t)
r

 � ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû æèäêîé ÷àñòèöû â äâà ìî-
ìåíòà âðåìåíè. Âìåñòî äåêàðòîâûõ êîìïîíåíò ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòî-
ðîãî ðàíãà ìîæíî ââåñòè îáû÷íûì ñïîñîáîì ñôåðè÷åñêèå, è èçó÷àòü ëàã-
ðàíæåâû ÊÔ, ñîñòàâëåííûå èç ñôåðè÷åñêèõ êîìïîíåíò òåíçîðà èíåðöèè
æèäêîé ÷àñòèöû

( )( ) ( )( )LØ (t) I a t , t I a 0 ,0 ,
m m m

=
r r

 -2 ≤ m ≤ 2 .  (3)

Ýòà ÊÔ ñî çíà÷åíèÿìè t èç îáû÷íîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî èíòåðâàëà
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ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé äëÿ ìîëåêóëÿðíîé ÊÔ èç
(1)äëÿ áîëüøèõ çà÷åíèé t, òàê ÷òî

( ) ( )LØ t Ø t
2 mm

≈ .  (4)

Äëÿ ðàñ÷åòà ïðàâîé ÷àñòè íåîáõîäèìî âûðàçèòü å¸ ÷åðåç ýéëåðîâû ÊÔ,
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òåîðèÿ òåïëîâûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé.
Èñêëþ÷èì ñëàáóþ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âåêòîðíîãî àðãóìåíòà â (2), èñ-
ïîëüçóÿ ìåòîä è ïðèáëèæåíèå ðàáîòû Ôèøåðà [4]. Òîãäà ëàãðàíæåâà ÊÔ
òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè ïîëó÷àåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ýéëåðîâûì ÊÔ
è ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì ñìåùåíèÿì Γ(t) æèäêîé ÷àñòèöû

( )
( )

( ) ( )
n

Ã t1L d n dØ t I r, t Ä I r,0 .
n! 6n 0

á â ã ä á â ã ä

 
 
 
 

∞
= ∑

=

r r

 (5)

Âûðàæåíèå (5) ïîëó÷åíî â ïðèáëèæåíèè ãàóññîâñêîãî çàêîíà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ñìåùåíèé æèäêîé ÷àñòèöû, êîòîðûé ñïðàâåäëèâ ïðè áîëü-
øèõ âðåìåíàõ. Â òî æå âðåìÿ òàêîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì è ïðè î÷åíü
ìàëûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âðåìåíàõ, ïîýòîìó åãî ìîæíî ïðèíÿòü êàê òî÷-
íîå ðàçëîæåíèå, ðåàëèçóþùåå ïåðåñ÷åò ýéëåðîâûõ ÊÔ â ëàãðàíæåâû.

Ýéëåðîâû ÊÔ òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç ñïåêòðàëüíûå èíòåíñèâíîñòè ôëóêòóàöèé

( ) ( )d dI 0,0 I r, t I I exp(i(k r ù t))
ùk

d k
á â ã ä á â ã ä

ω α ∗= −∫
r r

r r

.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (5) è ïðîñóììèðîâàâ ðÿä, ïîëó÷èì

( ) ( )L 2Ø t dkdù I I exp iù t k Ã t /6
ùká â ã ä á â ã ä

  
 

∗= − −∫
r

.  (6)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçâåñòíûõ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòÿõ ôëóêòóàöèé
ýéëåðîâà ïîëÿ ìîæíî âîññòàíîâèòü ëàãðàíæåâû âðåìåííûå ÊÔ òåïëîâûõ
ôëóêòóàöèé òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè. ßâíûé âèä ýòèõ ôóíêöèé áóäåò çà-
âèñåòü îò èñïîëüçóåìîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè.

Ñïåêòðàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé òåíçîðà

èíåðöèè

Ïîëíàÿ ñèñòåìà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé àíèçîòðîïíîé æèäêîñòè

ïðèâåäåíà â ðàáîòå [3]. Â íåé íàðÿäó ñ ëîêàëüíîé ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ ( ),v r t
r r
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ó÷èòûâàåòñÿ âíóòðåííèé ìîìåíò èìïóëüñà ( ),M r t
r

r

 è òåíçîð ìîìåíòîâ èíåð-

öèè ( ),I r tαβ
r

. Åñëè æèäêîñòü ñ÷èòàòü íåñæèìàåìîé è íå ó÷èòûâàòü áûñòðûå

ïðîöåññû ïðèáëèæåíèÿ ê ðàâíîâåñèþ âíóòðåííåãî ìîìåíòà èìïóëüñà, îíà
ïðèâåäåò ê âèäó:

s1v v p íÄv í äI ,
12t ó ó á á á â á âρ

 
 
 

∂ +∇ = − ∇ + + ∇
∂  (7)

( )1 ss s sv I DÄ I äI í v , v 0
21t ô á âó ó ó óáâ áâ áâ

 
 
 

∂ +∇ = − + ∇ ∇ =
∂

r

.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûìè óðàâíåíèÿìè ãèäðîäèíàìèêè ýòè óðàâíåíèÿ
ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíî óðàâíåíèå äëÿ íîâîé ïîëåâîé ïåðåìåííîé- òåíçî-
ðà ìîìåíòîâ èíåðöèè è ÷åòûðå íîâûõ êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòà: τ , D ,

12ν  è 21ν , èìåþùèõ ñìûñë âðåìåíè ðåëàêñàöèè, êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè
òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè è ïåðåêðåñòíûõ êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ
ñîîòâåòñòâåííî. Ëèíåàðèçóÿ ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ìîæíî âû÷èñëèòü
ôëóêòóàöèè ëþáûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîëåé. Ñïåêòðû èíòåíñèâíîñòè ýòèõ
ïîëåé ìîæíî íàéòè, âîñïîëüçîâàâøèñü ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàòèâíîé òåî-
ðåìîé. Íàñ èíòåðåñóåò ëèøü ñïåêòðàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü äåâèàòîðà òåíçî-
ðà ìîìåíòîâ èíåðöèè. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [3], èìååì

2è á kd dI I Re Ä R
M M Nù k

á â ã ä á â ã ä á â ã ä

  ∗ = − 
  

,  (8)

ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

4
è k T/ 4B ð , á í í / 2,

Á 21 12

1 1
Ä ä ä ä ä ä ä ,

2 3á â ã ä á ä â ã á ã â ä á â ã ä

ρ= =

 = + − 
 

1
R n n ä n n ä n n ä n n ä

4á â ã ä á ä ã â á ã â ä á ä â ã â ã á ä

 
= + + + −  

 
 (9)

 
k1 1

n n ä n n ä ä ä , n
3 9 k

á
á â ãä ã ä á â á â ã ä á

 − + + = 
 

,
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2
1 ák2 2M iù Dk , N iù ík
ô M

= − + + = − + + , (10)

Â � êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ ïëîòíîñòè âíóòðåííåé ýíåðãèè åäèíèöû ìàñ-
ñû â ðÿä ïî êâàäðàòó òåíçîðà èíåðöèè.

Äàëüíîâðåìåííàÿ àñèìïòîòèêà ÊÔ òåíçîðà èíåðöèè

Èçó÷èì òåïåðü âðåìåííóþ ÊÔ òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè ëàãðàíæåâîé
÷àñòèöû. Ïðèâåäåííàÿ âûøå ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü îêàçûâàåòñÿ íåäî-
ñòàòî÷íîé äëÿ âïîëíå êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ëàãðàíæåâîé àâòî-
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè. Îíà ïðèìåíèìà òîëü-
êî íà òåõ âðåìåíàõ, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåð çàòóõàíèÿ ïîïåðå÷íûõ ìîä æèä-
êîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì äèôôóçèîííûì ìåõàíèçìîì. Â îáëàñ-
òè æå ìàêñâåëëîâñêèõ âðåìåí, íà êîòîðûõ âÿçêèé îòêëèê ñèñòåìû íà âíåø-
íåå âîçäåéñòâèå èçìåíÿåòñÿ íà óïðóãèé è äèôôóçíûå ïîïåðå÷íûå ìîäû ñòà-

íîâÿòñÿ êîëåáàòåëüíûìè, õàðàêòåð âðåìåííîé çàâèñèìîñòè ( )Ø t
áâãä  è åå

ñïåêòð äîëæåí áûòü óòî÷íåí. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì âðåìåííóþ ÊÔ
òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè ëàãðàíæåâîé ÷àñòèöû, ïîëó÷åííóþ â [3] íà îñíî-
âàíèè íàéäåííîé âûøå ñïåêòðàëüíîé èíòåíñèâíîñòè. Îíà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
äâóõ ñëàãàåìûõ. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå

( ) ( )(1) (2)
( ) Ø t Ø tt

á â ã ä á â ã ä
 
  

Ψ = ∆ + ,  (11)

òî ïåðâîå èç íèõ èìååò âèä:

( )
( )( )

t ô
k Te(1) ÁØ t

3 2
ñB 4ð (Dt Ã t / 6)

−
=

+
,  (12)

à âêëàä îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ëàãðàíæåâó ÊÔ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó
âûðàæåíèþ

( )
( ) ( )

( )xt ô13/2 x 1 x3ð Èá x e 5 t(2)
Ø t Ö , 2, dx

5 2 5 2 2 í ì ë x2 í D t ë x0

α 
  
 

− −
= −∫ − −− −

, (13)

ãäå ( )Ö n,m, x  � âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ [15] è

( )( )ë í Ã t 6 /(í D)= + − .
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Îáà âêëàäà ïðèâîäÿò ê íåêîððåêòíîìó âûðàæåíèþ äëÿ ÊÔ íà ìàëûõ
âðåìåíàõ, à çíà÷åíèå Ψ(0) íå ñóùåñòâóåò èç-çà ïëîõî îïðåäåëåííûõ ýéëåðî-
âûõ ÊÔ ïðè ñîâïàäàþùèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ àðãóìåíòàõ. Â
ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ áîëåå ñîâåðøåííîé ãèä-
ðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè.

Ðåçóëüòàòû (11) � (13) ïðèåìëåìû, åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ ëèøü ïðåäåëü-
íîé ïðè t → ∞  àñèìïòîòèêîé ëàãðàíæåâîé ÊÔ òåíçîðà ìîìåíòà èíåðöèè.
Îíà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé è äëÿ ìîëåêóëÿðíûõ ÊÔ, ñîñòàâ-
ëåííûõ èç òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà, ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ âñëåäñòâèå ïîâî-

ðîòíîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë æèäêîñòè. Âêëàä 
(1)

Ø  â ëàãðàíæåâó ÊÔ

( )L tα β γ δΨ  ïðè t → ∞  ýêñïîíåíöèàëüíî ìàë. Âûðàæåíèå æå (2)Ø  êðîìå ýê-

ñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèõ ÷ëåíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåëàêñàöèè òåíçîðà
ìîìåíòîâ èíåðöèè, ñîäåðæèò ìåäëåííî óáûâàþùèå ñòåïåííûå âêëàäû, ãëàâ-
íûé èç íèõ îïðåäåëÿåò àñèìïòîòèêó è èìååò âèä

( )

( )
( )

23k T á ô
L ÁØ t 1 o

5 2

16ñ B t í D áô
L

t
τ

π

 
 

 
  

= +

+ +
,  (14)

ãäå D
L

 � êîýôôèöèåíò ëàãðàíæåâîé äèôôóçèè ÷àñòèöû. Îí ïîÿâëÿåòñÿ,

åñëè ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ñìåùåíèå æèäêîé ÷àñòèöû èìååò ÷èñòî äèô-
ôóçèîííûé õàðàêòåð äëÿ âñåõ t  èç ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî èíòåðâàëà, ò. å.

( ) L
 Ã t 6 D t≈  [4]. Ñòåïåííàÿ àñèìïòîòèêà ÊÔ ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè òåí-

çîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè ñâÿçàíà ñ ïðîöåññîì âçàèìíîãî âëèÿíèÿ ôëóêòóà-
öèé ïîïåðå÷íûõ ýéëåðîâûõ äâèæåíèé è ôëóêòóàöèé ñàìîãî òåíçîðà. Ýòîò

ïðîöåññ õàðàêòåðèçóåòñÿ êèíåòè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè è
12 21

ν ν , êî-

òîðûå ñîäåðæàòüñÿ â ñîìíîæèòåëå α  (13). Åñëè ïðåíåáðå÷ü òàêèì âëèÿíè-
åì, òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òåíçîðà èíåðöèè îòäåëÿåòñÿ îò äðóãèõ ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû, à ëàãðàíæåâà ÊÔ åãî ôëóêòóàöèé ïîëíîñ-

òüþ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì äëÿ 
(1)

Ø .

Èññëåäóåì áîëåå òî÷íóþ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü æèäêîñòè ñ àíè-
çîòðîïíûìè ìîëåêóëàìè. Ðàññìîòðèì íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü ñ äèíàìè÷åñ-
êèìè êîýôôèöèåíòàìè âÿçêîñòè è äèôôóçèè òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè

í
í
ù 1 i ô

0
ω

=
− , 

D
D

ù 1 i ô
1

ω
=

− , (15)
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ãäå 0τ  è 1τ  � âðåìåíà ðåëàêñàöèè âÿçêèõ íàïðÿæåíèé æèäêîñòè è äèôôóçèè

òåíçîðà ìîìåíòîâ èíåðöèè. Ïîäñòàâëÿÿ Dω  â ïåðâîå ñëàãàåìîå óðàâíåíèÿ (8)

è ïðîèçâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå (5), âìåñòî âûðàæåíèÿ (11) ïîëó÷èì (1)
Ø  â âèäå

( ) Á

3
2ôk T 2(1) 1Ø t

ñB 4 D t

t t t 1 1
I I exp ,
1 22 2 2 ô ô

1

s

s s s s

π

 
 
 
 
  
 

      
            

−= ×

× + − = ±− − + ±
,  (16)

ãäå ( )I z
n  � ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ. Â ýòîì âûðàæåíèè îïó-

ùåíû äåëüòà-îáðàçíûå âêëàäû, îïèñûâàþùèå óïðóãóþ ðåàêöèþ æèäêîñòè
(äåòàëüíîå îáñóæäåíèå èìååòñÿ â [9]). Ðåçóëüòàò (16) ïåðåõîäèò â (12) ïðè

1τ =0, åñëè D D
L

<< .

Ñïåêòð ëàãðàíæåâîé ÊÔ ôëóêòóàöèé òåíçîðà ìîìåíòà èíåðöèè

Äëÿ ñïåêòðàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ âàæíû ôóðüå-îáðàçû âðåìåííûõ ÊÔ.
×òîáû îíè ñóùåñòâîâàëè, íåîáõîäèìà èõ èíòåãðèðóåìîñòü â îêðåñòíîñòè

0t = . Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóðüå- îáðàçà ëàãðàíæåâîé êîððåëÿöèîí-
íîé ôóíêöèè ôëóêòóàöèé òåíçîðà ìîìåíòà èíåðöèè ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ âðåìåííîé ÊÔ, ïîëó÷åííîé â ðàìêàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè æèäêî-
ñòè ñ äèíàìè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè âÿçêîñòè è äèôôóçèè òåíçîðà ìîìåí-
òà èíåðöèè. Íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ (16), ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé

[15] ïîëó÷èì ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè 
(1)

Ø

( ) Á

3
2ôk T 2 p(1) 21Ø ù Re p

2ñB 4 D 4
s

π

 
 
 
 
  
 

 
 
 
 

= +− ,  (17)

ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

1
2 2p i / 2 ( i / 2) / 4s s s sω ω 

 
 

−
= − + + − + −− + + − .

Íàéäåì òåïåðü ôóðüå-îáðàç ÊÔ (2)Ø . Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ áóäåì
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ïðåíåáðåàòü ñìåùåíèåì æèäêîé ÷àñòèöû, ïîëîæèâ â ( ) (0)a t a≈
r r

. Ñ ó÷åòîì

ðåëàêñàöèè êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ÊÔ 
(2)Ø (t) ïîëó÷èì

( )

( )

( )

4

Re

.

(2)
Ø t 4 È dk k dù cos ùt

0 0
n 1 n n 1á

n n 1n! (n 1)! í0 1/ôù
1 1

2 1 2iù í k iù D kù ùô

n

π

×

×

∞ ∞
= ⋅∫ ∫

+ +∞ − ∂ ∂
∑ ++ ∂= ∂

− + − + +

 (18)

Ïðåæäå ÷åì ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå, ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ
ôóíêöèþ (m=0 èëè 1)

1 2 1÷ (t) lim dk k dù cos ù t
rr 0 0 0

sin kr1

2 1 2iù í k iù D kù ùô

m
m

×

×

∞ ∞+= ⋅ ∫ ∫
→

− + − + +
.  (19)

Âíóòðåííèé èíòåãðàë â ýòîì âûðàæåíèè ïðîñò, ïîñêîëüêó åãî ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå ñâåðòêè ïî âðåìåíè îò äâóõ äðóãèõ ôóíêöèé. Èíòåãðèðîâàíèå
ïî k  ñ ïîñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì ïåðåõîäîì ïðîâîäèòñÿ ëåãêî. Âû÷èñëÿÿ
ôóðüå-îáðàç îò ïîëó÷åííîé ôóíêöèè, íàõîäèì

( )

( )
( )

22ð
÷ (ù )

1

2í íô
0

1

21 x 1 x ( 1 x) dx

x 1 x x iùô10 0iù Dùô ô í
0

m
m

m
  

= ×
+

+
− −×∫

− −− + +

.
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Ïîëüçóÿñü ýòèì ðåçóëüòàòîì è ñ÷èòàÿ ïàðàìåòð 12 21 / 2α ν ν=  ìàëûì,
íàõîäèì ãëàâíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ÊÔ èç (17) ïî ýòîìó ïàðàìåòðó

( )
( )

( )

1

/

1/ 2 3/ 21á dx x 1 x(2) 0Ø ù ~
5 2 1 x/(1 i ô )í 0 0

2
i ô ô /ô x 1 x D í

0 0 ω

τ
ω

ω

  

 
  

−
×∫ − −

×
− + + −

.  (20)

Ýòîò èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè [15], íî âûã-

ëÿäèò î÷åíü ãðîìîçäêèì, ïîýòîìó çäåñü íå ïðèâåäåí. Ïîâåäåíèå ÊÔ 
(2)Ø

äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé âðåìåíè ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì ôóðüå-ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ. Íî òàêîé ðåçóëüòàò òðóäíî èçîáðàçèòü â âèäå, óäîá-

íîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ. Åñëè æå ó÷åñòü, ÷òî îòíîøåíèå / 1D ν << , òî ïðè

/ /
0

D ν τ τ<<  ìîæíî ñîâñåì îòáðîñèòü ýòîò âêëàä, à îñòàâøèéñÿ èíòåã-

ðàë ñ òî÷íîñòüþ äî ðàçìåðíûõ êîýôôèöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ôóðüå-îáðàçîì ÊÔ
âðàùàòåëüíîé ñêîðîñòè ëàãðàíæåâîé ÷àñòèöû æèäêîñòè â ïðèáëèæåíèè
Íàâüå-Ñòîêñà, äåòàëüíî èññëåäîâàííîé â [9]. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè íàõîäèì

( )
3

2

1á(2)
Ø ù ~ Re ( ) ,

2( í) i 1/ô0

P ω
ν τ ω  − +  (21)

2 3 4( ) (6 2 2 ) /5 ,
0 0 0 0

21 2 (1 2 ) 1
0 0 0

P p p p p

p i i

ω

ωτ ωτ

= + − −

= − − − −
.

Ãëàâíûé âêëàä â ÊÔ Ψ(t) ïðè t→∞ ñíîâà óáûâàåò ïî çàêîíó 5 / 2
t

− .
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Ëàãðàíæåâà êîðåëÿö³éíà ôóíêö³ÿ ôëóêòóàö³é òåíçîðà

³íåðö³¿ ð³äêî¿ ÷àñòèíêè

ÀÍÎÒÀÖ²ß

Äåòàëüíî âèâ÷åíà ïîâåä³íêà ñïåêòðàëüíî¿ ãóñòèíè òåïëîâèõ ã³äðîäèíàì-
³÷íèõ ôëóêòóàö³é òåíçîðà ³íåðö³¿ ð³äêî¿ ëàãðàíæåâî¿ ÷àñòèíêè. Àíàë³ç áà-
çóºòüñÿ íà â³äîìèõ çíà÷åíÿõ ñïåêòð³â á³ë³í³éíèõ ïðîñòîðîâî-÷àñîâèõ êîðå-
ëÿòèâíèõ ôóíêö³é ã³äðîäèíàì³÷íèõ ïîë³â ç âðàõóâàííÿì ðåëàêñàö³¿ çñóâíî¿
â�ÿçêîñò³ òà êîåô³ö³ºíòà äèôóç³¿ òåíçîðà ³íåðö³¿. Ïðåäñòàâëåí³ ðåçóëüòàòè
îäåðæàí³ ç âèêîðèñòàííÿì ñõåìè ðîçðàõóíêó ôëóêòóàö³é ëàãðàíæåâèõ
çì³ííèõ ÷åðåç ôëóêòóàö³¿ åéëåðîâîãî ïîëÿ ã³äðîäèíàì³÷íèõ çì³ííèõ, âïåðøå
ñôîðìóëüîâàíî¿ ó ðàáîò³ É.Ç.Ô³øåðà.

Zatovsky A. V., Sakhnenko E. I.

Lagrangian correlation function of fluctuations of the inertia moment

tensor of a liquid particle

SUMMARY

The correlation function of the thermal fluctuations of inertia moment tensor is

studied for a Lagrangian liquid particle. This correlation function is the asymptotic

estimate for molecular correlation function composed second rank tensors, it is important

for investigation of thermal motion of anisotropic molecules in a liquid. It is obtained

phenomenologically system of the hydrodynamic equations with the new field

variable � inertia moment tensor of an element of volume of the liquid which is

composed the nonspherical molecules. The thermal hydrodynamic fluctuation spectral

intensity of this tensor is determined. With its help the time asymptotic of the correlation

function is investigated in detail.


