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§ 1. Введение. Пусть Ф —класс всех положительных на (0, +«>) 
выпуклых вниз функций. Для ф^ф будем считать, что ф(0)=ф(0+) 
(равное, быть может, нулю или бесконечности). Всюду в дальней
шем рассматриваются измеримые и неотрицательные функции /, 
g, . . . , за исключением специально оговоренных случаев. Пусть ф^ 
е ф и измеримое множество Z?<=RN. Через <рь(Е) обозначается класс 
всех суммируемых на Е функций / таких, что y(f)^L(E). 

Пусть /ефь(@о), гДе ФеФ> а фо^В* — куб, стороны которого па
раллельны координатным осям (только такие кубы рассматривают
ся в дальнейшем). Тогда, в силу неравенства Йенсена (см. [1. 
с. 182]), для любого куба Q^Qo 

q>(£ / ( s ) d * ) < J <p(f(x))dx, (1.1) 

где j Q f(x) dx == fQ == TTJAQ f(x)dx. В данной работе изучаются 
свойства функций /^ф£((?0), удовлетворяющих «обратному нера
венству Йенсена» 

Lq>(/(*))ds 
S^S(<?> /, £>0)^sup - ^ - < о о , (1.2) 

QcQo ф а f(x)dx) 

где верхняя грань берется по всем кубам Q<^Qo, для которых / Q > 0 . 
В случае y(s)=sq (q>l) неравенство (1.2)—это «обратное не-

равенство Гёльдера» 

{J f*(x)dx}1/9<M% f(x)dx (QaQo), (1.3) 

где M=Sl/q. Если же ф($)=$-1/(<?-!) (?>1), то (1.2) можно 
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переписать в виде 

J /Ог)<Ц| г1*9-1^*)**}9'1 <м (QaQoh (1-4) 

где M=Sq~\ Условие (1.4) называют ^-условием Макенхаупта. 
В работе Геринга [2] была доказана 
ТЕОРЕМА А. Пусть 1<д<«> и функция fe=Lq(Q0)^Lq удовлетво

ряет условию (1.3). Тогда существует е=е(# , q, M)>0 такое, что 
f^Lp для всех /?<g-f е, причем для каждого такого р существует по
стоянная c=c(N, q, М, р) такая, что 

| | f"(x)dxf"^cj f(x)dx (QdQ0). (1-5) 

Эта теорема имеет многочисленные применения в теории весо
вых пространств, квазиконформных отображений, дифференциаль
ных уравнений с частными производными. Различные ее доказа
тельства и обобщения были даны рядом других авторов. В работе 
Боярского [3] поставлена задача нахождения точного значения е = 
=c(iV, q, М) в теореме А, показывающего, какова степень сумми
руемости функции /, удовлетворяющей условию (1.3). Асимптоти
ческая зависимость e(N, q, М) при Л/-* 14- получена Боярским [3, 4] 
и Виком [5]. Для монотонной функции / точное значение е(1, g, M) 
найдено в работах Сбордоне и Д'Аиуццо [6, 7]. Именно, в [7] пока
зано, что невозрастающая на [а, 6] функция /, удовлетворяющая ус
ловию (1.3), принадлежит классу Lv для любого р<р0 и справедли
во неравенство (1.5), где число Pa>q определяется как корень урав
нения 

M=±.iJ*pLf=i, (i.e) 
Ро \Ро— 1/ 

причем значение р0, вообще говоря, нельзя увеличить. Таким обра
зом, для монотонной / точное значение е(1, q, M)=p0—q. 

Этот результат приводит к предположению, что для решения за
дачи Боярского в случае произвольной функции / целесообразно 
применить невозрастающую перестановку 

/ • ( 0 = s u p inf/Cr) ( 0 < * < | < ? 0 | ) , 

а именно функцию одной переменной, равноизмеримую с /. Ранее 
перестановки использовались для доказательства теоремы А в ра
боте Франциози и Москарелло [8]. Именно, в [8] доказано, что из 
условия (1.3) следует неравенство 

{£/*e(T)dTp<^4V(T)dT (0</<|<?0|), (1.7) 

из которого вытекает утверждение теоремы А. Однако предложен-
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ный метод доказательства не позволяет найти точное значение Л/,. 
Поэтому в таком виде неравенство (1.7) нельзя было применять для 
нахождения точного е в теореме А. 

Итак, мы приходим к следующей задаче. Требуется из усло
вия (1.3) получить аналогичное неравенство для перестановки /* 
с точной постоянной в правой части. Если эта постоянная равна М 
(такая же, как и в условии (1.3)), то теорема А справедлива для е, 
найденного в [7] , и это значение является точным. В данной работе 
мы показываем, что в одномерном случае действительно (1.3) влечет 
выполнение неравенства 

| | / • ' (т) dT Y" < Д/ J / /* (т) dT (У С [0, | Q01 J) 

с той же самой постоянной М. Это утверждение является частным 
случаем следующего основного неравенства. 

4 ТЕОРЕМА 1. Пусть ф е ф и /e<pL([fl,&]). Тогда 

5 ( ф , / * , [ 0 , Ь - а ] ) < 5 ( ф , / Л л , Ь ] ) . 

Доказательство этой теоремы приводится в § 3. Здесь мы отметим, 
что неравенство подобного типа (и даже в многомерном случае) при 
других предположениях на функцию ф и с множителем больше еди
ницы в правой части содержится в работе [9] . Как уже отмечалось, 
наличие такого множителя было основным препятствием для нахож
дения точного е в теореме Л. 

Из теоремы 1 при q>(s)=sq (q>\) и результата работы [7] сразу 
следует 

ТЕОРЕМА 2. Пусть 1<^<оо. Тогда 
а) любая функция / e L 9 ( [ a , b]), удовлетворяющая условию (1.3). 

где Qo=[a9 ft], принадлежит классу Lv([a,b]) и удовлетворяет не
равенству (1.5), где q^p<p0, а число p^>q определяется равенст
вом (1.6); 

б) существует невозрастающая функция f^Lq([a, ft]), удовлетво
ряющая условию (1.3), не принадлежащая классу LPo([a, ft]). 

Рассмотрим теперь случай, когда функция / удовлетворяет уело 
вию (1.4). Это условие является необходимым и достаточным для 
ограниченности ряда классических операторов в весовых пространст
вах L4 с весом /. Одним из важнейших свойств функции /, удовлет
воряющей Лд-условию (1.4), является следующее утверждение, по
лученное Макенхауптом в работе [10]. 

ТЕОРЕМА В. Пусть Kq<oo u функция / e L ^ ^ - ^ f t ) удовлет
воряет условию (1.4). Тогда существует е = е ( # , q, M)>0 такое, что 

Jf /(*)<** {J /-^""(sjd*}*'"'< с (QdQo) (1.8) 

для всех p>q—e, где постоянная c=c(N,q,M, р). 
Имеются различные доказательства теоремы В, однако нам не 

известны такие работы, где было бы найдено точное значение 
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E(N,q,M) даже в каких-либо частных случаях. Задача о нахождении 
точного z{N,q,M) поставлена Боярским в [3] . В работах Вика 
(11, 12] доказательство теоремы В основано на применении неубы
вающей перестановки 

/*(*)=/* (10.1-О (0<*<|С.|). 

Именно в [11, 12] доказано, что из условия (1.4) следует неравенство 

J|/*(T)dT{"^/;,/<«-,(T)dT Г ' С Л / , ( / С [0, 10,11), (1.9) 

из которого выводится утверждение теоремы В. Однако, как и в слу
чае «обратного неравенства Гёльдера», метод доказательства не по
зволяет найти точного значения Л/, и поэтому в таком виде (1.9) 
нельзя применять для нахождеия точного е в теореме В. Кроме того, 
найденное в [11, 12] значение г для монотонной функции не являет
ся точным. 

Точное значение е(1,</, М) в теореме В для монотонной функ
ции / устанавливает следующая 

ТЕОРЕМА 3. Пусть \<q<°o. Тогда 
а) для любой неубывающей функции f^L~i/{q~l) ([a, b)), удовлет

воряющей условию (1.4), где @0=[#, Ь], справедливо неравенство 
(1.8), где \<p{)<p^q, а число р0 определяется равенством 

±=Jk(Mp0y/<4-»^: (i.io) 

б) существует неубывающая функция j<=L~i/{q-u ([a, b]), удовлет
воряющая условию (1.4), не принадлежащая классу ^-и(^-^ ([о, 6 ] ) . 

Доказательство этой теоремы содержится в § 3. Его схема близка 
к схеме доказательства теоремы А для монотонной функции в рабо
те [7] . 

Из теорем 1 и 3 и очевидного равенства 

5(ф, /*, [0, Ь-а)) -5 (ф, /*, [0, 6-я] ) (1.11) 
легко выводится 

ТЕОРЕМА 4. Пусть /<</<оо. Тогда для любой функции / е 
e L ~ 1 / ( ( H ) ( [ a , b]), удовлетворяющей условию (1.4), где Qo=[a,b], 
справедливо неравенство (1.8), l<p{)<p^q, а число р0 определено 
равенством (1.10). Если же р<р<и то (1.8), вообще говоря, теряет 
силу. 

В самом деле, последнее утверждение теоремы 4 следует из ут
верждения б) теоремы 3. Неравенство (1.8) получим, если для про
извольного интервала /<^[а,Ь] к сужению / | / применим теорему 1 
при ф($)=£- , / ( 7 - 1 ) , равенство (1.11). а затем к функции ( / | / ) * -
теорему 3. 

Таким образом, теорема 4 показывает, что точное значение 
e ( l , g , M) в теореме В равно q—p^ где р0 — корень уравнения (1.10) 
такой, что \<p0<q. 
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З а м е ч а н и е 1.1. В доказательстве теоремы 1 используется лем
ма Рисса (см. § 2, лемма 2), не имеющая точного аналога в много
мерном случае. В связи с этим теоремы 2 и 4, доказательства кото
рых основаны на применении теоремы 1, также получены для JV=1. 
При N^2 вопросы о нахождении точных значений е в теоремах Л 
и В остаются открытыми. 

Автор глубоко признателен В. И. Коляде за постановку задач, 
постоянное внимание к работе, плодотворные обсуждения и ценные 
советы. 

§ 2. Леммы. 
ЛЕММА 1. Пусть Е=[){Е{, где Е{ -* измеримые множества, при

чем |£ гП# э |=0 (*¥=/), \Et\>0 (/.= 1, 2,. ..) и \Е\<оощ а функция 
f^L(E). Тогда 

X f {x) dx <; sup У f (x) d#. 
J E i J Ei 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем 

Г , ' Y>\Et\\En*)t* supjf /(*)<!* V | Я, | 
V W \Е\ ^ \E\ 

= supf /(ж) da-. 
i -i Ei 

ЛЕММА 2 (см. [13]). Пусть f^L([a, b]) и число A>)jJ(x)dx. 
Тогда существует семейство попарно непересекающихся интервалов 
Л<=[а, Ь] таких, что f,i=A (г=1,2,. . .) и / (х)<Л почти всюду на 
[a,b]\([)J{). 

З а м е ч а н и е 2.1. Эта лемма представляет собой один из ва~ 
риантов леммы Рисса «о восходящем солнце». Она справедлива не 
только для положительной, но и для функции /, принимающей зна
чения разных знаков. Если в ее формулировке знаки > и ^ поме
нять на < и ^ соответственно, то полученное утверждение также 
будет иметь место. Действительно, в этом случае достаточно приме 
нить лемму 2 к функции — / и числу — А. 

ЛЕММА 3. Пусть 0<Tfi,Tf8^l, 0^a2<ai<bi<b2 таковы, что ^а,-\-
-Ь(1—Tft)61=^2л2+ (1—^2)^2. Тогда для любой функции феф 

Т1фи1) + (1-Т1)ф(^)<Т2ф(«2) + (1-Т2)ф(б2). 
Доказательство этой леммы становится очевидным, если сделать 

соответствующей чертеж. 
ЛЕММА 4. Пусть множества Н{ (г= 1,2,3) положительной меры 

таковы, что Н^Н^Н^Я" и | # 3 | < ° ° , а для некоторой (ре=ф функ
ции fug удовлетворяют условиям f^yL(H3), g*=q)L(H2), 

^f(x)dx = $j g(x)Ax~A, ш (2.1) 

f\Hx^B9 f\(H9\Ht) = C9 
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где A>B>OD. Тогда 

f q>(/(*))d*<f <f(g'(x))dz. (2.2> 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим m i = | # i | , т 2 = |Яз \Я 2 | , w3= 
==1^2X^1, А\.—$н*\н^А. Тогда условие (2.1) можно переписать 
в виде 

m i + m2 m i + Щ (^1 + ^2) (mi + тз) 
, m l H i + m2 + ^3) д 

Применяя лемму З и неравенство Йенсена (1.1), получим 

т -Ф(Д)+ ™* Ф ( 0 < т 1 + т 2 ^1 + т 2 
^ ЩЩ /гп/Ач , Ш1 ( т1 + "*2 + Щ) ,„ / „ и 

(т2 + ^2)(mi + т з ) (mi + ^2Ami + т з ) 

Отсюда следует 

т х Ф (g) + m2q> (С) + т 3 (q> (/))н2\я, < т г (ф (g))Hl+ ma (ф (g))H,\Ht ^ 
Mi -f- 77l2 + ^3 ^1 ~Ь ̂ 3 

а это и есть неравенство (2.2). Лемма доказана. 
З а м е ч а н и е 2.2. Легко видеть, что утверждение леммы 4 оста

нется в силе, если в ее формулировке условие A>B>OD заменить 
условием A^B^C^D. В самом деле, в этом случае доказательство 
повторяется дословно с той лишь разницей, что ^ — / Я А Я Г ^ Л . 

ЛЕММА 5 (см. [1, с. 205; 14]). Пусть функции f и g не возраста
ют на [а, 6]. Для того, чтобы при любой феф имело место неравен
ство 

^q>(g(x))dx^^q>(f(x))dx, 

необходимо и достаточно, чтобы были выполнены следующие два 
условия: 

\ g(x)dx=[ f(x)dx, (2.3) 

]X
a8(y)iy<^J(y)iy («<*<*>)• (2.4) 
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ЛЕММА 6. Пусть монотонная функция /^фь([а, 6]), где ф^Ф, 
и интервал / = ( а , ^ ^ [ д , Ь] такой, что 

J f(x)dx = ^f(x)dx. (2.5) 

Тогда 

^(/(z))d*<£(p(/(*))(b:. (2.6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нетривиальным является случай [}—а< 
<Ь—а. Достаточно рассмотреть невозрастающую /. Обозначим 
g (#)==/ | а+4г (х — а)) -Тогда требуемое неравенство (2.6) при
нимает вид 

S O rtO 

ф (g (X)) Ах < \ ф(/(х))<1;г. 
Для его доказательства, в силу леммы 5, достаточно проверить вы
полнение условий (2.3) и (2.4). Равенство (2.3) эквивалентно усло
вию (2.5). Далее, обозначим 

q(x) = [Xg(y)dy — {* f(y)dy ( а < ; г < 6 ) . 

ф(а)=мН&)=0и Ф'(*) = / ( « + - £ з ^ ( х — а ) ) ~ / И - Ш Имеем 
монотонности / следует, что г|/ (х) < 0 почти всюду на [а, х0] и \|/ (х) > 0 
почти всюду на [х0, 6], где х0=(а6—а$)/(Ь—а—(}+а). Поэтому ^ ( # ) < 
^ 0 (а<#<&), a это и означает, что выполнено неравенство (2.4). 
Лемма доказана. 

Следующая лемма представляет собой аналог неравенства Харди 
для отрицательного показателя. Ее доказательство также аналогично 
доказательству неравенства Харди в [1, с. 291], и поэтому мы его не 
приводим. 

ЛЕММА 7. Пусть неубывающая на [а,Ь] функция f^L, а числа 
p>q>0. Тогда 

i (х — a)9/p-i ( Г /(у) dy \Я dx< ( Р + i \* С (х — a)^p-^f-Q (x) dx. 

ЛЕММА 8. Пусть функция f не убывает на [а, Ь] и числа p>q>0> 
Тогда 

К /-р(х)(1а:ГР<-^-( (х — a)*/r>-*f-q(x)dx. 

Эта лемма представляет собой один из вариантов известного не-
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равенства (см. [14, 7]) 
*Ь >1/г 4 п>Ъ 

{J £Г(*)<Ц < - j r $ (* — a)1/r"1ef(«)dxf 

где г ^ 1 , а функция # не возрастает на [а, 6]. 
§ )3. Доказательства теорем 1 и 3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Покажем сначала, что 
5(ф, /*Л0,6-а] )=тах(5 1 ,5 а ) , (3.1) 

где 

JfW(x))dT 
•>1 = SUP г , 

0 < ^ - а ф ( ^ Г ( т ) й г ) 

• 6—а 
jf Ф(/*(Т))(1Т 

4Ь2 = 3 Sup j£2 . 

°^'<Ь-а q>(£ /*(T)dt) 

Зафиксируем интервал /с[0,6—а]. Если (/*)/^(/*)[о,ь-а], то выбе
рем интервал /==(0, t)=>/ такой, что 

^/ • (T)dT = ^/*(T)dT. (3.2) 

В противном случае найдется интервал /s==(£, Ъ—а) =>/, для которого 
справедливо (3.2). Применяя лемму 6, получаем 

J^( /*(T))dT<^(p( /*(T))dT. 

Так как / — произвольный интервал из [0, ft—а], то из этого неравен
ства следует (3.1). 

Таким образом, в силу (3.1), для доказательства теоремы 1 до
статочно показать, что 

Sfc<S(q>,/,[a,ft]) (*=1,2). (3.3) 
Докажем это неравенство для &=1. Зафиксируем £е(0, 6—а] и обо
значим 4s(/*)[fl,i]^/[o,6]. Пользуясь леммой 2, построим систему 
попарно непересекающихся интервалов Л<=[а, &] ( j= l ,2 , . . . ) таких, 
что 

jf /(*)d* = ii (i = l , 2 , . . . ) , (3.4) 

и множество Е2^[){1{=>{хе=[ау ft]: f(x)>A)\Q, жде |Q|=0. Если мы 
покажем, что 

fq>(/*(T))dT<jf q>(/(*))dz, (3.5) 
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то, применяя лемму 1 и учитывая (3.4), в силу произвольности £, 
получим (3.3) для ft=l. 

Итак, осталось доказать (3.5). Для простоты записей в дальней
шем мы будем пренебрегать значениями функции / на множестве Q 
меры нуль. Выберем множество / ^ [ я , Ь] такое, что |2?з|=£ и / ( # ) > 
> /* U) Дл я в с е х я^Е3. Тогда 

/ (*)</ (») < i i (x&E^Ei-Ei, y^E3\E2). (3.6) 
Далее, из неравенства 

и монотонности /* следует, что f2=|£2 |<f. Обозначим 

(/1 (Ег П Е3))* (т), 0 < т < | Е2 П Я31 = *х, 
* ( Т ) I (/1 ( ^ A W (т - «г), «1 < т < *, 

| ( / | £ 2 )* (т ) , 0 < т < * 2 , 
а ( Т , _ | л , * 2 < т < * . 

Из (3.6) следует, ч т о / ? ( T ) = G ( T ) ( 0 < T < * I ) и 
G(l)<F(t)<A (t^x^tj^l^h). (3.7) 

Кроме того, поскольку функция F на [0, f] равноизмерима с /* | [0, *]» 
a G на [0, £2] равноизмерима с / | £ 2 , то 

f F (т) dr = jf *'с (т) dT = Jf*G (т) dt = А, (3.8) 
Jo Jo Jo 

а требуемое неравенство (3.5) в этих новых обозначениях принимает 
следующий вид: 

Jf* Ф (F (т)) dT < Jf'* Ф (G (т)) dT. (3.9) 

Если t2=t, то очевидно, что F(x)=G(x) ( (Хг<0» и (3.9) имеет 
место. Осталось рассмотреть случай t2<t. Зададим б>0 и разобьем 
отрезок [*2,*] на отрезки Ki ( i= l , . . . , п ) , занумерованные справа 
налево, длина каждого из которых | if* 1=^6, и такие, что каждому Ki 
соответствует отрезок Jf=-[U,t^\ длины | /г |<6, отрезки /< занумеро
ваны слева направо и {/<}/Li "" разбиение отрезка [U, *г1» причем 

С (A — F(x))dx = [ (F(x) — G(x))dx (i = l , . . . , п). 

Такое разбиение возможно в силу равенства 

^ ' {А -F(т)) dt = $ V ( т ) - G ( т ) ) dt, 
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которое следует из (3.8). Обозначим В* = Fj., Ci = FKi,Di = Gjf 
Из (3.7) получаем А>В{>&>0{ ( /=1 , . . . , п). Далее, обозначим 

F 0 (T) = F(T)X [ 0 , ( 1](T) + V n (Вм.(х) + Сяк((т)), 

Gx (х) = G (х) хю. шМ + Fo W Х„п (КШ) (*), 

где 0 < т < / , х — характеристическая функция соответствующего мно
жества. Тогда к функциям F0 и Gt можно применить лемму 4, где 
#з=[0 , *] , HZ=HZ\KU Я4=Л, согласно которой 

f4(F 0 (T) )dT<f4(G 1 (T) )dt , 
Jo J о 

где т1==^-|ЛГ1|. Обозначив Fi{x)=Gi(x), С2(тУ=С(т)Х(о,̂ ]и/«и/Л^) + 

+ Л> (т) X, ,п /ЕГ,. г ч W (0 < т < Тх), снова применим лемму 4 

к функциям f i и G2, в которой #з=[0, x j , #2=#3\ЛГ2, # t =/ 2 . Полу
чим 

f Ф (Ga (т)) dt = Г Ф (Л (х)) dx < Г Ф (G, (т)) dr, 
Jo Jo «>о 

где т2==т1—|ЛГ2|. Продолжая этот процесс, на п-м шаге будем иметь 

jftn_1
 v ( б м (т)) dr = Гп _ 1 ф ( ^ (т>) dx < Jftn ф (Gn (%)) dt, 

Jo «Jo Jo 

1 Я в т . - т т - 1 - | Я . | , С . ( т ) - в ( т ) (ге[0,«1]и(и,"=1Л) = [0 ,У) . 
Таким образом, справедливо неравенство 

jf' Ф (F0 (т)) dx < Jf'* ф (G (х)) dx. (3.10) 
Jo •' Jo 

Оно отличается от (3.9) лишь тем, что в его левой части 
вместо интеграла j ф(F(т))dт записана интегральная сумма 

У (ф (В{) | /г | + Ф (Ci) | К{ |), соответствующая построенному 
выше разбиению. Но так как диаметр 6 разбиения произвольно мал, 
то из (3.10) следует (3.9), а вместе с ним и (3.3) для &=1. 

Доказательство неравенства (3.3) для &=2 производится анало
гично с использованием вместо лемм 2 и 4 соответствующих замеча
ний 2.1 и 2.2. Поэтому мы его не приводим. Теорема 1 доказана. 

Для доказательства теоремы 3 нам понадобится 
П р е д л о ж е н и е 1. Пусть феф, функция £^<рь([л, Ь]) и число 

А>0. Тогда 
S(<p,gh, [a,b))<S(<p,g, [a,6]), (3.11) 

где gh{x)^meix{h1g(x)). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим f=gh и зафиксируем интервал 
/<=[«, 6]. Ясно, что из трех возможных случаев /j=ft, /j=g/ и / /> 
>max{fe, g7} нетривиальным является лишь последний. В этом слу
чае, пользуясь леммой 2, построим систему попарно непересекаю
щихся интервалов Л<=/ таких, что gii^fi 0=1 ,2 , . . . ) и g(x)<f, 
почти всюду на 1\Е, где E=\JJi. Обозначим 

H={zezl: g(xj<h), * H / | , Ь Ч Я \ Я | , *аЧЯ|. A=U 
(/|(/\Я))*(т), 0 < x < « l f 

(/|#)*(т —*x), * г < т < * , 
(g\E)*(%), 0 < т < * 2 , 

F(x)={ 

G ( T ) _ I А, * 2 < т < * 

Тогда, очевидно, функции F и G удовлетворяют условиям (3.7), (3.8). 
Повторяя доказательство неравенства (3.9) (см. доказательство тео
ремы 1), получим 

jf4(^(T))dT<f4(G(T))dT. 
Jo Jo 

Отсюда с учетом того, что F равноизмерима с / | / , a G\ (0, t2) равноиз-
мерима с g\E, следует 

I ф (/(*)) da: < £ y(g(x))dx. 

Поэтому в силу леммы 1 

\ Ф (/(*))&*< sup Y y(g(x))dx, 

а так как fi=gjt ( i=l , 2, . . . ) , то 

s Ф (/ (*)) dж 
1 <£(ф,«г,[«.Ч)-Ф (J /(*)<**) 

Поскольку / — произвольный интервал из [а, 6], то тем самым дока
зано (3.11). 

З а м е ч а н и е 3.1. В таком виде мы привели неравенство (3.11) 
лишь для полноты изложения. В дальнейшем оно используется в слу
чае, когда функция g не убывает на [а, 6]. В этом случае доказа
тельство (3.11) существенно упрощается. В работе [8] отмечается, 
что неравенство, аналогичное (3.11), справедливо для монотонной 
функции g и (p(s)=sq (<7>1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. а). Пусть неубывающая на [а, Ь] 
функция / удовлетворяет условию (1.4). Тогда в силу предложения 1 
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для функции #^Д=тах{ft, /} (ft>0) справедливо неравенство 

sup {jf g(x)dx)\$( g-^^-^(x)dx\4~1^M. (3.12) 
J c i 

Зафиксируем 7^(a , £) c: [a, Ь]. Обозначая (?'=l/(g— 1), в силу 
леммы 7 и (3.12), для p>q, применяя теорему Фубини, получим 

(Р l " 1 ) " ^ (х — a)*'/p'-ig-<z' (x) dx 

>\ (х — ау/р^^Хg(y)dyy dx^ 

^M-i'i (x — а^р'-гС g-g' (^) dz/ dx = 

==M-*' —г^—-[(p — a^'/P'-if g-«'(a;)ds — С (я — a ^ ' - ^ - ^ d z l 

Отсюда следует неравенство 

С (х _ a)<*7P'-i г « - (х) ьх ^ * _ (р _ a)e'/P'-i С r g ' (я) da: (3.13) 
^а ^ (Р) Joe 

при условии, что 

Z (р) = 1 - - | = ^ - (Мрупя-D > О, 

где />=1+1/р/. Применяя к (3.13) лемму 8, находим 

Поэтому, в силу (3.12), 

^f(x) dx / J #-*>' И <Ц1/Р/ < J «Г И d* {^ Г р / (ж) dx}1/p/ < с, 

где 

С = с(1, ? ,Д/ ,р) = м ( - ^ | . т 1 г ) 9 - 1 . 

Устремляя ft к нулю, получаем (1.8). 
Таким образом, мы получили, что из (1.4) следует (1.8), если 

р>р0, где р0>1 определяется равенством (1.10). 
б) Пусть [а, Ь] = [0,1], /(#)=:гт, где 0<t<q—1. Для интервала 

/с=[0,1] найдем такое £>0, что /<=(0, t) и 

f a:Vda:==f zvda;. 
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Тогда, в силу леммы 6 при <p($)=s~1/(g~!), 

С x-vHq-i) dx < f arv/(M)dir, 

откуда следует 

sup jf *v da; J /f аг-vAM) da:}9"1 < 

Значит, f{x)=xi удовлетворяет -4,,-условию (1.4) при g > f + l с по
стоянной в правой части M=Mqtb Но и при всех р>ч+1 функция х1 

также удовлетворяет ЛР-условию и очевидно •y"MSB/>o — нижняя 
грань тех значений р, для которых это верно. Так как р0 — корень 
уравнения (1.10) и /-|/<»»-1) не суммируема на [0,1], то тем самым 
доказано утверждение б). 
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